BAB |1
TRIGONOMETRI DAN TEORI PENENTUAN

ARAH KIBLAT

A. Trigonometri
1.  Pengertian Trigonometri

Trigonometri berasal dari bahasa Yunani yaitu tx@o yang artinya
tiga sudut dan metro artinya mengukur. Oleh karan&igonometri adalah
sebuah cabang dari ilmu matematika yang berhaddgragan sudut segi tiga
dan fungsi trigonometrik seperti sinus, cosinusn dangen. Sedangkan
definisi dari trigonometri menurut Kamus Besar Bshdndonesia (KBBI)
adalah ilmu ukur mengenai sudut dan sempadan desegatiga (digunakan
dalam astronomi}’

Istilah trigonometri* juga sering kali diartikan sebagai ilmu ukur yang
berhubungan dengan segitiga. Tetapi masih beluas jghng dimaksudkan
apakah itu segitiga sama kaki (siku-siku), segisgana sisi, atau segitiga
sembarang. Namun, biasanya yang dipakai dalam ndirigan trigonometri
adalah menggunakan segitiga sama kaki atau siku-sRikatakan
berhubungan dengan segitiga karena sebenarnyandrggri juga masih
berkaitan dengan geometfi.Baik itu geometri bidang maupun geometri
ruang.

Trigonometri sebagai suatu metode dalam perhitungariuk
menyelesaikan masalah yang berkaitan dengan pengandperbandingan
pada bangun geometri, khususnya dalam bangun yaerigeriuk segitiga.

Pada prinsipnya trigopnometri merupakan salah datu yang berhubungan

°KBBI, (Jakarta: PT Gramedia, 2008), him. 1487.

YDefinisi trigonometri dari bahasa Inggtigonometry,(lihat Kamus Inggris-Indonesia,
John M. echols dan Hassan Shadily, Jakarta: PT &t@an2003), him. 603.

12Geometri disini adalah cabang dari ilmu matemayikag mempelajari tentang bidang
atau disebut juga ilmu ukur bidang, Hamid, Farldamus limiyah Populer LengkafSurabaya:
Apollo, t.th), him. 172.



dengan besar sudut, dimana bermanfaat untuk menghketinggian suatu
tempat tanpa mengukur secara langsung sehinggdabdebin praktis dan
efisien.

Kesimpulan dari beberapa definisi di atas bahwgotometri adalah
cabang dari ilmu matematika yang mengkaji masalatuts terutama sudut
segitiga yang masih ada hubungannya dengan geor8etitangkan dalam
aplikasinya, trigonometri dapat diaplikasikan dalaislang astronomi. Dalam

hal ini adalah ilmu falak, yaitu dalam praktik pkungan arah kiblat.

2.  Sgarah Trigonometri

Sejarah awal trigonometri dapat dilacak dari zanMesir Kuno,
Babilonia dan peradaban Lembah Indus, lebih da@i03@hun yang lalu.
Matematikawan India adalah perintis penghitunganabeal aljabar yang
digunakan untuk menghitung astronomi dan juga mogeetri. Lagadha
adalah matematikawan yang dikenal sampai sekarang ynenggunakan
geometri dan trigonometri untuk penghitungan astmondalam bukunya
Vedanga, Jyotisha, yang sebagian besar hasil karjaancur oleh penjajah
India.

Pelacakan lain tentang awal mula munculnya trigatdmadalah
bersamaan dengan kemunculan tokoh matematikawanhgardal pada masa
itu. Diantaranya matematikawan Yunani Hipparchustae tahun 150 SM
dengan tabel trigonometrinya untuk menyelesaikgntgg. Matematikawan
Yunani lainnya, Ptolemy sekitar tahun 100 mengermgkan penghitungan
trigonometri lebih lanjut. Disamping itu pula matikawan Silesia
Bartholemaeus Pitiskus menerbitkan sebuah karyg gampengaruh tentang
trigonometri pada tahun 1595 dan memperkenalkaen ikake dalam bahasa
Inggris dan Perancis.

Seiring dengan perkembangan ilmu pengetahuan, aclgak aplikasi
trigonometri. Terutama adalah teknik triangulasngadigunakan dalam

astronomi untuk menghitung jarak ke bintang-bintategdekat, dalam
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geografi untuk menghitung antara titik tertentun dialam sistem navigasi
satelit.

Bidang lainnya yang menggunakan trigonometri tetukasstronomi
(dan termasuk navigasi, di laut, udara, dan angkasari musik, akustik,
optik, analisis pasar finansial, elektronik, tgamobabilitas, statistika, biologi,
pencitraan medis/medical imaging (CAT scan danasttund), farmasi,
kimia, teori angka (dan termasuk Kkriptologi), sesmgi, meteorologi,
oseanografi, berbagai cabang dalam ilmu fisikayesudarat dan geodesi,
arsitektur, fonetika, ekonomi, teknik listrik, teknmekanik, teknik sipil,
grafik komputer, kartografi, kristalografi.

Selanjutnya, penemuan-penemuan tentang rumus ddganometri
oleh para tokoh ilmuwamuslim adalah sebagai berikut :

a. Al Buzani

Abul Wafa Muhammad Ibn Muhammad Ibn Yahya Ibn IdrabBuzjani,
merupakan satu di antara sekian banyak ilmuwaniMugng turut mewarnai
khazanah pengetahuan masa lalu. Dia tercatat sefegang ahli di bidang
ilmu matematika dan astronomi. Kota kecil bernamaj&n, Nishapur, adalah
tempat kelahiran ilmuwan besar ini, tepatnya ta®4@ M. Sejak masih kecil,
kecerdasannya sudah mulai nampak dan hal terselbwtjathg dengan
minatnya yang besar di bidang ilmu alam. Masa s#kola dihabiskan di kota
kelahirannya itu.

Konstruksi bangunan trigonometri versi Abul Wafadga kini diakui
sangat besar kemanfaatannya. Dia adalah yang @erteenunjukkan adanya
teori relatif segitiga parabola. Tak hanya itu, jdiga mengembangkan metode
baru tentang konstruksi segi empat serta perbarkkm sinus 30 dengan
memakai delapan desimal. Abul Wafa pun mengembangkdungan sinus
dan formula 2 sin2 (a/2) = 1 - cos a dan juga sirasin (a/2) cos (a/2)

¥wikipedia ensiklopesi bebas, “Trigonometri”, dalamw.wikipedia.comdiakses 16
Oktober 2011.

" Republika.co.id, “Al Buzjani, Peletak Dasar Rumugy@nometri”, diakses 28
September 2011.
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b. Abu Nasr Mansur

Nama lengkap dari Abu Nasr Mansur adalah Abu Naangudr ibnu Ali
ibnu Iraq atau akrab disapa Abu Nasr Mansur (966 M36 M). Abu Nasr
Mansur terlahir di kawasan Gilan, Persia padartgd60 M. Hal itu tercatat
dalam The Regions of the World, sebuah buku geoBeakia bertarikh 982M.

Pada karya trigonometrinya, Abu Nasr Mansur menemutukum sinus
sebagai berikut:
a/sinA = b/sinB = c/sinC.»®

Selanjutnya seiring dengan perkembangan ilmu maiemarumus-
rumus trigonometri yang biasa dipakai dalam iimuematika adalah sebagai
berikut:*®

a) Rumus kosinus jumlah dan selisih dua sudut

cos(A + B) =cos A cos B —sin Asin B
cos(A—B) =cos Acos B +sin Asin B

b) Rumus sinus jumlah dan selisih dua sudut

sin(A+ B) =sin AcosB +cos AsinB
sin(A—-B) =sin Acos B—-cos AsinB

c) Rumus tangen jumlah dan selisih dua sudut

tanA+tanB

1-tar AtarB
tanA-tanB

1+ tar AtarB

tan(A + B) =

tan(A—B) =

d) Rumus sinus sudut rangkap

sin 2A =2 sin A cos A
sin 3A =3 sin A—-4sin3A

e) Rumus kosinus sudut rangkap

cos 2A =co®A —sifA=1-2siRA=2
CoSA — 1
cos 3A =4 co® — 3 cos A

> Admin, “Abu Nasr Mansur, Sang Penemu Hukum Sinus”

®Noormandiri,Matematika SMA Jilid 2A4Jakarta: Erlangga, 2004), him. 161-180, lihat
juga (Sartono Wirodikromdylatematika 20002003) dan beberapa buku matematika SMA
lainnya.
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f)

¢)

Rumus tangen sudut rangkap

tan 2A :Lnf\
1-tar® A
_ 3
tan 3A = 3anA tzzan A
1-3tar A

Rumus sudut tengahan

sin 1A= + —1_COSA
2 \ 2

cos1 A=+, {—1+ COSA
2 2

sinA

1 /1—cosA
tan— A=+ = =
2 1+cosA 1+co<A
1-cosA
sSin A

h) Rumus perkalian kosinus dan kosinus

)

)

K)

2 cos A cos B =cos(A + B) + cos(A—B)

rumus perkalian sinus dan sinus

2 sin A'sin B = - cos(A + B) + cos(A — B)

rumus perkalian kosinus dan sinus

2 cos A sin B =sin(A + B) — sin(A — B)
2 cos A cos B =cos(A + B) + cos(A—B)

Aturan/hukum sinus

a b C

sinA sinB sinC

Aturan/hukum kosinus

a? = b? + c? — 2bccos A
b% = a% 4 c? — 2accosB

c? =a® +b?—2abcosC
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m) rumus penjumlahan dan pengurangan sinus dan kosinus

sinA+sinB:25in%(A+B) cos%(A—B)
. . 1 1
S|nA—S|nB=ZCos§(A+B) smE(A—B)
1 1
cosA+cosB=2coe‘2r(A+B) cosE(A—B)

cosA—cosBz-ZsiH;—(A+B)sin%(A—B)

Rumus-rumus trigonometri yang tersebut di atasawdaumus hasil
kombinasi dan relasi antara rumus trigonometri yaagu dengan rumus
trigonometri yang lainnya. Dalam beberapa buku resfe yang berbeda
namun masih pada bahasan yang sama yaitu trigonpdiegmukan beberapa
metode yang berbeda untuk mendapatkan rumus-rueraebut. Hal demikian
sah-sah saja, karena masing-masing ahli matematikga asumsi-asumsi
yang berbeda dalam menafsirkan rumus itu. Namunkikem tentunya mereka
masih menggunakan kaidah-kaidah yang sama, yainaratyeometri, relasi
dan kombinasi dalam menafsirkan rumus-rumus trigeeta.

Namun, dalam kaitannya dengan penelitian ini parfenya menyoroti
relasi antara trigonometri dengan bidang astronatau ilmu falak.
Diantaranya adalah dalam teori penentuan arah tRida yaitu teori
trigonometri bola gpherical trigonometry teori geodesi dan teori navigasi.
Adapun pembuktian dari rumus-rumus tersebut di attedah pada sub bab
selanjutnya.

3. Konsep Dasar Trigonometri

Pada dasarnya, segitiga merupakan bentuk dasam dalatematika
terutama trigonometri. Sebab, kata trigonometridsenmengandung arti
ukuran tentang segitiga. Dimana pengetahuan tenbamgi, matahari dan
benda-benda langit lainnya sebenarnya juga diaseali pemahaman konsep
tentang rasiorgtios) pada segitiga. Sebagaimana contoh pada zamarudahu
(sebelum istilah trigonometri populer) keliling bursudah bisa ditentukan

dengan menggunakan konsep segitiga siku-siku, maskianya sebatas masih
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dalam perkiraan saja. Waktu itu keliling bumi dipeakan mencapai 25.000
mil, sedangkan bila menggunakan metode modernrglilumi adalah 24.902
mil.*’

Meskipun dalam sejarah matematika aplikasi trigostoinbberdasar pada
konsep segitiga siku-siku, tetapi sebenarnya cakbpdangnya sangatlah luas.
Dan sekarang, trigonometri juga sudah mulai meramipada bidang
komputer, satelit komunikasi dan juga astrondini.

Konsep dasar trigonometri tidak lepas dari bangatardyang bernama
segitiga siku-siku. Segitiga siku-siku didefinisikesebagai segitiga yang
memiliki satu sudut siku-sikt dan dua sudut lanéppelengkap. Selanjutnya
sisi dihadapan sudut siku-siku merupakan sisi tggog yang disebut dengan
sisi miringnya fiypotenusg sedangkan sisi-sisi dihadapan sudut lancip diseb
kaki (leg) segitiga itu?*

Untuk lebih jelasnya, perhatikan gambar berikut ini

B
Keterangan:
» Hypotenuse: sisi miring
lez 3 Leg: sisi kaki segitiga

A leg C

Gambar 1. Segitiga siku-siku, dengan C
sebagai sudut penyiku.

Pada gambar di atas terlihat jelas balhd&C merupakan segitiga siku-
siku dengarnC sebagai sudut siku-sikunya, ddB merupakan sisi miringnya
(hypotenuse Sedangkan kaki-kakinya adal&it yang posisinya di hadapan
¢2A,danAC di hadapanB.

" E-book/ pdf,Algebra 2 and Trigonometrgalamwww.amscopub.cogrhim. 353.
Diakses pada 09-02-2011.

18 E-book/ pdf,Algebra 2 and Trigonometrgalamwww.amscopub.corrhlm. 353

Sudut siku-siku adalah sudut yang besaftya

2sudut lancip adalah sudut yang besarnya kurang@agi< 90°).

2IE-book/ pdf,Algebra 2 and Trigonometrjjm. 354.
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Selanjutnya dapat dituliskan perbandingai¢s) sebagai berikut:

inA = Be A= Ac d tanA =
SInNA = E, COS A = E, an anA = R
Versi lain untuk mendapatkan perbandingan funggomometri seperti

sin, cos, tan, csc, sec dancot adalah sebagai beriktft:

A
P, /

0 Ql
Gambar 2
Pada gambar 2 di ataBA danOB membentuk sudwd, P terletak pada
0A,Q tegak lurus dengarP di OB. Dari gambar tersebut, maka fungsi
sin, cos, tan, csc, sec dan cot dapat didefinisikan sebagai berikut, dengan

ketentuanPQ| menunjukan panjang gars).

. |PQ| 10Q| |PQ|
sinf = ——, 0s0 = ——, tanf = ——
|OP| 0P| 10Q|
|OP| |OP| |10Q]
scld =——, ecld = ——, ctnf = ——
|PQ| |10Q| |PQ|

Di samping demikian, perlu juga ditunjukan bahwagsi tersebut telah
didefinisikan oleh sudu®, bukan titik P. Dari gambar 2 di ataB; juga
merupakan titik di gari®A, dan@Q, tegak lurusP; di garisOB, sehingga jelas

AOPQ danAOP;Q, sebangun karena itu juga diperoleh hubungan $e%§|r[

dan %. Oleh karena itulah, maka semua fungsi trigonamégtah
1
didefinisikan.

2E_book/pdf,103 Trigonometry Problemdalamwww.birkhauser.com him. 1-3.
Diakses pada 11-02-2011.
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Dari penjelasan tersebut, dapat diketahui bakiw@&, cos 8, dantan 6
merupakan perbandingan terbalik dengsa¥, sec 8, dancot 8 secara beturut-
turut. Oleh sebab itu, dalam beberapa hal cukup peeimbangkansin 8,

cos 8, dantan 8 saja. Dari hubungan tersebut, maka dapat dikefahai

sin @ cos @

=tanf dan
cos @ sin @

Dengan menggunakan kaidah patlaBC dengana, b, dan c adalah

= cotd

panjang sisi-sisBC, CA, danAB, £A, £B, dan«C secara berturut-turut adalah
£CAB, £ABC, dansBCA. SedangkadABC adalah segitiga siku-siku dengan
sudut sikunya df.

Perhatikanlah gambar berikut:

A

Gambar 3
Gambar di atas dapat memberikan penjelasan terpangandingan

trigonometri sebagai berikut:

. b a

sin4 = —, COSA =—, tand = —

c c b

. b a b

sinB = —, cosB =—, tanB = —

c c a

Dari rumus tersebut diperoleh:
a = c sin4, a=c cosB a=b>b tanA

b =c sinB, b=ccosAd b=a tanB

c=a cscA c=a secB c=b cscB c =bsecA
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Dari beberapa definisi di atas, dapat disimpulkeahwa konsep
trigonometri pada dasarnya memang mengacu padarnuingan segitiga siku-
siku. Dari perbandingan tersebut maka diperolelydutrigonometri seperti:
sinus(sin), cosinus (cos), tangen (tan), cosecan (csc), secan (sec) dan
kotangen (cot). Namun, karena fungstosecan (csc),secan (sec) dan
kotangen (cot) merupakan perbandingan terbalifediproca) dari fungsi
sinus (sin), cosinus (cos), tangen (tan) maka yang sering digunakan adalah
fungsisinus (sin), cosinus (cos), dan tangen (tan).

Supaya lebih jelas dalam memahami konsep trigormoteesebut maka
diberikan contoh sebagai berikut:

1) Dalam APQR dengankR sebagai sudut siku-sikuny®Q = 25 satuan,
QR = 24 satuan, da®R = 7 satuan, tentukan!
a)sinP, b)cosP, c)tanP
d)sinQ, e)cosQ, e)tanQ

Jawab:

Hipotenusa adalaRQ karena merupakan sisi terpanjang yagu

Gambarnya sebagai berikut:

P

25

, RQ 24
a) sin P =— =— satuan
PQ 25

PR 7

b) cos P = — =— satuan
PQ 25
QR 24

¢) tan P = — =— satuan
PR 7

_ PR _ 7
d) sinQ = 70 = - satuan

PR 24
e) cosQ = 70 =7 satuan
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tan Q = — =—- satuan
f) anQ=p=27

B. Rumus-RumusTrigonometri

Secara umum rumus-rumus trigonometri diperoleh llabungan atau
relasi antara rumus yang satu dengan yang laiidglam hal ini maka dapat
juga dikatakan rumus trigonometri diperoleh daniivdesi rumus yang lain.
Misalnya sinus, cosinus, tangen, secan, cosecarcalamgen antara yang
satu dengan yang lain sebenarnya masih ada hubwagan

Dalam beberapa referensi yang penulis peroleh loaerapa buku
terutama yang menggunakan bahasa Indonesia rumussririgonometri
dibedakan menjadi beberapa kategori. Diantarangkbdebagai berikat:
1. Rumus trigonometri untuk jumlah dua sudut dan ibetisa sudut
2. Rumus trigonometri sudut rangkap dan tengahan
3. Rumus perkalian sinus dan kosinus
4. Rumus penjumlahan dan pengurangan sinus dan kosinus

Penjelasan dari beberapa rumus di atas akan dilsalcasa berurutan,
namun sebelum itu akan dijelaskan tentang sualugeg) rotasi, koordinat
titik pada lingkaran dengan pudgatian jari-jarir, lingkaran satuan dan hasil-
hasil dari trigonometri itu sendiri sebagai penganPenjelasannya adalah
sebagai berikut:
a) Sudut (angle) dan rotasi

Pembahasan sudut dan rotasi yang dimaksudkan idadatah dalam
ruang lingkup suatu lingkaran sebagai permisalariina, sudut di sini
adalah sudut yang terbentuk karena suatu rotasa fiagkaran tersebut.
Misalnya rotasi dari titikA ke titik B, baik itu rotasi berlawanan arah jarum
jam (counterclockwise ataupun searah dengan arah jarum jalockwise

direction). Dalam hal ini jika rotasinya searah dengan jajam maka sudut

“Noormandiri,Matematika SMA Jilid 2/Im. 161-180, lihat juga (Sartono
Wirodikromo, Matematika 20002003) dan beberapa buku matematika SMA lainnya.
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yang terbentuk adalah negatif, tetapi bila berlaamadengan arah jarum jam
maka sudut yang terbentuk adalah sudut pdsitif.

llustrasinya adalah pada gambar berikut:

B

Gambar 4 dan Gambar 5. llustrasi perputaran sudegirah dan
berlawanan jarum jam
Pada gambar 4 mengilustrasikan bahwa sudut yangntik oleh
£AOB adalah positif karena rotasinya berlawanan defgam jam, yaitu
dari tittk A menuju titik B. Sedangkan pada gambar 5 mengilustrasikan
bahwa sudut yang dibentuk olebAOB adalah negatif karena rotasinya
searah dengan jarum jam.
Selanjutnya klasifikasi sudut berdasarkan letakdkannya dibedakan
menjadi empat bagian, yaitu sudut yang terletakudidran I, kuadran I,
kuadran Il dan kuadran IV, untuk lebih jelasnyarh@atikan penjelasan

gambar berikut®

1) Bila 0 < 8 < 90°, maka sudu@ terletak pada kuadran |I.

V
A

A
Na

v
=

‘ Gambar 6
A

4 E-book/ pdf,Algebra 2 and Trigonometrialm. 358
*E-book/ pdf,Algebra 2 and Trigonometr@58.
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2) Bila 90° < 6 < 180°, maka suduf terletak pada kuadran II.

N

Yy

ﬂk

N

A

v
=

Gambar 7

3) Bila 180° < 6 < 270°, maka suduf terletak pada kuadran llI.

C N

A

‘\9

Gamba‘lr 8

4) Bila 270° < 6 < 360°, maka suduf terletak pada kuadran IV.
Y

f

A

A

N
-

» X

6>

v

Gambar 9
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Selain sudut-sudut kuadran tersebut, terdapatgudat-sudut kelipatan

dari90°, yaitu 18° , 270°, dan 3®°. Gambarnya adalah sebagai berikut:

A%] ‘%/
9(0° ﬁ\
< 0 » X -~ 0 > X
v ‘L
Gambar 10 Gambar 11
y y

A ﬂk

N

v

A

v
=
A

0
A 4

: ‘
gambar 12 Gambar 13
b) Koordinat titik pada lingkaran dengan pusat 0 dan jari-jari r

Perhatikan gambar klj/erikut:
A

o
3 0(\ Xt

Gambar 14
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Pada gambar 14 di atas, titik A dan B terletak gadgkaran. Misalkan
£X*0A = a dansX*0B = B, a danp diukur berlawanan dengan perputaran
arah jarum jam, maka diperoleh:

A= (r cosa,r sina)

B = (r cospB,r sinf)

Dari sini maka dapat disimpulkan bahwa koordinamhlsgrang titikP
pada lingkaran dengan sudtt*0P = 6 adalah(r cos 8,7 sin0).26
c) Lingkaran satuan

Lingkaran satuan adalah lingkaran yang berpusét ditngan jari-jari
r = 1. Kemudian, misalkan koordinat sembarang tiflkpada lingkaran

satuan sehinggazX*t0P =0 adalah (rcos@,rsin6) = (cos,sinf).

Panjang busudB = % 2nr = ar = aradian . Sedangkan panjang busur

AC = %. 2nr = fr = B radian. Maka diperoleh panjang buswlB(C =

(B — a) radian. llustrasi gambarnya adalah sebagai berikut:

A

Gambar 15

Sehingga dapat disimpulkan bahwa apabila terdagrgapg sembarang
busur, misalkanPQ sehinggazP0Q = 6, maka panjang busa(Q adalah

0 radian.

% Sulistiyono,et.al., Matematika SMA untuk Kelas Kim. 112.
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d) Hasil-hasil dari trigonometri?®’
sin@ 4 cos?0 =1
sin 8 = cos(90° — 0)
cos 8 = sin(90° — )
sin @ = sin(180° — 8) = —sin(180° 4+ #) = —sin(360° — ) = —sin—60
cos 8 = —cos(180° — ) = —cos(180° + 0) = cos(360° — 0) = cos—6
tan § = —tan(180° — @) = tan(180° + 0) = —tan(360° — )
Sudut-sudut istimewa:

0° 30° 45° 60° 90°
Sin 0 % % > % 3 1
Cos 1 %\/5 % > % 0
tan 0 %\E 1 3 ~

Tanda fungsi trigonometri dalam berbagai kuadran:
Kuadran I [l 1l v

Tanda positiff Semua Sin Tan Cos

Selanjutnya penjelasan tentang rumus-rumus trigetmadalah
sebagai berikut:

%" Sulistiyono,et.al., Matematika SMA untuk Kelas Kim. 112.
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1. Rumustrigonometri untuk jumlah dua sudut dan selisih dua sudut

a) Rumus untulcos(a + ) 28

{

C(cos(a + B),sin(a + B))

\
\
\
\

\\\ \B(cosa,sina)
\

v
i NALO). o+
B\

' D(cosf,—sinf)

Gambar 16

Pada gambar 16 di atas diperlihatkan sebuah liagksaituan, sehingga
koordinat titik A adalah(1,0). Misalkan £AOB = a, dan2BOC = 3, maka
£AOC = LAOB + £BOC = a + B. Dengan mengambil sudut pertolongan
£A0OD = —f, maka AAOC kongruen dengam\BOD, akibatnyaAC = BD
atauAC* = BD.

Kita ingat bahwa koordinat kartesius sebuah titdpat dinyatakan
sebagai(r cos a,r sin «), sehingga koordinat titil8 adalah(cos a, sin ),
titik ¢ adalah(cos(a + ), sin(a + )), dan titik D(cos a, —sin 8).

Dengan menggunakan rumus jarak antara dua titdéraligh:

» Jarak titik A(0,1) dar€ (cos(a + B), sin(a + )) adalah
AC? = {cos(a + B) — 1}* + {sin(a + B) — 0}?
= cos?(a+ f) — 2cos(a+ B) + 1 + sin?(a + B)

= {\cosz(a + B) + sin?(a +p)}+1—2cos(a+p)

g
=1
AC? =2 —2cos(a + )
» Jarak titikB(cos a, sin @) danD(cos 5, — sin §) adalah :

% Sartono WirodikromolMatematika untuk SMA Kelas XJakarta: Penerbit Erlangga,
2001), him. 82-83.
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BD? = (cosf — cosa)? + (—sin f — sin a)?
= cos?f — 2 cosa cos B + cos? a + sin?B + 2sinasin B + sin?

= (cos?B + sin?B) + (cos? a + sin a) — 2 cos a cos B +
2sinasinf

BD* =2 - 2cosacosf + 2sinasinf
KarenaAC? = BD?, maka diperoleh hubungan
2—2cos(a+pPB)=2—2cosacosf + 2sinasinf

cos(a + B) = cosacosf —sinasinf
Jadi rumus untukos(a + B) adalah:
cos(a + B) = cosacosf —sinasinf
Sedangkan rumus untukos(a — ) dapat diperoleh dari rumus
cos(a + B) dengan cara mengganti sugumenjadi- 8.%°
cos(a — B) = cos(a + (—fB))
= cos a cos(—p) — sin a sin(—p)
= cosa cos f — sina (—sin f8)
= cosacosf +sinasinf
Sehingga rumus untulos(a — ) adalah:
cos(a — B) =cosacosf + sinasinf
Dari kedua rumus di atas, maka dapat disederhamakayjadi:

cos(a + ) =cosacosf +sinasinf

b) Rumusuntuk sin(a + ) 30
Rumus sinus jumlah dua sudut dapat dicari dengamggumakan
rumus kosinus selisih dua sudut, yaitu sebagakberi

sin(a + ) =cos (g — (a + ,6'))
= cosS ((g— Q) — ﬁ)

29 sartono WirodikromolMatematika untuk SMA Kelas Xim. 82-83.
%0 Sulistiyono,et.al., Matematika SMA untuk Kelas Klm. 113-114.
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= cos(g— a)cosﬁ + sin(%— a)sinﬁ
=sinacosf + cosasinf
Jadi,
sin(ea + f) =sinacospf + cosasinf
Selanjutnya, untuk mencari rumsisi(a — ) dapat dicari dengan
mengubabsin(a — ) menjadisin(a + (—f)). Dengan cara yang sama
seperti di atas pada rumsia(a + ) akan diperoleh;
sin(e — ) =sinacosf —cosasinf
Sehingga rumus untuin(a + g) adalah:
sin(e £ f) =sinacosf *+ cosasinf
¢) Rumusuntuk tan(a + B) 31
Rumus tangen jumlah dan selisih dua sudut dapatudikan dari

rumus jumlah dan selisih dua sudut sinus dan kesiRenjelasannya

adalah sebagai berikut:

sin(a+p)
tan(a + B) = C()S(Tﬁ)
__ sinacos f+cosasinf§ Bagi pembilang dan
"~ cosa cos f—sinasin B —> penyebut dengan

sinacosf  cosasinf cosacosfi

T
cosacosf cosacosf
~ cosacosf sinasinf
cosacosf cosacosf

sina | sinf
cos a+cos B
- sinasin B
" cosacos B

__ tana+tanp
1-tanatan f

Dengan menggunakan cara yang sama, diperoleh:

tana+tan
1-tanatanf

tan(a — pB) =

%1 Sulistiyonoet.al., Matematika SMA untuk Kelas Kim. 116.
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2. Rumustrigonometri sudut rangkap dan tengahan
a) Sinussudut rangkap
Sinus sudut rangkap dinyatakan dengan2a. Rumus ini diperoleh
dari rumus sinus jumlah dua sudut. Penjelasanryagse berikut:
sin 2a = sin(a + a)
=sinacosa + cosasina
= 2sinacosa
b) Kosinus sudut rangkap
Seperti padain 2a, rumuscos 2a dapat diperoleh dari rumus kosinus
jumlah dua sudut. Penjelasannya sebagai berikut:
cos 2a = cos(a + )
=cosacosa —sinasina
= cos?a —sin®a
Dengan menggunakan identitasos?a 4+ sin‘a =1, maka akan

diperoleh bentuk lain datbs 2a.

cos 2a = cos’a — sin® a
= cos?a — (1 — cos? a)
= 2cos*a —1
Selain itucos 2a juga dapat dinyatakan dalam bentuk:

2

2q —sin“ «

cos 2a = cos
= (1 —sin%a) —sin’«a
=1-2sin’a

Dari beberapa rumus di atas, maka diperoleh:

2

2q —sin“«a

cos2a = cos
= 2cos’a — 1

=1—2sin’«a

%2 Sulistiyono,et.al., Matematika SMA untuk Kelas Klm. 120.
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c¢) Tangen sudut rangkap™

Rumus tan2a dapat diperoleh dari rumugan(a + £) dengan

mensubtitusikai® = «, sehingga diperoleh:

tan 2a = tan(a + a)
_ tana+tan a

N l1-tana tan a

_ 2tan«a
" 1-tan2a

d) Trigonometri sudut tengahan®
Rumus trigonometri sudut tengahan dapat diturunkan rumus
trigonometri sudut rangkap. Penjelasannya adaladgse berikut;

1+ cos2a
— e (D)

2 =
@ 2

cos2a = 2 cos’a — 1 — cos

1—cos?2
cos2a =1 — 2 sin‘a - sin a=$...........(2)

Dengan menggunakan identitas tersebut dapat dikarutiga identitas

yang baru. Misalkan 2a =6, maka a’=§. Sehingga jika

: L 0 .
disubtitusikany = > ke persamaan (1) dan (2) akan diperoleh:

2 0 1+cos @
coS® — =
2 2
., o 6 1—cos @
sin® — =
2 2
atau
0 14+cos @
cos—=+
2 2
1—cos@

¥ sartono WirodikromolMatematika untuk SMA Kelas Xilm. 91.
*sulistiyono,et.al., Matematika SMA untuk Kelas Kim. 123.
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0
Sedangkan untukan > diperoleh dengan menggunakan hubungan:

.6

0 sin—

tan - = —3
2

14+cos @
=1
1—cos @

3. Rumus perkalian sinus dan kosinus®

Rumus yang digunakan untuk mencari rumus perkaiiams dan kosinus

adalah rumus jumlah dan selisih dua sudut. Peaj@gs adalah sebagai
berikut:

a)

b)

Perkalian kosinus dan kosinus
cos(a + B) =cosacosfB —sinasinf

cos(a — ) = cosacosf + sinasinf

+
cos(a + f) + cos(a — ) = cosacosf +cosacosf

cos(a + ) + cos(e — ) = 2cosacosf
Jadi,

2 cosacosf = cos(a + ) + cos(a — B) atau
cosacosf = %cos(a +p) + %cos(a - pB)
Perkalian sinusdan sinus

cos(a + fB) =cosacosf —sinasinf

cos(a — ) = cosacosf + sinasinf

cos(a + ) — cos(a — B) = —sinasinf —sina sin f
cos(a + B) — cos(a —B) = —2 sinasin B
Jadi,

—2 sinasinf = cos(a + B) — cos(a — B) atau

sinasinf = %cos(a - B) — %cos(a + B)

*3ulistiyono,et.al., Matematika SMA untuk Kelas Kim. 126.
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4. Rumus penjumlahan dan pengurangan sinus dan kosinus*

Rumus penjumlahan dan pengurangan sinus dan koslapat
diperoleh dari rumus perkalian sinus dan kosinenjéfasannya adalah
sebagai berikut;

Seperti diketahui, rumus perkalian sinus dan kasadalah:
2cosacosf = cos(a+ f) + cos(ax — )

2sinasinf = cos(a — B) — cos(a + B) = —(cos(a + B) — cos(a — B))
2sinacosf = sin(a + ) + sin(a — f)

2cosasinf = sin(a + B) — sin(a — f)

Misalkan A =a + § dan B =a — § maka:
A+B

A+B=(@+p)+(@-p)=2a—a=—

A-B=(a+p)-(a-p)=28-p="7"
Bila permisalan di atas disubtitusikan pada rumegkalian sinus
dan kosinus maka akan diperoleh rumus penjumlatzan pngurangan

sinus dan kosinus sebagai berikut:
cosA + cosB = 2 cos (%) cos (%)
cosA — cosB = —2sin (#) sin (%)

sinA + sin B = 2 sin (#) cos (%)

sinA — sinB = 2 cos (#) sin (%)
C. Aturan Sinusdan Kosinus
1. Aturan Sinus®’

Misalkan ada sebuah segitiga, katakanlah ABC, makan dapat

absinC

dibuktikan bahwa [ABC] =

yang secara simetri juga dapat diperoleh

rumus sebgai berikut:

absinC bcsinA acsinB
[ABC] = > = > = >

% Sulistiyono,et.al., Matematika SMA untuk Kelas Klm. 129.

3" E-book/pdf,103 Trigonometry Problemhjm. 18
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. N bc. .
Jika rumus tersebut dibagi denga pemlg'%él maka akan menghasilkan

rumus sebagai berikut:

sinA _sinB _sinC a b _ ¢

a b c sinA _sinB _sinC

Rumus itulah yang kemudian dinamakan aturan atkurhainus.

2. Aturan Kosinus®

Ketika kita tahu dua ukuran sisi dan juga sudutissgitiga, maka
ukuran dan bentuk segitiga tersebut dapat ditentu®éeh sebab itu, ketiga
sisinya juga dapat ditentukan. Untuk lebih mudahmgka segitiga tersebut
diletakkan pada suatu bidang koordinat sebagakiteri

¥ . ¥
C(bcosA, bsinA) (bcos A, bsinA)

a

G B (c.0)

0T A (0,0) o A(D,0)

Ci{bcosA. bsinA)

B (c.00)

A(0,0)

Gambar 17

Pada gambar 17 di atas adal®®ABC dengan AB = ¢, BC = a, dan
CA= b, koordinat A(0,0), B(c,0) dan C(b cos A, h #i). Bila b, ¢c dan sudut

A diketahui ukurannya, lalu koordinat dari tiapptizertex (ujung) juga

% E-book/ pdf,Algebra 2 and Trigonometr$52-553
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diketahui, maka dapat pula ditentukan a, dan panjatiga sisi segitiga
tersebut dengan menggunakan rumus jarak.
Rumus jarak antara dua titik, misalkaxxf§;) dan Qf,,y,) adalah:
PQ? = (x; — x1)* + (y2 — y1)?
Misalkan Pf;,y;) = B(c,0) dan QX,,y,) = C(b cos A, b sin A), dengan
menggunakan rumus jarak tersebut akan diperoleh:
BC? = (bcosA —c)? + (bsinA — 0)?
= b%c0s?*A — 2 bccos A + ¢? + b%sin’A
= b%cos*A + b?sin?A + ¢?> — 2 bccos A
= b?(cos?A + sin®A) + c¢? — 2 bccos A
= b%(1) + c? — 2 bccos A
=b%2—2bccosA
Karena BC = a, maka:
a’> = b*>+c?>—2bccosA
rumus itulah yang kemudian dinamakan aturan kosibémngan cara
yang sama akan diperoleh pula rumus:
b* =a®?+c*—-2accosB

cZ =a?+b*—-2abcosC

Teori Penentuan Arah Kiblat
1. Teori Trigonometri Bola (Spherical Trigonometry)

Teori trigonometri bola dapat digunakan untuk mémesmn arah kiblat
dengan menggunakan rumus segitiga bola untuk mekentsudut yang
dibentuk dari dua titik yang berada di atas bumeb&adaan bumi yang
mendekati bentuk bola memudahkan penentuan pegaituarah atau jarak
sudut suatu tempat dihitung dari tempat lain. Ola&rena itu, teori
trigonometri bola dapat digunakan dalam penentuaim lablat.

Teori trigonometri bola berbeda dengan trigonométidang datar.
Dalam trigonometri bola membahas sudut-sudut gggiang diaplikasikan
pada bidang bola. Sedangkan trigonometri bidangrdaembahas sudut-
sudut segitiga yang diaplikasikan pada bidang datagonometri bidang
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datar hanya terbatas pada perhitungan segitiga-sgtku bidang datar.
Sedangkan trigonometri bola lebih komplek karenayhk berkaitan dengan
posisi bumi, matahari, bulan dan sebagainya.

Saat ini teori trigonometri bola berkembang sangesat. Teori ini
banyak digunakan untuk perhitungan arah kiblat, twaolat, awal bulan
gamariyah dan lain-lain. Teori ini juga sangat bemfaat sekali terkait
dengan aplikasi dalam perhitungan ilmu falak daroasmi.

Rumus-rumus yang digunakan dalam penentuan arahat kilengan
trigonometri bola adalah ssebagai berikut:

a) cotX = cotb sina + sin C — cos a cot C*° yang dapat disederhanakan
menjadi:
cotX = tan @™ cos @* = sin C — sin @* +~ tan C
Keterangan :
@™ = lintang Makkah
¢@* = lintang tempat yang akan diukur
b) cot B = cotcsin(a — p) +sinp tanp = tanb cos ¢4
cos(@B) tan(@A)—sin(¢B) cos(B—A)*!
sin(B—-A)
(a—b) . (a-b)

A+B COS Cc A-B sin c
cos—— 2 sin-—— 2

C) cotB =

d) tan

2. Teori Geodes

Disamping teori trigonometri bolgsperical trigonometry)teori geodesi
juga sangat membantu dalam hal penentuan araht.kikbasep dari teori
geodesi juga mengacu pada bentuk bumi. Kalau pamtattigonometri bola

bentuk bumi diasumsikan bulat seperti bola, sedamglalam teori geodesi

** Ahmad Izzuddin“*Abu Raihan Al-Biruni dan Teori Penentuan Arah Kib(Studi

Penelusuran Asal Teori Panentuan Arah Kiblaf)im. 43.

* A, Jamil,llmu Falak (teori dan AplikasiXJakarta: Amzah, 2009), him. 111.
* A. Jamil,llmu Falak (teori dan Aplikasilm. 111.
* A. Jamil,llmu Falak (teori dan Aplikasilm. 111.
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bentuk bola diasumsikan tidak bulat seperti bolaumamemakai pendekatan
ellipsoida®®
Menurut kamus besar bahasa Indonesia (KBBI), defggodesi adaldh
cabang dari geologi yang menyelidiki tentang ukudam bangun bumi.
Geodesi juga didefinisikan sebagai ilmu mengukoata Sedangkan definisi
geodesi berdasarkan definisi klasik dan moderrehdsgbagai berikdt
a) Definisi klasik:
» Menurut helmert (1880), geodesi adalah ilmu tentaaggukuran dan
pemetaan permukaan bumi.
» Torge (1980) mendefinisikan, bahwa geodesi tak damencakup
permukaan bumi saja, tetapi juga mencakup permuttasar laut.
Meskipun teori klasik tersebut sampai batas tentemdsih berlaku, tetapi
la tidak dapat menampung perkembangan ilmu geodesig terus
berkembang dari waktu ke waktu.
b) Definisi modern:
> Definisi geodesi menurut OSU (2001), geodesi ad&@mang ilmu
inter-disipliner yang menggunakan pengukuran-peaguk permukaan
bumi serta dari wahana pesawat dan wahana angkasak u
mempelajari bentuk dan ukuran bumi, planet-plaaetshtelitnya, serta
perubahan-perubahannya, menentukan secara teliisi pcserta
kecepatan dari titik-titik ataupun objek-objek daermukaan bumi atau
yang mengorbit bumi dari planet-planet dalam sig$tem referensi
tertentu; serta mengaplikasikan pengetahuan tersaituk berbagai
aplikasi ilmiah dan rekayasa dengan menggunakaemadika, fisika,
astronomi, dan ilmu komputer.
» Menurut rinner (1997), geodesi adalah disiplin iljang mempelajari
tentang pengukuran dan perepresentasian dari bamibdnda-benda
langit lainnya, termasuk medan gaya beratnya masegng, dalam

ruang tiga dimensi yang berubah dengan waktu.

“*Ahmad IzzuddinAbu Raihan Al-Birunihim. 48.
*KBBI, him. 142.
“Hasanuddin Z. Abidingeodesi sateli{Jakarta: PT Pradnya Paramita, 2001), him. 1.
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» Sedangkan vanisek dan Krakiwsky (1986) mengklasikan tiga
bidang kajian utama dari ilmu geodesi yaitu; penant posisi,
penentuan medan gaya berat dan variasi temporalpdsisi medan
gaya berat dimana domain spasialnya adalah burartadsenda-benda
langit lainnya. Pada dasarnya setiap bidang kajiamtas mempunyai
spektrum yang sangat luas, dari teoritis sampaktigtadari bumi
sampai benda-benda langit lainnya, dan juga mepcakatra darat,
laut, udara, dan juga luar angkasa.

Kesimpulan yang dapat diambil dari beberapa defidisatas adalah
bahwa pada dasarnya geodesi merupakan ilmu ukain @au bumi. Namun
pada perkembangan selanjutnya geodesi tidak hanyatas pada permukaan
bumi saja melainkan permukaan laut juga, bahkameplplanet dan
satelitnya. Di samping itu, geodesi juga dapat mer&n secara teliti posisi
serta kecepatan dari titik-titik ataupun obyek-dbyari permukaan bumi
atau yang mengorbit bumi dari planet-planet dalamtis sistem referensi
tertentu serta mengaplikasikan pengetahuan tdrseluk berbagai aplikasi
ilmiah dan rekayasa dengan menggunakan matemésika, astronomi, dan
ilmu komputer.

Perhitungan yang digunakan untuk menentukan atahtkiengan teori
geodesi adalah metode vincenty yaitu perhitungeak jgang menggunakan
bentuk matematis bola berjari-jari irisan normah d@razimutt{® Sedangkan
rumus yang digunakan adalah sebagai berikut:

cotbsina — cosacosC
cotB =

sinC

46 Ahmad Izzuddin, “Kajian Terhadap Metode-Metode é¥¢nan Arah Kiblat dan
Akurasinya”,Disertasi, him. 156.
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3. Teori Navigas

Navigasi merupakan seni dan ilmu perjalanan seaaran dan efesien
dari suatu tempat ke tempat lain. Navigasivigation) berasal dari kataavis
yang artinya kapal daagire yang berarti pemandu. Sehingga menurut orang
dahulu navigasi diartikan sebagai seni dan ilmuunam kapal laut dalam
berlayar®’

Sedangkan definisi navigasi berdasarkan kamus Ibegersa Indonesia
adalah®® n 1. Pengetahuan (tentang posisi, jarak, dsb)kumtenjalankan
kapal laut, pesawat dsb dari suatu tempat ke teygveg lain. n 2. Tindakan
menempatkan haluan kapal atau arah terbang. nl&ydpean, penerbangan,
navigasi kutub: himpunan teknik navigasi, khususesliaikan untuk daerah
kutub yang berbeda dengan daerah lain sehingga e modivikasi
dalam prinsip navigasi.

Teori navigasi yang terkait dengan penentuah kitdat pada dasarnya
difokuskan pada konsep peta yang ada dalam navigabisa diketahui dari
peta khusus buatan Islam untuk mencari sudut kiddemukan dalam
salinan yang unik dari sebuah risalah pada astromakyat oleh Siraj al-
Dunya al-Din, yang disusun pada tahun 607 H. Dal&a ini
menghubungkan lokalitas seseorang ke Makkah damankkecenderungan
untuk meredian lokal seseorang. Meskipun masihreada, sistem kerja ini
masih cukup baik untuk daerah seperti Mesir dan. INamun arah peta di
sekitar Horizon terlihat kasar karena terkait denggbit surya. Peta tersebut
merupakan contoh unik kombinasi antara kartografiatematika dan
astronomi.

Teori navigasi pada aplikasinya juga merupakani tgamg digunakan
untuk perjalanan menuju suatu tempat. Bebereplahsyiang erat dengan
teori ini yakni tentang navigadoxodromoc (mercartor navigationyang

memiliki arti jalur serong yang mengikuti arah fe{aisalnya merujuk pada

“’Muhammad Yunus hutasuhiiengenal Dunia Penerbangafdakarta: PT Gramedia
Widiasarana, 2005), him. 112.
“*BBI, him, 955.
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utara sebenarnya) sehingga di peta mercator (pta)dampak jalurnya
lurus, meskipun jalur sebenarnya dipermukaan btunmelengkung.

Istilah lainnya adalahavigasi orthodromigzang memiliki arti jalur lurus
yang mengikuti arah lurus dipermukaan bumi, waladus arahnya (relatif
terhadap garis bujur, selalu berubah). Dalam togostri bola, jalur tersebut
mengikuti lingkaran besar (lingkaran yang titik atmya di pusat bola,

bumi)*°

“SAhmad Izzuddin, “Kajian Terhadap metode-Metode Rarn Arah Kiblat dan
Akurasinya”,Disertasi,him. 166-167
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