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ABSTRAK

Judul :Kekompakan Satu Titik di Ruang Hausdorff
Penulis: Dewi Maghfiroh
NIM :1708046004

Ruang Topologi (X,T) disebut sebagai ruang Hausdorff atau
ruang Topologi terpisah jika untuk setiap a,b € X dengan a
dan b adalah dua titik berbeda, masing-masing termasuk ke
dalam himpunan-himpunan terbuka yang saling asing.
Selanjutnya dengan memanfaatkan sifat kompak dan kompak
lokal akan ditinjau karakteristik kekompakan satu titik (X*) di
ruang Hausdorff. Lebih lajut, sebuah ruang Hausdorff akan
memiliki kekompakan satu titik jika memenuhi dua syarat
yaitu, kompak lokal dan tidak kompak.

Kata kunci: Ruang Topologi, Ruang Hausdorff, Kompak Lokal,
Kekompakan Satu Titik.
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BABI
PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah
Topologi merupakan cabang matematika yang
bersangkutan dengan tata ruang, yang berasal dari
bahasa yunani yaitu “topos” yang berarti tempat dan
“logos” yang berarti ilmu. Penggunaaan kata topologi
banyak dilakukan pada cabang matematika dan
keluarga himpunan, khususnya untuk menjelaskan
tentang himpunan-himpunan terbuka. Beberapa sifat
dari ruang topologi X bergantung pada himpunan-
himpunan terbuka dalam ruang topologi tersebut.
Suatu topologi pada himpunan X adalah koleksi
himpunan 7 yang memuat himpunan-himpunan
bagian dari X yang memenuhi sifat-sifat berikut:
1. @ dan X adalah anggota dari T;
2. Setiap gabungan anggota-anggota dari T
merupakan anggota dari T’;
3. Setiap irisan anggota-anggota dari T yang
jumlahnya berhingga merupakan anggota dari T'.
Menurut Luh Putu Ida Harini, munculnya definisi
“kompak” terinspirasi dari sistem bilangan real.

Sehingga, dalam pengembangan sifat kompak di ruang
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topologi banyak menggunakan himpunan tertutup dan
terbatas pada garis bilangan real sebagai acuan model
yang baik. Karena sifat terbatas di dalam ruang
topologi sulit dipahami, maka dikembangkanlah sifat
kompak untuk melihat sifat-sifat himpunan tanpa
memperhatikan sifat terbatas. Pavel Alexandrov dan
Pavel Urysohn mendefinisikan kekompakan sebagai
adanya koleksi himpunan terbuka yang jumlahnya
berhingga yang dapat menutupi himpunan suatu ruang
topologi.

Selain sifat kompak, di dalam ruang topologi dikenal
juga sifat kompak lokal. Sebuah ruang topologi X
dikatakan kompak lokal jika setiap titik x € X memiliki
persekitaran yang kompak. Setiap ruang kompak
merupakan ruang kompak lokal, namun ruang kompak
lokal tidak selalu merupakan ruang kompak.

Selanjutnya, dalam ruang topologi juga dikenal
aksioma pemisahan yang mengacu pada persebaran
himpunan terbuka di ruang topologi tersebut. Aksioma
ini diciptakan sebagai batasan-batasan saat seseorang
hendak membuat ruang topologi. Terdapat beberapa
ruang di dalam aksioma pemisahan salah satunya yaitu
ruang Hausdorff. Ruang Topologi (X,7) dikatakan

sebagai ruang Hausdorff atau ruang Topologi terpisah
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jika untuk setiap a,b € X dengan a dan b adalah dua
titik berbeda, masing-masing termasuk ke dalam
himpunan-himpunan terbuka yang saling asing. Ruang
Hausdorff memiliki sifat kompak apabila untuk setiap
pasanga, b € X dengan dengan a dan b adalah dua titik
berbeda, masing-masing termasuk ke dalam
himpunan-himpunan terbuka yang saling asing dan
setiap liput terbuka dari X mempunyai liput bagian
yang banyaknya berhingga.

Berdasarkan latar belakang di atas, penelitian ini
akan membahas sifat-sifat yang harus dipenuhi dari

kekompakan satu titik di ruang hausdorff.

. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang penelitian di atas, maka
muncul permasalahan sebagai berikut: Apakah setiap
Ruang Hausdorff yang kompak lokal memiliki

kekompakan satu titik?

Pembatasan Masalah
Berdasarkan permasalahan yang muncul akan
ditinjau bagaimana sifat kekompakan satu titik dan

aplikasinya di Ruang Hausdorff yang meliputi definisi,
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teorema, serta bukti yang terkait dengan materi

tersebut.

D. Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah tersebut, maka

tujuan penelitian ini adalah Untuk mengetahui apakah

setiap Ruang Hausdorff yang kompak lokal memiliki

kekompakan satu titik.

E. Manfaat Penelitian

1. Teoritis

a.

Memperluas wawasan dalam matematika
khususnya pada bidang analisis untuk
menambah pengetahuan mengenai sifat
kompak pada ruang hausdorff dan

kekompakan satu titik.

b. Sebagai bahan pertimbangan untuk penelitian
selanjutnya.
2. Praktis
a. Bagi penulis, untuk menambah pengetahuan

tentang sifat-sifat kekompakan satu titik pada

Ruang Hausdorff dan aplikasinya.
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b. Bagi jurusan matematika, untuk menambah
bahan studi kasus dan referensi tentang ilmu

matematika.

F. Metodologi Penelitian

1. Menentukan Masalah
Pencarian sumber pustaka dilakukan di tahap ini.
Kemudian, memilih suatu permasalahan dari
beberapa bagian sumber pustaka yang selanjutnya
akan diteliti.

2. Perumusan Masalah
Permasalahan  yang  muncul selanjutnya
dirumuskan ke dalam suatu pertanyaan yang harus
ditemukan jawabannya, yaitu: Apakah setiap
Ruang Hausdorff yang kompak lokal memiliki
kekompakan satu titik?
Perumusan masalah di atas berdasarkan pada
beberapa sumber pustaka yang ada. Kemudian
mencari jawaban dari pertanyaan yang ada dengan
menggunakan pendekatan teoritis.

3. Studi Pustaka
Pada tahap ini akan dilakukan upaya untuk
memperoleh  bahan dasar pengembangan

pemecahan masalah. Upaya tersebut adalah
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melakukan kajian sumber-sumber pustaka untuk

mengumpulkan teori-teori dan informasi yang

berkaitan dengan masalah guna menjawab
pertanyaan.
4. Analisis dan Pemecahan Masalah

Dari beberapa teori dan informasi yang

dikumpulkan, diperoleh suatu bahan dasar

pengembangan upaya pemecahan masalah.

Kemudian dilakukan tahap-tahap pemecahan

masalah sebagai berikut:

a. Mencari teorema bahwa setiap Ruang
Hausdorff yang kompak lokal memiliki
kekompakan satu titik jika tidak kompak dan
membuktikannya.

b. Menuliskan penerapan kekompakan satu titik
pada Ruang Hausdorff dalam aplikasi soal.

5. Penarikan Kesimpulan

Tahap terakhir dalam penelitian ini adalah

penarikan kesimpulan dari hasil pemecahan

masalah yang telah dilakukan.

G. Sistematika Penulisan
Penelitian ini menggunakan sistematika penulisan

sebagai berikut:



BAB I

BABII

Pendahuluan

Bab ini berisi latar belakang, rumusan masalah,
batasan permasalahan, tujuan penelitian,
manfaat penelitian, metodologi penelitian, dan
sistematika penulisaan.

Landasan Pustaka

Bab ini berisi beberapa teori pendukung
penelitian pada pembahasan seperi himpunan,
Ruang Topologi, Ruang Husdorff, dan sifat-sifat
himpunan kompak, serta beberapa jurnal

penelitian yang berkaitan dengan penelitian ini.

BAB III Hasil Penelitian dan Pembahasan

Bab ini berisi hasil-hasil penelitian berupa
pembuktian beberapa teorema tentang

kekompakan satu titik beserta contoh soalnya.

BAB IV Penutup

Bab ini berisi kesimpulan dari hasil penelitian

dan saran bagi peneliti selanjutnya.



BAB I
LANDASAN PUSTAKA

A. Kajian Teori
1. Himpunan
a. Definisi 2.1 (Kartono, 1995: 1)
Himpunan adalah kumpulan objek-objek yang
didefinisikan dengan baik, dinotasikan dengan
huruf kapital. Anggota atau elemen dari suatu
himpunan adalah semua objek yang termasuk
di dalam himpunan tersebut, dinotasikan
dengan huruf kecil. Suatu anggota dari
himpunan diberi notasi € dan bukan menjadi
anggota dari suatu himpunan diberi notasi €.
Penulisan himpunan yang memiliki lebih dari
satu anggota yaitu dengan memisahkan setiap
anggota dengan tanda koma (,) dan dikurung

dalam tanda { }.

b. Definisi 2.2 (G. Bartle dan R. Sherbert, 2000:
16)
Suatu himpunan yang memuat n anggota
berbeda, dimana n adalah sembarang bilangan

bulat positif disebut himpunan berhingga

8
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(finite). Sedangkan, himpunan lainnya disebut

tak hingga (infinite).

Definisi 2.3 (M. Muslikh, 2012: 17)
Diberikan A € R, maka

iy

2)

3)

Untuk setiap x € A jika terdapat u € R
sehingga

x<u,
maka A disebut terbatas di atas, dan u
disebut batas atas untuk A.
Untuk setiap x € A jika terdapat v € R
sehingga

X =,
maka A disebut terbatas di bawah, dan v
disebut batas bawah untuk A.
Jika A terbatas di atas dan terbatas di

bawah maka A disebut terbatas.

Contoh 2.1
Diberikan A € R, dengan A = {1,2,3,4,5,6}.

iy

A terbatas di atas karena terdapat u € R,
yaitu u = 8 sehingga
x<8

untuk semua x € A.
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2) Aterbatas di bawah karena terdapat v € R,

3)

yaitu v = 0 sehingga

x>0

untuk semua x € A.

Karena A terbatas di atas dan terbatas di

bawah, maka 4 terbatas.

Definisi 2.4 (W. Rudin, 1976: 4)
Diberikan A € Rdan 4 # @.

iy

2)

u disebut sebagai supremum (batas atas

terkecil) dari A jika memenuhi syarat-

syarat berikut:

a) Aterbatas di atas.

b) wu adalah batas atas A.

c) Untuk setiap batas atas 4, misalkan v,
makau < v.

Dinotasikan u = sup(4).

x disebut sebagai infimum (batas bawah

terbesar) dari A jika memenuhi kondisi

berikut:

a) A terbatas di bawah.

b) x adalah batas bawah A.

c) Untuk setiap batas bawah A4, misal y,

makay < x.
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Dinotasikan x = inf(A).

Definisi 2.5 (G. Bartle dan R. Sherbert, 2000:

44)

Himpunan bilangan real R dapat digambarkan

dalam garis lurus yang disebut garis bilangan

real. Misalkan a,b € R dengan a < b, akan
dibentuk himpunan-himpunan bilangan real
sebagai berikut:

K, = {x € Rla < x < b},

K, ={x € Rla < x < b},

K; ={x € Rla < x < b},

K, ={x € Rla < x < b}.
Himpunan di atas menyatakan suatu interval,
secara berurutan dinyatakan sebagai berikut:
1) K; = (a,b) merupakan interval terbuka,

kedua titik ujung tidak termasuk dalam
anggota himpunan.

2) K, =[a,b] merupakan interval tertutup,
kedua titik ujung termasuk dalam anggota
himpunan.

3) K; =(a,b] merupakan interval buka-

tutup, titik ujung a tidak termasuk dalam
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anggota himpunan, tetapi ujung b termasuk
dalam anggota himpunan.

4) K3 =[a,b) merupakan interval tutup-
buka, titik ujung a termasuk dalam anggota
himpunan, tetapi ujung b tidak termasuk

dalam anggota himpunan.

Definisi 2.6 (J. Hernadi, 2015: 61)
Barisan [, dengan n € N, disebut sebagai
interval susut (nested intervals) jika

L2L2 221,21, 2

Contoh 2.2

Diberikan I, = [0,1] dengann € N.

I, =[0,1],1 k]13[oﬂm

I, merupakan interval susut karena

L 2,212

Teorema 2.1 (G. Bartle dan R. Sherbert,
2000: 47)
jika I, = [a,, b,] dengan n € N dan [,, 2 I,,,4

untuk setiap n € N (interval susut), maka
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LJQi@
n=1

LnhLNn.Nle,#®
terdapat § € R sehingga f € I, untuk setiap
n € N. Selanjutnya, jika panjang

Ly = by — ay
memenuhi
inf{b, —a,:n € N} =0,
maka anggota berserikat [ tersebut adalah
tunggal.
Bukti:
Misal himpunan 4 = {a,,:n € N}.
Jelas bahwa A # @, karenaa; € Adan A c R.
A terbatas di atas, karena I, 2 I,,,; untuk
setiapn € N.
Sehingga diperoleh
a, < b,

untuk setiap n € N, berarti b; adalah batas atas
dari A.
Memanfaatkan sifat kelengkapan R, maka

didapat sup(A) = . ]Jelas bahwa
am < B
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untuk setiap m € N. Kemudian untuk setiap
m,n € N berlaku,
Ay < Apam < Ppim < b

atau

an < by,.
Hal ini berakibat

sup{a,:n € N} < b,,,

atau

B < bp,.
Karena a,, < f dan f < b,,, maka diperoleh
am < B < by, untuk setiapm € N.

Dengan kata lain, 8 € I, = [a,, b,,] setiap n €

pe()m
n=1

N. Sehingga

yang berakibat

ﬂ I, # 0.
n=1

Jika n=inf{b,:n €N}, maka dengan
menggunakan langkah yang sama seperti di
atas, didapat n €[, untuk setiap m € N.

Sehingga diperoleh
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n e ﬂ L,.
n=1

Selanjutnya, akan dibuktikan ketunggalannya,
yaitu & = n.
Diambil sembarang € > 0.
Jika inf {b, — a,:n € N} = 0, maka adany, € N
sehingga,

0<n—pF<bny—any<c¢
atau

0<n—-p=<e=

Karena berlaku untuk sembarang ¢ > 0, maka
n—pf =0ataun = L.
Sehingga terbukti bahwa

77=ﬁ€ﬂ1n
n=1

tunggal.

Definisi 2.7 (G. Bartle dan R. Sherbert, 2000:

313)

1) Himpunan A€ R dikatakan sebagai
himpunan terbuka dalam R jika untuk
setiap x € A, ada persekitaran Vg(x)

sehingga
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Vs(x) € A.
2) Himpunan B € R dikatakan sebagai
himpunan tertutup dalam R jika
komplemen B, yaitu B¢ merupakan

himpunan terbuka dalam R.

Contoh 2.3
Himpunan R = (—o0, o) terbuka, karena untuk
setiap a € R terdapat:

V,(a)=(x—2,x+2) SR

Contoh 2.4

Himpunan C = [1,3] tertutup, karena jika

diambil a = 1 maka untuk setiap § > 0,
Vs(1)=(1-6,1+6)¢%C

dan

1-6¢C.

Definisi 2.8 (H. Gunawan, 2016: 53)
Suatu fungsi dari himpunan A ke himpunan B
adalah suatu aturan yang memetakan setiap
x € A dengan sebuah elemen tunggal y € B,
ditulis

f:A - B.
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Elemen y yang terkait dengan x disebut peta

dari x dan ditulis y = f(x).

Definisi 2.9 (J. R. Munkres, 2000: 18)

1y

2)

3)

Diberikan suatu fungsi f: A = B. Fungsi f
disebut sebagai fungsi surjektif jika setiap
b € B adalah bayangan dari sebaranga € A
yaitu bila: b € B = a € A sehingga f(a) =
b.
Diberikan suatu fungsi f: A — B. Fungsi f
disebut sebagai fungsi injektif jika setiap
a, €A dengan n € N, mempunyai peta
yang berbeda dalam B, yaitu apabila
a; # a,

maka

f(a1) # f(az).
Diberikan suatu fungsi f: A - B. Fungsi f
disebut sebagai fungsi bijektif jika dan
hanya jika fungsi f merupakan fungsi

surjektif sekaligus fungsi injektif.
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2. Ruang Topologi
a. Definisi 2.10 (S. Lipschutz, 1965: 66)

Dipunyai X sebuah himpunan tak kosong dan T

adalah koleksi himpunan bagian dari X. Maka T

disebut topologi terhadap X jika:

1) Setiap gabungan anggota-anggota dari T
merupakan anggota dari 7.

2) Setiap irisan anggota-anggota dari T yang
jumlahnya berhingga merupakan anggota
dari T

3) @ dan X adalah anggota dari 7.

b. Definisi 2.11 (S. Lipschutz, 1965: 66)
Pasangan (X,T) terdiri dari himpunan X dan
topologi T terhadap X disebut ruang topologi

(topological space).

Contoh 2.5

Misalkan:

X ={a,b,c}

71 =1{9, {a,b,c}, {b}, {a,b}, {b,c}}
Tunjukkan J; suatu topologi di X!
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Bukti:
Akan ditunjukkan kondisi 1), 2), dan 3)
dipenuhi:
1) Ambil sembarang 4,B € 7.
Maka jelas bahwa AUB € T.
2) Ambil sembarang A,B € 7.
Maka jelas bahwa AN B € T.
3) Jelas@,X € 7T.
Karena kondisi 1), 2), dan 3) terpnubhi,

maka J; merupakan suatu topologi di X.

Contoh 2.6

Misalkan:

Y ={ab,cdef}

T ={¥,0,{a}, {f}{a f1{a,c,fl.{b,c.d,e f}}.

Tunjukkan 7, suatu topologi di Y!

T, bukan suatu topologi di Y karena
la.f3n{a,c, f}={c} & 7.

Dengan kata lain, 7, tidak memenuhi kondisi

2).

Teorema 2.2 (S. Lipschutz, 1965: 67)
Irisan 7; N 7, merupakan topologi pada X, jika

J; dan 7, juga merupakan topologi pada X.
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Bukti:
Akan ditunjukkan kondisi 1), 2), dan 3)

dipenuhi:
1) JikaA,B € 73 N T,, maka
ABEeET;
dan
A, B € T,.
Karena J; dan 7, topologi pada X, maka
AUBE€ET;
dan
AUBET,.
Sehingga
AUBET NT;.
2) Jika A,B € J; N T, maka
ABeET;
dan
A,B € T,.
Karena J; dan 7, topologi pada X, maka
ANBEeT;
dan
ANBET,.
Sehingga
ANBeET NT;.

3) Karena J; dan 7, topologi pada X, maka



21

X,0€eT;
dan
X,0 €T,
Sehingga
X,0 €T NT,.

Karena kondisi 1), 2), dan 3) terpnuhi, maka
J1 N T, merupakan suatu topologi di X.

Definisi 2.12 (S. Lipschutz, 1965: 66)
Untuk sembarang ruang topologi (X,7),
anggota-anggota dari 7 adalah himpunan

terbuka.

Teorema 2.3 (J. Hernadi, 2015: 70)

Diberikan ruang topologi (X, T"), maka:

1) X dan @ adalah himpunan terbuka,

2) Setiap gabungan dari himpunan-himpunan
terbuka (berhingga atau tak hingga)
merupakan himpunan terbuka,

3) Setiap irisan dari himpunan-himpunan
terbuka yang jumlahnya berhingga

merupakan himpunan terbuka.
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Bukti:

iy

2)

3)

Karena (X, 7") adalah ruang topologi, maka
X,0€T.

Jelas X, @ terbuka.

Ambil sembarang himpunana terbuka
U, Uy Us, ... €ET.

Karena Uy, U,, Us, ... € T, maka

Juer
i=1

Sehingga,

Ui

i=1
terbuka.

Ambil sembarang himpunan terbuka
U, U, U3, ...,U, €T.

Karena Uy, U;, Us, ..., U, € T, maka

n
ﬂ U, eT.
i=1

Sehingga,

n
Ui
i=1

terbuka.
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f. Definisi 2.13 (J. L. Kelley, 1955: 40)
Diberikan himpunan K c X pada ruang
topologi (X,7). Himpunan K disebut sebagai
himpunan tertutup jika himpunan X —K

terbuka.

Contoh 2.7

Diberikan ruang topologi (X,7). Tunjukkan
X, ® merupakan himpunan tertutup!
Bukti:

Jelas bahwa X, 0 € 7.

Karena X, ® € T, maka X, @ terbuka.
Jelas bahwa X¢ = @ € T.

Karena X¢ € 7, maka X¢ terbuka.
Akibatnya X tertutup.

Jelas bahwa @€ = X € 7.

Karena @¢ € T, maka @€ terbuka.

Akibatnya @ tertutup.

g. Teorema 2.4 (Freiwald, 2014: 104)
Diberikan ruang topologi (X, T"), maka:
1) X dan @ adalah himpunan tertutup,
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2) Setiap gabungan dari himpunan-himpunan
tertutup yang jumlahnya berhingga
merupakan himpunan tertutup,

3) Setiap irisan dari himpunan-himpunan
tertutup (berhingga atau tak hingga)
merupakan himpunan tertutup.

Bukti:

1) Terbukti di Contoh 2.5.

2) Misal V; tertutup untuk 1 < i < n.

Jadi X — V; terbuka.
Maka N}~ (X — V;) terbuka.

Sehingga,
n n
X - <ﬂ(X—Vi)> = Jx-a-w
i=1 i=1
n
= V;
i=1
tertutup.

3) Misal V; tertutup untuk setiap i € I.
Jadi X — V; terbuka.
Maka U;2;(X — V;) terbuka. Sehingga,
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X—<0(X—Vi)> = ﬁX_(X_Vi)
i=1 i=1
= QVi

tertutup.

h. Definisi 2.14 (S. Lipschutz, 1965: 67)
Diberikan himpunan A € X pada ruang
topologi (X,T). Titik x € X dikatakan sebagai
titik limit dari A4 jika untuk setiap U terbuka dan
x € U, maka

U —-{x}hnA=+0.
Lebih lanjut, derived set dari A adalah
himpunan dari titik-titik limit dari A,

dinotasikan A’.

Contoh 2.8

Misalkan (X, 7") ruang topologi, dengan:
X ={a,b,cd,e},

T ={X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d, e}},
danA = {a,b,c} c X.

Tunjukkan derived set dari A!
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2)

3)

4)
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a € X bukan titik limit dari 4, karena untuk
himpunan terbuka yang memuat q, yaitu:
U={a}
maka
WU—-{ah)nA=0.
b € X merupakan titik limit dari 4, karena

semua himpunan terbuka yang memuat b

yaitu:
U =X={ab,cd,e}
dan
U, ={b,c,d, e}
maka
Up—{xhnA+0
dengann = 1,2.

¢ € X bukan titik limit dari 4, karena untuk
himpunan terbuka yang memuat c yaitu:

U ={c,d}
maka

(U—-{a}h)nA=0.
d € X adalah titik limit dari A4, karena
semua himpunan terbuka yang memuat d
yaitu:
Uy =X={ab,cde}
U, ={c,d},
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Us ={a,c,d},
dan
Uy =1{b,cd,e},
maka
Up—{xhHhnA+0
dengann = 1,2,3,4.
5) e € X adalah titik limit dari A, karena

semua himpunan terbuka yang memuat e

yaitu:
Uy =X={ab,cd,e}
dan
U, =1{b,c,d, e},
maka

U, —{xhnA+0
dengann = 1,2.

JadiA" = {b,d, e}.

Definisi 2.15 (R. Engelking, 1989: 14)
Diberikan himpunan A S X pada ruang
topologi (X,T). Jika (U;);e; adalah koleksi
semua himpunan bagian terbuka dari 4, maka
titik dalam (Interior) dari A, ditulis Int(A)
adalah
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Int(A) = U U

i€l

Contoh 2.9

Misalkan (X, 7) ruang topologi, dengan:
X={ab,cde}

T ={X,0,{c},{c,d},{a,b,c},{a,b,c,d}}
dan A = {c,d,e} c X.

Tunjukkan Interior dari A!

Berdasarkan definisi di atas diperoleh:

Int(A) = {c,d}.

Definisi 2.16 (J. Dixmier, 1984: 9)

Diberikan himpunan A S X pada ruang
topologi (X,T). Jika (U;);e; adalah koleksi
semua himpunan bagian tertutup dari X yang

memuat A, maka penutup (Closure) dari A4,

ditulis A adalah
A = ﬂ Ui'

i€l

Contoh 2.10
Misalkan (X, 7") ruang topologi, dengan:
X ={a,b,cd,e}
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T ={X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}}, dan
koleksi himpunan bagian tertutup dari X
adalah {X, @,{a},{b,e},{a,b,e},{b,c,d, e}}.
Dari definisi di atas diperoleh:

1) {b}={be},

2) {ac}=X%,

3) {b,_d} ={b,c,d,e}.

Definisi 2.17 (Freiwald, 2014: 106)

Diberikan himpunan A S X pada ruang

topologi (X,T). Titik batas (Frontier atau

Boundary) dari A, ditulis Fr(A) adalah
Fr(A)=AnX - A.

Definisi 2.18 (R. Engelking, 1989: 24)
Diberikan himpunan A S X pada ruang
topologi (X,T). Himpunan A disebut dense di
dalam X jika A = X.

Contoh 2.11

Dalam topologi biasa di R, setiap bilangan real
x€R

adalah titik limit dari Q.
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Jadi Closure dari Q adalah himpunan semua
bilangan real R atau

Q=R
Dengan Kkata lain, dalam topologi biasa
himpunan semua bilangan rasional Q dense di

dalam R.

. Definisi 2.19 (Dugundji, 1978: 62)
Diberikan ruang topologi (X,7) dan x € X.
Himpunan N(x) € X disebut persekitaran
(neighborhood) titik x jika ada himpunan
terbuka U sehingga

x € U c N(x).

Contoh 2.12
Diberikan ruang topologi (X,7) dan U
persekitaran dari titik x.
Jika V adalah sembarang himpunan bagian dari
X sedemikian hingga

vev,

maka V adalah persekitaran dari x.
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n. Definisi 2.20 (Wenner Ballmann, 2018: 5)
Diberikan dua ruang topologi (X,7;) dan
(Y,7,). Fungsi f:X -—>Y disebut kontinu
(continuous) di titik x € X jika untuk setiap
persekitaran V dari f(x) di Y, terdapat
persekitaran U sehingga f(U) € V. Jika f
kontinu di setiap titik anggota A, maka f
kontinu pada 4 c X.

0. Definisi 2.21 (M. Reid dan B. Szendroii,
2005:111)
Fungsi f:X —» Y pada ruang topologi (X,77)
dan (Y,7,) dikatakan homomorfisma jika f
adalah fungsi bijektif sedemikian hingga f dan

£~ kontinu.

3. Ruang Hausdorff
Definisi 2.22 (W.]. Pervin, 1964: 73)
Ruang topologi (X,T) disebut ruang Hausdorff
atau ruang topologi terpisah apabila setiap titik
X,y € X dengan x # y, terdapat persekitaran
UuveckX
yang saling asing, sehingga

x€eU
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dan

yEV.

Contoh 2.13
Diberikan ruang topologi (X, T"), dengan
X={ab,cd}
dan
T = 2%
Ruang topologi (X,7) adalah ruang Hausdorff,
karena untuk setiap x, y € X terdapat
U={x}L,V={ylcX
sedemikian sehingga x € U,y € V dan
unv =9.
Jadi (X, 7) ruang Hausdorff.

Contoh 2.14
Diberikan ruang topologi (4, T"), dengan
A={ab,c,d}

dan

T ={{a b}, {c,d}, A 0}.
Ruang topologi (4,7) bukan Ruang Hausdorff,
karena ada a,b € A sedemikian hingga untuk
setiap persekitaran

UVcXaeUbeV
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tetapiU NV = {a, b} # 0.

4. Kekompakan
a. Definisi 2.23 (S. Lipschutz, 1965: 151)
Koleksi himpunan £ = {U; € T,i € I} disebut

XCUU.

UeL

liput dari X jika

Liput £ dikatakan berhingga jika I berhingga
dan X c £ dikatakan liput bagian jika

XCUU.

UEX

Pada ruang topologi (X,7), liput £ disebut
terbuka jika U; terbuka di I untuk setiap i € I.

b. Definisi 2.24 (Wenner Ballmann, 2018: 15)
Diberikan ruang topologi (X,T). Jika setiap
liput terbuka (U;);¢; dari X berisi liput bagian
yang jumlahnya berhingga, maka (X,7)
kompak.

Contoh 2.15
Diberikan ruang topologi (X,7) dan K c X
dengan K = {ky,k,, ..., k,}.
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Jika £L={U; €T,i € I} adalah liput terbuka
dari K, maka setiap titik yang berada di dalam
K adalah anggota dari £L. Jadi,

ky € Ui, ky €Uy, ..., ky € Uj .
Sehingga, K cU; UU;, U..UU;. Dengan

demikian K kompak.

Teorema 2.5 (H. L. Royden dan P. M.

Fitzpatrick, 2010: 234)

Ruang topologi (X,7) kompak dan K € X

tertutup, maka K kompak.

Bukti:

Diambil sembarang liput terbuka dari K, yaitu:
L={U;eT,iel}.

Diperoleh K = Uj¢; U;.

Karena K tertutup, maka K¢ terbuka.

Jelas X = K U K€. Sehingga,

X=UUL-UKC.

Jadi £ U K¢ merupakan liput terbuka dari X.
Karena X kompak, maka terdapat liput bagian
berhingga dari £ U K¢ yakni:

{U,U,,...,U,} UKE.
Sehingga,
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n
X = UUi UK.
i=1

Jadi diperoleh

n
K = U U;.

i=1
Dengan kata lain himpunan {U;,U,, ...,U,}

adalah liput bagian dari £, sehingga K kompak.

Teorema 2.6 (J. R. Munkres, 2000: 165)
Setiap himpunan kompak K dalam suatu Ruang
Hausdorff (X, T") adalah tertutup.

Bukti:

Diberikan Ruang Hausdorff (X, 7") dan K adalah
himpunan bagian kompak dari X.

Misalkan K # @, maka terdapaty € K°.

Jelasy € U,.Jadi y € U, € K°.

Dapat ditulis K = Uyege Uy.

Karena K,® € ruang topologi, maka K,Q
terbuka.

Jelas bahwa K¢ = @, sehingga K¢ tebuka.

Karena K¢ tebuka, maka K tertutup.
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Teorema 2.7 (Tomasoa dkk, 2015: 86)
Jika K adalah suatu himpunan bagian kompak
dari ruang Hausdorff (X,7) dan q € K¢, maka
terdapat himpunan-himpunan terbuka
uveclkX
yang saling asing, sedemikian hingga K c U
dang €V.
Bukti:
Diberikan ruang Hausdorff (X, T).
Diambil sembarang K c X, dimana K
himpunan kompak.
Untuk sembarang a € K dan q € K¢, karena
(X,T) adalah ruang Hausdorff maka terdapat
himpunan-himpunan terbuka U, dan V, dari X
sedemikian hingga
a€eU,
dan
qeEV,.
Misal F = {U,|a € K} dengan U, himpunan
terbuka dari X, maka F adalah liput terbuka
dari K.
Perhatikan bahwa K kompak, maka F memiliki
liput bagian berhingga dari K, yaitu

aq, ay, ...,y
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dari K sedemikian hingga K termuat dalam U,
yaitu
KcU=Up VU..UU,,
sehingga U adalah himpunan terbuka.
Di lain pihak, misalkan V =V, n..NnV, .

Karena ¢ termuat dalam V,,..,V;, ~maka

Vays s Vi, terbuka.

Sehingga V juga terbuka.

Diperoleh U dan VV adalah himpunan-himpunan
terbuka di X, sedemikian hingga K c U,q €V,
danUNV =0.

Definisi 2.25 (Tomasoa dkk, 2015: 87)
Ruang topologi (X,7) disebut sebagai ruang
Normal apabila semua himpunan tertutup
A, B c X yang saling asing terdapat himpunan
terbuka U dan V sedemikian hingga

AcU,

BcV,
dan

unv =¢.
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g. Teorema 2.8 (S. Lipschutz, 1965: 153)
Setiap ruang Hausdorff kompak (X,T") adalah
normal.

Bukti:
Ambil sembarang A,B c X, dimana A,B
tertutup dan AN B = @.
Karena X kompak maka A dan B juga kompak.
Untuk setiap b € B terdapat dua himpunan
terbuka yang saling asing yaitu U, dan V,
sedemikian hingga A c U, dan b € V/},.
Misal,

F ={V,|b € B}
adalah koleksi himpunan-himpunan terbuka di
X.
Karena b€B dan b€V, maka B CV,
sehingga F adalah liput dari B.
Karena B kompak, maka F memiliki liput
bagian berhingga dari B.
Sehingga terdapat

by, b, ...,b, € B
sedemikian hingga B termuat di dalam V

dimanaV =V, U ..UV, .
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Karena V;, terbuka maka gabukan dari V, juga
terbuka, sehingga V terbuka. Di lain pihak,
misalkan U = U, N ...N U, .

Karena U, terbuka maka irisan U, juga terbuka.
Karena U, V terbuka maka berdasarkan definisi

ruang normal, maka (X, 7)) adalah normal.

h. Definisi 2.26 (G. E. Bredon, 1993: 31)
Ruang Topologi (X, T") dikatakan kompak lokal
jika setiap titik x € X memiliki persekitaran

yang kompak.

i. Proposisi 2.1 (S. Lipschutz, 1965: 155)
Setiap himpunan yang kompak adalah kompak
lokal.

5. Kekompakan Satu Titik
a. Definisi 2.27 (Freiwald, 2014: 418)
h:X — X* adalah homomorfisma X pada X*,
dengan X* ruang hausdorff kompak. Jika h[X]
dense pada X*, maka pasangan (X*, h) disebut
pengkompak dari X.
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b. Definisi 2.28 (J. R. Munkres, 1983: 183)
Diberikan (X, ") ruang hausdorff yang kompak
lokal. Diambil sembarang objek yang tak
menjadi anggota X, untuk lebih mudah
dinotasikan dengan oo, dan dibentuk himpunan

X* =X U{oo}.
Topologi pada X* dibentuk sebagai berikut:
T*=T Ua dengan a merupakan koleksi
sembarang himpunan N € X* sehingga X* — N
merupakan himpunan tertutup dan kompak di
dalam X. Sehingga X* disebut kekompakan satu
titik pada X.

B. Kajian Pustaka

1.

Jurnal University of Oxford 2018 oleh Arnold Tan
Junhan yang berjudul “A Report on Hausdorff
Compactification of R”. Hasil yang diperoleh
peneliti menunjukkan bahwa terdapat
kekompakan lain yang berbeda dengan
kekompakan satu titik, kekompakan dua titik, dan
kekompakan Stone Cech. Persamaan isi jurnal
dengan skripsi ini adalah pembahasan mengenai
kekompakan satu titik. Namun, isi dari skripsi ini

fokus membahas salah satu jenis kekompakan
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yaitu kekompakan satu titik dan sifat suatu
himpunan yang memiliki kekompakan satu titik.
Jurnal Barekeng 2015 oleh M. Tomasoa dkk yang
berjudul “Karakteristik Ruang Hausdorff Kompak”.
Hasil yang diperoleh oleh peneliti menunjukkan
bahwa di dalam Ruang Hausdorff kompak, jika
suatu himpunan kompak maka himpuanan
tersebut tertutup dan sebaliknya. Selain itu, pada
penelitian ini juga dibahas bahwa setiap Ruang
Hausdorff kompak adalah normal. Persamaan isi
jurnal dengan skripsi ini adalah pembahasan
mengenai ruang Hausdorff dan sifat kompak.
Sedangkan, perbedaannya adalah adanya
pembahasan mengenai sifat kompak lokal di ruang
Hausdorff serta dikaji pula salah satu jenis
kekompakan yaitu kekompakan satu titik.
Electronic Journal of Undergraduate Mathematics
1996 oleh Jay Blankespoor dan John Krueger yang
berjudul “Compactifications of Topological
Spaces”. Hasil yang diperoleh oleh peneliti di jurnal
ini adalah kekompakan yang dimiliki oleh Ruang
Hausdorff yang kompak lokal yaitu kekompakan
satu titik dan kekompakan Stone Cech. Persamaan

isi jurnal dengan skripsi ini adalah pembahasan
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mengenai kekompakan satu titik. Namun, isi dari
skripsi ini fokus membahas salah satu jenis
kekompakan yaitu kekompakan satu titik dan sifat
suatu himpunan yang memiliki kekompakan satu
titik.

Journal of The Australian Mathematical Society
2015 oleh M.R. Koushesh yang berjudul “The
Existence of One Point Connectifications”. Hal
dibahas pada jurnal ini adalah analogi
keterhubungan satu titik dengan Teorema
Alexandrof. Persamaan isi jurnal dengan skripsi ini
adalah pembahasan sifat satu titik yang terjadi
pada sifat keterhubungan. Sedangkan pada skripsi
ini berisi kekompakan satu titik di ruang Hausdorff
beserta contohnya.

Jurnal Silogisme Kajian I[Imu Matematika dan
Pembelajarannya 2018 oleh Dewanti Inesia Putri
dan Arta Ekayanti yang berjudul “Sifat
Kelengkapan dan Kekompakan pada Ruang Metrik
Hausdorff”. Hasil yang diperoleh peneliti di jurnal
ini adalah ruang metrik Hausdorff adalah pasangan
berurut (¥,h) dengan K (X)) ={A|[AC X A+
@,A kompak} dan h metrik Hausdorff pada X,
ruang metrik Hausdorff X lengkap jika ruang
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metrik X lengkap, serta ruang metrik Hausdorff X
kompak jika ruang metrik X kompak. Persamaan isi
jurnal dengan skripsi adalah pembahasan sifat
kekompakan. Sedangkan, perbedaannya adalah
pembahasan tentang sifat kekompakan yang
diaplikasikan pada ruang Hausdorff dan salah satu
jenis kekompakan yaitu kekompakan satu titik.
Selain itu, pada skripsi ini dikaji pula sifat suatu
himpunan yang memiliki kekompakan satu titik.

Jurnal Ilmiah Program Studi Matematika STKIP
Siliwangi Bandung 2012 oleh Cece Kustiawan yang
berjudul “Himpunan Kompak pada Ruang Metrik”.
Hasil yang diperoleh peneliti adalah cara
menentukan kekompakan suatu himpunan
menggunakan teorema Heine-Borel. Persamaan isi
jurnal dengan skripsi adalah pembahasan sifat
kekompakan. Sedangkan, perbedaannya adalah
adanya pembahasan tentang sifat kompak lokal
serta pengaplikasiannya dilakukan di ruang
Hausdorff. Selain itu, skripsi ini juga membahas
salah satu jenis kekompakan yaitu kekompakan
satu titik dan sifat suatu himpunan yang memiliki

kekompakan satu titik.
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Jurnal International Journal of Mathematics and
Mathematical Sciences 1994 oleh Shing S. So yang
berjudul “One Point Compactification on
Convergence Spaces”. Hal yang dibahas dalam
jurnal ini adalah pembentukan kekompakan satu
titik di ruang konvergen nonkompak dan beberapa
sifat kekompakan satu titik. Persamaan isi jurnal
dengan skripsi adalah pembahasan sifat
kekompakan satu titik. Sedangkan pada skripsi ini
pengaplikasian kekompakan satu titik dilakukan di
ruang Hausdorff.

Journal of The Chungcheong Mathematical Society
1995 oleh Hyun Jung Kim dan Kyung Bok Lee yang
berjudul “One Point Compactification in
Semiflows”. Hasil dari penelitian ini adalah
pembentukan kekompakan satu titik di ruang
dinamis yang digunakan untuk memperluas
cakupan ruang kompak lokal. Persamaan isi jurnal
dengan skripsi adalah pembahasan sifat
kekompakan satu titik. Sedangkan pada skripsi ini
pengaplikasian kekompakan satu titik dilakukan di

ruang Hausdorff.



BAB III
HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN

A. Ruang Hausdorff

1. Ruang topologi (X,7) disebut ruang Hausdorff
atau ruang topologi terpisah apabila setiap titik
X,y € X dengan x # y, terdapat persekitaran

UveckX
yang saling asing, sehingga
x€U
dan
yevV.

2. Diberikan ruang topologi (X,T). Jika setiap liput
terbuka (U;);e; dari X berisi liput bagian yang
jumlahnya berhingga, maka (X, 7) kompak.

3. Ruang Topologi X dikatakan kompak lokal jika
setiap titik x € X memiliki persekitaran yang

kompak.

B. Kekompakan Satu Titik
1. Teorema 3.1 (Freiwald, 2014: 420)
Jika Ruang Hausdorff X kompak lokal dan tidak

kompak maka X memiliki kekompakan satu titik.
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Bukti:
a. Dipilihp ¢ X dan misalkan X* = X U {p}.
Jika N adalah himpunan terbuka yang memuat
p dalam X*, maka
K=X"-NcX
dan K kompak.
Sehingga N adalah komplemen dari himpunan
bagian kompak di X.
Dibentuk basis persekitaran p yang menjadi
komplemen dari himpunan bagian kompak di
X.
B, ={N € X":p € Ndan X" — N kompak}.
b. Diambil sembarang liput terbuka £ dari X*.
Diperoleh p € U € L, sehingga terdapat N € B,
denganp € N C U.
Karena X* — N kompak, maka terdapat
U, U, ..,.U, €L
sehingga

yang berakibat

n
X*c U U;.
i=1
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Dengan kata lain X* kompak.

Misalkana, b € X*.

Jika a, b € X, maka ada dua himpunan terbuka
U dan V yang saling asing.

Ambil sembarang a € X.

Dipilih himpunan bagian kompak K yang
memuat persekitaran U dari a.

Jelasp € X* — N.

Sehingga U dan X* — N adalah himpunan
terbuka saling asing di X*.

Dengan kata lain X* adalah ruang hausdorft.

Teorema di atas menyatakan bahwa suatu

ruang hausdorff X dapat memiliki kekompakan

satu titik dengan syarat X kompak lokal dan tidak

kompak. Selanjutnya akan ditunjukkan apakah

ruang hausdorff X tetap memiliki kekompakan satu

titik jika hanya memiliki salah satu syarat.

d.

Ruang Hausdorff X tidak kompak lokal dan
tidak kompak.

Bukti:

Menurut Definisi 2.28, jelas Ruang Hausdorff X

tidak memiliki kekompakan satu titik.

b. Ruang Hausdorff X kompak lokal dan kompak.
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Bukti:

Dipilih p € X dan misalkan X* = X U {p}.

Karena X kompak, maka terdapat liput terbuka
U,Uy, .., U, €L

sehingga
n
X= U U;.
i=1
Jelas,
n
xuipys | Jus
i=1
atau

n
X*>o U Ui'
i=1

Dengan kata lain, X* tidak kompak karena tidak
terliput oleh libut bagian berhingga. Sehingga
Ruang Hausdorff X tidak memiliki kekompakan
satu titik.

Teorema 3.2 (Wenner Ballmann, 2018: 17)
Misal K himpunan bagian dari R™. Himpunan K

kompak jika dan hanya jika tertutup dan terbatas.
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Bukti:

a.

Akan ditunjukkan jika K kompak di R", maka K
tertutup.
Ambil sembarang a € K°€.
Untuk setiap x € K dibentuk persekitaran U,
dengan pusat x dan persekitan V, dengan pusat
a dengan jari-jari masing-masing r < % IIa—
x |l. Dengan demikian diperoleh
u,nv,=9
untuk setiap x € K.
Koleksi himpunan {U,} adalah liput terbuka
dari K. Karena K kompak maka terdapat titik-
titik x4, x5, ..., x,, € K sehingga
KcU,UU,VU..UuU, =U.
Untuk setiap a4, a,, as, ... € K€, misalkan
V="V, UV, ul, u.,
maka V merupakan persekitaran dari titik a
danV cV,,.
Karena Uy, NV, = @, makaV n U, = @.
Hal ini berakibat
VN Uy, UUy,U..UU, )=V NU=0.
KarenaK c U,jelasV N K = @atauV c K°.
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Sehingga a adalah titik interior himpunan K*.
Jadi K€ terbuka.

Karena K¢ terbuka, maka K tertutup.

Akan ditunjukkan jika K kompak di R", maka K
terbatas.

Untuk setiap x € K dibentuk himpunan
terbuka G, = (—x, x).

Koleksi himpunan {G,} adalah liput terbuka

dari K, karena G, terbuka untuk setiap x € K.

K= U Gy
x=1

Karena K kompak maka terdapat titik-titik

Sehingga,

X1,%3, ..., Xn € K sehingga

Kc Uy, VU, U ..UU, .
Namakan,

m = maks {x1, x5, ..., Xn }.
Diperoleh

KcU, UU,U..uU, =Upy=(—mm),

sehingga K terbatas.
Akan ditunjukkan jika K tertutup dan terbatas,
maka K kompak di R™.
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Asumsikan K tidak kompak, artinya K tidak
memiliki liput bagian berhingga dari L.
Karena K terbatas maka terdapat interval
tertutup
I ={x = (x1,%3, .., %) E R":aq; < x; < by}
untuk setiap i = 1,2,3, ..., n sedemikian hingga
K c 1.
Karena K tidak memiliki liput bagian berhingga
dari £, maka
Knl
juga tidak memiliki liput bagian berhingga dari
L.
Kemudian bagi interval I; menjadi I,, dengan
i=1,2,3,..,n interval [a,, b;] dibagi menjadi
interval
>

Dengan demikian, terdapat interval

[al'

I, = {x = (xq,x3, .., %) ER™q; < x;
+b
< aq 1}
2

untuk setiapi = 1,2,3, ..., n.

Karena K tidak memiliki liput bagian berhingga

dari £, maka



52

Knl,
juga tidak memiliki liput bagian berhingga dari
L.
Kemudian bagi interval I, menjadi I3, dengan
i=1,2,3,..,ninterval
a; + by
Wy

dibagi menjadi interval

22
Akibatnya dengan alasan yang sama, diperoleh

KNl

[ay,

tidak memiliki liput bagian berhingga dari L.
Kemudian interval I3 dibagi kembali menjadi
dua bagian, sehingga akan membentuk interval
susut

I1,15,13, ..., Iy, ..
Berdasarkan Teorema 2.1, terdapat titik § yang
berada pada setiap I,, untuk setiapn € N.
Misalkan V. () persekitaran dari titik 5, maka
untuk n yang sangat besar berlaku

I, < Ve(B).

Karema K N1, tidak memiliki liput bagian

berhingga dari £, maka I,, memuat himpunan
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bagian dari K yang tidak memiliki liput bagian
berhingga dari L.
Jadi V. (8) memuat K.
Perhatikan bahwa f§ merupakan titik limit dari
K.
Karena K tertutup, maka € K dan terdapat
U; € L sedemikian hingga § € U;.
Sehingga  terdapat persekitaran V. (B)
sedemikian hingga V,(8) € U;.
Untuk n yang sangat besar, maka

I Ve, (B).
Sehingga I,, c U;. Hal ini kontradiksi dengan
pernyataan dimana [, tidak memiliki liput
bagian berhingga dari L.
Jadi haruslah K memiliki liput bagian

berhingga dari £. Dengan kata lain, K kompak.

3. Contoh 3.1
Diberikan X =[a,b) dan T ={A|A C [a,b)}.
Ruang hausdorff (X,7) kompak lokal dan tak
kompak memiliki kekompakan satu titik, yaitu

X* = [a,b].
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Bukti:

d.

Akan ditunjukkan X* = [a,b] merupakan
ruang hausdorff.

Ambil sembarang x,y € [a, b], dengan x > y.

Dipilih § = &2,
1000

Dibentuk

Ay =[x—6,x+6]
dan

B, =[y -4,y +6l].
Dipilih

U=[x—8x+6]€T
dan
Uy=[y—6y+6l€eT.
Jadi 3U,, U, € T sehingga,
x€eU, CcA,
dan
y €U, C B,.
Dengan kata lain, A, € N(x) dan B,, € N().
Jelas,
AyNB,=[x—-6x+d8]n[y—46,y+34l
Maks A, — Min B,, =x+6—y+94
=x—y+26
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= Xy
499

=X =¥

<0.

Karena Maks Ay — Min B, <0 maka dapat
disimpulkan 4, N B, = .
Sehingga X* adalah ruang hausdorff karena
terdapat Ay, B, € X* yang saling asing
sehingga x € A, dan y € By, dengan x # y.
Akan ditunjukkan Ruang hausdorff (X*,7*)
kompak, dengan
X" =[a,b]
dan
T"=TUa
dengan a merupakan koleksi sembarang
himpunan N € X* sehingga X* — N merupakan
himpunan tertutup dan kompak di dalam X.
Bukti:
1) Akan dibuktikan X* € R terbatas.
X* terbatas di atas karena terdapat
b+1€eR
sehingga
x<b+1

untuk semua x € X*.
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X" terbatas di bawah karena terdapat
a—1€eR
sehingga
yza-—1
untuk semuay € X*.
Karena X* terbatas di atas dan terbatas di
bawah maka X* terbatas.
Akan dibuktikan X* € R tertutup.
X* € Rtertutup jika (X*)¢ terbuka. Karena
X* = [a, b], maka
(X*)¢ = (=0,a) U (b, ).
Diambil sembarang n € X¢ maka
n € (—oo,a)
atau
n € (b, ).
a) Kasus1
Apabilan € (—o, a), dipilih
6<a-—n,
sehingga diperoleh
Vs(n) € (XM)°.
b) Kasus 2
Apabilan € (b, ), dipilih
o6<n-—»,
sehingga diperoleh
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Vs(n) € (X")°.
Jadi diperoleh (X*)¢ terbuka. Akibatnya X*
tertutup.
Jelas X* adalah himpunan terbatas dan
tertutup.
Menurut teorema 3.2, jelas bahwa X~*
kompak.
Karena X* kompak, maka X memiliki

kekompakan satu titik yaitu X*.

4. Contoh 3.2

Diberikan X =[u,v] dan T = {4|A c [u,v]}.

Apakah Ruang hausdorff (X,7) memiliki

kekompakan satu titik?

Bukti:

X tidak memiliki kekompakan satu titik, karena X

kompak.

Akan ditunjukkan X kompak:

a. X = [u,v] terbatas di atas karena terdapat
v+1€R

sehingga

x<v+1

untuk semua x € X.
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X terbatas di bawah karena terdapat
u—1€eR
sehingga
y=zu-—1
untuk semua y € X.
Karena X terbatas di atas dan terbatas di bawah
maka X terbatas.
Akan dibuktikan X € R tertutup.
X € Rtertutup jika X¢ terbuka.
Karena X = [u, v], maka
X¢ = (—oo,u) U (v, ).
Diambil sembarang m € X¢ maka
m € (—oo,u)
atau
m € (v, ).
1) Kasus1
Apabilam € (—oo,u), dipilih
o6<u-—m,
sehingga diperoleh
Vs(m) < X°©.
2) Kasus 2
Apabilam € (v, ), dipilih
o<m-—uv,

sehingga diperoleh
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Vs(m) < X°©.
Jadi diperoleh X¢ terbuka. Akibatnya X
tertutup.
Jelas X adalah himpunan terbatas dan tertutup.
Menurut teorema 3.2, jelas bahwa X kompak.
Karena X kompak, maka X tidak memiliki

kekompakan satu titik.



BABIV
SIMPULAN DAN SARAN

A. Simpulan
Kesimpulan yang dapat diambil dari penelitian di atas
adalah tidak semua ruang Hausdorff yang kompak
lokal memiliki kekompakan satu titik. Namun, ruang
Hausdorff yang kompak lokal tersebut akan memiliki

kekompakan satu titik jika tidak kompak.

B. Saran
Perlu diadakan pengkajian lebih lanjut mengenai
teorema “Jika Ruang Hausdorff X kompak lokal dan
tidak kompak maka X memiliki kekompakan satu titik”,
untuk mengetahui apakah teorema yang berbentuk

implikasi tersebut berlaku sebaliknya.
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