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ABSTRAK

Ortogonalitas matriks dalam aljabar max-plus sangat sulit
ditemukan karena invers matriks dalam aljabar max-plus itu
sendiri hanya ada pada matriks diagonal dan permutasi. Dalam
hal ini, Bakhadly dkk (2020) menunjukkan dalam penelitiannya
bahwa ortogonalitas matriks juga dapat ditemukan pada matriks
normal dalam aljabar max-plus.  Aljabar max-plus di sini
merupakan himpunan K = {0, —1} dengan dua operasi biner (&)
dan (®) yang setiap a,b € K berlaku a & b = max(a,b) dan
a ®b = a+ b. Secara khusus didefinisikan juga (—1) ® (—1) =
(—1)+(—1) = —1. Dengan katalain (K, @, ®) merupakan semiring
idempoten dengan 0 elemen identitas terhadap operasi ® dan —1
elemen identitas terhadap operasi &.

Penelitian ini memperkenalkan syarat cukup untuk dua
matriks normal dikatakan saling ortogonal dalam aljabar max-plus.
Metode yang digunakan adalah studi kepustakaan. Kemudian
teori-teori yang ada ditelaah lebih detail untuk mendapatkan
kriteria sebagai berikut. Misalnya matriks A, B € M} dan
p,q € [n]dengan A € V (p; q) dan B € V (¢; p) sehingga memenuhi
persamaan A® B = Z,, = B® A maka matriks A dan B dikatakan
saling ortogonal dalam aljabar max-plus.

Kata kunci : Aljabar Max-Plus, Matriks Normal, Ortogonalitas
Matriks

vi



KATA PENGANTAR

Alhamdulillahirabbil’alamin, puji syukur penulis ucapkan
kehadirat Allah SWT. Atas segala limpahan rahmat serta
hidayah-Nya sehingga penulis dapat menyelesaikan skripsi
dengan judul " ORTOGONALITAS MATRIKS NORMAL-(0,-1)
DALAM ALJABAR MAX-PLUS". Penulisan skripsi ini diharapkan
mampu memenuhi salah satu syarat dalam rangka menyelesaiakan
studi Strata 1 (S1) di UIN Walisongo semarang.

Penyusunan dan penyelesaian skripsi ini, tidak lepas dari doa,
bantuan, bimbingan, motivasi dan peran dari banyak pihak. Penulis
mengucapkan terimakasih kepada :

1. Prof. Dr. H. Imam Taufiq, M.Ag., selaku Rektor UIN Walisongo
Semarang,

2. Dr. H. Ismail, M.Ag, selaku Dekan Fakultas Sains dan
Teknologi UIN Walisongo Semarang,

3. Emy Siswanah, M.Sc, selaku Ketua Program Studi
Matematika Fakultas Sains dan Teknologi UIN Walisongo
Semarang,

4. Any Muanalifah, M.Si,, Ph.D,, selaku dosen pembimbing I
dan Dinni Rahma Oktaviani, M.Si., selaku dosen pembimbing
II yang telah memeberikan banyak bimbingan dan arahan

dalam penyelesain skripsi ini,

5. Seluruh Dosen Jurusan Matematika Fakultas Sains dan
Teknologi UIN Walisongo Semarang, yang telah memberikan
banyak ilmu selama penulis berkuliah di Jurusan Pendidikan

Matematika,

vii



viii

6. Teman-teman seperjuangan Matematika angkatan 2019,
7. Teman-teman seperjuangan mahasiswa angkatan 2019,

8. Abah, Mama, Mbak dan Adik-adik penulis yang tidak pernah
bosan dalam mencurahkan perhatian, semangat, do’a, dan

dukungan untuk menyelesaiakan skripsi ini, dan

9. Semua Pihak yang tidak dapat penulis sebutkan satu persatu
yang telah memberikan kontribusi hingga selesainya skripsi

ini.

Semoga kebaikan semuanya menjadi amal ibadah yang
diterima dan mendapat pahala yang berlimpah dari Allah SWT.
Atas segala kekurangan dan kelemahan dalam skripsi ini penulis
mengharapkan saran dan kritik yang membangun. Semoga karya
tulis yang sederhana ini dapat menjadi bacaan yang bermanfaat
dan dapat dikembangkan bagi peneliti-peneliti selanjutnya.



DAFTAR ISI

HALAMANJUDUL ...ttt iiiii i ienaeess i
PERNYATAAN KEASLIAN ....ctiiiiiiiiiiiiianennnnnnens ii
PENGESAHAN . .....iiiiiiiiiiiii ittt i iii
NOTAPEMBIMBINGI.........cccoiiiiiiiiiiiiii i, iv
NOTAPEMBIMBINGII..........coiiiiiiiiiiiiiieninnnnens \
ABSTRAK . ....oiiiii ittt ittt iiiii i nannes vi
KATAPENGANTAR ... .ottt iieaninnnnns viii
DAFTARISI ..ot ittt anaeens ix
DAFTARTABEL .....oiitiiiiiiiiiiiiiiii i i, X
BABI PENDAHULUAN .......cciiiiiiiiiiiiinennnnnnens 1
1.1. LatarBelakang ............c.cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiienn, 1
1.2, RumusanMasalah ............ ... i 4
1.3. Tujuan Penelitian..............ccooiiiiiiiiiiiinean.. 4
1.4. BatasanMasalah .......... ... ... i 4
1.5. Manfaat Penelitian ................c. oL 4
1.6. Metodologi Penelitian .....................cooiiiiaL. 5
1.7. Sistematika Penelitian ....................c i 7
BABII LANDASANPUSTAKA .......ciiiiiiiiiiiiiiinnenns 8
2.1. AljabarMax-Plus ..ot 8
2.2. Matriks dalam Aljabar Max-Plus ........................ 11
2.3. OperasiMatriks dalam Aljabar Max-Plus ................ 15
2.4. Ortogonalitas Matriks dalam Aljabar linier .............. 18
BABIII PEMBAHASAN ...ttt 22
3.1. Aljabar Max-Plus dan Sifat-sifatnya ..................... 22
3.2. Matriks Normal dalam Aljabar Max-Plus ................ 27
3.3. Ortogonalitas Matriks Normal-(0,-1) dalam Aljabar
Max-PIus . ..o 29
BABIVPENUTUP ...ttt i eniinnens 39
4.1. Kesimpulan ..........cooiiiiiiiiiiiiiiiiii i 39
4.2, SATAN ...ttt 39
DAFTARPUSTAKA .. ittt iiiiiiiiranienennnnnnens 40

ix



DAFTAR TABEL

Tabel Judul Halaman

Tabel 3.1 Operasi & terhadap K 22
Tabel 3.2 Operasi ® terhadap K 23



BAB1
PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Matematika adalah ilmu yang menjadi landasan atau dasar
dari segala ilmu pengetahuan. Hal ini menarik perhatian para
matematikawan dan menjadikan matematika sebagai bidang
penelitian yang berperan penting dalam sejarah peradaban.
Dengan mengetahui sejarah matematika, kita dapat mengetahui
dan memahami hakikat matematika dalam kehidupan sehari-hari.
Selain itu, kita dapat menemukan penyebab munculnya hipotesis
dan kegunaan konsep dalam matematika. Sebagaimana yang
tertuang dalam QS. Al-An’am ayat 96 sebagai berikut:

B WS Ces gy oy R QT Jass pbedT B
ﬁw‘ B J:j‘”

Artinya : “ Dia menyisingkan pagi dan menjadikan malam
untuk beristirahat, dan (menjadikan) matahari dan bulan untuk
perhitungan. Itulah ketetapan Allah Yang Maha Perkasa, Maha
Mengetahui.”

Penjelasan firman Allah yang tertuang pada ayat diatas
mengenai benda-benda langit yang dapat digunakan sebagai alat
perhitungan, yaitu matahari dan bulan. Perhitungan yang ada saat
ini tidak dilakukan oleh manusia itu sendiri tetapi telah disediakan.
Tugas manusia hanya menemukan dan melambangkannya dalam
bahasa matematika. Salah satu konsep matematika yang sedang

berkembang saat ini adalah aljabar max-plus.



Aljabar max-plus merupakan bagian dari pengetahuan dasar
matematika khususnya pada bidang aljabar. Aljabar max-plus
memiliki peran besar dalam memecahkan masalah di kehidupan
sehari-hari. Ada banyak hal yang bisa dipelajari dalam aljabar
max-plus terutama yang berkaitan dengan model matematika
dalam sistem dinamis. Beberapa penelitian yang berkaitan
dengan masalah sehari-hari yang dapat dimodelkan dengan aljabar
max-plus antara lain: sistem jaringan kereta api (Afif, 2015), sistem
produksi sederhana (Rafflesia, 2011), penjadwalan dalam jaringan
kerja (Oktafianto, 2013) dan jaringan antrian (Permatasari, 2021).

Operasi yang digunakan dalam aljabar max-plus memiliki
kesamaan dengan operasi dasar dalam aljabar biasa. Hanya saja
dalam aljabar max-plus operasi penjumlahan menjadi operasi
maksimum dan operasi perkalian menjadi operasi penjumlahan
untuk bilangan real R dengan elemen tambahan ¢ = —oc.
Berdasarkan sifat operasi dalam aljabar max-plus, diperoleh ¢
sebagai elemen identitas terhadap operasi penjumlahan dan e = 0
sebagai elemen identitas terhadap operasi perkalian.

Dalam aljabar linier sendiri sebuah matriks A dengan ukuran
n x n dikatakan ortogonal jika memenuhi sifat bahwa invers
matriks A sama dengan transpose matriks A. Berbeda dengan
aljabar linier, invers matriks dalam aljabar max-plus sangat sulit
ditemukan dan hanya dapat ditemukan pada matriks diagonal dan
permutasi. Hal ini dikarenakan untuk menentukan invers matriks
dalam aljabar max-plus memerlukan operasi penjumlahan dan
perkalian dalam aljabar max-plus. Operasi penjumlahan dalam
aljabar max-plus bersifat idempoten dimana Va € R. berlaku
a ® a = max(a,a) = a. Hal ini mengakibatkan Va € R, tidak

ada invers pada operasi penjumlahan dalam aljabar max-plus.



Pada konsep dasar hasil kali dalam di M (R) didefinisikan
untuk U, V' € M (R) berlaku (u, v) = ujvi+ugve+usvg+...+upvp.
Dalam hal ini didefinisikan juga dua vektor » dan v dikatakan
ortogonal jika (u,v) = 0. Konsep ini tidak berlaku dalam aljabar
max-plus karena hasil kali dalam tidak terdefinisi. Oleh karena itu,
konsep ortogonalitas matriks dalam aljabar max-plus didefinisikan
dengan operasi perkalian dalam aljabar max-plus.

Alasan tersebut menjadi latar belakang dari penelitian
Bakhadly dkk (2020) tentang Orthogonality for (0, -1) tropical
normal matrices yang membahas mengenai ortogonalitas matriks
dan pasangan matriks yang saling ortogonal dalam aljabar
max-plus dengan menggunakan matriks normal. Berkaitan dengan
masalah ortogonalitas matriks dalam aljabar max-plus, Bakhadly
dkk (2020) mendefinisikan sendiri aljabar max-plus dalam
penelitiannya dengan harapan dapat memudahkan penentuan
ortogonalitas matriks dalam aljabar max-plus.

Aljabar max-plus yang didefinisikan oleh Bakhadly dkk (2020)

sebagai himpunan tak kosong K dengan elemennya 0 dan —1

yang didefinisikan dengan (—1) ® a = —1 = a ® (—1) dan
0®a = a = a ® 0, untuk setiap a elemen dari K. Secara
khusus didefinisikan juga (—1) ® (-1) = (—-1) + (-1) = —1.

Menurut definisi yang ada sehingga diperoleh 0 sebagai elemen
identitas dari operasi perkalian dan —1 sebagai elemen identitas
dari operasi penjumlahan dalam aljabar max-plus.

Sehubungan dengan pembahasan di atas maka peneliti tertarik
untuk membahas lebih lanjut tentang "Ortogonalitas Matriks
Normal-(0,-1) dalam Aljabar Max-Plus", yang secara khusus
mengacu pada jurnal "Orthogonality for (0, -1) tropical normal
matrices" oleh Bakhadly dkk (2020). Penelitian ini membahas



tentang syarat cukup matriks atau pasangan matriks dikatakan
saling ortogonal dalam aljabar max-plus dimana matriks yang
digunakan adalah matriks normal, contoh dan teorema yang
berkaitan.

1.2. Rumusan Masalah

Sesuai dengan latar belakang yang telah dijelaskan, masalah
yang dapat diidentifikasi dalam penelitian ini adalah apakah
matriks normal-(0,-1) saling ortogonal dalam aljabar max-plus?

1.3. Tujuan Penelitian

Sesuai dengan rumusan masalah pada 1.2, maka dapat
diketahui tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui
matriks normal-(0,-1) yang saling ortogonal dalam aljabar

max-plus.

1.4. Batasan Masalah

Batasan masalah dalam penelitian ini adalah bahwa matriks
yang digunakan adalah matriks normal dalam aljabar max-plus

berukuran 2 x 2 dengan menggunakan dua elemen yaitu 0 dan —1.

1.5. Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini adalah
sebagai berikut:



1. Penulis

Meningkatkan pemahaman dan pengetahuan terkait matriks

normal-(0,-1) yang saling ortogonal dalam aljabar max-plus.

2. Lembaga

Menambahkan bahan pustaka untuk referensi penelitian
dan bahan kuliah, terutama yang berkaitan dengan materi
aljabar max-plus khususnya matriks normal-(0,-1) yang

saling ortogonal dalam aljabar max-plus.

3. Pembaca

Sebagai bahan pengajaran dan pengetahuan mengenai
aljabar max-plus, khususnya untuk memperluas kajian
tentang matriks normal-(0,-1) yang saling ortogonal dalam
aljabar max-plus dan mungkin bisa menjadi referensi untuk

penelitian selanjutnya.

1.6. Metodologi Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode
penelitian studi literatur atau kajian pustaka, dimana penelitian
dilakukan untuk memperoleh data dan informasi serta objek
yang digunakan untuk membahas suatu masalah. Studi literatur
adalah penyajian argumentasi ilmiah untuk menjelaskan hasil
pemikiran tentang masalah dan tinjauan pustaka yang dibahas
dalam penelitian ini.

Berikut adalah langkah-langkah yang digunakan peneliti saat
merangkai penelitian ini:

1. Mencari jurnal utama yang digunakan sebagai rujukan

dalam penelitian ini. Jurnal utama dari penelitian ini



berjudul Orthogonality for (0,-1) tropical normal matrices
oleh Bakhadly dkk (2020).

. Mengumpulkan berbagai literatur tentang topik yang
dibahas dari buku, artikel, jurnal nasional, dan jurnal
internasional.

. Memahami dan mempelajari konsep dasar aljabar max-plus,
matriks dalam aljabar max-plus, operasi matriks dalam
aljabar max-plus dan ortogonalitas matriks dalam aljabar
linier.

. Pembahasan diawali dengan mendefinisikan suatu
himpunan K = {0, —1} yang dilengkapi dengan dua operasi
biner @ dan ® atau dapat ditulis (K, @, ®) memenuhi sifat
semiring idempoten. Kemudian mendefinisikan matriks
normal dalam aljabar max-plus, notasi dan memberikan

contoh matriks normal dalam aljabar max-plus.

. Himpunan K yang ada kemudian direpresentasikan dalam
suatu matriks normal atau pasangan matriks normal
berukuran n x n atau dapat dilambangkan MY dan
menentukan syarat cukup untuk pasangan matriks yang
saling ortogonal dalam aljabar max-plus.

. Kemudian dari matriks normal atau pasangan matriks
normal yang diperoleh terbukti memenuhi syarat cukup
untuk pasangan matriks saling ortogonal dalam aljabar

max-plus.

. Dengan demikian pasangan matriks normal dapat dikatakan

saling ortogonal dalam aljabar max-plus.



1.7. Sistematika Penelitian

Dalam penulisan laporan penelitian ini, perlu dilakukan
langkah-langkah yang sistematis untuk memudahkan pemahaman
terhadap pemaparan setiap bab. Pada penulisan penelitian ini
terbagi menjadi empat bab.

1. BABI PENDAHULUAN

Pada bab ini membahas tentang latar belakang, rumusan
masalah, tujuan penelitian, batasan masalah, manfaat
penelitian, metodologi penelitian dan sistematika penelitian.

2. BAB II LANDASAN TEORI

Pada bab ini menjelaskan tentang teori-teori yang mendasari
penelitian ini atau disebut dengan landasan teori. Dalam
hal ini mencakup teori-teori berikut, antara lain: aljabar
max-plus, matriks dalam aljabar max-plus, operasi matriks
dalam aljabar max-plus, dan ortogonalitas matriks dalam

aljabar klasik.

3. BAB Il PEMBAHASAN

Pada bab ini menjelaskan mengenai himpunan K = {0, -1}
yang diikuti dengan operasi biner ¢ dan ® dalam aljabar
max-plus, matriks normal dalam aljabar max-plus dan syarat
cukup matriks atau pasangan matriks dikatakan saling

ortogonal dalam aljabar max-plus.

4. BAB1IV PENUTUP

Pada bab ini memberikan kesimpulan dari materi yang
telah dibahas pada bab sebelumnya dan berisi saran untuk

pengembangan penelitian selanjutnya.



BABII
LANDASAN PUSTAKA

Pada bab 2 ini akan dijelaskan mengenai konsep-konsep
dasar yang dibutuhkan untuk memberikan landasan teori untuk
membahas mengenai ortogonalitas matriks normal-(0,-1) dalam
aljabar max-plus. Beberapa teori yang dibahas adalah aljabar
max-plus, matriks dalam aljabar max-plus, operasi matriks
dalam aljabar max-plus, dan ortogonalitas matriks dalam aljabar
linier. Bab ini ditulis dalam bentuk teori dan dilengkapi dengan

contoh-contoh dari teori yang dibahas.

2.1. Aljabar Max-Plus

Pada bagian ini kami membahas konsep-konsep dasar dalam
aljabar max-plus meliputi: pengertian aljabar max-plus, operasi
dasar dalam aljabar max-plus, sifat-sifat yang berlaku dalam
aljabar max-plus, dan contoh operasi aritmetika dalam aljabar

max-plus.

Definisi 2.1.1 (Aljabar Max-Plus, (Subiono, 2013))

Misal R. merupakan himpunan bilangan real R dengan elemen
tambahan ¢ := —oo. Jadi R, yang diikuti oleh dua operasi biner
(@) dan (®) didefinisikan sebagai berikut

a ® b = max(a,b),

dan
a®b=a+b,



untuk semua a,b € R.. Dalam hal ini struktur aljabar Ry,,x =

(Re, ®, ®) disebut aljabar max-plus.

Perhatikan sifat-sifat berikut yang berlaku untuk operasi dalam

aljabar max-plus:
i (R, ®) memiliki sifat :

a Komutatif, yaituVa,b e R, :a® b=b@ a
b Asosiatif, yaituVa,b,c € R, : (a® b)® c=a® (b ¢)

¢ Terdapat elemen identitas ¢, yaituVa € R, : ¢ ® a =

ade=a

d Idempoten,yaituVa e R. :a® a=a
ii (R, ®) memiliki sifat:

a Komutatif, yaituVa, b e R, : a® b=b® a

b Asosiatif, yaituVa,b,c e R, : (a® b) @ c=a® (a® c)

¢ Terdapatelemenidentitase = 0,yaituVa € R, : eQ a =
a®e=a

d Invers, yaitu Va € R, : a # ¢ terdapat b € R, sehingga
a®b=c¢e

e Elemen netral bersifat menyerap, yaitu Va € R, : a ®
eE=e®Qa=c¢

iii (R.,®,®) memiliki sifat :

a Distributif kanan, yaitu Va,b,c € R, : (a ® b) @& ¢ =
(a®c)® (b® ¢)

b Distributif kiri, yaitu Va,b,c € R. : a® (b ® ¢) = (a ®
b) @ (a® c)
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Selanjutnya dalam skripsi ini notasi R, akan digunakan

untuk aljabar max-plus dengan operasi biner & dan ®.

Contoh 2.1.2 Berikut diberikan beberapa contoh operasi
sederhana dalam aljabar max-plus.

1. 4@ 7 =max(4,7) =7
2. £ ®3 =max(—00,3) =3

3.3®2=34+2=5

Pada urutan pengoperasian dalam aljabar max-plus jika tanpa
dilengkapi dengan tanda kurung maka operasi ® lebih diutamakan
daripada @ (Rudhito, 2016).

Contoh 2.1.3
1. 3@ -1®2=max(3,(-1+2)) =3
2.3 (5®0) =max((3+5),(3+0)) =8

3. 201) @ (-1®3) =max((2+1), (—1+3)) =3

Definisi 2.1.4 (Pangkat dalam Aljabar Max-Plus, (Rudhito 2016))
Diberikan a € R. pangkat k yang dilambangkan dengan a®*
didefinisikan sebagai berikut:

a®F =0, untuk k = 0,
dan

e =a®a® - Qa=a+a+--+a=ka, untukk =1,2,3, ...
k k

dengan operasi perkalian pada bilangan real.
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Contoh 2.1.5

Perhatikan contoh pengoperasian pangkat dalam aljabar max-plus.
1. 282 =2x2=4
2.5%0=0x5=0
3.2 =2xe=2x0=0

Pada urutan pengoperasian dalam aljabar max-plus, pangkat
lebih diutamakan dari pada operasi @ dan ® (Rudhito, 2016).

Contoh 2.1.6
1. 3%2@5=(2x3)®5=max(6,5) =6
2. —3@2%? = -3 (2x2)=max(-3,4) =4

3.5%0®2=(0x5)®2=max(0,2) =2

2.2. Matriks dalam Aljabar Max-Plus

Dalam aljabar max-plus, matriks berukuran n x m dengan
n,m € N dapat dilambangkan sebagai R} <. Dalam hal ini, n
menunjukkan ukuran baris dan m menunjukkan ukuran kolom.
Berikut adalah definisi dan contoh beberapa matriks dalam aljabar

max-plus yang diperlukan dalam penelitian ini.

Definisi 2.2.1 (Matriks Persegi)
Matriks persegi adalah matriks yang memiliki ukuran baris dan
kolom yang sama ataun x n dengann € N.
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Contoh 2.2.2
Perhatikan Matriks A € R™*" berikut :

max

ailp ai2 ais
A= lag a2 a3

az1p asz2 as3

Dimana a;; € Rpyax, matriks A disebut matriks persegi dengan
ukuran 3 x 3.

Definisi 2.2.3 (Matriks Diagonal)
Matriks D = [d;;] adalah matriks dengan ukuran n x n dimana
i,j € [n]dan [n] = {1, 2,3, ..., n} didefinisikan sebagai berikut :

k, i=j
D= J
g, lainnya

Dengan k € R dan matriks D disebut sebagai matriks diagonal.

Contoh 2.2.4
Perhatikan matriks D € R} ¥ sebagai berikut!

max

2
D= |¢
€

M W M
_ O O

Matriks D dapat dikatakan sebagai matriks diagonal.

Definisi 2.2.5 (Matriks Nol)
Matriks nol adalah matriks yang setiap entrinya memiliki nilai —oo
dan dapat dilambangkan dengan e.
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Contoh 2.2.6

Seperti contoh matriks dibawah ini :

—00 —00 —00
€= |[—-00 —00 —00

—0 — 00 —00
Maka matriks ¢ disebut matriks nol berukuran 3 x 3.

Definisi 2.2.7 (Matriks Permutasi)
Matriks P adalah matriks dengan ukuran n X n yang memuat tepat
satu elemen nol untuk setiap baris ke-i dan kolom ke-j dan ¢ di

tempat lain.

Contoh 2.2.8
Perhatikan matriks P € R"X" sebagai berikut!

max

e ¢ 0
P=|0 ¢ ¢

e 0 ¢

Matriks P dapat dikatakan sebagai matriks permutasi.

Definisi 2.2.9 (Matriks Identitas)
Misal matriks A = [a;;] adalah matriks berukuran n x n dengan

i,j € [n] didefinisikan sebagai berikut:

0, i=j
A= !
€, lainnya

Matriks A disebut matriks identitas dalam aljabar max-plus yang

dilambangkan dengan I,,.
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Matriks identitas adalah identitas terhadap operasi ® hal ini
dikarenakan untuk setiap A € RI'X" berlaku A ® I,, = A dan

max

untuk setiap A € R berlaku I,, ® A = A.

max

Contoh 2.2.10

3 0
Jika matriks A = 1] dan [,, merupakan matriks identitas

berukuran 2 x 2.

Perhatikan bahwa,

A®In—[3 ol _OO]=[3 =4

-1 1 —oo 0 -1 1

(A® Iy)11 = max(3+ 0,0+ (—00)) = max(3, (—o0)) =3

(A® Ip)12 = max(3 + (—00),0 4+ 0) = max((—00),0) =0

(A® I,)21 = max((—1) + 0,1 4 (—00)) = max((—1), (-o0)) = —1
(A® I;)22 = max((—1) + (—00),1 + 0) = max((—o00),1) =1

Dalam hal ini terbukti 7,, sebagai matriks identitas pada matriks A

terhadap operasi ®.

Definisi 2.2.11 (Matriks Normal, (, ].Linde, M.].de la Puente, 2015))
Misal matriks A = [a;;] adalah matriks persegi dengan ukurann xn
dan i, j € N didefinisikan sebagai berikut:

0, i=j

A=
a;j, lainnya

Dimana a;; adalah sebarang bilangan real tak positif dengan
elemen tambahan . Matriks A disebut matriks normal dan dapat

dilambangkan dengan M} .
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Contoh 2.2.12
Perhatikan matriks A € R *" sebagai berikut!

0 —o0o -2
A= -1 0 -3
0O -1 0

Dengan demikian matriks A disebut matriks normal.

2.3. Operasi Matriks dalam Aljabar Max-Plus

Pada bagian ini akan dijelaskan mengenai pengoperasian
matriks yang terdapat dalam aljabar max-plus. Seperti yang telah
diketahui dalam aljabar max-plus terdapat dua operasi biner, yaitu
@ dan ® yang didefinisikan sebagai maksimum dan penjumlahan.

Definisi 2.3.1 (Penjumlahan pada matriks, (Nurwan, 2015))
Misal dua matriks, yaitu matriks A € R} <" dan matriks B € R}
Operasi penjumlahan dalam aljabar max-plus dapat ditentukan

dengan aturan berikut:

(A D B)ij = Qjj D bij = max(aij, bij)
dengani =1,2,3,..,ndanj =1,2,3,..,m.

Contoh 2.3.2
Berikut diberikan dua buah matriks 4, B € R2%2 dengan entri di
R, akan ditunjukkan A & B dan B & A.

1 3
A:
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Diperhatikan bahwa,

( ) (
(A® B)i12 = max(3,2) =3
(A@® B)2; = max(—2,e) =e
(A@ B)oy = max(e, —1) = —1
dan
ea | 2]a|? 3_[1 3]
e —1 -2 ¢ e —1

( ) (

(A® B)12 = max(2,3) =3
(A@® B)2; = max(e,—2) =¢
(A@® B)ay = max(—1,¢e) = —1

Dalam hal ini sama dengan penjumlahan matriks dalam aljabar
linier. Dalam aljabar max-plus juga untuk menjumlahkan dua atau
lebih matriks dapat dilakukan jika matriks-matriksnya memiliki

ordo yang sama.

Definisi 2.3.3 (Perkalian pada matriks, (Nurwan, 2015))

Jika matriks A € R"X™ dan matriks B € Rpay, maka operasi

perkalian dalam aljabar max-plus diberikan dengan aturan berikut:
m
(A® B); kG—Bl airx @ byj) I&%{(aik + brj)

dengani =1,2,3,..,ndanj =1,2,3,..,p
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Contoh 2.3.4
Berikut diberikan dua buah matriks 4, B € R2%2 dengan entri di
R. akan ditunjukkan A ® B dan B ® A.

e 3],3:[3 2]
2 € e 1
Diperhatikan bahwa
Aop_|L? 32]:[3 4]
2 ¢ e 1 5 4
(A®B)11=(-14+3)® (3+e) =max(2,3) =3
(A®B)12 ( 1+2) (3+1) max(1,4):4
(A® B)a1 = (24 3)® (e + ) = max(5,e) =5
(A® B)aa=(242)® (¢ + 1) = max(4,e) =4
dan
oa? 2o 3]:[4 6]
e 1 2 € 3 3
(A® B)11 = 3+ (1)) @ (24 2) = max(2,4) = 4
(A® B)12=(34+3)® (2+¢) =max(6,) =6
(A® B)aoy = (e + (~1) @ (1 +2) = max(~1,3) = 3
(A®B)aa=(e+3)® (1+¢) =max(3,¢) =3

Operasi perkalian matriks A dan B dalam aljabar max-plus
dapat dilakukan jika memenuhi aturan bahwa ukuran kolom A
sama dengan ukuran baris B. Dari hasil perhitungan matriks A €
R”X™ dikalikan dengan matriks B € Ry menghasilkan matriks

max

C € RSP (Baccelli, 2001).
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Definisi 2.3.5 (Perkalian kostanta dengan matriks)
Misal untuk matriks A € RIX7 dan o € Ry,ax operasi perkalian

max

konstanta dengan matriks dalam aljabar max-plus diperoleh dengan
aturan berikut:

Oé®(A)ij =a® a;; = o+ a4
Dengani=1,2,3,..,ndanj =1,2,3,..,m.

Definisi 2.3.6 (Pangkat pada matriks)
Misal matriks A € R"%" pangkat k yang dilambangkan dengan A®*

max

didefinisikan sebagai berikut:
A%k = I, untuk k = 0,

dan
AF = A® A®---® A, untuk k € N
k

Dengan N adalah himpunan semua bilangan asli.

2.4. Ortogonalitas Matriks dalam Aljabar linier

Sebelum kita mempelajari lebih lanjut tentang ortogonalitas
matriks dalam aljabar max-plus mari kita mengingat kembali
ortogonalitas matriks dalam aljabar klasik. Berikut adalah definisi
dan contoh matriks yang digunakan untuk menyelesaikan masalah
ortogonalitas matriks dalam aljabar klasik.

Definisi 2.4.1 (Matriks Identitas)
Misal matriks A = [a;;] adalah matriks persegi berukuran n x n
dan i, j € N, didefinisikan sebagai berikut :
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1, i=j
aij =
0, lainnya
Matriks A disebut matriks identitas yang dapat dilambangkan
dengan I,,.

Contoh 2.4.2
Perhatikan matriks I € R X" sebagai berikut!

max

S = O
_ o O

Maka matriks I dikatakan sebagai matriks identitas dengan
ukurannya 3 x 3.

Definisi 2.4.3 (Invers Matriks)
Suatu matriks A dengan ukuran n x n dikatakan memiliki invers jika

terdapat matriks B sehingga memenuhi,
AB=BA=1,

Maka matriks B merupakan invers dari matriks A dan dapat ditulis

sebagai B = A~
2 -3
-1 2

Contoh 2.4.4

2 3
Diberikan matriks A = ) , maka matriks B =

merupakan invers dari matriks A.

Karena,
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dan

BA =

2 =3| (2 3| _ (1 0| _,
1 2]t 2| o 1| ™"

Hal ini membuktikan bahwa matriks B adalah invers matriks A.

Definisi 2.4.5 (Transpose Matriks)

Misal matriks A berukuran n x m dan transpose dari matriks A
dilambangkan dengan A”. Matriks A™ berukuran m xn adalah hasil
perpindahan baris-baris atau kolom-kolom pada matriks A menjadi

kolom-kolom atau baris-baris pada matriks A”.

Contoh 2.4.6
Tentukan transpose matriks pada matriks A dan B berikut :

ai; a2 ais
A= lag ap axa|,B=

320]

01 2
azr asz ass

Maka transpose dari matriks tersebut adalah sebagai berikut :

a1l a21 asi

T T
A" = laz ax ax|,B =

S NW
N = O

a13 a3 as3

Definisi 2.4.7 (Matriks Ortogonal, (Adib Abdul Majid dkk, 2019))
Misal dimiliki matriks A dengan ukuran n x n memenubhi sifat
berikut,
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AT = AT

Dengan kata lain
AAT =ATA =1,

Maka matriks A dapat disebut sebagai matriks ortogonal.

Contoh 2.4.8
Perhatikan matriks A berikut!

N

Matriks A merupakan matriks ortogonal. Akan dibuktikan dengan
menghitung AAT = ATA=1,.

NI R

0 110 -1} |1 0] I

-1 0/t of Jo 1 "

Dari hasil perhitungan diatas diperoleh AAT = ATA = I,
sehingga terbukti A adalah matriks ortogonal.

AAT =

dan

ATA =




BAB III
PEMBAHASAN

Pada bab 3 ini terbagi dalam tiga bagian utama. Bagian
pertama mendefinisikan himpunan K = {0, -1} yang diikuti
dengan dua operasi biner & dan ® memenuhi aksioma semiring
idempoten. Bagian kedua mendefinisikan kembali matriks normal
dalam aljabar max-plus dan memberikan contoh dengan entri di K.
Bagian ketiga membahas mengenai matriks normal dengan entri di
K yang saling ortogonal dalam aljabar max-plus.

3.1. Aljabar Max-Plus dan Sifat-sifatnya

Pada bagian ini akan membahas mengenai suatu himpunan K
yang dikemukakan oleh Bakhadly dkk (2020) serta menunjukkan
bahwa himpunan K yang diberikan memenubhi sifat-sifat operasi
dalam aljabar max-plus dan memberikan contoh untuk setiap
sifat-sifatnya.

Definisi 1
Misalkan himpunan (K, @, ®) dimana K = {0,—1} C R. dan

didefinisikan K dengan dua operasi biner & dan ® sebagai berikut.

© |0 -1
0j]0 O
-110 -1

Tabel 3.1. Operasi & terhadap K

22
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® 0 -1
0] 0 -1
-1(-1 -1

Tabel 3.2. Operasi ® terhadap K

Maka akan ditunjukkan bahwa (K, ®, ®) memenuhi aksioma

dari semiring idempoten.

a. (K, ®) merupakan monoid komutatif idempoten.

(i)

(ii)

(iii)

Memenubhi sifat asosiatif.
Berdasarkan Tabel 3.1. jelas bahwa untuk setiap
a,b,c € K berlaku

(a@db)@®c=ad (bD c)

Jadi, terbukti bahwa (K, @) bersifat asosiatif.

Memenubhi sifat komutatif.
Berdasarkan Tabel 3.1., jelas bahwa untuk setiap a,b €
K berlaku

adb=0da

Jadi, terbukti bahwa (K, @) bersifat komutatif.

Mempunyai elemen identitas.

Ambil sembarang a € K.

Berdasarkan Tabel 3.1, dapat ditunjukkan bahwa

(a) untuka =0maka0® (—-1)=(-1)®0=0

(b) untuka = —1 maka (—1) & (—1) = —1

Sehingga Va € K memenuhiz @ (—1) = (-1) @z = =.
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Jadi, terbukti bahwa (K, @) memiliki elemen identitas,
yaitu —1.

(iv) Memenubhi sifat idempoten.
Berdasarkan Tabel 3.1., jelas bahwa untuk setiap ¢ € K
berlaku

ada=a
Jadi, terbukti bahwa (K, @) bersifat idempoten.

Berdasarkan (i),(ii),(iii), dan (iv) maka terbukti bahwa (K, @)
merupakan monoid komutatif idempoten.

b. (K, ®) merupakan semigrup.

(i) Memenubhi sifat asosiatif.
Berdasarkan Tabel 3.1. jelas bahwa untuk setiap
a,b, c € K berlaku

(a®b)®c=a® (b® c)

Jadi, terbukti bahwa (K, ®) bersifat asosiatif.

(ii) Memenubhi sifat komutatif.
Berdasarkan Tabel 3.1., jelas bahwa untuk setiap a,b €
K berlaku
a®b=bR® a

Jadi, terbukti bahwa (KK, ®) bersifat komutatif.

(iii) Mempunyai elemen identitas.
Ambil sembarang a € K.
Berdasarkan Tabel 3.2., dapat ditunjukkan bahwa

(a) untukea = 0maka0®0 =20
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(b) untuka = —1maka (-1)®0=0® (-1) = -1
Sehingga Va € K memenuhia ® 0 =0® a = a.

Jadi, terbukti bahwa (K, ®) memiliki elemen identitas,
yaitu 0.

(iv) Mempunyai elemen netral.
Ambil sembarang a € K.
Berdasarkan Tabel 3.2., dapat ditunjukkan bahwa

(a) untuka =0maka0® (-1)=(-1)®0= -1
(b) untuka = —1maka (—1)® (-1) = —1
Sehingga Va € K memenuhic ® -1 =—-1®a = —1.

Jadi, terbukti bahwa (K, ®) memiliki elemen netral —1.

Berdasarkan (i),(ii),(iii), dan (iv) maka terbukti bahwa (K, ®)

merupakan semigrup.
c. (K, @, ®) memiliki sifat distributif.

a Memenubhi sifat distributif kanan
Ambil sembarang a, b, c € K.
Misala = 0,b = —1,c = —1 € K, maka
e (-1)e(-1)=0-1=-1
O(-1)a(-1a(-1)=-1lo-1=-1
Jadi, (0 (—1))®(—1) = (0®@(—-1))@(-1x(-1)) = -1
Dengan cara yang sama, Va,b,c € K: (a ® b) ® ¢ =
(a®c)® (b c).

b Memenubhi sifat distributif kiri
Ambil sembarang a, b, c € K.
Misala = 0,b = —1,c = —1 € K, maka
0x(-)®(-1)=0®—-1=-1
O(-1)eO0x(-1)=-10-1=-1



26

Jadi,0® ((=1) & (-1)) = (0@ (1)) & (0@ (-1)) = —1
Dengan cara yang sama, Va,b,c € K: a® (b & ¢) =
(a®b)& (a& c)

Berdasarkan sifat-sifat di atas maka (K,®,®) disebut
semiring idempoten, karena (K,®) membentuk monoid
komutatif idempoten dengan —1 sebagai elemen identitas.
(K, ®) membentuk semigrup dengan 0 sebagai elemen identitas
dan —1 sebagai elemen netral yang bersifat menyerap. Kemudian
(K, &, ®) membentuk sifat distributif.

Seperti yang telah diketahui bahwa dalam aljabar max-plus
operasi ¢ dan ® dapat diperluas pada operasi matriks. Berikut
ini adalah contoh penggunaan operasi & dan ® dalam aljabar

max-plus yang diterapkan pada matriks dengan entri di K.

Contoh 3.1.1
Diberikan dua buah matriks A, B € M>(K) maka A@Bdan A® B.
-1 -1 -1 0
A = s =
0 O -1 0
Perhatikan bahwa,

aep=|" Ha|
0 0 -1 0
-max(—l, —1) max(—1,0)
| max(0,—1)  max(0,0)

10
1o o
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dan

1 -1 ~1
A® B = ® 0
0 0 1 0

B _max(—l,—l) max(—1,—1)
B |max(—1,-1)  max(0,0)

-1 -1
-1 0

3.2. Matriks Normal dalam Aljabar Max-Plus

Pada bagian ini membahas tentang matriks normal dalam
aljabar max-plus. Setelah kita mengetahui definisi dari himpunan
K yang dilengkapi dengan dua operasi biner & dan ® dalam
aljabar max-plus yang dikemukakan oleh Bakhad et.al selanjutnya
merepresentasikan himpunan K pada salah satu jenis matriks.
Dalam hal ini matriks yang akan digunakan adalah matriks normal
dalam aljabar max-plus.

Pada bab 2 telah dijelaskan definisi dari matriks normal itu
sendiri yaitu matriks persegi A disebut normal dimana entri
diagonalnya sama dengan nol dan selain entri diagonalnya kurang
dari atau sama dengan nol. Himpunan matriks normal berukuran
n dapat dilambangkan dengan MY . Matriks normal A dikatakan
sangat normal dimana entri diagonalnya sama dengan nol dan
selain entri diagonalnya kurang dari nol. Himpunan matriks sangat
normal berukuran n dapat dilambangkan dengan M.

Contoh 3.2.1
Perhatikan dua buah matriks A dan B dengan entri di K sebagai
berikut!
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A=1|-1 0 -1|B=|-1 0 -1
0 -1 0 -1 -1 0

Maka matriks A disebut sebagai matriks normal dan B disebut

matriks sangat normal dengan ukuran 3 x 3.

Notasi 3.2.2 (Matriks Nol dan Matriks Identitas). Untuk n € N,

pertimbangkan matriks n X n berikut:
1. Z, adalah matriks yang semua entrinya sama dengan nol,

2. I, adalah matriks identitas dengan entri-entri pada diagonal

utama bernilai O dan selain entri-entri lainnya bernilai —1.

Perhatikan bahwa kedua matriks adalah normal.

Remark 3.2.3
Perhatikan bahwa matriks Z,, bersifat menyerap terhadap operasi
®, yaitu

ARZ,=Z, =7, R A.

Selain itu, I merupakan matriks identitas terhadap operasi

penjumlahan dan perkalian dalam aljabar max-plus, yaitu
Apl,=A=1,0A

dan
AR I, =A=1,R A.

Dimana matriks A € MY dengan entri-entrinya di K.
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3.3. Ortogonalitas Matriks Normal-(0,-1) dalam Aljabar
Max-Plus

Pada bagian ini membahas mengenai ortogonalitas matriks
normal dalam aljabar max-plus, syarat cukup dua matriks normal
dikatakan saling ortogonal dalam aljabar max-plus, contoh dan
teorema terkait.

Kita telah mengetahui bahwa konsep dasar hasil kali dalam
di M(R) didefinisikan untuk U,V € M(R) berlaku (u,v) =
u1v1 + ugvs + usvs + ugv4. Dalam penelitian ini ortogonalitas
matriks yang didefinisikan sebagaimana ortogonalitas di dalam
ruang hasilkali dalam dimana untuk dua vektor « dan v di dalam
ruang hasilkali dalam dikatakan ortogonal jika (u,v) = 0. Oleh
karena itu bakhadly dkk (2020) dalam penelitiannya yang berjudul
Orthogonality for (0, -1) tropical normal matrices mendefinisikan
ortogonalitas matriks dalam aljabar max-plus sebagai berikut.

Definisi 2 (Relasi Ortogonal)
Misalkan dua matriks A, B € MJ. Matriks A dan B dikatakan
saling ortogonal dalam aljabar max-plus jika memenuhi sifat
bahwa,

A®B=Z7,=B®A.

Matriks Z,, adalah matriks yang untuk setiap entrinya bernilai 0.
Jika A? = Z maka matriks A dikatakan self-ortogonal.
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Berikut akan dijelaskan beberapa syarat cukup untuk dua
matriks A dan B yang saling ortogonal dalam aljabar max-plus.
Karena matriks yang digunakan dalam penelitian ini adalah
matriks normal maka lema-lema berikut berlaku untuk setiap
matriks A, B € MY,

Lema 3.3.1 (Ortogonalitas untuk n = 1, 2)
Misalkan matriks A, B € MY maka berlaku aturan sebagai berikut.

1. Jikan = 1 maka A dan B saling ortogonal jika dan hanya jika
A=B=0.

2. Jika n = 2 maka,

a. AR B=A®B=B®A,

b. A = A2 yaitu setiap matriks normal berukuran 2 adalah

idempoten terhadap operasi perkalian,

c. Adan B saling ortogonal jika dan hanya jika A B = Zs.
Bukti.

1. Karena pernyataan disini merupakan biimplikasi maka harus
dibuktikan dengan dua arah sebagai berikut :
(—) Ambil sembarang A, B € M. Disini kita mempunyai A
dan B ortogonal. Akan ditunjukkan A = B = 0. Berdasarkan
Definisi 2 dua matriks A dan B dikatakan saling ortogonal

jika memenuhi
ARB=B®A=127,

Karenan = 1 maka A = a1 dan B = b;11. Menurut definisi
matriks normal dimana entri diagonal utamanya bernilai 0
maka a1 = b3 = 0 sehingga A = B = 0 terpenuhi.
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(+) Ambil sembarang A, B € M} . Disini kita mempunyai
A = B = 0. Akan ditunjukkan A dan B saling ortogonal.
Berdasarkan definisi matriks normal dalam aljabar max-plus

untuk n = 1 maka a;; = by; = 0. Perhatikan bahwa

ARB=B®A=17,
a1 @by =bi1 ®an =23
[0] + [0] = [0] + [0] = [0]
Dengan demikian kita peroleh bahwa matriks A dan B saling
ortogonal dalam aljabar max-plus.
a. Ambil sembarang A, B € M.

(i) Misalkan dipunyai matriks A dan B sebagai

berikut:
A= 0 al , _ 0 b1
a9 0 b2 0
(ii) Akan dibuktikan A ® B = B® A = A @ B.
Perhatikan bahwa
K b
A®B= “l g | b
_a2 0 b2 0

B -max((), aj + ba) max(by,a1)
B max(ag, ba) max(ag + b1, 0)

0 max (b, a)

_max(a2 ,b2) 0
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B®A:0b1®
by 0

0 al

ag O

B -maX(O, b1 +a2)  max(ag,by)
max(bl, az) max(bg + a1, 0)

0 max(ai, by)

| max(bs, az) 0

Karena entri pada selain diagonalnya bernilai
kurang dari sama dengan nol maka maximum sama
dengan 0.

[ b
A®B— 0 a1 © 0 b
a9 0 bg 0

[ max(0,0)  max(as,by)
| max(as, b2) max(0,0)

B [ 0 max(ay, by)
| max(az, b2) 0

Dari perhitungan diatasmaka A B= B A=ADB
dipenuhi.

b. Ambil sembarang A, B € M. Disini kita mempunyai
A® B = A® B = B ® A. Akan ditunjukkkan A = A2,

Perhatikan bahwa

ARB=A®B
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Misal A = B maka,

AR A=A A
A®A=max(4,A)
AR A=A

Dengan demikian kita peroleh bahwa A = A? dipenuhi.

. Disini karena pernyataan berupa biimplikasi sehingga
harus dibuktikan secara dua arah sebagai berikut:

(—) Ambil sembarang A, B € MJ). Disini kita
mempunyai informasi bahwa A dan B saling ortogonal.
Akan ditunjukkan A & B = Z,. Berdasarkan Definisi
2 matriks A dan B dikatakan saling ortogonal jika
memenuhi

A® B =7,

Berdasarkan 2a maka,
AR B=B®A=1727,

JadiA® B = B® A = Z, dipenuhi.

(+-) Ambil sembarang A,B € MJY. Disini kita
mempunyai informasi bahwa A & B = Z,. Akan
ditunjukkan A dan B saling ortogonal.

Perhatikan bahwa,

A®B=2 (3.3.1)

AR B=B®A (3.3..2)
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Berdasarkan hasil substitusi 3.3..1 dan 3.3..2 diperoleh
A ® B = Z, sehingga matriks A dan B ortogonal.

Definisi 3 (Matriks L dan R)

Untuk setiap A, B € M didefinisikan produk dua matriks sebagai
berikut :

L:=A® B = [l;]
dan

R:=B® A= [rij]-

Contoh 1
0 -1
Misal matriks A, B € MY dimana A = [ 0] dan B =

0 0
,maka :

-1 1 [ 1

a. L:=A® B = 0 ® 00 = 00
-1 0 -1 0 -1 0

- o - -

b. R:==B® A= 00 ® 0 = 00
-1 0 -1 0 -1 0

Remark 3.3.2 (Syarat cukup dua matriks saling ortogonal)
Misalkan ada p,q € [n] dengan [n] = {1,2,3,...,n}, sedemikian
sehingga baris ke-p dan kolom ke-q dari A dan kolom ke-p dan baris
ke-q dari B adalah nolmaka A® B = Zn = B® A.

Notasi 3.3.3 (V (p; q))

Kami mempertimbangkan himpunan bagian dari M} sebagai
berikut.
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V(piq) = {A € My : api = 0= ajq,i € [n]}
Dalam hal ini p, q € [n] dengan [n] = {1,2,3,....,n}.

Selanjutnya kita nyatakan kembali remark 3.3.2 dan

membuktikannya dalam lemma 3.3.4.

Lema 3.3.4 (Syarat cukup dua matriks saling ortogonal)

Misalkan A, B € MY dan p,q € [n]. Jika A € V(p;q) dan B €
V(g;p) maka A® B =27, = B® A.

Bukti.

Ambil sembarang A, B € MY dan p,q € [n] dimana A € V(p;q)
dan B € V(g¢; p). Berdasarkan definisi

Vip;q) ={A € MY :a, =0=ai,i€ [n]}

V(gip) = {B € My’ : bgi = 0= bip, i € [n]}

sehingga diperoleh

AR B = max(ait + bt]’) > max .(ait + btj)
teln] =g b= (3.3.3)
= max{bij, bqj} = bij ® bqj - lij

B ® A = max(by + ar;) > max (b + ay)
t€ln] =at= (3.3.4)
= max{bij, bip} = bij (&) bip = Tij
Karena B € V/(q;p) maka didapatkan b;; = b;, = 0 sehingga
persamaan 3.3..3 dan 3.3..4 bernilai 0 terbukti bahwa A ® B =
Zn=B® A. |
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Gambaran yang lebih jelas dapat kita lihat dengan memberikan
pembuktian dua matriks normal berukuran 2 x 2 berikut ini:
Perhatikan dua matriks A, B € M}’ dengan entrinya di K sebagai

berikut.
A 0 0 B= 0 —1
-1 0 0 0

Maka untuk membuktikan matriks A dan B saling ortogonal dalam
aljabar max-plus dapat menggunakan beberapa kemungkinan.
Berdasarkan lema 3.3.1 matriks A, B € MY memenuhi kriteria
sebagai berikut.

a. Memenuhi persamaan A B=A® B=B® A.

[ -1
A®B = 00 0
-1 0 0 O
B [ max(0,0) max(—1,0)
a |max(—1,0) max(—1,0)

Joo
oo

B®A:0_1®00
0 O -1 0
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[0 0] [o —1]
@
_—1 0 0 0
[ max(0,0) max(0,—1)
‘max(—1,0) max(0,0)

0 0
0 0

Dari perhitungan diperoleh bahwa matriks A dan B
memenuhi persamaan A ® B=A®% B = B® A.

b. Memenuhi persamaan A = A? yaitu setiap matriks normal

berukuran 2 adalah

idempoten terhadap operasi perkalian

dalam aljabar max-plus.

AR A=

0 0] !0 0]
®
_—1 0 -1 0
[ max(0,—1)  max(0,0)
| max(—1,—1) max(—1,0)

[0 0
~1 0

=A
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0 —1 1
Bop=|" o [°
0 0 0 0

B _maX(O,—l) max(—1,—1)
| max(0,0)  max(—1,0)

o 1
1o o

=B

Jadi matriks A dan B memenubhi sifat idempoten terhadap

operasi perkalian dalam aljabar max-plus.
c. Memenuhi persamaan A & B = Z,
0 -1
0 0
B [ max(0,0) max(0,—1)
B | max(—1,0) max(0,0)

Joo
oo

=27y

0 O
-1 0

A®B=

Maka matriks A dan B memenuhi persamaan A & B = Z,,.

Dari dua matriks normal A dan B yang ada maka dapat dikatakan
bahwa matriks normal A dan B saling ortogonal dalam aljabar

max-plus.



BAB1V
PENUTUP

4.1. Kesimpulan

Pada bagian ini ditarik kesimpulan dari hasil penelitian tentang
ortogonalitas matriks dalam aljabar max-plus, yaitu pasangan
matriks normal yang dapat dikatakan saling ortogonal dalam
aljabar max-plus. Mengingat syarat cukup yang ada, dua matriks
normal A dan B dimana A € V(p;q)dan B € V(q;p) danp, q € [n]
dengan entri-entrinya di K. Dalam hal ini matriks normal A dan B
memenuhi definisi ortogonalitas matriks dalam aljabar max-plus,
yaitu A ® B = Z, = B ® A. Jadi dapat dikatakan bahwa matriks
normal A dan B saling ortogonal dalam aljabar max-plus.

4.2. Saran

Pada penelitian ini hanya fokus pada sebuah himpunan K =
(0,—1). Selain itu peneliti hanya memberikan syarat cukup
untuk pasangan matriks normal berukuran 2 Xx 2 yang saling
ortogonal dalam aljabar max-plus. Oleh karena itu, untuk
penelitian selanjutnya disarankan dapat menentukan syarat cukup
untuk pasangan matriks berukuran n x n yang saling ortogonal
dalam aljabar max-plus dan menambahkan elemen lain pada

himpunannya.
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