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ABSTRAK

Polinomial Chebyshev merupakan polinomial orthogonal
yang memiliki banyak jenis karena bentuknya rekursif. Salah
satu dan paling mendasar adalah polinomial Chebyshev jenis
pertama. Dalam hal fungsi pembangkit, polinomial Chebyshev
sangat prospektif dan telah digunakan dalam berbagai aplikasi
sehingga peneliti tergerak untuk meneliti fungsi pembangkit
polinomial Chebyshev jenis pertama. Penelitian ini bertujuan
untuk mengetahui fungsi pembangkit polinomial Chebyshev
jenis pertama (7,,(z)) serta mengetahui hubungan polinomial
biasa dengan polinomial Chebyshev jenis pertama. Fungsi
pembangkit yang akan dicari yaitu fungsi pembangkit biasa dan
fungsi pembangkit eksponen. Hasil penelitian yang dilakukan
dengan studi literatur menghasilkan bentuk fungsi pembangkit
polinomial Chebyshev jenis pertama dan hubungan polinomial
biasa dengan polinomial Chebyshev jenis pertama yaitu polinomial
biasa merupakan kombinasi linier dari polinomial Chebyshev jenis
pertama yang dibuktikan dengan teorema pembuktian induksi
matematika.

Kata kunci : polinomial Chebyshev T),(z), fungsi pembangkit,
polinomial biasa.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Kebutuhan manusia di zaman sekarang semakin beragam
seiring dengan perkembangan teknologi yang semakin canggih.
Tidak bisa disangkal bahwa kedudukan ilmu pengetahuan
berperan aktif dalam perkembangan dan kemajuan teknologi di
zaman ini dan zaman yang akan datang. Menurut Reid (2007) dan
Heaton (2017) "Ilmuwan berlomba-lomba melakukan penelitian
untuk perkembangan ilmu pengetahuan masa kini termasuk

bidang ilmu matematika". Allah swt., berfirman:

gt b T 5 1A (K3 G ) ek ol

G -

o3y (K Vol Gl AT g W3 AT 3 g5 K0 0T
Hd Gsks b U s AT LA

Artinya: "Hai orang-orang beriman apabila dikatakan kepadamu:
‘Berlapang-lapanglah dalam majelis, maka lapangkanlah niscaya
Allah akan memberikan kelapangan untukmu. Dan apabila
dikatakan: ’Berdirilah kamu, maka berdirilah, niscaya Allah
akan meninggikan orang-orang yang beriman di antaramu dan
orang-orang yang diberi ilmu pengetahuan beberapa derajat.
Dan Allah Maha Mengetahui apa yang kamu kerjakan." (QS.
Al-Mujadalah ayat: 11).

Kandungan ayat di atas menjelaskan bahwasannya Allah SWT

akan meninggikan derajat orang-orang yang mencari ilmu karena



mengharap ridha-Nya. Seluruh umat manusia hendaknya dapat
mencerna dan mengimplementasikan kewajiban dalam menuntut
ilmu serta mempelajarinya.

Pada era digitalisasi saat ini, fungsi pembangkit telah menjadi
salah satu alat penting dalam berbagai bidang ilmu (Chattamvelli
dan Shanmugam, 2019) diantaranya matematika, fisika, statistika,
dan rekayasa. Nyatanya fungsi pembangkit memiliki kemampuan
untuk menghasilkan fungsi matematis yang rumit juga efisien,
sehingga sangat membantu dalam penyelesaian berbagai masalah
dalam bidang-bidang ilmu matematika, fisika, statistika, dan
rekayasa (Ismail, 2005). Fungsi pembangkit dapat digunakan
untuk menyelesaikan persamaan diferensial (Chandra, 2001)
dan melakukan aproksimasi numerik (Gupta, 1995). Selain
itu, fungsi pembangkit juga memungkinkan diperoleh sifat-sifat
penting dari polinomial orthogonal, dengan menggunakan fungsi
pembangkit dapat diperoleh suatu polinomial orthogonal baru
dengan mengambil turunan atau integral dari fungsi pembangkit
(Askey, 1975).

Polinomial orthogonal adalah polinomial-polinomial yang
memiliki sifat ortogonal terhadap suatu fungsi berbobot pada
suatu interval tertentu (Szego, 1939). Dalam matematika,
polinomial orthogonal dapat digunakan sebagai basis dari
ruang fungsi, di mana setiap fungsi dalam ruang tersebut dapat
dinyatakan sebagai kombinasi linear dari polinomial orthogonal
tersebut (Ismail, 2005).

Contoh polinomial orthogonal yang umum digunakan adalah
polinomial Legendre (Abramowitz dan Stegun, 1964), polinomial
Jacobi (Dunkl dan Yuan, 2014), polinomial Chebyshev, dan
polinomial Hermite (Nevai, 1990; Borwein dan Erdelyi, 1995).



Sifat ortogonal dari polinomial orthogonal memungkinkan untuk
mempercepat proses perhitungan dan analisis suatu fungsi pada
interval tertentu, karena dengan menggunakan basis polinomial
orthogonal dapat merepresentasikan fungsi tersebut sebagai suatu
deret polinomial (Askey, 1975). Dalam aplikasinya polinomial
orthogonal banyak digunakan dalam teori aproksimasi, statistik,
fisika matematika, dan bidang matematika lainnya (Askey, 1975;
Nevai, 1990; Ismail, 2005; Dunkl dan Yuan, 2014).

Salah satu jenis polinomial ortogonal yang sering digunakan
sebagai alat pembangkit fungsi adalah polinomial Chebyshev
(Borwein dan Erdelyi, 1995). Polinomial ini memiliki sifat-sifat
khusus yang memungkinkannya dalam mengaproksimasi fungsi
kontinu, caranya dengan mencoba untuk mendekati fungsi
tersebut dengan fungsi lain yang lebih sederhana namun
masih memenuhi syarat kesalahan yang kecil dalam proses
pengaproksimasian.

Menurut Clemente (2010) Polinomial Chebyshev memiliki
banyak jenis yaitu jenis pertama 7,,(z), jenis kedua U, (x), jenis
ketiga V,,(z), dan jenis keempat W,(x). Dalam polinomial
Chebyshev jenis pertama memiliki banyak keunggulan salah
satunya adalah sebagai bentuk rekursif pertama dalam polinomial
Chebyshev. Telah terbukti bahwa polinomial Chebyshev jenis
pertama menjadi alat berharga dalam pengaproksian dan analisis
fungsi, serta memberikan kontribusi dalam pengembangan ilmu
pengetahuan dan teknologi di masa yang akan datang (Mason dan
Handscomb, 2003).

Penggunaan polinomial Chebyshev jenis pertama dalam
fungsi pembangkit sangat prospektif dan telah digunakan
dalam berbagai aplikasi. Meskipun demikian, masih terdapat



beberapa tantangan dalam penggunaan polinomial Chebyshev
jenis pertama sebagai alat pembangkit fungsi. Salah satu tantangan
tersebut adalah bagaimana mengoptimalkan penggunaannya
untuk mempertimbangkan keakuratan dan efisiensinya. Dalam
penelitian yang dilakukan oleh Nastiti (2012) ekspansi binomial
(1 —te)™" dapat digunakan untuk mencari fungsi pembangkit
pada polinomial Chebyshev.

Sehubungan dengan itu, penelitian tentang fungsi pembangkit
pada polinomial Chebyshev jenis pertama menjadi penting untuk
dilakukan, terutama dalam rangka meningkatkan pemahaman
tentang polinomial Chebyshev. Dari penjelasan di atas penelitian
ini membahas mengenai fungsi pembangkit dari polinomial
Chebyshev 7, (z) serta hubungan polinomial biasa dengan
polinomial Chebyshev jenis pertama.

1.2 Rumusan Masalah

Sesuai dengan latar belakang yang telah diuraikan sebelumnya,

maka rumusan masalahnya ialah:

1. Bagaimana fungsi pembangkit biasa dan fungsi pembangkit

eksponen pada polinomial Chebyshev jenis pertama?

2. Apakah hubungan polinomial biasa dengan polinomial
Chebyshev jenis pertama?

1.3 Tujuan Penelitian

Sesuai dengan rumusan masalah yang dipaparkan dapat
diketahui tujuannya adalah sebagai berikut.



1. Mengetahui bentuk fungsi pembangkit biasa dan fungsi
pembangkit eksponen pada polinomial Chebyshev jenis

pertama.

2. Mengetahui hubungan polinomial biasa dengan polinomial

Chebyshev jenis pertama.

1.4 Batasan Masalah

Batasan masalah penilitian ini yaitu hanya mencari bentuk
fungsi pembangkit biasa dan fungsi pembangkit eksponen
polinomial Chebyshev jenis pertama, kemudian menelaah
hubungan polinomial biasa dengan polinomial Chebyshev jenis
pertama yang dibuktikan dengan teorema pembuktian induksi

matematika.

1.5 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penilitian ini ialah:

1. Manfaat Teoritis
Penelitian ini diharapkan dapat menambah wawasan
dan pengetahuan mengenai matematika analisis tentang
polinomial Chebyshev jenis pertama, serta diharapkan dapat
menjadi jembatan untuk pengembangan ilmu pengetahuan
khususnya bidang matematika.

2. Manfaat Praktis

(a) Penulis
Menambah keilmuan dan pengetahuan tentang

polinomial Chebyshev jenis pertama.



(b) Lembaga
Meningkat reputasi lembaga pada perkembangan
ilmu matematika dan sebagai tambahan rujukan atau
sumber untuk penelitian yang lebih mendalam atau
dapat pula digunakan sebagai bahan ajar khususnya
bidang matematika analisis.

(¢) Pembaca
Dengan adanya penelitian ini diharapkan dapat
menambah  pengetahuan  tentang  polinomial
Chebyshev, memberikan informasi yang dapat
bermanfaat bagi pembaca dan bisa sebagai referensi

atau rujukan sumber bagi pembaca.

1.6 Metodologi Penelitian

Metode yang dilakukan oleh peneliti adalah studi literatur
yaitu dengan menelusuri sumber-sumber tulisan (jurnal dan buku)
terkait topik yang akan dibahas. Dalam penyusunan skripsi ini
langkah-langkah yang akan dilakukan peneliti diantaranya adalah:

1. Mencari jurnal-jurnal yang sesuai dengan bidang peneliti
yaitu bidang matematika analisis.

2. Mengerucutkan pencarian jurnal dengan menemukan
rumusan masalah yang akan dibahas peneliti, selanjutnya
dijadikan sebagai topik judul.

3. Memperoleh judul, tujuan pembahasan, dan mengumpulkan
jurnal sesuai dengan judul yaitu fungsi pembangkit pada
polinomial Chebyshev jenis pertama dan sebagai tambahan



yaitu hubungan polinomial biasa dengan polinomial
Chebyshev jenis pertama.

. Menemukan kajian pustaka yang berkaitan dengan
pembahasan fungsi pembangkit, polinomial Chebyshev

jenis pertama, dan polinomial biasa.

. Menganalisis definisi deret pangkat, formula Moivre dan
Euler, fungsi pembangkit, polinomial biasa, dan Polinomial

Chebyshev kemudian menelaah contoh dari definisi tersebut.

. Menelaah pembuktian teorema fungsi pembangkit biasa dan
fungsi pembangkit eksponen polinomial Chebyshev jenis
pertama serta hubungan polinomial biasa dengan polinomial
Chebyshev jenis pertama sehingga diperoleh hasil kemudian

menyimpulkannya.



BAB 2
LANDASAN TEORI

Pada bab ini diberikan teori dasar yang digunakan sebagai
landasan dalam bab selanjutnya atau bab pembahasan. Teori dasar
ini mencakup definisi deret pangkat, formula Moivre dan Euler,

fungsi pembangkit, serta polinomial Chebyshev.

2.1 Deret Pangkat

Deret pangkat atau deret kuasa merupakan deret yang
suku-sukunya berkaitan dengan variabel real dan variabel
kompleks (Widagdo, 2005). Jika variabelnya real disebut
deret pangkat real, sedangkan jika deret yang suku-sukunya
berhubungan dengan variabel kompleks disebut deret pangkat
kompleks.

Definisi 2.1.0.1 (Purcell, 2004)
Jika lo, 11,12, -+ , 1, - - adalah konstanta-konstanta kompleks dan
m suatu variabel kompleks, maka deret

Z ln(m —mo)" = l0+l1(m—m0)+l2(m—mg)2+- <l (m—mg)"
n=0
(2.1)

disebut deret pangkat kompleks dalam (m —my), dengan mg adalah
konstanta kompleks.
Apabila diambil mqg = 0, sehingga deret ini menjadi deret pangkat



kompleks dalam m dan mempunyai bentuk umum
o
D lm™ =l + hm+lpm? - Lym" 4 - (2.2)
n=0

Contoh 2.1.0.1
o
1. > an
n=0

o0
Dimana ) z" merupakan deret pangkat dalam .
n=0

Deret yang diperoleh yaitu 1 + oz +2? + 23 + - + 2" 4 ---.

n=0

Dimana ) (90573)” adalah deret pangkat dalam (z — 3).
n=0

Dengan deretnya yaitu 1+ @ -1-%4_. . (5‘7;7;15)" +een,
& 2n+1
3. > (—1)”%
n=0
& 2n+1
Dimana ) (—1)”% adalah deret pangkat dalam .
n=0 ’

Dengan deretnya yaitu x — §+§+%+- : ~+(—1)”%+

Definisi 2.1.0.2 (Purcell, 2004)
oo
Deret pangkat kompleks > 1, m™ konvergen pada titik m jika dan
n=0

hanya jika barisan jumlah parsial {S,}°2 , mendekati suatu limit

untuk n menjadi tak hingga dengan
Sp=1lo+lz+lem®+ - +l,m"

Karena S,, adalah jumlah parsial ke-n dari deret pangkat kompleks,

maka S,, dapat dipisahkan ke dalam bagian real dan bagian
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imajiner menjadi S,, = X,, + 1Y, maka S,, — x + iy jika dan hanya
jika X,, — x dan'Y,, — y. Oleh sebab itu

1Sn — (z +iy)| = [(Xn — 2) + (Y — v (2.3)
= V(Xp —2)2 4 (Y — y)? (2.4)

mendekati nol jika dan hanya jika (X,, — ) — Odan (Y, —y) — 0.
Dengan demikian barisan {S,},. , konvergen ke x + iy jika dan
hanya jika barisan bagian real { X, } ° konvergen ke x dan barisan

bagian imajiner {Y,,}.7_, konvergen ke y.

Contoh 2.1.0.2

Akan dibuktikan deret i merupakan deret konvergen.
Mengingat suku-suku z, ::: 1% selalu positif maka barisan (wy,)
dengan w, = i xi, adalah monoton naik. Cukup dibuktikan
dengan barisan ’quln) terbatas bahwa ditemukan adanya barisan

3

bagian yang terbatas. Perhatikan suku-suku yang berbentuk 2% —
yaitu suku ke 1,3,7,---
Untuk k; = 2! —1 = 1 maka wy; = 1. Untuk ky = 22 — 1 = 3 maka

1 1 1 2 1
wkgzi‘i' +32 <1+2*2:1+§

Untuk k3 = 23 — 1 maka

1 1 1 1 4 1 1
Why = Wk, + 42+§+672+7 <’wk2+?<1+§+?.
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Dengan melihat pola ini, apabila prosesnya dilanjutkan maka akan

diperoleh bentuk

1 1\2 1\’ !
<144 (= e (2 .
O<wk]< +2+(2> + +<2>

Perhatikan bahwa suku-suku barisan (wy;) terdominasi dari atas

oleh sebuah deret geometri sengan ¢ = 1 dan rasio r = %

Jumlahan tak hingga deret geometri ini yaitu

Jadi barisan bagian (wy, ) dengan k,, := 2" — 1 adalah terbatas,
yaitu 0 < wyg; < 2. Dari penjelasan di atas maka barisan jumlah

o0
parsial konvergen dan dapat disimpulkan bahwa deret ) #

n=1
merupakan deret konvergen.

Teorema 2.1.0.1 (Hernadi, 2015)
o0
Jika deret ) |l,m"| konvergen, maka deret pangkat kompleks

n=0
[e.°]
> l,m™ konvergen.
n=0
Bukti:

o0

Diketahui deret > |/, m"| konvergen, deret ini merupakan deret
n=0

dengan suku-suku real positif. Misalkan /,,m"™ = x,, + iy,, dengan

n=20,1,2,3,--- dan x,, y, anggota bilangan real, maka diperoleh
20| < Van? + yn? = |l,m"| dan [y,| < \/m = [l,m"|

o

Karena deret > |l,m"| konvergen, juga berlaku |z,| < |[l,m"|
n=0

dan |y, | < |l,m"| untuk semua n, karena L,,m" = x,, + iy,, maka
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deret > l,m™ juga konvergen. Sehingga terbukti bahwa deret
n=0

pangkat kompleks > [,,m"™ mutlak konvergen. W
n=0

Contoh 2.1.0.3
Akan dibuktikan deret pangkat kompleks E m" merupakan

=0
deret konvergen. Dari deret tersebut terbentuk nilai mutlak deret
berikut,

oo o
> Im =3 fml"
n=0 n=0
jumlahan parsialnya adalah
Sp =14 |m|+|m[* + |m|* + -+ |m|"
dan
Sy, = [ml + [m? + [m* + - 4 [m]" + m|"*.

Sehingga S,, — |m|S,, = 1 — |m|**! atau (1 — |m|)S, = 1 — |m|**!

maka

1— n+1
g _L=Im
1 —|ml|

1 |m’n+1

T 1—fm[  1-m]
1 n+1
lim S,, = lim — [m]
n—o0 n—o0 1— ’m‘ 1-— ]m\
1 ) |m|n+1
= lim

n—oo 1 — |m| n—oo 1 — |m|
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Dalam kasus semacam ini limit S,, untuk n menjadi luas tak hingga
akan mendekati nilai I%W jika diambil |m| < 1, maka barisan

{S,}7%=1 konvergen ke ﬁ Berdasarkan Definisi 2.1.0.2, maka

o
deret > |m|" konvergen ke %W
n=0

o0
Karena deret ) |m|™ konvergen jika |m| < 1, maka berdasarkan

n=0

o0
Teorema 2.1.0.1 ) m” juga konvergen atau dapat ditulis |m| < 1.
n=0

Sehingga benar deret pangkat kompleks i m' merupakan deret
konvergen. "

Uji kekonvergenan deret dapat dilakukan dengan berbagai
cara, salah satunya adalah uji rasio atau yang biasa dikenal sebagai

kriteria d’Alembert.

Teorema 2.1.0.2 Uji Rasio (Bartle dan Sherbert, 2010)
Misalkan dipunyai ) m, adalah barisan bilangan real yang
suku-sukunya tak negatif dan misalkan

lim ol _ g (2.5)

n—00 My,

maka berlaku pernyataan berikut
1. Jika 8 < 1 maka deret konvergen.
2. Jika 5 > 1 maka deret divergen.
3. Jika B = 1 maka uji gagal, yaitu tidak dapat ditarik
kesimpulan apapun.
Bukti:

1. Berdasarkan definisilimit barisan maka terdapat A bilangan

asli cukup besar sehingga
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—2t1 = S untuk setiap n > A.

Mn4+1
mn

Secara rekursif diperoleh hubungan sebagai berikut
Mp+1 < Bm, < B2mn—1 < ﬁ3mn—2 <0< ,Bnml-

Dengan mengambil deret geometri > 5" sebagai
pembanding maka diperoleh hubungan

Z Mpy1 < M1 Z B".

Diketahui bahwa 5 < 1 maka deret geometri tersebut adalah
konvergen, sehingga deret Y m, konvergen. Sehingga
dapat disimpulkan bahwa deret > | m,, konvergen.

2. Dengan argumen yang sejalan maka diperoleh m#j:l >pg>1
untuk setiap n > [ sehingga diperoleh perbandingan

Z Mpy1 > M1 Z B".

Oleh karena deret geometri ini divergen maka deret > | m,+1

juga divergen.

3. Ketika § = 1 deret tidak tidak dapat dilakukan dengan
perbandingan dengan deret geometri. Pada kasus ini tidak
dapat membandingkan antara dua suku berurutan m,, dan
Mmy41. Walaupun limitnya bernilai 1 namun kedua suku
tersebut dapat saja saling mendominasi (kadang lebih besar,
kadang lebih kecil) sehingga tidak dapat disimpulkan.

Maka teorema dengan tiga syarat tersebut terbukti. W
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Contoh 2.1.0.4
Akan dilakukan uji rasio sebagai berikut:

[e.°]
1. Akan ditunjukkan Y “; merupakan deret konvergen,
n=1
maka diperoleh m,, = %? danm, 1 = %

Sehingga dengan menggunakan rasio didapat,

(n+1)°
lim Mp41 lim (n+1)!

n—oo My, n—oo L?
n!

. (n+1)3-n!
= lim ———
n—oo (n 4 1)!-n3

(n+1)3-n!
n—oon!-(n+1)-n3
1,2 1
= lim 754_”%—'—”73
n—o0 1

=0

Dari penjelasan di atas diketahui bahwa deret tersebut
merupakan deret konvergen karena setelah diuji rasio
diperoleh nilai 0. Menurut Teorema 2.1.0.2 pernyataan
nomor 1 "Jika 5 < 1 maka deret konvergen" sehingga deret

tersebut merupakan deret konvergen.

[e.@]
2. Akan ditunjukkan bahwa ) 3—2' merupakan deret divergen.
n=1

Maka dari uji rasio Teorema 2.1.0.2 diperoleh m,, = ”; dan

n
_ (n+1)!
mn_l,_l —_ (n+1)2.
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Sehingga,
(n+1)!
1 Mnp+1 1 (n+1)2
n—00 My, B n—o00 7%
(n+1)!-n?
= lim ————
. (n+D!-n?-n!
= lim
n—oo  nl-(n+1)>2
1) - n?
T (b VR
n—00 (n + 1)2
=00

Dari penjelasan di atas menghasilkan kesimpulan yang
sesuai dengan Teorema 2.1.0.2 pernyataan nomor 2 yaitu

B > 1.]adi, deret di atas merupakan deret divergen.

3 Mnp+1 2n—3

Mn 2n—1"

Maka )
Mp4+1  2(n+1)-3 2n—3
m, iy 2n—1

Sehingga diperoleh
2n —3 2-3
ﬁzhm<” >:lim< ’f)zl.

n—oo \ 2n — 1 n—oo \ 2 — -

Uji rasio ternyata gagal karena tidak ada kesimpulan tentang
kekonvergenan deret tersebut.

Dalam konteks deret pangkat, deret pangkat dapat digunakan
untuk merepresentasikan fungsi-fungsi kompleks sebagai jumlah
tak hingga dari suku-suku pangkat variabel. Jika deret pangkat

terdiri dari suku-suku polinomial, maka deret tersebut dapat
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dikaitkan dengan polinomial. Misalnya, deret Taylor dapat
digunakan untuk mendekati fungsi dengan polinomial atau deret
pangkat polinomial terbatas.

Sebagai lanjutan deret pangkat yang , terdapat dua buah deret
penting dalam kalkulus (Wilfred, 1952) yaitu deret Taylor dan
deret Maclaurin.

2.1.1 Deret Taylor

Deret Taylor dapat didefinisikan melalui pendekatan fungsi
dengan polinomial kompleks. Untuk mendekati nilai fungsi pada
sebuah titikk m = mg dapat dilakukan dengan pendekatan
polinomial kompleks dalam m —mg, maka dapat dinyatakan bahwa

polinomial kompleks ke dalam bentuk
P(m) =1y + l1(m —mo) + la(m — mg)? + -+ + I (m — mg)"

dengan ly, 11,12, - - ,l, adalah kostanta kompleks. Dimisalkan n
turunan pertama dari f yang terdapat di m = mg dan diberikan

syarat sebagai berikut

f(mo) = P(m())?
f'(mg) = P'(my),
f"(mo) = P"(mo),

)

0 (mg) = P (mo).

Dengan adanya syarat ini, maka nilai P(m) dan n turunan
pertamanya bersesuaian dengan f(m) dan n turunan pertamanya
di m = mg. Apabila ditambahkan syarat bahwa turunan tingkat
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tinggi dari P(m) dan f(m) tetap bersesusaian, maka P(m) dan
f(m) akan tetap cukup dekat di sekitar m = my, hal ini disebabkan

P(m) =g+ li(m —mg) + la(m — mg)* + - + L, (m — mg)"

P'(m) =1y + 2la(m — mg) + 3l3(m — mg)® + - - - + nly(m — mg)"*
P"(m) = 2y + 3 - 2I3(m —mg) + - - - + n(n — Dl (m —mg)" >
P"(m)=3-2l3+--+n(n—1)(n—2)l,(m —mg)" >

P (m) =n(n—1)(n—2)(n—3)1-1, = nll,

Pada titik m = mg diperoleh

P(mg) =l

P'(mg) =14

P"(mg) = 2l = 2,
P"(mg) = 3 - 213 = 3!l

f(mo) =1lo
f'(mo) =1y
1" (mo) = 2!z
" (mo) = 33
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)

™ (mg) = nll,,.

Dengan demikian diperoleh

lo = f(mo), li = f'(mo),
L f"mo) L " mo)
ST LTI
™) (m,
I, = f n(! 0)
Dengan mensubstitusi nilai-nilai g, l1,ls,---,l, ke dalam

polinomial di atas, maka diperoleh definisi dari polinomial

Taylor.

Definisi 2.1.1.1 Polinomial Taylor (Wilfred, 1952)

Jika f(m) diferensial dari n kali pada m = mgo, maka dapat
didefinisikan polinomial Taylor ke-n di sekitar m = my, sebagai
berikut

£ (my)

Po(m) = f(mo) + f'(mo)(m —mo) +--- + =

(m —mo)"
(2.6)
Definisi polinomial Taylor ini dapat dituliskan dalam bentuk yang

lebih sederhana dengan menggunakan notasi sigma yaitu

n k)
Po(m) = Zf]i,"m)(m—mo)k (2.7)
k=0 )

Karena nilai dari f dan n turunan pertamanya bersesuaian

dengan polinomial Taylor dan »n turunan pertama pada m = my.
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Maka jika n naik, polinomial Taylor untuk f pada m = my
akan mendekati nilai f(m) setidak-tidaknya di sekitar m = my.

Sehingga diperoleh definisi deret Taylor sebagai berikut.

Definisi 2.1.1.2 Deret Taylor (Wilfred, 1952)

Jika f(m) diferensial pada semua tingkat untuk m = mg, maka
didefinisikan deret Taylor untuk fungsi f di sekitar titik m = my,
yaitu

() (1
Flm) =3 ZE00) g (28)
n=0 '

Apabila diamati deret Taylor ini merupakan suatu deret pangkat
kompleks dalam (m — my), dengan konstanta-konstanta kompleks
l, = %,dengann =0,1,2,3,---.

Contoh 2.1.1.1

Dipandang bahwa f(m) = % maka deret Taylor di sekitar m = 2

ialah
fomy=— =2 f@)=3
flom) =~y =~ 7o) =g
promy = 2= 2 o) =4
e O
fm =122 B e = 2
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Sehingga deret Taylor f(m) = > (2_,321” (m —2)™
n=0

Contoh 2.1.1.2
Dimisalkan bahwa f(m) = ¢ maka deret Taylor di sekitar m = 3i
ialah

f(m) = f'(m) = f"(m) = f"(m) = f(m) = = f(m) = "

Sehingga ("™ (3i) = e%.
Dengan demikian diperoleh deret Taylor

00 .
631

flm) =" —(m—3i)".

n!

2.1.2 Deret Maclaurin

Polinomial Maclaurin merupakan kejadian khusus dari
polinomial Taylor yang mana pada m = 0. Untuk memperoleh
polinomial Maclaurin nilai m = mg pada polinomial Taylor diganti
dengan m = 0, sehingga diperoleh definisi berikut

Definisi 2.1.2.1 (Polinomial Maclaurin) (Wilfred, 1952)
Jika f(m) berdiferensial n kali pada m = 0, maka didefinisikan
polinomial Maclaurin ke-n di sekitar m = 0 untuk f yaitu

£"(0) F0)

P,(m) = f(0) + f(0)m + TR +-+ om (2.9)
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Seperti halnya deret Taylor karena nilai dari f dan n pada deret
Maclaurin turunan pertamanya bersesuaian dengan polinomial
Maclaurin dan n turunan pertama pada m = mg. Maka jika n naik,
polinomial Maclaurin untuk f pada m = mg akan mendekati nilai
f(m) setidak-tidaknya di sekitar m = my. Sehingga diperoleh
definisi deret Maclaurin sebagai berikut.

Definisi 2.1.2.2 (Deret Maclaurin) (Wilfred, 1952)
Jika f(m) berdiferensial pada semua tingkat n kali untuk m = 0,
maka didefinisikan deret Maclaurin untuk fungsi f di sekitar titik

m = 0 yaitu

0 4(n)
f(m)ZZf ©) e (2.10)

Contoh 2.1.2.1

Dimisalkan deret Maclaurin untuk f(m) = ™.

Seperti pada Contoh 2.1.1.2, nilai m = 3¢ dapat diubah dengan
m = 0, maka diperoleh f(")(0) = e* = 1. Sehingga diperoleh deret
Maclaurin

m m m
D D e T T TH

Contoh 2.1.2.2
Akan dicari deret Maclaurin untuk f(m) = sin zdan f(m) = cosm
ialah sebagai berikut.
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» Untuk f(m) = sinm, maka f(0) =sin0 =0

f'(m) = cosm f(0) = cos0 =
f"(m) = —sinm f(0)=—sin0=0
" (m) = —cosm f(0) = —cos0=—1
@ (m) = sin z F®(0) =sin0 =

Karena f)(m) = f(m) = sinm, maka nilai f(™(0) akan
berulang 0, 1,0, —1.
Oleh sebab itu, diperoleh deret Maclaurin

> 2n+1
m
_ o n
flm) =3 (-1) 2n+ 1)!
n=0
_m_m73+m75 &74'_..4_(_ )" m2r + .
- 31 50T (2n 4 1)!
+ Untuk memperoleh deret Maclaurin dari f(m) = cosm,

dapat dilakukan dengan menurunkan suku demi suku dari
deret Maclaurin untuk f(m) = sin m. Dan hasilnya juga akan
berulang.

Sehingga diperoleh deret Maclaurin sebagai berikut

my=3" (1
f(m) = 1" '
= (2n)!
m2 m4 m6 m2’n
L) .
ST T R S A s

Contoh 2.1.2.3

Misalkan deret Maclaurin f(m) = ——
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/ o 1 _ 1 _
f'(m) (l_m)Q f(0) = (1_0)2_1

, 21 2!

" 3! B 3! B

n!

f(”)(m):m f(”)(()):m:n!

Sehingga diperoleh deret Maclaurin untuk f(m) = ﬁ yaitu

(o)
fm)=>"1+m+m?+m® 4+ +m"+..

n=0
2.2 Rumus Moivre dan Euler

Rumus Moivre dan Euler adalah dua rumus matematika
yang sangat erat hubungannya dengan trigonometri dan bilangan
kompleks. Kedua rumus ini digunakan untuk menghubungkan
bilangan kompleks dengan fungsi trigonometri eksponensial.
Berikut akan disajikan materi tentang rumus Moivre dan Euler.

2.2.1 Rumus Moivre

Salah satu kontribusi terkenal dari Abraham de Moivre adalah
perumusannya yang menghubungkan sifat bilangan kompleks
dengan fungsi trigonometri. Formula yang dihasilkan tersebut
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saat ini dikenal sebagai rumus Moivre. Rumus Moivre merupakan
suatu rumus yang digunakan untuk menghitung hasil pangkat dari

suatu bilangan kompleks dalam bentuk trigonometri.

Definisi 2.2.1 Rumus Moivre (Spiegel, 1964; Schneider, 2011)
Secara umum rumus Moivre berbentuk

(cosf 4 isinf)™ = (cosnb + isinnd) (2.11)

dimana i adalah unit imajiner (i> = —1) dan n adalah bilangan

asli. Ekspresi cos 0 + i sin 6 terkadang disingkat menjadi cisf.

Contoh 2.2.1.1

Misalkan terdapat persamaan
g = (cos0° +isin90°)3
maka dengan menggunakan Definisi 2.2.1 diperoleh hasil

g = (3cos0° 4 i3sin90°)
= (3-1+i3-1)
= (3+13)

Teorema 2.2.1 (De Moivre) (Spiegel, 1964; Schneider, 2011)
Untuk setiap bilangan kompleks m = r(cosf + isin @), dan setiap

bilangan bulat positif (bilangan asli) n, berlaku

m" = (r(cosf +isinf))" = r"(cosd + isin0) (2.12)
m" = r"cis(nf) (2.13)
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Bukti:
Pembuktian ini dengan menggunakan induksi matematika.

Jika n = 1, maka diperoleh

m' = r!(cos(1)0 + isin(1)h)
= r(cosf + isinf)

Akan dibuktikan bahwa untuk n = £ + 1 benar, maka

I S . |

= (r*(cos(k)0 + isin(k)0)) - (r(cos 0 + isin ))
= 7 . r(cos(k)f cos 0 + i cos(k)f(sin 6)

+ isin(k)6 cos 6 — sin(k)fsinb)

=7k . r(cos(k) cos O — sin(k)f sin 0)

+ i(sin(k)0 cos § + cos(k)O(sin §))

Dengan menggunakan identitas trigonometri, maka persamaan

tersebut menjadi

m*t =k (cos(k 4+ 1)0) + i(sin(k + 1)6)
m*tt = 5 (cos(k + 1) + isin(k + 1)6)

sehingga benar untuk n = k + 1 ketika n = k benar.
Dengan menggunakan prinsip induksi matematika, maka terbukti

benar untuk setiap bilangan bulat positif (n > 1) berlaku

m"™ = r"cisnd. [ |
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Contoh 2.2.1.2
Dimisalkan m = (1 4 i)* dan = = 180°.
Maka

m|=v12+12=v2=r

tanf =1

sehingga ¢ = 7. Dengan menggunakan Definisi 2.2.1 dan Teorema
2.2.1 diperoleh

m

v2)" (cos (4- %) tisin(4- g))
(cosm +isinm)

(-1)+0)=—-4

4
4

2.2.2 Formula Euler

Rumus Moivre dapat diturunkan dengan menggunakan rumus
Euler. Rumus Euler merupakan rumus matematika dalam analisis
kompleks yang menghubungkan antara fungsi trinogometri dan

fungsi eksponensial.

Definisi 2.2.2 Rumus Euler (Spiegel, 1964; Schneider, 2011)
Secara umum rumus Euler menyatakan bahwa, untuk setiap
bilangan real 6

e = cos +isind (2.14)

di mana e adalah basis logaritma natural, i adalah unit imajiner
atau satuan imajiner, sin dan cos adalah fungsi trigonometri.

Dari rumus Moivre pada persamaan (2.11) dapat dengan
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mudah diturunkan dengan menggunakan rumus Euler (Mahmudi,
2008). Berdasarkan hukum Euler berlaku

(ew)n — ein@ (215)

Kemudian dengan menggunakan rumus Euler pada persamaan
(2.14) diperoleh

¢ = (cosnf + isinnf) (2.16)

Persamaan ini akan menjadi dasar teori untuk mendapatkan
fungsi pembangkit eksponensial polinomial Chebyshev jenis
pertama yang selanjutnya akan dibahas di bab 3.

Contoh 2.2.2.1
Misalkan persamaan e(3) dengan menggunakan rumus Euler
pada Definisi 2.2.2 maka persamaan tersebut akan membentuk
(x + iy) yaitu

e'(2) = cos g + isin g
=04+i-1=14

dengan m = 180°. Jadi dari persamaan ¢'(3) terbentuk i.

Contoh 2.2.2.2
Misalkan persamaan 3¢* dengan menggunakan rumus Euler pada
Definisi 2.2.2 maka persamaan tersebut akan membentuk (z + iy)

yaitu

3e% = 3(cos5 + isin ).
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Jadi dari persamaan 3¢ terbentuk 3(cos 5 + i sin 5).

2.3 Fungsi Pembangkit

Penggunaan fungsi pembangkit merupakan salah satu metode
yang digunakan dalam menyelesaikan permasalahan. Dengan
mentranslasi permasalahan dalam dunia fungsi pembangkit, maka
dapat digunakan sifat-sifat khusus dari fungsi pembangkit sebagai
cara untuk memecahkan masalah.

Metode fungsi pembangkit berakar dari karya De Moivre
tahun 1720 untuk memecahkan masalah rekursif secara umum
yang kemudian dikembangkan oleh Euler tahun 1748. Wilf
(1990) menganalogikan "fungsi pembangkit adalah sebuah tali
jemuran tempat menggantungkan barisan bilangan-bilangan yang
ditampilkan". Fungsi pembangkit memiliki berbagai macam,
dua diantaranya adalah fungsi pembangkit biasa dan fungsi

pembangkit eksponensial.

Definisi 2.3.1 Fungsi Pembangkit (Wilf, 1990)

Misalkan l,, = (lo, 11,12, - - ) adalah suatu barisan.

1. Fungsi pembangkit biasa dari l,, didefinisikan sebagai

P(m) =Y ln(m)" =lo+ Il (m) +la(m)* + ... (2.17)
n=0

2. Fungsi Pembangkit Eksponen dari l,, didefinisikan sebagai

[e’e] n 2
m m

P(m) =" nr =lo+h(m) +lhor + .. (218)
n=0
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Hasil sederhana fungsi pembangkit dapat dilihat dari Contoh
2.1.2.3 untuk barisan 1,1, 1,1, 1, ... menghasilkan

o0

T

n=0 -m
dengan |m| < 1.

Contoh 2.3.1 (Li, 2007)

Dipandang rekursifly = 1, dan untukn > 1,1, = 2[,,_1 + 1.
Sesuai dengan Definisi 2.3.1 fungsi pembangkit biasa maka dapat
dituliskan

P(m) =1lo+lym 4 lom? + -+ 1L,m" +---

Kemudian dengan memandang relasi rekursi yang diberikan
disadari bahwa untuk semua nilai n kejadian dari l,, — 21,,_; dapat
diganti dengan 1. Untuk menggunakan sifat ini maka dengan
mengalikan P(m) dengan 2m dan menggurangkannya dari P(m),
yaitu

2P(m) = 2lgm 4 2lym? + 2lom3 + -+ + 2 ym" 4 - -
dipunyai
(1—2m)P(m) =1+ 1m+1m*>+1m3 + -+ 1m™ +--.

Dapat dilihat bahwa persamaan di atas seperti pada Contoh 2.1.2.3,
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sehingga dipunyai

(1-2m)A(m)=14+m+m>+m3+--- +1m" + ...

1
T 1-m
Karena lp = 1, akibatnya
1
A =
(m) = T =2m)a —m)
2 —1

“1-2m " 1—-m

Diketahui bahwa —5— Z 2-2"m™ dan =~ Z (=1)-m
=0 -
dengan demikian fungsi pembangkltnya adalah

o0 o0
=Y "2 2"mm+ Y (-
n=0 n=0

(oo}
=> @ —1nmn
n=0

Jadi, terbukti bahwa [, = 2"+1 — 1.

Contoh 2.3.2
P(m) = % adalah fungsi pembangkit eksponensial barisan

(In).
Untuk menentukan nilai /,,, berdasarkan definisi P(m) adalah

fungsi pembangkit eksponensial barisan (/,,), maka

n n
>
|
n.

n=0
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sehingga [,, adalah koefisien mn—:l dalam P(m).

e3m 3m 1
Pm) = 1+ 5m e 14+ 5m
= (Z <3>"”j) > <—5>"m”)
n=0 n=0
3 (zn: 37:(—5)"—’“> m"
n=0 \n=0
=>. (Z !(—5)”_k> nt-—-
n=0 \n=0

dengan n > 0.

2.4 Polinomial Chebyshev

Polinomial Chebyshev dan sifatnya memungkinkan digunakan
dalam teori aproksimasi atau teori pendekatan, aturan kuadrat,
dan sebagainya. Polinomial Chebyshev memiliki berbagai macam
jenisnya (Clemente, 2010), salah satunya polinomial Chebyshev
jenis pertama 7, (x). Polinomial Chebyshev jenis pertama biasanya

digunakan untuk fungsi yang didefinisikan dalam interval [—1, 1].

Definisi 2.4.1 Polinomial Chebyshev (Mason dan Handscomb,
2003)
Polinomial Chebyshev T, (x) jenis pertama merupakan polinomial
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dalam x dengan derajat n dan dinyatakan dalam bentuk

T, (x) = cosn(6) (2.19)

ketika = = cos 0 Jika nilai x berada pada interval [—1, 1] maka nilai
variabel § berada di dalam interval [0, 7].

Berdasarkan persamaan (2.17) maka dapat dipandang empat
polinomial Chebyshev jenis pertama sebagai berikut

To(z) =1

Ti(z)=x

To(z) =222 — 1

T3(z) = 42® — 3z
Ty(x) = 8a* — 822 + 1

Jika dilihat dari persamaan (2.19) polinomial Chebyshev juga dapat
didefinisikan dalam bentuk rekursif yaitu sebagai berikut

To(x) = 22T —1(x) — Th—a(x), n=23,--- (2.20)

dengan nilai awal

Polinomial Chebyshev jenis pertama dapat direpresentasikan
di dalam kuantitas kompleks yang didefinisikan oleh formula
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Moivre pada Definisi 2.2.1, yaitu

T, (x) = exp(in arccos (z)) (2.21)
= cos(n arccos (x)) + isin (n arccos (z)) (2.22)

dimana
Re(T,,(x)) = cos (narccos (z)) (2.23)

Berdasarkan persamaan (2.23) dapat disimpulkan bahwa

Th(z) = Re(Ty(x)) (2.24)



BAB 3
PEMBAHASAN

Pada bab ini membahas beberapa teorema tentang fungsi
pembangkit polinomial Chebyshev jenis pertama, khususnya
penurunan fungsi pembangkit biasa dan fungsi pembangkit
eksponen.  Selain itu juga membahas mengenai hubungan
polinomial biasa dengan polinomial Chebyshev jenis pertama
yang akan dibuktikan dengan menggunakan teorema pembuktian
induksi matematika.

3.1 Fungsi Pembangkit Polinomial Chebyshev Jenis Pertama

Fungsi pembangkit memiliki berbagai macam bentuk, yang
paling familiar adalah fungsi pembangkit biasa dan fungsi
pembangkit eksponensial. Dalam subab ini akan diberikan
teorema sebagai bukti bahwa fungsi pembangkit berlaku
pada polinomial Chebyshev jenis pertama secara diferensial
(penurunan). Sebelum membuktikan teorema disajikan lemma
sebagai penunjang pembuktian teorema selanjutnya,

Lemma 3.1.1
Suatu bilangan real x di mana —1 < z < 1 dengan 1) = arccos (),
memenuhi persamaan berikut

1 1—(x+iEVl—a?
1—€e® 1 —2x+ &2

(3.1)
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Bukti:
1 1
1—&e® 1 —&(costp +isin)
B 1 (1 —&cos®) +i€siny

(1 —€cosyp) —i€siny . (1 —&cost)) +i€siny
(1 —¢&costp) +isiny
(1 — £cosep)? +i2¢2sin? 4
B (1 —&cost)) +i€siny
1 —2¢costh + E2cos2 1 + E2sin
B (1 —&cost)) +i&siny
1 —2€cosy + £2(cos? ¢ + sin? 1))
(1 —&costp) + i€ siny
1 — 26 cosp + &2

Kemudian substitusikan i) = arccos (z), sehingga diperoleh

1 (1 —¢&cos(arccos (r))) + i€ sin (arccos (x))
1— e 1 — 2¢ cos (arccos () + &2
1 —&x+ iVl —a?
O 1—2x 4 €2

Berdasarkan penjelasan di atas, terbukti bahwa

1 1—fx+ieV/1—a?

— = |
1— Ee 1—26x + &2

36

Menurut Lemma 3.1.1 dapat ditunjukkan fungsi pembangkit

biasa dari besaran kompleks polinomial Chebyshev 7}, (x) yang

akan dinyatakan pada Teorema 3.1.2.

Teorema 3.1.2 (Cesarano, 2010)

Suatu bilangan real ¢ sedemikian sehingga untuk || < 1, fungsi
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pembangkit dari besaran kompleks polinomial Chebyshev T, (z)
dapat dinyatakan sebagai berikut:

T ~1<z<1 (3.2)

n=0
Bukti:
Berdasarkan definisi dari polinomial Chebyshev T, (z) pada
persamaan (2.21), fungsi pembangkit dari 7, (z) dapat diturunkan

sebagai berikut:

Z gnTn (.T) — Z (gne'm arccos (x))
n=0 n=0
_ Z (561 arccos () )n
n=0

=14 §ei arccos () + €2€i2 arccos (z) 4.

Sehingga menurut deret Maclaurin pada Contoh 2.1.2.3

membentuk formula
o0 . 1
;5 Tn(x) T 1 - é‘eiarccos (z)

Agar deret di atas konvergen, sesuai dengan Teorema 2.1.0.2 maka
rasio dari deret geometri tak hingga adalah |¢e?2recos(®)| < 1,

Berdasarkan Lemma 3.1.1 dapat ditarik kesimpulan bahwa

1 1 1-gx+igVl—a?
1 _é‘eiarccos(x) 1 — Eet? - 1 — 28z + &2

Jadi, terbukti bahwa fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev
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T, (x) adalah

S o) = LT

1— 28z + &2 "

n=0

Akibat dari Teorema 3.1.2 menghasilkan Teorema 3.1.3
dimana akan ditunjukkan persamaan fungsi pembangkit biasa
dari polinomial Chebyshev T}, (z).

Teorema 3.1.3 (Cesarano, 2010)
Suatu bilangan real £ sedemikian sehingga untuk |¢| < 1, fungsi
pembangkit dari polinomial Chebyshev T, (x) dapat dinyatakan

sebagai berikut:

Z&”Tn(x) = [Ty (3.3)

Bukti:
Akan ditunjukkan bahwa fungsi pembangkit dari polinomial

Chebyshev T,,(z) dapat dinyatakan sebagai

o0

n B 1—¢&x
nzzof Tn(x) - 1_251,_‘_52

Berdasarkan sifat keterhubungan polinomial Chebyshev jenis
pertama terhadap 7,(x) pada persamaan (2.24), maka fungsi
pembangkit dari polinomial Chebyshev 7, (x) dapat diturunkan
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sebagai berikut

D M To(x) =) " Re(T())
n=0 n=0
=Re) ¢'Ty(z)
n=0

= Re (Z g”(Tn(m))>
n=0

Berdasarkan Teorema 3.1.2 maka diperoleh

ig”T (@) = Re (1 —tx+itV1 3:2)
n=0

1 — 26x + €2
. 1-&
1264 €2

Jadi, terbukti bahwa fungsi pembangkit biasa

(e}

n B 1—¢&x

n=0

Kemudian akan ditunjukkan penurunan fungsi pembangkit
eksponensial dari polinomial Chebyshev T, (z). Seperti
halnya pada penurunan fungsi pembangkit sebelumnya, sifat
keterhubungan polinomial Chebyshev T, (z) terhadap besaran
kompleks T, (z) dapat pula digunakan di dalam penurunan fungsi
pembangkit eksponensial. Oleh sebab itu, sebelum menurunkan
fungsi pembangkit eksponensial dari polinomial Chebyshev 7}, (x)
dibutuhkan lemma berikut ini.
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Lemma 3.1.4
Suatu bilangan real x di mana —2 < z < 1 dengan ¢ = arccos ()

yaitu berlaku persamaan berikut:

exp ({e”w) =t (cos (€V/1—22) +isin ({\/ 1-— :1:2)> (3.4)

Bukti:

Sesuai dengan definisi formula Euler pada persamaan (2.14) maka
exp (feiw> _ ef(cos Y+isiny)
— e{ cos wei§ sin 1
— 5 (cos (€ sine) 4 i sin (Esine))

Kemudian substitusikan ¢ = arccos (z), sehingga diperoleh hasil
dari exp (few) yaitu

= efcos (arccos (2)) (o (€ sin (arccos () + i sin (€ sin (arccos (z))))

= (cos (5\/ 1— xQ) + 7sin (E\/ 1— x2>)
Berdasarkan penjabaran di atas terbukti bahwa
exp (66“’[)) = (cos (EV1—22) +isin (f\/ 1-— 1‘2)) [

Menurut Lemma 3.1.4 dapat ditunjukkan penurunan fungsi
pembangkit eksponensial dari polinomial Chebyshev T},(z) yang

dinyatakan di dalam Teorema 3.1.5.

Teorema 3.1.5 (Cesarano, 2010)
Suatu bilangan real ¢ sedemikian sehingga untuk |£| < 1, fungsi

pembangkit eksponensial polinomial Chebyshev T,(z) dapat
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diturunkan menjadi sebagai berikut
S S () = eaplge e @)

n=0
— & (Cos (5@) + 7sin (5\/@))
—1<z<1 (3.5)

Bukti:
Berdasarkan definisi 7,,(z) pada persamaan (2.21), fungsi
pembangkit eksponensial 7),(x) dapat diturunkan menjadi

g;)f;T"(x) _ i:ﬂ <§€¢arccos(z))”

A 1 A 2
_ tarccos (z) | i arccos () L
=1+¢e + o1 (56 ) +

Misal £e?arecos () — 4 maka persamaan di atas dapat dinyatakan
sebagai berikut:

1+é—eiarccos(m)+%<£eiarccos(m))2+‘”:1+y+%y2+_”
0, 0, € 5
=+t gyt

Karena bagian kanan dari deret di atas merupakan ekspansi fungsi
e¥ dalam deret Maclaurin, maka diperoleh
1

i arccos ()
1+¢&e + o1

(§e7jarccos (x)>2 4o =exp <£ez‘arccos (m))

Berdasarkan 3 deret di atas dan Lemma 3.1.4, dapat disimpulkan
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bahwa

ni:% %Tn(gj) = exp (561' arccos (;p)>
= ef? (cos (f\/ﬁ) + isin <§m>)

Dengan demikian terbukti bahwa

i %Tn(x) — e$p(§€iarccos (x))
n=0
= (cos (5\/1—x2)+isin (5\/1—352)) [ ]

Berdasarkan Lemma 3.1.5 dan Teorema 3.1.6 akan dibuktikan
penurunan fungsi pembangkit eksponensial dari polinomial
Chebyshev 7),(z). Teorema 3.1.6 merupakan akibat dari Teorema
3.1.5.

Teorema 3.1.6 (Cesarano, 2010)
Suatu bilangan real £ sedemikian sehingga untuk |¢| < 1, fungsi
pembangkit eksponensial dari polinomial Chebyshev T, (x) dapat

dinyatakan sebagai berikut:
Z S—lTn(a?) = 5% cos <§\/ 1-— a?Q) (3.6)
n.
n=0

Bukti:
Berdasarkan Teorema 3.1.5 diperoleh penurunan fungsi

pembangkit eksponensial dari polinomial Chebyshev T, (z),



43

yaitu
;} S T() = T; > Re (I, (x))
= Re < > ;TM@)

= Re (eg"” (cos (f\/l - x2> + isin (f\/l — m2)>)
= ¢ cos (5\/ 1— 1'2)

Jadi, terbukti bahwa fungsi pembangkit eksponen polinomial
Chebyshev T, (x) yaitu

i %Tn(m) = %% cos (f\/ 1- 562) [ ]
n=0

Fungsi pebangkit sangat berguna dalam simulasi, pemodelan
statistik, pengujian perangkat lunak, dan berbagai aplikasi lainnya
di mana diperlukan dalam bilangan acak dengan sifat tertentu.
Fungsi pembangkit polinomial Chebyshev T, (z) dapat
digunakan dalam berbagai aplikasi, terutama dalam analisis
numerik simulasi. Selain bidang analisis, fungsi pembangkit
polinomial Chebyshev juga digunakan dalam bidang statistik.

3.2 Hubungan Polinomial Biasa dengan Polinomial
Chebyshev Jenis Pertama

Polinomial biasa adalah polinomial yang terdiri dari suku-suku

dengan pangkat-pangkat tertentu yang terdiri dari variabel
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tunggal, misalnya x, umumnya polinomial biasa memiliki bentuk
P(z) =ap+ a1z + agx® 4+ - + apa”

Polinomial di atas ternyata dapat dinyatakan sebagai kombinasi
linier dari polinomial Chebyshev jenis pertama.

Aturan untuk menentukan polinomial biasa berdasarkan
Definisi 2.4.1 dapat diperoleh sebagai berikut

Ty=1<—=1=1

Th=x<—ax=1T)

1 1
T2:2:1:2—1<:>m2:5(1+T2):§(T0—|—T2)

1 1
T3 = 42> — 30 <= 23 = (T +32) = (371 + T5)

1
Ty=8z — 822 +1 =2t = g(BT0 +4T> + Ty)

dan seterusnya.

Dengan mengganti polinomial 1,z, 22, 23,--- dapat menuliskan
polinomial biasa sebagai kombinasi linier dari polinomial
Chebyshev jenis pertama. Hubungan itu berupa

Misalnya polinomial P(x) = 322 + 2z — 1 memiliki nilai ag = —1;

a1 = 2; a2 = 3, sehingga
3 3
P(.Q}) = —1—|—§ T0—|-2T1—|-§T2.

Pada umumnya diberikan solusi secara eksplisit hubungan
antara polinomial biasa dan polinomial Chebyshev jenis pertama

dalam teorema berikut
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Tabel 3.1. Kombinasi Linier Polinomial Chebyshev

P(x) Kombinasi Linier 7}, (x)
ap aoTp
ap + a1z aoTo + a1y
a0+al$+a2$2 (ao—|— %2) To + a1y + (%) T
ap+ a1z +azr® +azz® | (ao+ §) To + (ar + °F) T
+(%) T2+ (F) Ts
ag + a1x + a2x2 (ao 9 4 %3) To + (a1 + %) T

T3
b bt | (34 5)B () (4

Teorema 3.2.1 (Maulidi dkk., 2021)
Polinomial P(x) = ag + a1z + asz? + - - + a,2™ dengan a,, # 0
dapat ditulis sebagai kombinasi linier dari polinomial Chebyshev

jenis pertama

Pn({L‘) =boTy + b1T1 + b1 + b3+ T35+ -+ b, 1T, (3.7)

Bukti:
Teorema ini dapat dibuktikan dengan menggunakan induksi
matematika.

untuk n = 0 dikatakan benar P(z) = a9 = a1y

a) Dimisalkan n = k adalah benar, sehingga

Pi(x) =co+ c1x + o + 32> + -+ + cpa®

=boTo + b111 + boTs + b3T5 + -+ - + b1}

b) Untukn =k +1
Akan dibuktikan untuk n = k£ +1 adalah benar, misalkann = k+1,
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maka

Pii1(x) = ag + a1z + aox® + - - - + appq 2t}

karena T}, adalah polinomial dengan derajat k£ + 1, dipunyai

k+1 !
Ak+1T = W1 D1 + ()

dengan ¢ (=) adalah polinomial berderajat .

Selanjutnya diperoleh bahwa

Pei1(z) = ag + a1x + aza® + azz® + - + aj o Tey1 + qu()

=co+ 1z + e + e + - 4 epa® + T
maka dimiliki
Piy1(x) = boTo + 01Ty + boTo + b3T3 + - - - + by Tk + aj 1 Thtn

juga terbukti benar untuk n = k + 1 adalah benar.

Karena dari syarat a) dan b) benar sehingga terbukti bahwa
polinomial P(z) = ag + ayz + asx® + - - - + a,z" dengan a,, # 0
dapat ditulis sebagai kombinasi linier dari polinomial Chebyshev
jenis pertama P, (x) = boTo+b1Th + b1 +bs+T5+---+b,7,, A

Terdapat hubungan matematis antara polinomial biasa dengan
polinomial Chebyshev jenis pertama yaitu setiap polinomial biasa
dengan derajat n dapat diekspresikan sebagai kombinasi linier
dari polinomial Chebyshev jenis pertama dengan derajat yang
sama. Hubungan ini dikenal sebagai ekspansi Chebyshev atau
transformasi Chebyshev. Pernyataan tersebut juga didukung

dengan pembuktian meggunakan induksi matematika pada
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Teorema 3.2.1.

Dalam konteks ini, polinomial Chebyshev jenis pertama
berfungsi sebagai basis orthogonal yang berguna dalam
representasi polinomial lainnya yang dapat berguna dalam
berbagai aplikasi seperti aproksimasi fungsi, pengolahan sinyal,
dan analisis numerik.



BAB 4
PENUTUP

Kesimpulan

Dari penelitian yang dilakukan, dapat ditarik kesimpulan

bahwa:

1. Terdapat dua macam fungsi pembangkit polinomial

Chebyshev jenis pertama, yaitu fungsi pembangkit biasa
dan fungsi pembangkit eksponensial. Fungsi pembangkit

biasa polinomial Chebyshev jenis pertama yaitu

o0

" B 1—¢&x
2§ Tul) = 1— 26z + &2

n=0

sedangkan bentuk fungsi pembangkit ekponensial

polinomial Chebyshev jenis pertama yaitu:
o é.n
g =Th(z) = e*® cos <£\/ 1— mz).
n!
n=0

. Polinomial biasa merupakan kombinasi linier dari
polinomial Chebyshev jenis pertama, di mana dibuktikan
dengan cara teorema pembuktian induksi matematika

(n #0).

4.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian hanya membahas pembuktian

dengan teorema yang ada, semoga dapat menjadi jembatan

48
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dan rujukan untuk membahas atau mengembangkan materi
matematika analisis khususnya polinomial Chebyshev, beberapa

saran dari peneliti yaitu:

1. Sekiranya peneliti selanjutnya dapat meneliti fungsi
pembangkit polinomial Chebyshev jenis selanjutnya yaitu

jenis kedua U, (x) atau seterusnya.

2. Polinomial Chebyshev jenis pertama memiliki karakteristik
seperti orthogonalitasnya, bentuk rekursifnya, atau lainnya
yang dapat menjadi topik untuk penelitian selanjutnya.

3. Penelitian selanjutnya hendaknya dapat membahas lebih
mendetail hubungan polinomial biasa dengan polinomial

Chebyshev jenis pertama.
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