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ABSTRAK 
 

Zat atau materi yang mampu mengalir disebut Fluida. Fluida 

yang digunakan dalam penelitian ini adalah fluida Newtonian. Fluida 

Newtonian merupakan cairan yang tidak mengalami perubahan pada 

sifat biofisiknya (viskositas) dan pada akhirnya bersifat permanen 

apabila diberikan gaya. sebagai contoh fluida Newtonian yaitu fluida 

nano. Penelitian ini membahas mengenai pengaruh fraksi volume 

terhadap partikel nano pada aliran fluida nano Newtonian yang 

melewati silinder vertikal. Model matematika diperoleh dari turunan 

hukum kekekalan massa dan hukum kedua Newton sehingga 

diperoleh persamaan pembangun dimensional yaitu persamaan 

kontinuitas dan persamaan momentum. Setelah itu, model 

matematika diselesaikan secara numerik dengan Keller-Box untuk 

mengidentifikasi pengaruh variasi parameter fraksi volume (𝜒) dan 

variasi parameter magnetik (𝑀) terhadap profil kecepatan fluida. 

Hasil numerik diperoleh apabila variasi nilai parameter fraksi 

volume ditingkatkan maka kecepatan fluida akan menurun. Begitu 

juga dengan variasi nilai parameter magnetik (𝑀) jika ditingkatkan 

maka kecepatan fluida akan menurun. Hasil perbandingan partikel 

pada variasi parameter fraksi volume, partikel Li2O-air murni  

memiliki kecepatan gerak fluida yang lebih baik atau lebih efektif 

dibandingkan partikel Li-air murni, Li-air laut, dan Li2O-air laut. 

Begitu juga dengan perbandingan partikel pada variasi parameter 
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magnetik, partikel Li2O-air murni  memiliki kecepatan gerak fluida 

yang lebih baik atau lebih efektif dibandingkan partikel Li-air murni, 

Li-air laut, dan Li2O-air laut.  

 

Kata kunci : Fluida Nano, Fraksi Volume, Metode Keller-Box, Lapisan 

Batas 
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BAB I 

       PENDAHULUAN 

 

A. Latar Belakang Masalah 

Matematika merupakan ilmu pengetahuan yang tidak pernah 

lepas dari perkembangan zaman. Matematika diibaratkan sebagai 

alat untuk membantu dalam berbagai persoalan tertentu.  

Matematika dibagi menjadi dua, yaitu matematika terapan dan 

matematika murni. Matematika terapan merupakan cabang dari ilmu 

matematika yang membahas mengenai penerapan ilmu matematika 

dalam ilmu lain. Matematika terapan identik dengan merumuskan 

dan mempelajari model matematika untuk mencari    solusi dari 

permasalahan tertentu (Argo & Prasetyo, 2021). Penerapannya 

dilakukan dalam bidang fisika, kimia, biologi, sosiologi, dll. 

Matematika Fisika merupakan penerapan ilmu matematika yang 

membahas mengenai persoalan fisika serta formulasi model dalam 

teori fisika. Contoh penerapan dalam bidang fisika yaitu fluida 

(Anggraeni & Septian, 2019). 

Fluida adalah suatu zat yang mengalir dan sesuai dengan bentuk 

wadahnya selama ada perbedaan tekanan yang dipengaruhi oleh 

tegangan geser (Widodo et al., 2017). Tegangan geser dihasilkan dari 

gesekan antara fluida dan permukaan media (benda) sehingga 

menyebabkan adanya suatu lapisan tipis yang terbentuk atau 
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disebut lapisan batas. Terbentuknya lapisan batas suatu fluida dapat 

dipengaruhi oleh faktor-faktor, seperti viskositas dan gaya inersia 

benda (Juliyanto, 2018). Fluida dapat dibedakan menjadi dua jenis, 

yaitu zat cair dan gas. Keduanya memiliki perbedaan dimana zat cair 

bersifat tak mampu mampat sedangkan zat gas bersifat mampu mampat. 

Selanjutnya, fluida menurut viskositas dikarakterisasikan menjadi dua 

bagian, yakni fluida Newtonian dan Non-Newtonian (Widodo et al., 

2016). Fluida Newtonian merupakan fluida yang tidak mengalami 

perubahan pada sifat biofisiknya (viskositas) dan pada akhirnya 

bersifat permanen apabila diberikan gaya. Sebuah contoh ditemukan 

dalam fluida nano (Widodo et al., 2017).  

Di dalam Al-Qur’an terdapat beberapa ayat yang menjelaskan 

tentang fluida. Hal ini sesuai dengan firman Allah dalam surat Al-

Mu’minun ayat 18: 

وْنَ  بهِ   ذهََاب    عَلٰى وَانَِّا الْْرَْضِ   فىِ فاَسَْكَنّٰه   بقِدَرَ   مَاۤء    السَّمَاۤءِ  مِنَ  وَانَْزَلْناَ  ١٨  ۚلقَٰدِر 

“Dan kami turunkan air dari langit dengan suatu ukuran, lalu 

kami jadikan air itu menetap di bumi, dan sungguh kami berkuasa 

melenyapkannya”. 

Ayat tersebut menjelaskan tentang air yang termasuk ke dalam 

fluida karena termasuk zat cair. Sehingga ketika air dari langit itu 

jatuh ke bumi maka air akan menyesuaikan dengan komponen yang 

ada di bumi. Jika air jatuh ke sungai maka akan mengalir sesuai 

dengan bentuk sungai. 
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Fluida Nano dijelaskan oleh Keblinski et al., (2002) yang menguji 

mekanisme aliran panas dalam suspense partikel berukuran nano 

(nanofluida) serta nanotube karbon yang mengalami penyebaran 

secara merata dari beberapa fluida dengan hasil nilai hantaran 

panasnya mengalami peningkatan. Fluida  nano terdiri dari campuran 

fluida cair sebagai fluida dasar dan partikel nano seperti logam atau 

oksida logam dengan ukuran berkisar antara 1 hingga 100 

nanometer (Ramadhan et al., 2012). Fluida dasar yang dimaksud 

seperti air, alkohol, minyak, oli, dan sebagainya. Partikel nano yang 

tergolong ke dalam logam memiliki sifat dapat menghantarkan arus 

listrik dengan baik atau dengan cepat. beberapa contohnya yakni 

Litium (Li), tembaga (Cu), Seng (Zn), Emas (Au), Alumunium (Al), dan 

Perak (Ag).   Partikel nano yang tergolong ke dalam oksida logam 

memiliki sifat tidak dapat menghantarkan arus listrik dengan baik 

seperti Al2O3 (Alumina), Li2O (Litium Oksida), MgO (Magnesia), SO2 ( 

Sulfur dioksida) dan TiO2 (Alumina). 

Penggunaan partikel nano mulai banyak digunakan     sebagai 

alternatif fluida kerja pengukur kalor dan aplikasi  teknologi 

pendingin. Air atau fluida dasar biasanya kurang optimal dalam 

melakukan transfer panas, karena nilai konduktivitas termalnya 

yang rendah. Untuk menaikkan efisien dari fluida tersebut harus 

dipercepat alirannya.   Oleh karena itu, Penentuan jumlah partikel 

nano dalam fluida sangatlah penting untuk mempengaruhi besarnya 
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peningkatan nilai koefisien konveksi, karakteristik hantaran panas, 

dan kecepatan aliran pada fluida nano dengan fraksi volume rendah 

dan tinggi (Ramadhan et al., 2012).  

Penelitian ini menggunakan fluida dasar air murni dan air laut 

dengan Partikel nano Li (Litium) dan Li2O (Litium oksida). Li 

merupakan litium murni sedangkan Li2O merupakan bentuk oksidasi 

dari litium murni. Partikel nano ini sering digunakan dalam bidang 

teknik industri dan mesin karena ketersediaannya masih sangat 

melimpah. Selain itu partikel nano Litium memiliki beberapa manfaat, 

yaitu untuk menjaga stabilitas pemanfaatan energi terbarukan yang 

prosesnya fluktuatif terhadap waktu, fleksibilitas, dan nilai emisi 

yang rendah (Salafudin, 2021).  

Beberapa penelitian yang membahas fluida nano diantaranya:      

Sahaya et al., (2016) yang meneliti magnetohidrodinamik aliran 

fluida viskoelastik yang melalui pelat datar. Dharma Utama et al., 

(2018) meneliti aliran magnetohidrodinamik fluida kental tak tunak 

dengan pengaruh konveksi campuran dan medan magnet yang 

melewati bola teriris. Norasia & Zulaikha (2019) meneliti 

magnetohidrodinamik pada aliran fluida nano pada lapisan batas 

bola bermagnet yang dipengaruhi oleh konveksi campuran dengan 

mencari persamaan model matematikanya. Tafrikan & Ghani (2020) 

meneliti profil kecepatan dan temperatur pada aliran konveksi 

campuran yang melalui bola berpori dibawah pengaruh 
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hidrodinamika magnet. Eviloka & Widodo (2022) meneliti aliran 

konveksi campuran fluida viskoelastik melewati bola teriris dengan 

pengaruh medan magnet. Mayagrafinda & Widodo (2022) meneliti 

analisis profil kecepatan dan suhu pada sekitaran titik stagnasi 

terendah magnetohidrodinamika fluida nano melewati silinder 

berpori. 

Pada penelitian tugas akhir ini, peneliti tertarik untuk mengkaji 

lebih dalam mengenai model matematika aliran fluida di bawah 

pengaruh fraksi volume terhadap partikel nano Li dan Li2O untuk 

menentukan profil kecepatan fluida yang melewati silinder vertikal. 

Penelitian tugas akhir ini menggunakan bentuk benda silinder 

vertikal dengan mengasumsikan aliran fluida mengalir dari bawah ke 

atas dengan penyelesaian secara numerik menggunakan metode 

Keller-Box.  

 

                                                 

Gambar 1.1. Model Fisik Aliran Fluida Melewati Silinder Vertikal 
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B. Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, maka dari 

uraian tersebut diperoleh rumusan masalah sebagai berikut. 

1. Bagaimana perumusan model matematika berdasarkan aliran 

fluida nano newtonian melewati silinder vertikal dengan 

pengaruh fraksi volume ? 

2. Bagaimana menyelesaikan model matematika aliran fluida 

nano newtonian yang melewati silinder vertikal di bawah 

pengaruh fraksi volume menggunakan penerapan metode 

beda hingga pusat skema Keller-Box ? 

3. Bagaimana pengaruh variasi parameter fraksi volume (𝜒) 

dan variasi parameter magnetik (𝑀) terhadap profil 

kecepatan pada aliran fluida nano yang melewati silinder 

vertikal ? 

 

C. Tujuan Penelitian 

Dari perumusan masalah yang telah diuraikan, maka dapat 

diketahui tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut. 

1. Mengkaji perumusan model matematika aliran fluida nano 

newtonian melewati silinder vertikal dengan pengaruh fraksi 

volume. 

2. Menyelesaikan model matematika aliran fluida nano 

newtonian yang melewati silinder vertikal di bawah pengaruh 
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fraksi volume menggunakan penerapan metode beda hingga 

pusat skema Keller-Box. 

3. Menganalisa pengaruh variasi parameter fraksi volume (𝜒) dan 

variasi parameter magnetik (𝑀) terhadap profil kecepatan 

pada aliran fluida nano yang melewati silinder vertikal. 

 

D. Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai 

berikut. 

1. Bagi penulis diharapkan dapat menambah wawasan keilmuan 

dan pengetahuan tentang penelitian yang berkaitan dengan 

matematika terapan khususnya pada pemodelan aliran fluida 

nano.  

2. Bagi bidang teknik industri diharapkan dapat dijadikan sebagai 

tambahan referensi khususnya tentang kecepatan fluida nano.  

3. Bagi pembaca diharapkan dapat menjadi rujukan untuk 

dikembangkan pada penelitian yang akan datang. 
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E. Batasan Masalah 

Batasan masalah yang digunakan pada penelitian ini adalah 

sebagai berikut.  

1. Fluida yang digunakan adalah fluida nano dimana fluida ini 

terdiri dari campuran fluida dasar yaitu air murni dan air laut 

dengan partikel nano yaitu Li dan Li2O. 

2. Medium (benda) yang dilewati adalah silinder vertikal. 

3. Aliran fluida dalam keadaan tak tunak dan aliran fluidanya 

tak mampu mampat (incompressible) karena fluida nano 

newtonian tidak mengalami perubahan ketika terdapat gaya 

atau tekanan. 

4. Fluida terinduksi oleh magnet dari silinder yang mengandung 

magnet. 

5. Bagian yang diteliti yaitu daerah lapisan batas dengan titik 

stagnasi terdekat (𝑥 ≈ 0). 

6. Menggunakan metode beda hingga skema Keller-Box untuk 

menyelesaikan persamaan.  
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BAB II 

LANDASAN PUSTAKA 

 

Pada bab ini akan diberikan beberapa penelitian terdahulu yang 

dijadikan referensi dalam penelitian ini. Selain itu juga diberikan 

beberapa hal yang berkaitan dalam penelitian ini, diantaranya: fluida 

nano, fraksi volume, aliran fluida, lapisan batas, bilangan non-

dimensi, magnetohidrodinamik, pemodelan matematika, metode 

beda hingga, dan keller-box.    

A. Fluida Nano 

Zat atau materi adalah sesuatu yang memiliki massa serta dapat 

menempati suatu ruang. Menempati ruang artinya zat selalu menempati 

ruang untuk keberadaannya, sedangkan memiliki massa artinya 

semua zat pasti memiliki massa (berat jenis) ketika ditimbang. Pada 

umumnya, zat atau materi dapat dibagi menjadi 3 wujud, yaitu wujud 

padat, cair, dan gas. Karakteristik wujud padat bentuknya tidak 

berubah dan volumenya tetap, sedangkan karakteristik wujud cair 

dan gas memiliki bentuk dan ukuran yang dapat berubah sehingga 

dapat mengalir (Afnidar, 2015). Zat atau materi yang mampu 

mengalir disebut Fluida. Menurut Widodo et al., (2017), fluida 

diartikan sebagai suatu zat yang mengalir dan sesuai dengan bentuk 

wadahnya selama ada perbedaan tekanan yang dipengaruhi oleh 

tegangan geser. Fluida diklasifikasikan menjadi dua bagian, yakni 
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fluida Newtonian dan Non-Newtonian. Fluida yang digunakan dalam 

penelitian ini adalah fluida Newtonian. Fluida Newtonian merupakan 

cairan yang tidak mengalami perubahan pada sifat biofisiknya 

(viskositas) dan pada akhirnya bersifat permanen apabila diberikan 

gaya. sebagai contoh fluida Newtonian yaitu fluida nano (Widodo et 

al., 2017). Tegangan geser fluida Newtonian dinyatakan secara 

matematis sebagai berikut (Widodo et al., 2017).  

                                       𝜏 = 𝜇
𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟                                              (2.1) 

dengan: 

𝜏 ∶ tegangan geser fluida 

𝜇 ∶ viskositas fluida  

𝜕𝑣

𝜕𝑥
∶ laju perubahan kecepatan fluida 

 

Fluida nano terdiri dari fluida cair sebagai fluida dasar dan 

partikel nano seperti logam atau oksida logam dengan ukuran 

berkisar antara 1 hingga 100 nanometer (Ramadhan et al., 2012). 

Secara teoritis, fluida nano lebih optimal melakukan transfer panas 

dibandingkan fluida kerja biasa, dimana fluida nano merupakan 

campuran dari fluida dasar air dan penambahan partikel nano  yang 

mempengaruhi kenaikan temperatur, konduktivitas termal, dan 

koefisien perpindahan panas.  

Menurut Mahdi et al., (2015), korelasi antara fluida nano dengan 

fluida dasar memiliki sifat-sifat sebagai berikut. 
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1. Kerapatan Fluida Nano 

Kerapatan (densitas) adalah nama lain dari massa jenis, 

diartikan juga sebagai ukuran massa suatu zat per satuan 

volume. 

                                       𝜌𝑓𝑛 = ( 1 −  χ )𝜌𝑓𝑑 + χ𝜌𝑠                    (2.2) 

dengan: 

𝜌𝑓𝑛 ∶ kerapatan fluida nano (kg/m3) 

𝜒    ∶ fraksi volume partikel nano 

𝜌𝑓𝑑 ∶ kerapatan fluida dasar (kg/m3) 

𝜌𝑠   ∶ kerapatan partikel nano (kg/m3) 

2. Viskositas  

Viskositas merupakan sifat yang menentukan ketahanan 

suatu fluida terhadap tekanan atau tegangan, atau dengan 

kata lain viskositas (kekentalan) disebut sebagai ketebalan 

atau pergesekan internal. Apabila suatu fluida viskositasnya 

rendah maka pergerakan fluida akan semakin besar. 

Viskositas fluida nano akan berbanding lurus dengan 

viskositas fluida dasarnya seperti pada persamaan berikut. 

                                           𝜇𝑓𝑛 = 
𝜇𝑓𝑑

( 1− χ )2.5                                          (2.3) 

dengan: 

𝜇𝑓𝑛  ∶ kekentalan dinamik fluida nano 

𝜇𝑓𝑑  ∶ kekentalan dinamik fluida dasar 

𝜒     ∶ fraksi volume partikel nano 
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3. Kalor Khusus Fluida Nano 

Kalor khusus fluida nano merupakan banyaknya energi 

yang dibutuhkan agar suhu suatu zat mengalami kenaikan 

sebesar satu derajat celcius. Pada tekanan konstan (𝜌𝐶𝑝)𝑓𝑛, 

kalor khusus fluida nano dapat diperkirakan dari korelasi 

antara partikel nano dan fluida dasar. 

                  (𝜌𝐶𝑝)𝑓𝑛 = ( 1 −  χ ) (𝜌𝐶𝑝)𝑓𝑑 + χ(𝜌𝐶𝑝)𝑠              (2.4) 

dengan: 

(𝐶𝑝)𝑓𝑛  ∶ kalor khusus fluida nano 

(𝐶𝑝)𝑓𝑑  ∶ kalor khusus fluida dasar 

(𝐶𝑝)𝑠    ∶ kalor khusus partikel (kJ/kg.K) 

 

4. Konduktivitas Termal 

Konduktivitas termal adalah jumlah materi yang 

menunjukkan kemampuan untuk menghantarkan panas. 

Konduktivitas termal fluida nano dapat dirumuskan sebagai 

berikut. 

                            
𝐾𝑓𝑛

𝐾𝑓𝑑
= 

(𝑘𝑠+2𝑘𝑓𝑑)−2χ(𝑘𝑓𝑑−𝑘𝑠)

(𝑘𝑠+2𝑘𝑓𝑑)+χ(𝑘𝑓𝑑−𝑘𝑠)
                            (2.5) 

dengan: 

𝐾𝑓𝑛 ∶ konduktivitas termal fluida nano 

𝐾𝑓𝑑 ∶ konduktivitas termal fluida dasar 

𝑘𝑠   ∶ konduktivitas temal partikel  
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Berikut ini adalah sifat termofisika air murni, air laut, partikel 

Li, dan partikel Li2O. 

Tabel 2.1 Properti Termofisika 

Sumber: Kandasamy et al., (2017), Davison (1968),  (mit.edu, n.d.) 

 

B. Fraksi Volume 

Salah satu variabel penting dalam studi fluida nano adalah fraksi 

volume (𝜒). Fraksi volume didefinisikan sebagai volume konstituen 

dibagi dengan semua volume konstituen dari campuran sebelum 

pencampuran. Sifat termofisika fluida nano, seperti densitas, viskositas 

dinamis, konduktivitas termal, dan kapasitas panas, pada dasarnya 

bergantung pada fraksi volume yang diterapkan karena fraksi 

volume partikel nano dapat mempengaruhi nilai koefisien transfer 

termal fluida nano (Alade et al., 2019).  

Berikut ini berlaku persamaan dari fraksi volume (Mahdi et al., 

2015). 

                                           𝜒 =
𝑉𝑠

𝑉𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
                                                     (2.6) 

dengan 𝜒 adalah fraksi volume, 𝑉𝑠 adalah volume suatu partikel nano 

dan 𝑉𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 adalah volume keseluruhan.  

Properti Air Air Laut Partikel Li Partikel Li2O 

ρ (kg/m3) 997.1 1024 516 2013 

Cp (J/kg.k) 4179 3900 4169 2049 

k (W/mK) 0.613 0.101325 44 11.29 

𝛽 × 10−5(1/K) 21 15 46 9.2 
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C. Aliran Fluida Berdasarkan Waktu 

Aliran fluida didefinisikan sebagai suatu gerakan fluida yang 

membentuk arus pada kecepatan tertentu. Aliran fluida berdasarkan 

waktu umumnya dibagi menjadi dua, yaitu (Karyono, 2018): 

1. Aliran Fluida Keadaan Konstan (Tunak) 

Aliran di mana komponen aliran tidak terpengaruh oleh 

perubahan waktu. Untuk aliran tunak, berikut ini berlaku: 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 0 

2. Aliran Fluida Keadaan Tidak Konstan (Tak Tunak)  

Aliran di mana komponen aliran dipengaruhi oleh perubahan 

dari waktu ke waktu. Untuk aliran tidak tunak, berlaku hal 

berikut: 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
≠ 0 
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Aliran fluida ini dapat diklasifikasikan sebagai berikut (Karyono, 

2018). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.1. Klasifikasi Aliran Fluida 

 

D. Aliran Lapisan Batas (Boundary Layer) 

Lapisan batas merupakan komponen dari lapisan tipis pada 

fluida yang letaknya disekitar permukaan pembatas. Lapisan batas 

terbentuk karena adanya gesekan atau tekanan antara aliran fluida 

dengan permukaan benda karena adanya pengaruh viskositas 

Aliran Fluida 
(Steady/Unsteady) 

 

Inviscid 
𝜇 = 0 (𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙) 

Viscous 
𝜇 ≠ 0 (𝑟𝑒𝑎𝑙) 
 

 

Non-newtonian 

(𝜏 ≠ 𝜇
𝜕𝑣

𝜕𝑥
) 

 

Newtonian

(𝜏 = 𝜇
𝜕𝑣

𝜕𝑥
) 

 
 

Compressible 
(𝜌 ≠ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛t) 
 

 

Incompressible 
( 𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛t) 
 
 

 

Laminar 
    (𝐿𝑜𝑤 𝑅𝑒) 
 

 

Turbulent 
(𝐻𝑖𝑔ℎ 𝑅𝑒) 
 

 

𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛t 
 

 

𝜌 ≠ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛t 
 

 

𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛t 
 

 

𝜌 ≠ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛t 
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maupun gaya inersia. Terdapat tiga jenis aliran fluida pada lapisan 

batas, antara lain: aliran laminar, aliran turbulen, dan aliran transisi  

(Karyono, 2018). Aliran laminar terjadi saat partikel zat cair bergerak 

sejajar atau beraturan pada lintasan. Aliran turbulen terjadi saat 

partikel zat cair bergerak secara acak atau tidak beraturan. 

Sedangkan aliran transisi terjadi karena adanya peralihan antara 

aliran laminar dan aliran turbulen. 

 

E. Bilangan Non Dimensi 

Parameter yang tidak berdimensi atau tidak memiliki satuan 

disebut bilangan non-dimensi.  Kegunaan bilangan non-dimensi, 

yaitu dapat mengetahui karakteristik atau kondisi aliran fluida. 

Bilangan non-dimensi yang digunakan dalam penelitian ini adalah 

sebagai berikut. 

1. Bilangan Reynold (Re) 

Bilangan Reynold merupakan perbandingan antara gaya inersia 

relative terhadap gesekan yang disebabkan oleh viskositas. Bilangan 

Reynold juga dapat menentukan jenis aliran fluida (laminar, turbulen, 

atau transisi) di dalam pipa maupun lapisan batas. Bilangan Reynold 

dinyatakan secara matematis sebagai berikut (Rohani, 2021). 

                                   𝑅𝑒 =
𝑔𝑎𝑦𝑎 𝑖𝑛𝑒𝑟𝑠𝑖𝑎

𝑔𝑎𝑦𝑎 𝑣𝑖𝑠𝑘𝑜𝑠𝑖𝑡𝑎𝑠
=

𝜌𝑈𝐿

𝜇
                                  (2.7) 
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dengan: 

Re : bilangan Reynold  

𝜌  ∶ kerapatan fluida (𝑘𝑔/𝑚3) 

𝑈 ∶ kecepatan aliran fluida (m/s) 

𝐿  ∶ panjang benda yang dilewati (m) 

𝜇  ∶ viskositas fluida dinamis (Ns/m2) 

 

Tabel 2.2. Jenis Aliran Fluida (Rohani, 2021) 

Jenis Aliran Fluida Re (Dalam Pipa) 

Laminar 𝑅𝑒 < 500 

Turbulen 𝑅𝑒 > 1000 

Transisi 500 < 𝑅𝑒 < 1000 

 

F. Magnetohidrodinamik 

Secara bahasa, magnetohydrodynamic terdiri dari kata 

magnetisme artinya medan elektromagnetik, hydrolic artinya cair 

(fluida), dan dynamic artinya gerak. sehingga secara keseluruhan, 

Magnetohydrodynamic memiliki arti suatu pergerakan dalam aliran 

fluida yang berinteraksi secara elektrik terhadap suatu medan 

magnet.  
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G. Pemodelan Matematika 

Pemodelan matematika merupakan proses membentuk 

bahasa matematika dari suatu realitas, fenomena, permasalahan, 

dan lain sebagainya. Untuk mengkaji model matematika aliran 

fluida nano Newtonian melewati silinder vertikal dengan 

pengaruh fraksi volume dilandaskan pada turunan dari hukum 

kekekalan massa dan hukum kedua Newton sehingga diperoleh 

persamaan pembangun dimensional dari penyederhanaan 

persamaan pada aliran fluida nano yang melewati silinder 

vertikal yaitu persamaan kontinuitas dan persamaan 

momentum. 

 

H. Metode Beda Hingga 

Metode beda hingga merupakan salah satu metode numerik 

pendekatan solusi persamaan diferensial. Terdapat tiga pendekatan pada 

metode beda hingga, (Maulidi, 2018) antaralain: 

1. Pendekatan Beda Maju 

                                𝑓′(𝑥) =
𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
                                (2.12) 

2. Pendekatan Beda Mundur 

                               𝑓′(𝑥) =
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥−ℎ)

ℎ
                              (2.13) 

3. Pendekatan Beda Pusat 

                                      𝑓′(𝑥) =
𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥−ℎ)

2ℎ
                         (2.14) 
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I. Metode Keller-Box 

Metode numerik adalah metode pemecahan berbagai masalah 

matematika menggunakan operasi hitungan. Metode numerik secara 

umum dibagi menjadi dua jenis: metode implisit dan metode eksplisit. 

Dalam bidang matematika numerik, metode Keller-Box adalah salah satu 

metode untuk menyelesaikan persamaan parabolik dengan lebih tepat dan 

efisien, terutama persamaan lapisan batas. Metode ini bersifat implisit 

dengan akurasi pada orde kedua terhadap ruang maupun waktu karena 

ukuran langkah dari ruang dan waktu tidak harus sama (Al-Shibani et al., 

2012). Berikut merupakan tahap-tahap penyelesaian metode beda hingga 

implisit skema Keller-Box : 

1. Persamaan orde kedua atau orde tertinggi diubah menjadi 

persamaan diferensial orde pertama. 

2. Diskritisasi persamaan dengan menggunakan skema beda hingga 

pusat. 

3. Melinierisasikan persamaan tersebut menggunakan metode 

newton ke dalam bentuk matriks. 

4. Menyelesaikan persamaan linier yang diperoleh menggunakan 

eliminasi blok matriks tridiagonal yang elemen-elemennya 

berupa matriks blok. 
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                         y 

 
                  Gambar 2.2 Beda Hingga Skema Keller-Box  

 

J. Penelitian Relevan 

Penelitian-penelitian yang berkaitan dengan penelitian ini 

adalah sebagai berikut. 

 

Tabel 2.3 Persamaan dan Perbedaan Penelitian Relevan 

dengan Penelitian Yang Dilakukan 

Penelitian Relevan Persamaan Perbedaan 

Sahaya et al., (2016) 

 

“Magnetohidrodinamik 

aliran fluida viskoelastik         

yang melalui pelat datar”     

 

a. Cara penyelesaian- 

nya menggunakan  

metode Keller-Box. 

b. Dipengaruhi oleh 

parameter  

magnetik 

a. Penelitian terdahulu 

Menggunakan fluida     

viskoelastik, 

sedangkan penelitian 

ini menggunakan 

       fluida nano. 
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 b. Penelitian terdahulu 

Menggunakan media 

pelat datar,  

sedangkan penelitian 

ini menggunakan 

media silinder 

vertikal. 

c. Penelitian terdahulu 

dipengaruhi oleh 

parameter magnetik, 

nilai densitas  

partikel, viskoelastik, 

dan bilangan Prandtl. 

sedangkan  

penelitian ini  

dipengaruhi oleh  

fraksi volume dan 

magnetik.  

d. Penelitian terdahulu 

melibatkan konveksi, 

sedangkan penelitian 

ini tidak melibatkan 

konveksi. 
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Dharma Utama  

et al., (2018)  

 

“Aliran 

magnetohidrodinamik 

fluida kental tak tunak     

dengan pengaruh         

konveksi  campuran dan    

medan magnet yang    

melewati bola teriris”.     

 

a. Cara penyelesaian- 

nya menggunakan  

       metode Keller-Box. 

b. Dipengaruhi oleh 

parameter     

magnetik 

a. Penelitian terdahulu 

menggunakan 

fluida kental, 

sedangkan penelitian 

ini menggunakan 

       fluida nano 

b. Penelitian terdahulu 

Menggunakan media 

bola teriris,  

sedangkan penelitian 

ini menggunakan 

media silinder 

vertikal. 

c. Penelitian terdahulu 

dipengaruhi oleh 

parameter konveksi, 

magnetik, dan sudut 

irisan,  sedangkan  

penelitian ini  

dipengaruhi oleh 

fraksi volume dan 

magnetik. 

d. Penelitian terdahulu 

melibatkan konveksi, 

sedangkan penelitian 
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ini tidak melibatkan 

konveksi. 

 

Norasia & 

Zulaikha (2019) 

 

“magnetohidrodinamik 

aliran fluida nano Zn 

 dan ZnO pada lapisan   

 batas bola bermagnet    

 yang dipengaruhi oleh  

 konveksi campuran”.    

  

 

 

a. Menggunakan  

fluida nano 

b. Dipengaruhi oleh 

parameter  

magnetik 

 

 

a. Penelitian terdahulu 

menggunakan media 

bola bermagnet,  

sedangkan penelitian 

ini menggunakan 

media silinder 

vertikal. 

b. Penelitian terdahulu 

hanya dipengaruhi 

oleh magnetik 

sedangkan  

penelitian ini  

dipengaruhi oleh 

fraksi volume dan 

magnetik. 

c. Penelitian terdahulu 

menggunakan  

metode euler  

implisit, sedangkan 

penelitian ini 

menggunakan 

metode keller-box. 



24 
 

 
 

d. Penelitian terdahulu 

melibatkan konveksi, 

sedangkan penelitian 

ini tidak melibatkan 

konveksi. 

 

1. Tafrikan & Ghani  

(2020) 

 

“Profil kecepatan dan 

 temperatur pada a  

 aliran konveksi  

 campuran yang    

melalui bola berpori  

dibawah pengaruh   

hidrodinamika-  

magnet”. 

a. Cara penyelesaian- 

nya menggunakan  

metode Keller-Box.  

b. Dipengaruhi oleh  

parameter 

magnetik 

a. Penelitian terdahulu 

menggunakan 

fluida viskoelastik, 

sedangkan penelitian 

ini menggunakan 

fluida nano. 

b. Penelitian terdahulu 

menggunakan media 

bola berpori,  

sedangkan penelitian 

ini menggunakan 

media silinder 

vertikal. 

c. Penelitian terdahulu 

hanya dipengaruhi 

oleh parameter 

magnetik, sedangkan  

penelitian ini  

dipengaruhi oleh 
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fraksi volume dan 

magnetik. 

d. Penelitian terdahulu 

melibatkan konveksi, 

sedangkan penelitian 

ini tidak melibatkan 

konveksi. 

 

2. Eviloka &  

3. Widodo (2022)  

 

“Aliran konveksi                             

campuran fluida                

viskoelastik melewati             

bola teriris dengan       

pengaruh medan magnet. 

a. Cara penyelesaian- 

nya menggunakan  

metode Keller-Box. 

b. Dipengaruhi oleh  

parameter 

magnetik. 

.  

a. Penelitian terdahulu 

menggunakan 

fluida viskoelastik, 

sedangkan penelitian 

ini menggunakan 

       fluida nano 

b. Penelitian terdahulu 

menggunakan media 

bola teriris,  

sedangkan penelitian 

ini menggunakan 

media silinder 

       vertikal. 

c. Penelitian terdahulu 

dipengaruhi oleh 

parameter magnetik,      

       sudut irisan,  
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       bilangan Prandtl,      

       viskoelastik, dan 

konveksi, sedangkan      

penelitian ini  

dipengaruhi oleh 

fraksi volume dan 

magnetik. 

d. Penelitian terdahulu 

melibatkan konveksi, 

sedangkan penelitian 

ini tidak melibatkan 

konveksi. 

Mayagrafinda & & 

Widodo (2022) 

 

“Analisis profil  

kecepatan dan 

temperatur pada 

sekitaran titik stagnasi 

terendah magnetohid- 

rodinamika fluida nano 

melewati silinder  

berpori”. 

 

a. Menggunakan 

fluida nano 

b. Cara penyelesaian- 

nya menggunakan  

metode Keller-Box. 

c. Dipengaruhi oleh 

parameter fraksi 

volume dan 

magnetik. 

a. Penelitian terdahulu 

menggunakan media 

silinder berpori,  

sedangkan penelitian 

ini menggunakan 

media silinder 

       vertikal. 

b. Penelitian terdahulu 

melibatkan pengaruh 

konveksi campuran 

dan porositas,  

sedangkan penelitian 

ini tidak. 
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c. Penelitian terdahulu 

Menggunakan  

partikel nano Fe2O3 

dan Li2O, sedangkan 

penelitian ini 

menggunakan 

partikel nano Li dan 

Li2O. 
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

A. Tahap Penelitian 

Tahapan-tahapan yang dilakukan dalam penelitian ini adalah 

sebagai berikut : 

1. Tahap Literatur Jurnal 

Pada tahap ini dikaji beberapa model aliran fluida nano 

Newtonian melewati silinder vertikal dipengaruhi oleh fraksi 

volume dengan mencari jurnal atau artikel terkait dalam 

penelitian ini. 

2. Tahap Perumusan Model Matematika 

Pada tahap ini terdapat langkah-langkah yang harus dilakukan: 

i. Mengkaji perumusan persamaan pembangun dimensional 

yang berkaitan dengan penelitian ini meliputi persamaan 

kontinuitas dan persamaan momentum. 

ii. Persamaan pembangun dimensional yang diperoleh 

kemudian dilakukan substitusi variabel dan parameter non 

dimensional menjadi bentuk persamaan non-dimensional. 

iii. Menyederhanakan persamaan non-dimensional pada 

langkah kedua dengan pendekatan lapisan batas, kemudian 

substitusikan dengan persamaan (2.2) – (2.5). 

iv. Persamaan non dimensional yang diperoleh pada langkah 
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ketiga kemudian  disederhanakan menjadi persamaan satu 

variabel (similaritas) menggunakan fungsi alir atau 

lintasan partikel dalam aliran fluida. 

3. Tahap Penyelesaian Model Matematika  

Model persamaan similaritas atau satu variabel yang dihasilkan 

diselesaikan dengan metode b e d a hi n g g a p us at  s k e m a 

Keller-Box. Langkah-langkahnya adalah sebagai berikut. 

i. Persamaan similaritas yang terbentuk diubah dari orde 

tinggi menjadi persamaan orde satu. 

ii. Persamaan orde satu yang diperoleh dari langkah pertama 

kemudian dilakukan proses diskritisasi dengan beda  

hingga pusat. 

iii. Persamaan yang diperoleh dari langkah kedua kemudian 

dilinierisasikan dengan menggunakan metode newton 

dalam bentuk matriks. 

iv. Hasil dari linierisasi persamaan pada langkah ketiga 

diselesaikan dengan teknik eliminasi blok. 

4. Tahap Simulasi Numerik Berbantuan Matlab 

i. Membuat simulasi numerik berdasarkan model 

matematika yang diperoleh dari penyelesaian 

menggunakan metode Keller-Box. 

ii. Simulasi numerik yang didapat pada langkah pertama, 

kemudian diterapkan menggunakan software Matlab. 
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iii. Dengan menggunakan input program yang ditulis dalam 

Matlab, simulasi dilakukan dengan memasukkan variasi 

parameter fraksi volume dan variasi parameter magnetik. 

Hasilnya berupa grafik kecepatan aliran fluida. 

5. Tahap Analisis dan Pembahasan Hasil Simulasi 

Pada tahap ini membahas tentang analisis dan pembahasan 

berdasarkan simulasi terbaik secara numerik untuk mengetahui 

pengaruh variasi parameter yang dilibatkan terhadap profil 

kecepatan. Kemudian diambil kesimpulan dari penelitian yang 

telah dilakukan. 

6. Pembuatan Laporan Penelitian 

7. Publikasi Laporan Penelitian 
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BAB IV 

ANALISIS DAN PEMBAHASAN 

 

A. Pembentukan Persamaan Pembangun  

Pada sub bab ini peneliti akan membahas mengenai 

pembentukan persamaan pembangun pada aliran fluida nano  

melewati media silinder vertikal dengan adanya pengaruh fraksi 

volume terhadap partikel nano. Persamaan pembangun penelitian ini 

diperoleh dari dua persamaan dasar, yaitu turunan hukum kekekalan  

massa (kontinuitas) dan turunan hukum kedua Newton 

(momentum). Berikut ini peneliti mengutip persamaan pembangun 

dari (Widodo et al., 2017) pada keadaan tunak dan incompressible 

dalam bentuk persamaan dimensional, dimana persamaannya 

sebagai berikut. 

1. Persamaan Kontinuitas 

                                                 
𝜕𝑢

𝜕�̅�
+

𝜕�̅�

𝜕�̅�
= 0                                          (4.1) 

Peneliti merujuk persamaan kontinuitas di atas karena akan 

meneliti aliran fluida nano yang melewati silinder vertikal sehingga 

persamaannya tidak dipengaruhi oleh jari-jari. 

2. Persamaan Momentum 

Terhadap sumbu x, yaitu: 

�̅�
𝜕𝑢

𝜕�̅�
+ �̅�

𝜕𝑢

𝜕�̅�
= −

1

𝜌𝑓𝑛

𝜕�̅�

𝜕�̅�
+

𝜇𝑓𝑛

𝜌𝑓𝑛
(
𝜕2𝑢

𝜕�̅�2 +
𝜕2𝑢

𝜕�̅�2
) −

𝜎𝑢𝐵0
2

𝜌𝑓𝑛
− 𝛽𝑓𝑛(�̅� −

𝑇∞)𝑔 𝑠𝑖𝑛 (
�̅�

𝑎
) −

𝜇𝑓𝑛

𝜌𝑓𝑛𝐾∗ �̅�                                                                      (4.2) 
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Terhadap sumbu y, yaitu: 

�̅�
𝜕�̅�

𝜕�̅�
+ �̅�

𝜕�̅�

𝜕�̅�
= −

1

𝜌𝑓𝑛

𝜕�̅�

𝜕�̅�
+

𝜇𝑓𝑛

𝜌𝑓𝑛
(

𝜕2�̅�

𝜕�̅�2 +
𝜕2�̅�

𝜕�̅�2
) −

𝜎�̅�𝐵0
2

𝜌𝑓𝑛
− 𝛽𝑓𝑛(�̅� −

𝑇∞)𝑔 𝑐𝑜𝑠 (
�̅�

𝑎
) −

𝜇𝑓𝑛

𝜌𝑓𝑛𝐾∗ �̅�                                                        (4.3) 

Peneliti merujuk persamaan momentum di atas karena 

terdapat pengaruh magnetik yang terjadi pada aliran fluida nano. 

Namun dalam penelitian tugas akhir ini tidak melibatkan 

pengaruh konveksi campuran dan tidak melewati media berpori 

sehingga persamaan (4.1), (4.2), dan (4.3) menjadi.  

i. Persamaan Kontinuitas: 

Persamaan kontinuitas dibangun dari hukum kekekalan 

massa. Hukum kekekalan massa menyatakan bahwa laju 

perubahan massa terhadap waktu akan bernilai konstan atau 

tetap.  

                           𝑚 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛 →
𝑑𝑀𝑠𝑦𝑠

𝑑𝑡
= 0                                 (4.4) 

dengan M dalam system dinyatakan dalam. 

                                       𝑀𝑠𝑦𝑠 = ∫ 𝜌𝑓𝑛 𝑑𝑉
𝑠𝑦𝑠

                                         (4.5) 

dengan 

𝑀𝑠𝑦𝑠  : massa suatu sistem 

𝜌𝑓𝑛   : densitas fluida nano 

𝑉      : volume fluida 

Selanjutnya, substitusikan persamaan (4.5) ke persamaan (4.4) 

sehingga diperoleh. 
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𝑑𝑀𝑠𝑦𝑠

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝜌𝑓𝑛 𝑑𝑉
𝑠𝑦𝑠

= 0                                    (4.6) 

Menurut teori pengangkut Reynold (Reynold Transport), laju 

perubahan massa terhadap waktu dari suatu sistem dituliskan 

menjadi. 

                     
𝑑𝑀𝑠𝑦𝑠

𝑑𝑡
= ∫

𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝑓𝑛 𝑑𝑉

𝑐𝑣
+ ∫  𝜌𝑓𝑛 �̅�. �̂� 𝑑𝐴

𝑐𝑠
                      (4.7) 

atau  

             
𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝜌𝑓𝑛 𝑑𝑉
𝑠𝑦𝑠

=
𝜕

𝜕𝑡
∫ 𝜌𝑓𝑛 𝑑𝑉
𝑐𝑣

+ ∫ 𝜌𝑓𝑛 �̅�. �̂� 𝑑𝐴
𝑐𝑠

               (4.8) 

dengan  

�̅�    : volume kendali kecepatan fluida 

�̂�    : vektor normal keluar masuk volume kendali 

𝑑𝐴 : luas bidang permukaan fluida 

dari persamaan (4.8) dijelaskan bahwa. 

𝜕

𝜕𝑡
∫ 𝜌𝑓𝑛 𝑑𝑉
𝑐𝑣

 adalah jumlah besaran dalam volume kendali 

∫ 𝜌𝑓𝑛  �̅�. �̂� 𝑑𝐴
𝑐𝑠

 adalah jumlah besaran yang masuk dan keluar 

dari bidang permukaan kendali. 

dengan mensubstitusikan persamaan (4.8) ke persamaan (4.6) 

didapatkan. 

                       
𝜕

𝜕𝑡
∫ 𝜌𝑓𝑛 𝑑𝑉
𝑐𝑣

+ ∫ 𝜌𝑓𝑛 �̅�. �̂� 𝑑𝐴
𝑐𝑠

= 0                            (4.9) 

dimana 

                 ∫  𝜌𝑓𝑛 �̅�. �̂� 𝑑𝐴
𝑐𝑠

= ∑𝑚𝑘𝑒𝑙𝑢𝑎𝑟 − ∑𝑚𝑚𝑎𝑠𝑢𝑘                    (4.10) 
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Menggunakan pendekatan volume kendali dengan penampang 

kubus untuk menggambarkan elemen-elemen kecil pada sistem. 

Maka persamaan kontinuitas dapat dimodelkan sebagai berikut. 

 

    

 

 

                           Diambil pendekatan volume 

                           kendali dengan penampang  

                           kubus. 

 

aliran fluida                                     

laju perubahan massa terhadap waktu pada volume kendali suatu 

sistem dinyatakan sebagai berikut.  

                         
𝜕

𝜕𝑡
∫ 𝜌𝑓𝑛 𝑑𝑉
𝑐𝑣

=
𝜕𝜌𝑓𝑛

𝜕𝑡
𝛿𝑥 𝛿𝑦 𝛿𝑧                                  (4.11) 

Sedangkan laju perubahan massa pada permukaan kendali 

diilustrasikan dengan pendekatan kubus pada sistem dengan 𝜌𝑓𝑛 

sebagai pusat kubus dan komponen volume kendali kecepatan �̅� 

pada arah u, v, w terhadap sumbu x, y, z dapat digambarkan 

seperti gambar berikut. 

 

 

 

𝑣  

𝜌  𝑢  

𝑤  

𝛿𝑥  

𝛿𝑦  

𝛿𝑧  
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Gambar 4.1. Aliran Fluida Masuk dan Keluar Volume Kendali 

 

Jumlah aliran pada sumbu-x: 

(𝑚𝑘𝑒𝑙𝑢𝑎𝑟 − 𝑚𝑚𝑎𝑠𝑢𝑘)𝑠𝑢𝑚𝑏𝑢−𝑥 = (𝜌𝑓𝑛𝑢 +
𝜕

𝜕𝑥
𝜌𝑓𝑛𝑢 

𝛿𝑥

2
) 𝛿𝑦𝛿𝑧 −

(𝜌𝑓𝑛𝑢 −
𝜕

𝜕𝑥
𝜌𝑓𝑛𝑢 

𝛿𝑥

2
)𝛿𝑦𝛿𝑧  

                                                        = 𝜌𝑓𝑛𝑢 +
𝜕

𝜕𝑥
𝜌𝑓𝑛𝑢 

𝛿𝑥

2
𝛿𝑦𝛿𝑧 −

𝜌𝑓𝑛𝑢 +
𝜕

𝜕𝑥
𝜌𝑓𝑛𝑢 

𝛿𝑥

2
𝛿𝑦𝛿𝑧  

                                                        = 2
𝜕

𝜕𝑥
𝜌𝑓𝑛𝑢 

𝛿𝑥

2
𝛿𝑦𝛿𝑧  

                                                        =
𝜕

𝜕𝑥
𝜌𝑓𝑛𝑢 𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧                    (4.12) 

Jumlah aliran pada sumbu-y: 

(𝑚𝑘𝑒𝑙𝑢𝑎𝑟 − 𝑚𝑚𝑎𝑠𝑢𝑘)𝑠𝑢𝑚𝑏𝑢−𝑦 = (𝜌𝑓𝑛𝑣 +
𝜕

𝜕𝑦
𝜌𝑓𝑛𝑣 

𝛿𝑦

2
) 𝛿𝑥𝛿𝑧 −

(𝜌𝑓𝑛𝑣 −
𝜕

𝜕𝑦
𝜌𝑓𝑛𝑣 

𝛿𝑦

2
) 𝛿𝑥𝛿𝑧  

𝜌𝑓𝑛  

masuk  
sumbu-x 

keluar  
sumbu-x 

masuk  
sumbu-y 

keluar  
sumbu-y masuk  

sumbu-z 

keluar  
sumbu-z 

𝛿𝑥  

𝛿𝑦  
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                                                        = 𝜌𝑓𝑛𝑣 +
𝜕

𝜕𝑦
𝜌𝑓𝑛𝑣 

𝛿𝑦

2
𝛿𝑥𝛿𝑧 −

𝜌𝑓𝑛𝑣 +
𝜕

𝜕𝑦
𝜌𝑓𝑛𝑣 

𝛿𝑦

2
𝛿𝑥𝛿𝑧  

                                                        = 2
𝜕

𝜕𝑦
𝜌𝑓𝑛𝑣 

𝛿𝑦

2
𝛿𝑥𝛿𝑧  

                                                        =
𝜕

𝜕𝑦
𝜌𝑓𝑛𝑣 𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧                    (4.13) 

Jumlah aliran pada sumbu-z: 

(𝑚𝑘𝑒𝑙𝑢𝑎𝑟 − 𝑚𝑚𝑎𝑠𝑢𝑘)𝑠𝑢𝑚𝑏𝑢−𝑧 = (𝜌𝑓𝑛𝑤 +
𝜕

𝜕𝑧
𝜌𝑓𝑛𝑤 

𝛿𝑧

2
) 𝛿𝑥𝛿𝑦 −

(𝜌𝑓𝑛𝑤 −
𝜕

𝜕𝑧
𝜌𝑓𝑛𝑤 

𝛿𝑧

2
) 𝛿𝑥𝛿𝑦  

                                                        = 𝜌𝑓𝑛𝑤 +
𝜕

𝜕𝑧
𝜌𝑓𝑛𝑤 

𝛿𝑧

2
𝛿𝑥𝛿𝑦 −

𝜌𝑓𝑛𝑤 +
𝜕

𝜕𝑧
𝜌𝑓𝑛𝑤 

𝛿𝑧

2
𝛿𝑥𝛿𝑦  

                                                        = 2
𝜕

𝜕𝑧
𝜌𝑓𝑛𝑤 

𝛿𝑧

2
𝛿𝑥𝛿𝑦  

                                                        =
𝜕

𝜕𝑧
𝜌𝑓𝑛𝑤 𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧                    (4.14) 

Total aliran di sumbu x, y, z. 

 ∑𝑚𝑘𝑒𝑙𝑢𝑎𝑟 − ∑𝑚𝑚𝑎𝑠𝑢𝑘 = [
𝜕

𝜕𝑥
𝜌𝑓𝑛𝑢 +

𝜕

𝜕𝑦
𝜌𝑓𝑛𝑣 +

𝜕

𝜕𝑧
𝜌𝑓𝑛𝑤] 𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧                             (4.15) 

dengan mensubstitusikan persamaan (4.11) dan persamaan 

(4.15) ke persamaan (4.9) didapatkan. 

𝜕𝜌𝑓𝑛

𝜕𝑡
𝛿𝑥 𝛿𝑦 𝛿𝑧 + [

𝜕

𝜕𝑥
𝜌𝑓𝑛𝑢 +

𝜕

𝜕𝑦
𝜌𝑓𝑛𝑣 +

𝜕

𝜕𝑧
𝜌𝑓𝑛𝑤] 𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧 = 0  (4.16) 

Jika persamaan (4.16) dibagi dengan 𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧 maka diperoleh. 
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𝜕𝜌𝑓𝑛

𝜕𝑡
+ [

𝜕

𝜕𝑥
𝜌𝑓𝑛𝑢 +

𝜕

𝜕𝑦
𝜌𝑓𝑛𝑣 +

𝜕

𝜕𝑧
𝜌𝑓𝑛𝑤] = 0                  (4.17) 

Persamaan (4.17) dapat ditulis dalam notasi vektor berikut. 

                                  
𝜕𝜌𝑓𝑛

𝜕𝑡
+ ∇(𝜌𝑓𝑛 �̅�) = 0                                         (4.18) 

Karena penelitian ini aliran fluida bersifat tidak mampu mampat 

(incompressible) sehingga densitas fluida sangat kecil  

(
𝜕𝜌

𝜕𝑡
 konstan) maka persamaan (4.18) menjadi. 

                                                  ∇. �̅� = 0                                                (4.19) 

atau dapat ditulis 

                                         
𝜕𝑢

𝜕�̅�
+

𝜕�̅�

𝜕�̅�
+

𝜕�̅�

𝜕�̅�
= 0                                        (4.20) 

Karena penelitian ini hanya dilakukan pada dimensi dua sehingga 

𝜕�̅�

𝜕�̅�
 diabaikan maka persamaan (4.20) menjadi. 

                                              
𝜕𝑢

𝜕�̅�
+

𝜕�̅�

𝜕�̅�
= 0                                             (4.21) 

 

ii. Persamaan Momentum: 

Persamaan momentum dibangun dari hukum kedua newton. 

Hukum kedua newton menyatakan bahwa jumlah gaya yang 

bekerja pada system akan sama dengan laju perubahan 

momentumnya atau massa suatu sistem dikalikan dengan 

percepatan gerak. Dapat dinyatakan sebagai berikut. 

                     ∑𝐹 = 𝑚 . 𝑎 = 𝑚
𝑑𝑉

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚�̅�)                             (4.22) 

dengan 𝑚�̅� dalam system dinyatakan dalam 
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𝑚�̅�𝑠𝑦𝑠 = ∫ �̅� 𝑑𝑀𝑠𝑦𝑠 = ∫ 𝜌𝑓𝑛�̅� 𝑑𝑉
𝑠𝑦𝑠𝑠𝑦𝑠

                      (4.23) 

Selanjutnya dengan mensubstitusikan persamaan (4.23) ke 

persamaan (4.22) maka diperoleh. 

∑𝐹 =
𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝜌𝑓𝑛�̅� 𝑑𝑉
𝑠𝑦𝑠

                                         (4.24) 

Menurut teori pengangkut Reynold (Reynold Transport), laju 

perubahan momentum terhadap waktu dari suatu sistem 

dituliskan menjadi. 

                ∑ 𝐹 =∫
𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑓𝑛 �̅�) 𝑑𝑉

𝑐𝑣
+ ∫ 𝜌𝑓𝑛  �̅�. (�̅� �̂�) 𝑑𝐴

𝑐𝑠
             (4.25) 

Persamaan (4.25) dapat dinyatakan dengan teorema divergensi 

sehingga menjadi. 

              ∑𝐹 =∫
𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑓𝑛 �̅�) 𝑑𝑉

𝑐𝑣
+ ∫  𝜌𝑓𝑛  �̅�. (�̅� �̂�) 𝑑𝐴

𝑐𝑠
 

              ∑𝐹 = 𝜌𝑓𝑛 [
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ �̅�(∇�̅�)] 𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧                                       (4.26) 

dengan ∑𝐹 merupakan komponen gaya-gaya yang bekerja pada 

permukaan silinder vertikal. Komponen gaya-gaya tersebut yaitu 

gaya permukaan (𝐹𝑝), gaya magnetik (𝐹𝑚), dan gaya gravitasi 

(𝐹𝑔). 𝐹𝑝 merupakan gaya yang disebabkan oleh tekanan dan 

kekentalan. 𝐹𝑚  merupakan gaya magnet yang bekerja langsung 

pada fluida. 𝐹𝑔  merupakan gaya  gravitasi. 

Sehingga persamaan (4.26) dapat ditulis. 

                       𝜌𝑓𝑛 [
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ �̅�(∇�̅�)] 𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧 = 𝐹𝑝 − 𝐹𝑚 − 𝐹𝑔             (4.27) 
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Karena penelitian ini menggunakan dimensi dua (sumbu x dan y) 

maka persamaan (4.27) dapat ditulis. 

                      𝜌𝑓𝑛 [
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ �̅�(∇�̅�)] 𝛿𝑥𝛿𝑦 = 𝐹𝑝 − 𝐹𝑚 − 𝐹𝑔                  (4.28) 

dengan menggunakan pendekatan volume kendali pada 

penampang kubus dengan (𝜎) sebagai tegangan normal dan (𝜏) 

sebagai tegangan geser maka persamaan momentum dapat 

dikontruksikan sebagai berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Gambar 4.2 Gaya Permukaan Elemen Fluida 

 

Jumlah gaya pada sumbu-x: 

                     (𝐹𝑝)𝑠𝑢𝑚𝑏𝑢−𝑥
= (

𝜕(𝜎𝑥𝑥)

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏𝑦𝑥

𝜕𝑦
) 𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧                                 (4.29) 

 

 

𝜎 𝜏 (𝜎𝑥𝑥 +
𝜕𝜎𝑥𝑥

𝜕𝑥

𝛿𝑥

2
)𝛿𝑦𝛿𝑧  (𝜎𝑥𝑥 −

𝜕𝜎𝑥𝑥

𝜕𝑥

𝛿𝑥

2
)𝛿𝑦𝛿𝑧  

(𝜎𝑦𝑦 −
𝜕𝜎𝑦𝑦

𝜕𝑦

𝛿𝑦

2
)𝛿𝑥𝛿𝑧  

(𝜎𝑦𝑦 +
𝜕𝜎𝑦𝑦

𝜕𝑦

𝛿𝑦

2
)𝛿𝑥𝛿𝑧  

(𝜏𝑦𝑥 +
𝜕𝜏𝑦𝑥

𝜕𝑦

𝛿𝑦

2
)𝛿𝑥𝛿𝑧  

(𝜏𝑦𝑥 −
𝜕𝜏𝑦𝑥

𝜕𝑦

𝛿𝑦

2
)𝛿𝑥𝛿𝑧  𝛿𝑥  

𝛿𝑦  
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Jumlah gaya pada sumbu-y: 

                     (𝐹𝑝)𝑠𝑢𝑚𝑏𝑢−𝑦
= (

𝜕(𝜎𝑦𝑦)

𝜕𝑦
+

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑥
) 𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧                          (4.30) 

Total gaya permukaan (𝐹𝑝) sebagai berikut. 

                                                𝐹𝑝 = 𝐹𝑝𝑥𝑖 + 𝐹𝑝𝑦𝑗  

                   𝐹𝑝 = (
𝜕(𝜎𝑥𝑥)

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏𝑦𝑥

𝜕𝑦
) 𝑖 + (

𝜕(𝜎𝑦𝑦)

𝜕𝑦
+

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑥
) 𝑗                       (4.31) 

karena dalam penelitian ini menggunakan fluida nano sehingga alirannya 

tidak mampu mampat oleh karena itu tegangan-tegangannya sebanding 

dengan laju deformasi, dapat dinyatakan. 

a. Tegangan Normal 

                                        𝜎𝑥𝑥 = − 𝑝 + 2𝜇𝑓𝑛
𝜕𝑢

𝜕𝑥
                                              (4.32) 

                                       𝜎𝑦𝑦 = − 𝑝 + 2𝜇𝑓𝑛
𝜕𝑣

𝜕𝑦
                                               (4.33) 

b. Tegangan Geser 

                                 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥 = 𝜇𝑓𝑛 (
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
)                                       (4.34) 

Substitusikan persamaan (4.32) - (4.34) ke persamaan (4.31), diperoleh. 

𝐹𝑝 = (
𝜕(− 𝑝+2𝜇𝑓𝑛 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝜇𝑓𝑛(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
 + 

𝜕𝑣

𝜕𝑥
))

𝜕𝑦
) 𝑖 + (

𝜕(− 𝑝+2𝜇𝑓𝑛 
𝜕𝑣

𝜕𝑦
)

𝜕𝑦
+

𝜕(𝜇𝑓𝑛(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
 + 

𝜕𝑣

𝜕𝑥
))

𝜕𝑥
)𝑗   

 = (−
𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑥
(2𝜇𝑓𝑛

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝜇𝑓𝑛 (

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
))) 𝑖 + (−

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑦
(2𝜇𝑓𝑛  

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) +

𝜕

𝜕𝑥
(𝜇𝑓𝑛 (

𝜕𝑢

𝜕𝑦
 + 

𝜕𝑣

𝜕𝑥
))) 𝑗 
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= (−
𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 2𝜇𝑓𝑛

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝜇𝑓𝑛 (
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
) ) 𝑖 + (−

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 2𝜇𝑓𝑛

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2 + 𝜇𝑓𝑛 (
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
) ) 𝑗                                                                                                                 (4.35) 

Maka total tegangan geser dan normal sebagai berikut. 

2𝜇𝑓𝑛
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝜇𝑓𝑛 (
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
) = 𝜇𝑓𝑛 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
) + 𝜇𝑓𝑛 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
)   

                                                      = 𝜇𝑓𝑛 (
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
) + 𝜇𝑓𝑛

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
)  

= 𝜇𝑓𝑛∇2𝑢 + 𝜇𝑓𝑛
𝜕

𝜕𝑥
(∇ �̅�)  

= 𝜇𝑓𝑛∇2𝑢  

Sehingga didapatkan gaya permukaan (𝐹𝑝), yaitu. 

                                    (𝐹𝑝) = −∇𝑝 + 𝜇
𝑓𝑛

∇2 �̅�                                            (4.36) 

karena pada penelitian ini terdapat pengaruh magnetik pada fluida nano. 

Gaya magnetik yang bekerja ini disebut juga sebagai gaya Lorentz dan 

dinyatakan. 

                                                     𝐹𝑚 = 𝐽 × 𝐵                                                          (4.37) 

dengan J merupakan kerapatan arus listrik, B merupakan total medan 

magnet pada sistem.  

                                           𝐽 = 𝜎(𝐸 + �̅� × 𝐵)                                                        (4.38) 

dengan 𝜎 merupakan daya hantar listrik, E merupakan medan listrik dari 

luar dan (𝐸 = 0) karena tidak ada medan listrik dari luar pada aliran fluida. 

                                                       𝐵 = 𝑏 + 𝐵0                                                        (4.39) 

dengan 𝑏 merupakan besarnya medan magnet dari fluida yang terinduksi 

oleh media, 𝐵0 merupakan medan magnet dari media yang mengandung 

magnet. 
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Substitusikan persamaan (4.38) ke persamaan (4.37) maka menjadi. 

                                           𝐹𝑚 = 𝜎(�̅� × 𝐵) × 𝐵                                                    (4.40) 

Substitusikan persamaan (4.40) ke persamaan (4.39) maka menjadi. 

                                   𝐹𝑚 = [𝜎(�̅� × (𝑏 + 𝐵0))] × (𝑏 + 𝐵0)                               

atau dapat ditulis. 

                               𝐹𝑚 = [𝜎(�̅� × 𝑏) + (�̅� × 𝐵0)] × (𝑏 + 𝐵0)                          (4.41) 

dengan 

(�̅� × 𝑏) = [
𝑖 𝑗 𝑘
𝑢 𝑣 0
0 0 𝑏

] = (𝑣𝑏)𝑖 − (𝑢𝑏)𝑗 + 0𝑘                                                (4.42) 

 

(�̅� × 𝐵0) = [
𝑖 𝑗 𝑘
𝑢 𝑣 0
0 0 𝐵0

] = (𝑣𝐵0)𝑖 − (𝑢𝐵0)𝑗 + 0𝑘                                     (4.43) 

 

[(�̅� × 𝑏) + (�̅� × 𝐵0)] = [((𝑣𝑏)𝑖 − (𝑢𝑏)𝑗 + 0𝑘) + ((𝑣𝐵0)𝑖 − (𝑢𝐵0)𝑗 + 0𝑘)]  

                                         = [(𝑣𝑏)𝑖 + (𝑣𝐵0)𝑖 − (𝑢𝑏)𝑗 − (𝑢𝐵0)𝑗 + 0𝑘]  

                                         = [(𝑣(𝑏 + 𝐵0))𝑖 + (−𝑢(𝑏 + 𝐵0))𝑗 + 0𝑘]            (4.44) 

 

[(�̅� × 𝑏) + (�̅� × 𝐵0)] × (𝑏 + 𝐵0) = [

𝑖 𝑗 𝑘

𝑣(𝑏 + 𝐵0) −𝑢(𝑏 + 𝐵0) 0
0 0 𝑏 + 𝐵0

]  

                                                      = −𝑢 (𝑏 + 𝐵0)
2𝑖 − 𝑣 (𝑏 + 𝐵0)

2𝑗 + 0𝑘       (4.45) 

atau dapat ditulis. 

[(�̅� × 𝑏) + (�̅� × 𝐵0)] × (𝑏 + 𝐵0) = (−𝑢 (𝑏 + 𝐵0)
2 , −𝑣 (𝑏 + 𝐵0)

2 , 0)  (4.46) 

Substitusikan persamaan (4.46) ke persamaan (4.41) maka diperoleh. 

                          𝐹𝑚 = (𝜎(−𝑢 (𝑏 + 𝐵0)
2 , −𝑣 (𝑏 + 𝐵0)

2 , 0))                          (4.47) 
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dinyatakan dalam bentuk vektor sebagai berikut. 

                                              𝐹𝑚 = −𝜎(𝑏 + 𝐵0)
2�̅�                                               (4.48) 

Selanjutnya terdapat gaya gravitasi yang mempengaruhi aliran fluida nano 

yang melewati silinder vertikal. Gaya gravitasi didefinisikan. 

                                                          𝐹𝑔 = 𝜌𝑓𝑛  𝑔                                                      (4.49) 

Karena aliran fluida nano yang melewati silinder vertikal berlawanan arah 

dengan arah gravitasi, maka gaya gravitasi menjadi (−𝑔𝑥  , −𝑔𝑦 , 0) sehingga 

diperoleh 𝐹𝑔 berikut. 

                                         𝐹𝑔 = −𝜌𝑓𝑛  𝑔𝑥 𝑖 , −𝜌𝑓𝑛  𝑔𝑦 𝑗                                          (4.50) 

 

Pada persamaan (4.28), substitusikan total gaya yang bekerja dalam 

sistem sehingga diperoleh persamaan momentum sebagai berikut. 

 𝜌𝑓𝑛 [
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ �̅�(∇�̅�)] 𝛿𝑥𝛿𝑦 = 𝐹𝑝 − 𝐹𝑚 − 𝐹𝑔   

                                              = −∇𝑝 + 𝜇
𝑓𝑛

∇2 �̅� + 𝜎(𝑏 + 𝐵0)
2�̅� − 𝜌

𝑓𝑛
 𝑔

 
  

                                                                                                                                    (4.51) 

dengan  

𝑔 = (𝑔𝑥  , 𝑔𝑦)  

Selanjutnya persamaan (4.51) ditulis pada arah sumbu x dan y diperoleh 

persamaan momentum pada sumbu-x 

𝜌𝑓𝑛 (
𝜕𝑢

𝜕𝑡̅
+ �̅�

𝜕𝑢

𝜕�̅�
+ �̅�

𝜕𝑢

𝜕�̅�
) = −

𝜕�̅�

𝜕�̅�
+ 𝜇𝑓𝑛 (

𝜕2𝑢

𝜕�̅�2 +
𝜕2𝑢

𝜕�̅�2
)  

                                        +𝜎(𝑏 + 𝐵0)
2�̅� − 𝜌𝑓𝑛 𝑔�̅�                    (4.52)                                            

Terhadap sumbu-y 

𝜌𝑓𝑛 (
𝜕�̅�

𝜕𝑡̅
+ �̅�

𝜕�̅�

𝜕�̅�
+ �̅�

𝜕�̅�

𝜕�̅�
) = −

𝜕�̅�

𝜕�̅�
+ 𝜇𝑓𝑛 (

𝜕2�̅�

𝜕�̅�2 +
𝜕2�̅�

𝜕�̅�2
)  
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                                       +𝜎(𝑏 + 𝐵0)
2�̅� − 𝜌𝑓𝑛 𝑔�̅�                    (4.53) 

dengan kondisi batas: 

jika 𝑡̅ = 0 ; �̅� = �̅� = 0 ∀ �̅�, �̅�  

jika 𝑡̅ > 0 ; �̅� = �̅� = 0, saat �̅� = 0 

                    �̅� = �̅�𝑒(�̅�), saat �̅� → ∞  

 

Persamaan (4.21), (4.52), dan (4.53) adalah model matematika 

dimensional.  Tanda “ ¯ “ merupakan simbol untuk persamaan 

dimensional. 

dengan: 

�̅� : komponen kecepatan arah sumbu-x 

�̅� : komponen kecepatan arah sumbu-y  

�̅� : tekanan  

𝜇 : viskositas fluida 

𝜎 : konduktivitas 

b : besarnya medan magnet dari fluida yang terinduksi oleh         

media 

𝐵0 : medan magnet dari media yang mengandung magnet 

    

B. Model Matematika Non-dimensional 

Model matematika dimensional yang diperoleh sebelumnya 

kemudian akan diubah ke dalam bentuk non-dimensional 

menggunakan variabel dan parameter non-dimensional. Variabel 
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dan parameter yang digunakan adalah sebagai berikut (Widodo et al., 

2017). 

Variabel non-dimensional: 

         𝑥 =
�̅�

𝑎
   ; 𝑦 = 𝑅𝑒

1
2 (

�̅�

𝑎
)   ; 𝑢𝑒(𝑥) =

𝑢𝑒(�̅�)

𝑈∞
   ; 𝑣 = 𝑅𝑒

1
2 (

�̅�

𝑈∞
)  

                                      𝑝 =
�̅�

𝜌𝑓𝑛𝑈∞
2     ; 𝑡 =

𝑡̅𝑈∞

𝑎
  

Re = 
𝑈∞𝑎

𝑣𝑓𝑛
 , 𝑣𝑖𝑠𝑘𝑜𝑠𝑖𝑡𝑎𝑠 𝑘𝑖𝑛𝑒𝑚𝑎𝑡𝑖𝑘 𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑𝑎 𝑛𝑎𝑛𝑜  

𝑣𝑓𝑛 =
𝜇𝑓𝑛

𝜌𝑓𝑛
 , 𝑑𝑎𝑛 𝑘𝑒𝑐𝑒𝑝𝑎𝑡𝑎𝑛 𝑎𝑙𝑖𝑟𝑎𝑛 𝑏𝑒𝑏𝑎𝑠 �̅�𝑒(�̅�) = 𝑈∞ 𝑠𝑖𝑛 (

�̅�

𝑎
)    

dengan: 

𝑥 ∶ sumbu x non-dimensi 

𝑥 ̅: sumbu x dimensi 

𝑎 : panjang karakteristik 

𝑦 ∶ sumbu y non-dimensi 

𝑦 ̅: sumbu y dimensi 

𝑢 : komponen kecepatan arah sumbu x non-dimensi 

�̅� : komponen kecepatan arah sumbu x dimensi 

𝑣 : komponen kecepatan arah sumbu y non-dimensi 

�̅� : komponen kecepatan arah sumbu y dimensi 

𝑈∞ : kecepatan aliran bebas fluida 

𝑢𝑒(𝑥) : kecepatan di luar lapisan batas non-dimensi 

�̅�𝑒(�̅�) : kecepatan di luar lapisan batas dimensi 

𝑝 : tekanan 

𝑡 : waktu 
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Parameter non-dimensional: 

                                         𝑀 =
𝜎(𝐵0)2𝑎

𝜌𝑓𝑛𝑈∞
     

dengan: 

𝑀: parameter magnetik  

Kemudian percepatan gravitasi didefinisikan sebagai berikut 

(Widodo et al., 2017). 

                                    𝑔�̅� ∶  −𝑔 𝑠𝑖𝑛 (
�̅�

𝑎
)   

                                    𝑔�̅� ∶  𝑔 𝑐𝑜𝑠 (
�̅�

𝑎
) 

dengan mensubstitusikan variabel non-dimensional dan 

parameter non-dimensional ke persamaan (4.21), (4.52), dan (4.53) 

serta diasumsikan bahwa besar medan magnet menginduksi fluida 

yang mengalir melalui silinder vertikal bermagnet sebesar 
1

4
 dari 

besar medan magnet sumbernya (b = 
1

4
 𝐵0 )(Palyama, 2017). Sehingga 

didapatkan model matematika non-dimensional (lampiran 1)  

sebagai berikut. 

i. Persamaan Kontinuitas 

                                         
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0                                          (4.54) 

ii. Persamaan Momentum sumbu x 

                (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

𝑣𝑓𝑛

𝑅𝑒𝑣𝑓
(
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
) +

𝑣𝑓𝑛

𝑣𝑓
(
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)  

                                       +
25

16
𝑀𝑢 + (

𝑎

𝑈∞
2 )𝑔𝑠𝑖𝑛𝑥               (4.55)   
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iii. Persamaan Momentum sumbu y 

               
1

𝑅𝑒
(
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

𝑣𝑓𝑛

𝑣𝑓

1

𝑅𝑒2
(
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
) +

𝑣𝑓𝑛

𝑣𝑓

1

𝑅𝑒
(

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
)  

                                          +
25

16

𝑀

𝑅𝑒
𝑣 − (

𝑎

𝑈∞
2 )

𝑔

𝑅𝑒1/2 𝑐𝑜𝑠𝑥   (4.56)  

dengan kondisi batas: 

jika 𝑡 = 0 ; 𝑢 = 𝑣 = 0 ∀ 𝑥, 𝑦  

jika 𝑡 > 0 ; 𝑢 = 𝑣 = 0, saat 𝑦 = 0 

                    𝑢 = 𝑢𝑒(𝑥), saat 𝑦 → ∞ 

 

C. Pendekatan Lapisan Batas 

Dengan menyederhanakan persamaan non-dimensional yang 

didapatkan sebelumnya dengan pendekatan lapisan batas dimana 

nilai Reynold mendekati tak terhingga (Re→ ∞) maka (
1

𝑅𝑒
→ 0). Oleh 

karena itu, persamaan non-dimensional dapat ditulis sebagai 

berikut. 

i. Persamaan Kontinuitas 

                                      
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0                                             (4.57) 

 

ii. Persamaan Momentum sumbu x 

(
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

𝑣𝑓𝑛

𝑅𝑒𝑣𝑓
(
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
) +

𝑣𝑓𝑛

𝑣𝑓
(
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)  

                                         +
25

16
𝑀𝑢 + (

𝑎

𝑈∞
2 )𝑔𝑠𝑖𝑛𝑥  
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menjadi 

(
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ (0)

𝑣𝑓𝑛

𝑣𝑓
(
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
) +

𝑣𝑓𝑛

𝑣𝑓
(
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)  

                                         +
25

16
𝑀𝑢 + (

𝑎

𝑈∞
2 )𝑔𝑠𝑖𝑛𝑥 

        (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

𝑣𝑓𝑛

𝑣𝑓
(
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
) +

25

16
𝑀𝑢   

                               +(
𝑎

𝑈∞
2 )𝑔𝑠𝑖𝑛𝑥                                       (4.58) 

iii. Persamaan Momentum sumbu y 

1

𝑅𝑒
(
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

𝑣𝑓𝑛

𝑣𝑓

1

𝑅𝑒2
(
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
) +

𝑣𝑓𝑛

𝑣𝑓

1

𝑅𝑒
(

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
)  

                                    +
25

16

𝑀

𝑅𝑒
𝑣 − (

𝑎

𝑈∞
2 )

𝑔

𝑅𝑒1/2 𝑐𝑜𝑠𝑥 

menjadi 

(0) (
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

𝑣𝑓𝑛

𝑣𝑓
(0) (

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
) +

𝑣𝑓𝑛

𝑣𝑓
(0) (

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
)  

                                    +
25

16
(0)𝑀𝑣 − (

𝑎

𝑈∞
2 ) (0)𝑔𝑐𝑜𝑠𝑥 

                                       0 = −
𝜕𝑝

𝜕𝑦
                                                   (4.59)                                        

Karena penelitian ini menggunakan fluida nano, maka 

persamaan di atas akan disubstitusikan terhadap variabel yang 

berkaitan antara fluida nano dengan fluida dasar sebagai 

berikut(Widodo et al., 2017).  
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Densitas Fluida Nano 

                             𝜌𝑓𝑛 = ( 1 −  χ )𝜌𝑓𝑑 + χ𝜌𝑠   

dengan 

𝜌𝑓𝑛 ∶ kerapatan fluida nano (kg/m3) 

𝜒    ∶ fraksi volume partikel nano 

𝜌𝑓𝑑 ∶ kerapatan fluida dasar (kg/m3) 

𝜌𝑠   ∶ kerapatan partikel nano (kg/m3) 

 

Viskositas 

                                     𝜇𝑓𝑛 =  
𝜇𝑓𝑑

( 1− χ )2.5  

dengan 

𝜇𝑓𝑛  ∶ kekentalan dinamik fluida nano 

𝜇𝑓𝑑  ∶ kekentalan dinamik fluida dasar 

𝜒     ∶ fraksi volume partikel nano 

 

Kalor Spesifik Fluida Nano 

                       (𝜌𝐶𝑝)𝑓𝑛 = ( 1 −  χ ) (𝜌𝐶𝑝)𝑓𝑑 + χ(𝜌𝐶𝑝)𝑠  

 

dengan 

(𝐶𝑝)𝑓𝑛  ∶ kalor khusus fluida nano 

(𝐶𝑝)𝑓𝑑  ∶ kalor khusus fluida dasar 

(𝐶𝑝)𝑠    ∶ kalor khusus partikel (kJ/kg.K) 
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Konduktivitas Termal 

                               
𝐾𝑓𝑛

𝐾𝑓𝑑
= 

(𝑘𝑠+2𝑘𝑓𝑑)−2χ(𝑘𝑓𝑑−𝑘𝑠)

(𝑘𝑠+2𝑘𝑓𝑑)+χ(𝑘𝑓𝑑−𝑘𝑠)
  

dengan 

𝐾𝑓𝑛 ∶ konduktivitas termal fluida nano 

𝐾𝑓𝑑 ∶ konduktivitas termal fluida dasar 

              𝑘𝑠   ∶ konduktivitas temal partikel 

Sehingga persamaan dengan pendekatan lapisan batas menjadi: 

i. Persamaan Kontinuitas 

                                        
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0                                        (4.60) 

ii. Persamaan Momentum sumbu x 

(
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

𝑣𝑓𝑛

𝑣𝑓
(
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
) +

25

16
𝑀𝑢   

                                        +(
𝑎

𝑈∞
2 )𝑔𝑠𝑖𝑛𝑥 

dengan substitusi 

                                                  𝑣𝑓𝑛 =
𝜇𝑓𝑛

𝜌𝑓𝑛
  

atau 

                            𝑣𝑓𝑛 =
𝜇𝑓

( 1− χ )2.5  
1

( 1− χ )𝜌𝑓+𝜒𝜌𝑠
  

 

                              𝑣𝑓𝑛 = 𝑣𝑓 (
1

( 1− χ )2.5

1

( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

)

)  
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Sehingga diperoleh: 

(
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

𝑣𝑓

𝑣𝑓

1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

(
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)  

                                        +
25

16
𝑀𝑢 + (

𝑎

𝑈∞
2 )𝑔𝑠𝑖𝑛𝑥    

(
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

(
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)  

                                         + 
25

16
𝑀𝑢 + (

𝑎

𝑈∞
2 )𝑔𝑠𝑖𝑛𝑥                            (4.61) 

iii. Persamaan Momentum sumbu y 

                                     0 = −
𝜕𝑝

𝜕𝑦
                                                (4.62) 

Dari penyederhanaan persamaan dengan lapisan batas 

menunjukkan bahwa tekanan (𝑝) fluida nano tidak bergantung pada 

sumbu y (persamaan 4.62) sehingga tekanan (𝑝) fluida nano hanya 

bergantung pada sumbu x. oleh karena itu, persamaan momentum 

yang tersisa di sistem yaitu pada sumbu x dengan persamaan 

momentum di luar lapisan batas (𝑢𝑒) merupakan pengganti (u),  

𝑢𝑒 = kecepatan di luar lapisan batas, sehingga diperoleh: 

 (
𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑒

𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑦
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

(
𝜕2𝑢𝑒

𝜕𝑦2
)  

                                                + 
25

16
𝑀𝑢𝑒 + (

𝑎

𝑈∞
2 )𝑔𝑠𝑖𝑛𝑥                 (4.63) 

diasumsikan kecepatan aliran bebas dalam bentuk silinder 

(Widodo et al., 2017) yaitu 𝑢𝑒(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥, sehingga: 
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𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑡
= 0;   

𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑦
= 0;   

𝜕2𝑢𝑒

𝜕𝑦2 = 0                              (4.64) 

Substitusikan persamaan (4.64) ke persamaan (4.63), maka 

diperoleh 

                  𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 

25

16
𝑀𝑢𝑒 + (

𝑎

𝑈∞
2 )𝑔𝑠𝑖𝑛𝑥                       

atau 

                  −
𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 𝑢𝑒

𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥
−

25

16
𝑀𝑢𝑒 − (

𝑎

𝑈∞
2 )𝑔𝑠𝑖𝑛𝑥                       (4.65) 

dengan mensubstitusikan persamaan (4.65) ke persamaan 

(4.61), maka diperoleh. 

(
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = (𝑢𝑒

𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥
−

25

16
𝑀𝑢𝑒 − (

𝑎

𝑈∞
2 )𝑔𝑠𝑖𝑛𝑥)  

                                           +
1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

(
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)    

                                           +
25

16
𝑀𝑢 + (

𝑎

𝑈∞
2 )𝑔𝑠𝑖𝑛𝑥 

    (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = 𝑢𝑒

𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥
+

1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

(
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)   

                                             +
25

16
𝑀(𝑢 − 𝑢𝑒)                                     (4.66) 

 

D. Fungsi Alir 

Fungsi alir (𝜓) berfungsi untuk menyederhanakan persamaan 

multivariabel menjadi persamaan sederhana (satu variabel). Fungsi 

alir yang melewati silinder dinyatakan dengan (Widodo et al., 2017): 
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                                 𝑢 =
𝜕𝜓

𝜕𝑦
;           𝑣 = −

𝜕𝜓

𝜕𝑥
               

Substitusikan u dan v pada persamaan (4.60) dan persamaan 

(4.66), sehingga diperoleh. 

 

i. Persamaan Kontinuitas 

                                         
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0  

                            
𝜕(

𝜕𝜓

𝜕𝑦
)

𝜕𝑥
+

𝜕(−
𝜕𝜓

𝜕𝑥
)

𝜕𝑦
= 0  

                            
(
𝜕2𝜓

𝜕𝑦
)

𝜕𝑥
+

(−
𝜕2𝜓

𝜕𝑥
)

𝜕𝑦
= 0   

                                
𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0  

                                             
𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑦
                                      (4.67) 

ii. Persamaan Momentum 

(
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = 𝑢𝑒

𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥
+

1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

(
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)  

                                        +
25

16
𝑀(𝑢 − 𝑢𝑒)  

dengan mensubstitusikan u dan v didapatkan 

    
𝜕(

𝜕𝜓

𝜕𝑦
)

𝜕𝑡
+ (

𝜕𝜓

𝜕𝑦
)

𝜕(
𝜕𝜓

𝜕𝑦
)

𝜕𝑥
+ (−

𝜕𝜓

𝜕𝑥
)

𝜕(
𝜕𝜓

𝜕𝑦
)

𝜕𝑦
=

    𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥

1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

𝜕2(
𝜕𝜓

𝜕𝑦
)

𝜕𝑦2 +
25

16
𝑀((

𝜕𝜓

𝜕𝑦
) − 𝑢𝑒)   
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⟺
(
𝜕2𝜓

𝜕𝑦
)

𝜕𝑡
+ (

𝜕𝜓

𝜕𝑦
)

(
𝜕2𝜓

𝜕𝑦
)

𝜕𝑥
+ (−

𝜕𝜓

𝜕𝑥
)

(
𝜕2𝜓

𝜕𝑦
)

𝜕𝑦
=

       𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥

1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

(
𝜕3𝜓

𝜕𝑦
)

𝜕𝑦2 +
25

16
𝑀((

𝜕𝜓

𝜕𝑦
) − 𝑢𝑒)   

⟺
𝜕2𝜓

𝜕𝑡𝜕𝑦
+

𝜕𝜓

𝜕𝑦

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕𝜓

𝜕𝑥

𝜕2𝜓

𝜕𝑦2   = 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥

1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

  

                                                  
𝜕3𝜓

𝜕𝑦3 + 
25

16
𝑀 ((

𝜕𝜓

𝜕𝑦
) − 𝑢𝑒)          (4.68) 

kondisi batas fungsi alir sebagai berikut. 

jika 𝑡 = 0 ; 𝜓 =
𝜕𝜓

𝜕𝑦
= 0 ∀ 𝑥, 𝑦  

jika 𝑡 > 0 ; 𝜓 =
𝜕𝜓

𝜕𝑦
= 0, saat 𝑦 = 0 

                    
𝜕𝜓

𝜕𝑦
= 𝑢𝑒(𝑥), saat 𝑦 → ∞ 

 

E. Persamaan Similaritas 

Karena pada persamaan (4.67), yaitu fungsi alir memenuhi 

persamaan kontinuitas sehingga persamaan pembangunnya hanya 

persamaan momentum. Selanjutnya persamaan fungsi alir akan 

diubah ke dalam persamaan similaritas dengan variabel similaritas 

sebagai berikut. 

                       𝜓 = 𝑡
1

2 𝑢𝑒(𝑥)  𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡) ;    𝜂 =
𝑦

𝑡1/2                           (4.69) 
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dengan mensubstitusikan variabel similaritas (persamaan 4.69) 

terhadap persamaan (4.68) sehingga diperoleh (lampiran 2): 

i. Persamaan Momentum 

−
𝜂

2

𝜕2𝑓

𝜕𝜂2 + 𝑡
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝜂
+ 𝑡

𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥
(
𝜕𝑓

𝜕𝜂
)
2

+ 𝑡𝑢𝑒
𝜕𝑓

𝜕𝜂

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝜂
− 𝑡

𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥
𝑓

𝜕2𝑓

𝜕𝜂2 −

𝑡𝑢𝑒
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕2𝑓

𝜕𝜂2 = 𝑡
𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥
+

1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

𝜕3𝑓

𝜕𝜂3  

                        +
25

16
𝑀𝑡 ((

𝜕𝑓

𝜕𝜂
) − 1)                                              (4.70) 

atau dapat ditulis sebagai berikut. 

1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

𝜕3𝑓

𝜕𝜂3 +
𝜂

2

𝜕2𝑓

𝜕𝜂2 + 𝑡
𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥
(1 − (

𝜕𝑓

𝜕𝜂
)
2

+ 𝑓
𝜕2𝑓

𝜕𝜂2)  

= 𝑡
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝜂
+ 𝑡𝑢𝑒 (

𝜕𝑓

𝜕𝜂

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝜂
−

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕2𝑓

𝜕𝜂2
) +

25

16
𝑀𝑡 (1 − (

𝜕𝑓

𝜕𝜂
))           (4.71)      

Karena sudut pengamatan penelitian ini terletak di titik 

stagnansi terdekat yaitu (𝑥 ≈ 0) sehingga kecepatan aliran bebas 

(𝑢𝑒) pada aliran fluida yang melewati silinder yaitu 𝑢𝑒 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0 

dan 
𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥
= 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 1, maka dengan mensubstitusikan 𝑢𝑒  dan 

𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥
 

terhadap persamaan (4.71) diperoleh. 

Persamaan momentum untuk waktu: 

1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

𝜕3𝑓

𝜕𝜂3 +
𝜂

2

𝜕2𝑓

𝜕𝜂2 + 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑥 (1 − (
𝜕𝑓

𝜕𝜂
)
2

+ 𝑓
𝜕2𝑓

𝜕𝜂2)  



56 
 

 
 

  = 𝑡
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝜂
+ 𝑡𝑠𝑖𝑛𝑥 (

𝜕𝑓

𝜕𝜂

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝜂
−

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕2𝑓

𝜕𝜂2
) +

25

16
𝑀𝑡 (1 − (

𝜕𝑓

𝜕𝜂
))         (4.72) 

atau dapat ditulis sebagai berikut. 

1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

𝜕3𝑓

𝜕𝜂3 +
𝜂

2

𝜕2𝑓

𝜕𝜂2 + 𝑡 (1 − (
𝜕𝑓

𝜕𝜂
)
2

+ 𝑓
𝜕2𝑓

𝜕𝜂2)  

= 𝑡
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝜂
+

25

16
𝑀𝑡 (1 − (

𝜕𝑓

𝜕𝜂
))                                                          (4.73) 

dengan mengasumsikan 
𝜕𝑓

𝜕𝜂
= 𝑓′ maka persamaan (4.73) dapat 

ditulis. 

 
1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

𝑓′′′ +
𝜂

2
𝑓′′ + 𝑡(1 − (𝑓′)2 + 𝑓𝑓′′) 

= 𝑡
𝜕𝑓′

𝜕𝑡
+

25

16
𝑀𝑡(1 − 𝑓′)                                                                   (4.74) 

 

kondisi batas sebagai berikut. 

jika 𝑡 = 0 ; 𝑓 = 𝑓′ = 0 ∀ 𝑥, 𝜂  

jika 𝑡 > 0 ; 𝑓 = 𝑓′ = 0, saat 𝜂 = 0 

                      𝑓′ = 1, saat 𝜂 → ∞ 

 

F. Penyelesaian Model Matematika 

Setelah memperoleh model matematika pada persamaan 

similaritas dari aliran fluida nano yang melewati silinder vertikal, 

kemudian akan dilakukan penyelesaian dengan metode Keller-Box 

yang diawali dengan mengubah persamaan similaritas orde tinggi 
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pada persamaan (4.74) menjadi persamaan orde satu, selanjutnya 

dilakukan proses dikritisasi model dengan beda hingga pusat, 

melinierisasikan dengan metode newton dalam bentuk matriks 

vektor, dan diselesaikan dengan eliminasi blok. Setelah itu, simulasi 

model matematika diinput menggunakan software Matlab dengan 

memunculkan output berupa profil kecepatan pada variasi 

parameter fraksi volume (𝜒) dan variasi parameter magnetik (𝑀). 

a. Pemisalan Notasi 

Persamaan (4.74) merupakan persamaan orde tinggi yang akan 

diubah menjadi persamaan berorde satu karena dalam 

penyelesaian metode Keller-Box harus berbentuk orde satu. Oleh 

karena itu, dilakukan pemisalan notasi sebagai berikut. 

                                                   𝑓′ = 𝑢                                               (4.75) 

                                                   𝑢′ = 𝑣                                               (4.76) 

dengan mensubstitusikan persamaan (4.75), dan (4.76) ke 

persamaan (4.74) maka didapat persamaan orde satu berikut. 

     
1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

𝑣′ +
𝜂

2
𝑣 + 𝑡(1 − (𝑢)2 + 𝑓𝑣)  

        = 𝑡
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

25

16
𝑀𝑡(1 − 𝑢)                                                                              

atau dapat ditulis. 

       
1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

𝑣′ +
𝜂

2
𝑣 + 𝑡(1 − (𝑢)2 + 𝑓𝑣) 

       −
25

16
𝑀𝑡(1 − 𝑢) = 𝑡

𝜕𝑢

𝜕𝑡
                                                                 (4.77) 



58 
 

 
 

b. Diskritisasi Model 

Diskritisasi model dapat diselesaikan dengan metode beda 

hingga pada persamaan (4.75) - (4.77). Untuk persamaan linier 

seperti pada persamaan (4.75) – (4.76), diskritisasi model terletak 

di titik tengah atau titik pusat garis 𝑉1𝑉2 yaitu (𝑦𝑖−1/2 , 𝑡𝑛). 

Sedangkan untuk persamaan  non linier seperti persamaan (4.77), 

diskritisasi model terletak di titik tengah atau titik pusat garis 

𝑉1𝑉2𝑉3𝑉4 yaitu (𝑦𝑖−1/2 , 𝑡𝑛−1/2) seperti pada gambar 2.3. karena 

sudut pengamatan terletak di titik stagnansi terdekat (𝑥 ≈ 0) 

sehingga diskritisasi terjadi pada sumbu y saja, maka diperoleh. 

(𝑓𝑗
𝑛−𝑓𝑗−1

𝑛 )

ℎ𝑗
= 𝑢

𝑗− 
1

2

𝑛 ↔
1

ℎ𝑗
(𝑓𝑗

𝑛 − 𝑓𝑗−1
𝑛 ) =

1

2
(𝑢𝑗

𝑛 + 𝑢𝑗−1
𝑛 )               (4.78) 

(𝑢𝑗
𝑛−𝑢𝑗−1

𝑛 )

ℎ𝑗
= 𝑣

𝑗− 
1

2

𝑛 ↔
1

ℎ𝑗
(𝑢𝑗

𝑛 − 𝑢𝑗−1
𝑛 ) =

1

2
(𝑣𝑗

𝑛 + 𝑣𝑗−1
𝑛 )              (4.79) 

             

dengan pemisalan koefisien pada persamaan momentum seperti di 

bawah ini. 

                           𝐴 =
1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

                              (4.80) 

Kemudian substitusikan persamaan (4.80) ke persamaan (4.79) 

maka diperoleh. 

  𝐴𝑣′ +
𝜂

2
𝑣 + 𝑡(1 − (𝑢)2 + 𝑓𝑣) −

25

16
𝑀𝑡(1 − 𝑢) = 𝑡

𝜕𝑢

𝜕𝑡
             (4.81) 

 



59 
 

 
 

Persamaan (4.81) dapat didiskritisasi sebagai berikut. 

                 
1

2
[(𝑀1)𝑗−1

2

𝑛 + (𝑀1)𝑗−1

2

𝑛−1] = 𝑡𝑛−
1

2 [
𝑢

𝑗−
1
2

𝑛  − 𝑢
𝑗−

1
2

𝑛−1

𝑡𝑛
]   

dengan 

(𝑀1)𝑗−1

2

𝑛 = [𝐴𝑣′ +
𝜂

2
𝑣 + 𝑡(1 − (𝑢)2 + 𝑓𝑣) −

25

16
𝑀𝑡(1 − 𝑢)]

𝑗−
1

2

𝑛
  

                = 𝐴(
𝑣𝑗

𝑛−𝑣𝑗−1
𝑛

ℎ𝑗
) +

𝜂
𝑗−

1
2

2
(𝑣

𝑗−
1

2

𝑛 ) + 𝑡𝑛 (1 − (𝑢
𝑗−

1

2

𝑛 )
2

+

𝑓
𝑗−

1

2

𝑛 𝑣
𝑗−

1

2

𝑛 ) −
25

16
𝑀𝑡𝑛 (1 − 𝑢

𝑗−
1

2

𝑛 )  

 (𝑀1)𝑗−1

2

𝑛−1 = [𝐴𝑣′ +
𝜂

2
𝑣 + 𝑡(1 − (𝑢)2 + 𝑓𝑣) −

25

16
𝑀𝑡(1 − 𝑢)]

𝑗−
1

2

𝑛−1
 

 = 𝐴(
𝑣𝑗

𝑛−1−𝑣𝑗−1
𝑛−1

ℎ𝑗
) +

𝜂
𝑗−

1
2

2
(𝑣

𝑗−
1

2

𝑛−1) + 𝑡𝑛−1 (1 − (𝑢
𝑗−

1

2

𝑛 )
2

+

𝑓
𝑗−

1

2

𝑛−1𝑣
𝑗−

1

2

𝑛−1) −
25

16
𝑀𝑡𝑛−1 (1 − 𝑢

𝑗−
1

2

𝑛−1)  

Sehingga diperoleh 

𝐴 (
𝑣𝑗

𝑛−𝑣𝑗−1
𝑛

ℎ𝑗
) +

𝜂
𝑗−

1
2

2
(𝑣

𝑗−
1

2

𝑛 ) + 𝑡𝑛 (1 − (𝑢
𝑗−

1

2

𝑛 )
2

+ 𝑓
𝑗−

1

2

𝑛 𝑣
𝑗−

1

2

𝑛 ) −

25

16
𝑀𝑡𝑛 (1 − 𝑢

𝑗−
1

2

𝑛 ) + 𝐴 (
𝑣𝑗

𝑛−1−𝑣𝑗−1
𝑛−1

ℎ𝑗
) +

𝜂
𝑗−

1
2

2
(𝑣

𝑗−
1

2

𝑛−1) +  

𝑡𝑛−1 (1 − (𝑢
𝑗−

1

2

𝑛 )
2

+ 𝑓
𝑗−

1

2

𝑛−1𝑣
𝑗−

1

2

𝑛−1) −
25

16
𝑀𝑡𝑛−1 (1 − 𝑢

𝑗−
1

2

𝑛−1)  

= 2
𝑡
𝑛−

1
2

𝑡𝑛 𝑢
𝑗−

1

2

𝑛 − 2
𝑡
𝑛−

1
2

𝑡𝑛 𝑢
𝑗−

1

2

𝑛−1  
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atau dapat ditulis  

𝐴 (
𝑣𝑗

𝑛−𝑣𝑗−1
𝑛

ℎ𝑗
) +

𝜂
𝑗−

1
2

2
(𝑣

𝑗−
1

2

𝑛 ) + 𝑡𝑛 (1 − (𝑢
𝑗−

1

2

𝑛 )
2

+ 𝑓
𝑗−

1

2

𝑛 𝑣
𝑗−

1

2

𝑛 ) −

25

16
𝑀𝑡𝑛 (1 − 𝑢

𝑗−
1

2

𝑛 ) − 2
𝑡
𝑛−

1
2

𝑡𝑛 𝑢
𝑗−

1

2

𝑛 = −𝐴(
𝑣𝑗

𝑛−1−𝑣𝑗−1
𝑛−1

ℎ𝑗
) −

𝜂
𝑗−

1
2

2
(𝑣

𝑗−
1

2

𝑛−1) − 𝑡𝑛−1 (1 − (𝑢
𝑗−

1

2

𝑛 )
2

+ 𝑓
𝑗−

1

2

𝑛−1𝑣
𝑗−

1

2

𝑛−1) +  

25

16
𝑀𝑡𝑛−1 (1 − 𝑢

𝑗−
1

2

𝑛−1) − 2
𝑡
𝑛−

1
2

𝑡𝑛 𝑢
𝑗−

1

2

𝑛−1                                             (4.82) 

 

c. Linierisasi Model 

Setelah mendapatkan hasil dari diskritisasi model, kemudian 

dilakukan linierisasi model pada persamaan (4.78), (4.79), dan 

(4.82) menggunakan metode newton. Bentuk iterasi (𝑖) dari 

metode newton, yaitu. 

 

                               𝑓𝑗
(𝑖+1)

= 𝑓𝑗
(𝑖)

+ 𝛿𝑓𝑗
(𝑖)

  

                              𝑢𝑗
(𝑖+1)

= 𝑢𝑗
(𝑖)

+ 𝛿𝑢𝑗
(𝑖)  

                              𝑣𝑗
(𝑖+1)

= 𝑣𝑗
(𝑖)

+ 𝛿𝑣𝑗
(𝑖)                                             (4.83) 

Substitusikan persamaan (4.83) ke persamaan (4.78), (4.79), dan 

(4.82) sehingga diperoleh. 

(𝛿𝑓𝑗
𝑛 − 𝛿𝑓𝑗−1

𝑛 ) −
ℎ𝑗

2
(𝛿𝑢𝑗

𝑛 + 𝛿𝑢𝑗−1
𝑛 ) = −(𝑓𝑗

𝑛 − 𝑓𝑗−1
𝑛 )  

+
ℎ𝑗

2
(𝑢𝑗

𝑛 + 𝑢𝑗−1
𝑛 )                                                                                  (4.84) 
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(𝛿𝑢𝑗
𝑛 − 𝛿𝑢𝑗−1

𝑛 ) −
ℎ𝑗

2
(𝛿𝑣𝑗

𝑛 + 𝛿𝑣𝑗−1
𝑛 ) = −(𝑢𝑗

𝑛 − 𝑢𝑗−1
𝑛 )  

+
ℎ𝑗

2
(𝑣𝑗

𝑛 + 𝑣𝑗−1
𝑛 )                                                                                  (4.85) 

 

𝐴 (
𝑣𝑗

𝑛−𝑣𝑗−1
𝑛

ℎ𝑗
) + (

𝛿𝑣𝑗
𝑛−𝛿𝑣𝑗−1

𝑛

ℎ𝑗
) +

𝜂
𝑗−

1
2

2
(𝑣

𝑗−
1

2

𝑛 +
𝛿𝑣𝑗

𝑛−𝛿𝑣𝑗−1
𝑛

2
) +   

𝑡𝑛 (1 − (𝑢
𝑗−

1

2

𝑛 +
𝛿𝑢𝑗

𝑛+𝛿𝑢𝑗−1
𝑛

2
)
2

+ (𝑓
𝑗−

1

2

𝑛 +
𝛿𝑓𝑗

𝑛+𝛿𝑓𝑗−1
𝑛

2
) (𝑣

𝑗−
1

2

𝑛 +

𝛿𝑣𝑗
𝑛+𝛿𝑣𝑗−1

𝑛

2
)) −

25

16
𝑀𝑡𝑛 (1 − (𝑢

𝑗−
1

2

𝑛 +
𝛿𝑢𝑗

𝑛+𝛿𝑢𝑗−1
𝑛

2
)) − 2

𝑡
𝑛−

1
2

𝑡𝑛 (𝑢
𝑗−

1

2

𝑛 +

𝛿𝑢𝑗
𝑛+𝛿𝑢𝑗−1

𝑛

2
) = 𝑅1     

atau bisa ditulis 

𝐴 (
𝛿𝑣𝑗

𝑛−𝛿𝑣𝑗−1
𝑛

ℎ𝑗
) +

𝜂
𝑗−

1
2

2
(
𝛿𝑣𝑗

𝑛+𝛿𝑣𝑗−1
𝑛

2
) − 𝑡𝑛2𝑢

𝑗−
1

2

𝑛 (
𝛿𝑢𝑗

𝑛+𝛿𝑢𝑗−1
𝑛

2
)   

−𝑡𝑛 (
𝛿𝑢𝑗

𝑛+𝛿𝑢𝑗−1
𝑛

2
)
2

+ 𝑡𝑛𝑓
𝑗−

1

2

𝑛 (
𝛿𝑣𝑗

𝑛+𝛿𝑣𝑗−1
𝑛

2
) + 𝑡𝑛𝑣

𝑗−
1

2

𝑛 (
𝛿𝑓𝑗

𝑛+𝛿𝑓𝑗−1
𝑛

2
)  

+𝑡𝑛 (
𝛿𝑓𝑗

𝑛+𝛿𝑓𝑗−1
𝑛

2
) (

𝛿𝑣𝑗
𝑛+𝛿𝑣𝑗−1

𝑛

2
) −

25

16
𝑀𝑡𝑛 (

𝛿𝑢𝑗
𝑛+𝛿𝑢𝑗−1

𝑛

2
)  

−2
𝑡
𝑛−

1
2

𝑡𝑛 (
𝛿𝑢𝑗

𝑛+𝛿𝑢𝑗−1
𝑛

2
) = −𝐴 (

𝑣𝑗
𝑛−𝑣𝑗−1

𝑛

ℎ𝑗
) −

𝜂
𝑗−

1
2

2
𝑣
𝑗−

1

2

𝑛 −  

𝑡𝑛 (1 − (𝑢
𝑗−

1

2

𝑛 )
2

+ 𝑓
𝑗−

1

2

𝑛 𝑣
𝑗−

1

2

𝑛 ) −
25

16
𝑀𝑡𝑛 (1 − (𝑢

𝑗−
1

2

𝑛 )) + 2
𝑡
𝑛−

1
2

𝑡𝑛 𝑢
𝑗−

1

2

𝑛   

+𝑅1                                                                                                         (4.86) 
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Selanjutnya sederhanakan persamaan (4.84) - (4.86) dengan cara 

menghilangkan orde tinggi pada 𝛿𝑓𝑗
(𝑖), 𝛿𝑢𝑗

(𝑖), dan 𝛿𝑣𝑗
(𝑖) sehingga 

diperoleh. 

(𝛿𝑓𝑗 − 𝛿𝑓𝑗−1) −
ℎ𝑗

2
(𝛿𝑢𝑗 + 𝛿𝑢𝑗−1) = −(𝑓𝑗

𝑛 − 𝑓𝑗−1
𝑛 )  

+
ℎ𝑗

2
(𝑢𝑗

𝑛 + 𝑢𝑗−1
𝑛 )                                                                                  (4.87) 

(𝛿𝑢𝑗 − 𝛿𝑢𝑗−1) −
ℎ𝑗

2
(𝛿𝑣 + 𝛿𝑣𝑗−1) = −(𝑢𝑗

𝑛 − 𝑢𝑗−1
𝑛 )  

+
ℎ𝑗

2
(𝑣𝑗

𝑛 + 𝑣𝑗−1
𝑛 )                                                                                  (4.88) 

 

𝐴 (
𝛿𝑣𝑗−𝛿𝑣𝑗−1

ℎ𝑗
) +

𝜂
𝑗−

1
2

2
(
𝛿𝑣𝑗+𝛿𝑣𝑗−1

2
) − 𝑡𝑛2𝑢

𝑗−
1

2

𝑛 (
𝛿𝑢𝑗+𝛿𝑢𝑗−1

2
)  

−𝑡𝑛 (
𝛿𝑢𝑗+𝛿𝑢𝑗−1

2
)
2

+ 𝑡𝑛𝑓
𝑗−

1

2

𝑛 (
𝛿𝑣𝑗+𝛿𝑣𝑗−1

2
) + 𝑡𝑛𝑣

𝑗−
1

2

𝑛 (
𝛿𝑓𝑗+𝛿𝑓𝑗−1

2
)  

+𝑡𝑛 (
𝛿𝑓𝑗+𝛿𝑓𝑗−1

2
)(

𝛿𝑣𝑗+𝛿𝑣𝑗−1

2
) −

25

16
𝑀𝑡𝑛 (

𝛿𝑢𝑗+𝛿𝑢𝑗−1

2
)  

−2
𝑡
𝑛−

1
2

𝑡𝑛
(
𝛿𝑢𝑗+𝛿𝑢𝑗−1

2
) = −𝐴(

𝑣𝑗
𝑛−𝑣𝑗−1

𝑛

ℎ𝑗
) −

𝜂
𝑗−

1
2

2
𝑣
𝑗−

1

2

𝑛 −   

𝑡𝑛 (1 − (𝑢
𝑗−

1

2

𝑛 )
2

+ 𝑓
𝑗−

1

2

𝑛 𝑣
𝑗−

1

2

𝑛 ) −
25

16
𝑀𝑡𝑛 (1 − (𝑢

𝑗−
1

2

𝑛 )) + 2
𝑡
𝑛−

1
2

𝑡𝑛 𝑢
𝑗−

1

2

𝑛    

+𝑅1                                                                                                         (4.89) 

Persamaan (4.87) – (4.89) dapat ditulis sebagai berikut. 

(𝛿𝑓𝑗 − 𝛿𝑓𝑗−1) −
ℎ𝑗

2
(𝛿𝑢𝑗 + 𝛿𝑢𝑗−1) = (𝑝1)𝑗                                   (4.90) 

(𝛿𝑢𝑗 − 𝛿𝑢𝑗−1) −
ℎ𝑗

2
(𝛿𝑣 + 𝛿𝑣𝑗−1) = (𝑝2)𝑗                                    (4.91) 
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(𝑎1)𝑗𝛿𝑣𝑗 + (𝑎2)𝑗𝛿𝑣𝑗−1 + (𝑎3)𝑗𝛿𝑓𝑗 + (𝑎4)𝑗𝛿𝑓𝑗−1 + (𝑎5)𝑗𝛿𝑢𝑗 +

(𝑎6)𝑗𝛿𝑢𝑗−1 = (𝑝3)𝑗                                                                             (4.92) 

dengan melakukan pemisalan pada (𝑝1)𝑗 , (𝑝2)𝑗 , dan (𝑝3)𝑗 sebagai 

berikut. 

(𝑝1)𝑗 = −(𝑓𝑗
𝑛 − 𝑓𝑗−1

𝑛 ) +
ℎ𝑗

2
(𝑢𝑗

𝑛 + 𝑢𝑗−1
𝑛 )  

(𝑝2)𝑗 = −(𝑢𝑗
𝑛 − 𝑢𝑗−1

𝑛 ) +
ℎ𝑗

2
(𝑣𝑗

𝑛 + 𝑣𝑗−1
𝑛 )  

(𝑝3)𝑗 = −𝐴(
𝑣𝑗

𝑛−𝑣𝑗−1
𝑛

ℎ𝑗
) −

𝜂
𝑗−

1
2

2
𝑣
𝑗−

1

2

𝑛 − 𝑡𝑛 (1 − (𝑢
𝑗−

1

2

𝑛 )
2

+ 𝑓
𝑗−

1

2

𝑛 𝑣
𝑗−

1

2

𝑛 )    

 −
25

16
𝑀𝑡𝑛 (1 − (𝑢

𝑗−
1

2

𝑛 )) + 2
𝑡
𝑛−

1
2

𝑡𝑛 𝑢
𝑗−

1

2

𝑛 − 𝐴(
𝑣𝑗

𝑛−1−𝑣𝑗−1
𝑛−1

ℎ𝑗
) −

 
𝜂

𝑗−
1
2

2
(𝑣

𝑗−
1

2

𝑛−1) − 𝑡𝑛−1 (1 − (𝑢
𝑗−

1

2

𝑛 )
2

+ 𝑓
𝑗−

1

2

𝑛−1𝑣
𝑗−

1

2

𝑛−1) +    

25

16
𝑀𝑡𝑛−1 (1 − 𝑢

𝑗−
1

2

𝑛−1) − 2
𝑡
𝑛−

1
2

𝑡𝑛 𝑢
𝑗−

1

2

𝑛−1  

 (𝑎1)𝑗 =
𝐴

ℎ𝑗
+

𝜂
𝑗−

1
2

4
+

1

2
𝑡𝑛𝑓

𝑗−
1

2

𝑛  

(𝑎2)𝑗 = −
𝐴

ℎ𝑗
+

𝜂
𝑗−

1
2

4
+

1

2
𝑡𝑛𝑓

𝑗−
1

2

𝑛   

(𝑎3)𝑗 =
1

2
𝑡𝑛𝑣

𝑗−
1

2

𝑛   

(𝑎4)𝑗 = (𝑎3)𝑗   

(𝑎5)𝑗 = −𝑡𝑛𝑢
𝑗−

1

2

𝑛 −
25

32
𝑀𝑡𝑛 −

𝑡
𝑛−

1
2

𝑡𝑛   

(𝑎6)𝑗 = (𝑎5)𝑗   
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Berdasarkan kondisi batas pada persamaan similaritas, maka 

didapatkan kondisi batas sebagai berikut. 

𝛿𝑓0 = 0, 𝛿𝑢0 = 0, 𝛿𝑢𝑁 = 0  

 

d. Penyelesaian Linierisasi Model 

Persamaan linier (4.90) – (4.92) akan diselesaikan dengan 

teknik eliminasi blok. Dalam metode Keller-Box, elemen-elemen 

pada blok tridiagonal adalah matriks blok. Sehingga dalam 

penyelesaiannya perlu ditentukan elemen-elemen matriks blok 

tridiagonal pada persamaan (4.90) – (4.92) dengan membentuknya 

menjadi tiga kondisi, yaitu saat 𝐽 = 1, 𝐽 = 𝑁 − 1, dan 𝐽 = 𝑁 

1. Kondisi saat 𝐽 = 1, persamaan (4.90) – (4.92) menjadi 

 (𝛿𝑓1 − 𝛿𝑓0) −
ℎ1

2
(𝛿𝑢1 + 𝛿𝑢0) = (𝑝1)1                                   (4.93) 

 (𝛿𝑢1 − 𝛿𝑢0) −
ℎ1

2
(𝛿𝑣1 + 𝛿𝑣0) = (𝑝2)1                                  (4.94) 

(𝑎1)1𝛿𝑣1 + (𝑎2)1𝛿𝑣0 + (𝑎3)1𝛿𝑓1 + (𝑎4)1𝛿𝑓0 + (𝑎5)1𝛿𝑢1 

+(𝑎6)1𝛿𝑢0 = (𝑝3)1                                                                    (4.95) 

dari kondisi batas yang sudah diketahui yaitu 𝛿𝑓0 = 0, 𝛿𝑢0 =

0, 𝛿𝑢𝑁 = 0 maka persamaan (4.93) – (4.95) dapat dibentuk ke 

dalam matriks di bawah ini. 

[

0 1 0

−
ℎ1

2
0 −

ℎ1

2

(𝑎2)1 (𝑎3)1 (𝑎1)1

] [
𝛿𝑣0

𝛿𝑓1
𝛿𝑣1

] + [
−

ℎ1

2
0 0

1 0 0
(𝑎5)1 0 0

] [
𝛿𝑢1

𝛿𝑓2
𝛿𝑣2

] = [

(𝑝1)1
(𝑝2)1
(𝑝3)1

]  
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Pada kondisi ini, matriks dapat ditulis sebagai berikut. 

                              [𝐴1][𝛿1] + [𝐶1][𝛿2] = [𝑝1]  

 

2. Kondisi saat 𝐽 = 𝑁 − 1, persamaan (4.90) – (4.92) menjadi 

(𝛿𝑓𝑁−1 − 𝛿𝑓𝑁−2) −
ℎ𝑁−1

2
(𝛿𝑢𝑁−1 + 𝛿𝑢𝑁−2) = (𝑝1)𝑁−1      (4.96) 

(𝛿𝑢𝑁−1 − 𝛿𝑢𝑁−2) −
ℎ𝑁−1

2
(𝛿𝑣𝑁−1 + 𝛿𝑣𝑁−2) = (𝑝2)𝑁−1     (4.97) 

      (𝑎1)𝑁−1𝛿𝑣𝑁−1 + (𝑎2)𝑁−1𝛿𝑣𝑁−2 + (𝑎3)𝑁−1𝛿𝑓𝑁−1  

      +(𝑎4)𝑁−1𝛿𝑓𝑁−2 + (𝑎5)𝑁−1𝛿𝑢𝑁−1 + 

(𝑎6)𝑁−1𝛿𝑢𝑁−2 = (𝑝3)𝑁−1                                                           (4.98)                        

Maka persamaan (4.96) – (4.98) dapat dibentuk ke dalam matriks 

di bawah ini. 

[

0 −1 0

0 0 −
ℎ𝑁−1

2

0 (𝑎4)𝑁−1 (𝑎2)𝑁−1

] [
𝛿𝑣𝑁−3

𝛿𝑓𝑁−2

𝛿𝑣𝑁−2

] +

[
 
 
 −

ℎ𝑁−1

2
1 0

−1 0 −
ℎ𝑁−1

2

(𝑎6)𝑁−1 (𝑎3)𝑁−1 (𝑎1)𝑁−1]
 
 
 
[
𝛿𝑢𝑁−2

𝛿𝑓𝑁−1

𝛿𝑣𝑁−1

] +

[
−

ℎ𝑁−1

2
0 0

1 0 0
(𝑎5)𝑁−1 0 0

] [
𝛿𝑢𝑁−1

𝛿𝑓𝑁
𝛿𝑣𝑁

] = [

(𝑝1)𝑁−1

(𝑝2)𝑁−1

(𝑝3)𝑁−1

]    

 

Pada kondisi ini, matriks dapat ditulis sebagai berikut. 

[𝐵𝑗][𝛿𝑗−1] + [𝐴𝑗][𝛿𝑗] + [𝐶𝑗][𝛿𝑗+1] = [𝑝𝑗],    ∀ 𝐽 = 2, 3, … ,𝑁 − 1   



66 
 

 
 

3. Kondisi saat 𝐽 = 𝑁, persamaan (4.90) – (4.92)  menjadi 

(𝛿𝑓𝑁 − 𝛿𝑓𝑁−1) −
ℎ𝑁

2
(𝛿𝑢𝑁 + 𝛿𝑢𝑁−1) = (𝑝1)𝑁                       (4.99) 

(𝛿𝑢𝑁 − 𝛿𝑢𝑁−1) −
ℎ𝑁

2
(𝛿𝑣𝑁 + 𝛿𝑣𝑁−1) = (𝑝2)𝑁                   (4.100) 

      (𝑎1)𝑁𝛿𝑣𝑁 + (𝑎2)𝑁𝛿𝑣𝑁−1 + (𝑎3)𝑁𝛿𝑓𝑁 + (𝑎4)𝑁𝛿𝑓𝑁−1  

      +(𝑎5)𝑁𝛿𝑢𝑁 + (𝑎6)𝑁𝛿𝑢𝑁−1 = (𝑝3)𝑁                                      (4.101) 

Maka persamaan (4.99) – (4.101) dapat dibentuk ke dalam 

matriks di bawah ini. 

[

0 −1 0

−
ℎ𝑁

2
0 −

ℎ𝑁

2

0 (𝑎4)𝑁 (𝑎2)𝑁

] [
𝛿𝑣𝑁−2

𝛿𝑓𝑁−1

𝛿𝑣𝑁−1

] +

[
 
 
 −

ℎ𝑁

2
1 0

−1 0 −
ℎ𝑁

2

(𝑎6)𝑁 (𝑎3)𝑁 (𝑎1)𝑁]
 
 
 
[
𝛿𝑢𝑁−1

𝛿𝑓𝑁
𝛿𝑣𝑁

] = [

(𝑝1)𝑁

(𝑝2)𝑁

(𝑝3)𝑁

]  

 

Pada kondisi ini, matriks dapat ditulis sebagai berikut. 

                              [𝐵𝑗][𝛿𝑗−1] + [𝐴𝑗][𝛿𝑗] = [𝑝𝑗]  

Sehingga untuk  𝐽 = 1, 2, 3, 𝑁 − 1,𝑁 secara sederhana dapat 

ditulis. 

𝐽 = 1            → [𝐴1][𝛿1] + [𝐶1][𝛿2] = [𝑝1] 

𝐽 = 2            → [𝐵2][𝛿1] + [𝐴2][𝛿2] + [𝐶2][𝛿3] = [𝑝2]  

𝐽 = 3            → [𝐵3][𝛿2] + [𝐴3][𝛿3] + [𝐶3][𝛿4] = [𝑝3] 

    ⋮  
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𝐽 = 𝑁 − 1 → [𝐵𝑁−1][𝛿𝑁−2] + [𝐴𝑁−1][𝛿𝑁−1] + [𝐶𝑁−1][𝛿𝑁] =

[𝑝𝑁−1]  

𝐽 = 𝑁          → [𝐵𝑁][𝛿𝑁−1] + [𝐴𝑁][𝛿𝑁] = [𝑝𝑁] 

 

atau dapat ditulis 

                                                    𝐴𝛿 = 𝑝                                             (4.102) 

 

dengan 

𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 
[𝐴1] [𝐶1]

[𝐵2] [𝐴2] [𝐶2]

 [𝐵3] [𝐴3] ⋱

⋱ ⋱ [𝐶𝑁−2]

[𝐵𝑁−1] [𝐴𝑁−1] [𝐶𝑁−1]

[𝐵𝑁] [𝐴𝑁] ]
 
 
 
 
 
 

  

 𝛿 =

[
 
 
 
 

[𝛿1]

[𝛿2]
⋮

[𝛿𝑁−1]

[𝛿𝑁] ]
 
 
 
 

  

𝑝 =

[
 
 
 
 

[𝑝1]

[𝑝2]
⋮

[𝑝𝑁−1]

[𝑝𝑁] ]
 
 
 
 

  

Dari persamaan (4.102) diperoleh bahwa matriks A memiliki 

elemen-elemen bukan nol pada tiga diagonal utama dan bernilai 

nol selain dari tiga diagonal utama. Oleh karena itu, persamaan 
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(4.102) dapat diselesaikan menggunakan eliminasi blok(Widodo 

et al., 2017). Diasumsikan bahwa matriks A merupakan matriks 

tidak singular sehingga difaktorkan menjadi. 

                                                      𝐴 = 𝐿𝑈                                           (4.103) 

dengan masing-masing L dan U sebagai berikut. 

𝐿 =

[
 
 
 
 
 
 
[𝛼1]

[𝐵2] [𝛼2]

[𝐵3] ⋱

⋱ ⋱
[𝐵𝑁−1] [𝛼𝑁−1]

[𝐵𝑁] [𝛼𝑁]]
 
 
 
 
 
 

  

 

𝑈 =

[
 
 
 
 
 
[𝐼] [Γ1]

[𝐼] [Γ2]

⋱ ⋱
⋱ ⋱

[𝐼] [Γ𝑁−1]

[𝐼] ]
 
 
 
 
 

  

 

[𝐼] adalah matriks identitas berukuran 3 × 3, sedangkan [𝛼𝑗] dan 

[Γ𝑗] adalah matriks berukuran 3 × 3 yang penentuan elemennya 

dari persamaan berikut. 

  [𝛼1] = [𝐴1]  

  [𝛼1][Γ1] = [𝐶1]  

  [𝛼𝑗] = [𝐴𝑗] − [𝐵𝑗][Γ𝑗−1], 𝐽 = 2, 3, … , 𝑁  

  [𝛼𝑗][Γ𝑗] = [C𝑗],    𝐽 = 2, 3, … , 𝑁 − 1    
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Substitusikan persamaan (4.103) ke persamaan (4.102) sehingga 

diperoleh.    

                                                   𝐿𝑈𝛿 = 𝑝                                            (4.104)        

didefinisikan bahwa 

                                                  𝑈𝛿 = 𝑊                                            ( 4.105) 

Maka persamaan (4.104) menjadi 

                                                𝐿𝑊 = 𝑝                                               (4.106) 

dengan 

𝑊 =

[
 
 
 
 

[𝑊1]

[𝑊2]
⋮

[𝑊𝑁−1]

[𝑊𝑁] ]
 
 
 
 

  

[𝑊𝑗] adalah matriks berukuran 3×1 yang penentuan elemennya 

dari persamaan (4.106), yaitu. 

  [𝛼1][W1] = [𝑝1]  

  [𝛼𝑗][W𝑗] = [p𝑗] − [B𝑗][W𝑗−1], 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁  

Setelah itu, akan dilakukan penentuan untuk mencari 

penyelesaian (𝛿) dari persamaan (4.105), yaitu. 

  [𝛿𝑗] = [W𝑗]  

  [𝛿𝑗] = [W𝑗] − [Γ𝑗][𝛿𝑗+1], 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 − 1  

Ketika nilai (𝛿) sudah diperoleh, maka untuk persamaan (4.90) – 

(4.92) dapat digunakan sebagai penyelesaian persamaan (4.83) 

sampai iterasi pada konvergen terpenuhi. Menurut Alwawi et al., 
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(2020) parameter v(0,t) dianggap sebagai kriteria konvergen 

sehingga perhitungan diulang sampai kriteria konvergen 

terpenuhi dan iterasi berhenti ketika [𝛿𝑣0
(𝑖)

] < 𝜀1 , penelitian ini 

menggunakan nilai 𝜀1 = 10−5 (Alwawi et al., 2020). 

 

G. Analisis Hasil Simulasi Numerik 

Setelah memperoleh hasil penyelesaian model matematika 

secara numerik dengan metode Keller-Box. Langkah selanjutnya 

yaitu melakukan simulasi menggunakan software MATLAB R2015a 

dengan menginputkan hasil penyelesaian model matematika  pada 

Keller-Box serta memberikan variasi parameter fraksi volume (𝜒) 

dan variasi parameter magnetik (𝑀) yang bertujuan untuk 

mengetahui pengaruh parameter tersebut terhadap profil kecepatan 

pada aliran fluida nano yang melewati silinder vertikal. Simulasi 

yang dilakukan menggunakan banyaknya partisi eta sebanyak 75 

(𝜂 = 75) dengan Δ𝜂 = ℎ𝑗 = 0.1 dan partisi waktu sebanyak 25 

(𝑡 = 25)  dengan Δ𝑡 = 0.01. Penelitian ini menggunakan fluida nano 

sehingga terdiri dari fluida dasar dan partikel nano. Partikel nano 

yang digunakan yaitu Li dan Li2O dengan fluida dasar air murni dan 

air laut. Masing-masing dari partikel nano dan fluida dasar 

mempunyai nilai kerapatan (𝜌), kapasitas kalor (𝑐𝑝), koefisien muai 

panas (𝛽), dan konduktivitas termal (𝑘) seperti tabel 2.1.  
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Analisis simulasi masing-masing variasi parameter dengan 

fluida nano sebagai berikut. 

a. Pengaruh Parameter Fraksi Volume (𝛘) pada Partikel Nano 

Li 

Tujuan simulasi ini yaitu untuk mengetahui pengaruh 

parameter fraksi volume  terhadap profil kecepatan aliran fluida 

dengan partikel nano Li serta fluida dasar air murni dan air laut. 

Variasi nilai parameter fraksi volume yang diberikan pada penelitian 

ini, yaitu (χ) = 0.1, 0.145, 0.15, 0.185, 0.2 dengan nilai awal dari 

parameter magnetik sebesar 𝑀 = 1. Menurut Kandasamy, Zailani, et 

al., (2017), variasi parameter fraksi volume berkisar antara 0.1 

sampai 0.2 (0.1 ≤ χ ≤ 0.2). Profil kecepatan dengan variasi 

parameter fraksi volume ditunjukkan pada gambar 4.3 dan 4.4 

berikut.  

    

  Gambar 4.3 Kurva Kecepatan Parameter Fraksi Volume Li-air  

murni 
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   Gambar 4.4 Kurva Kecepatan Parameter Fraksi Volume Li-air 

laut 

Hasil dari gambar 4.3 dan gambar 4.4 menunjukkan bahwa 

kecepatan aliran fluida mengalami kenaikan pada saat 𝑓′ = 0 

sampai dengan 𝑓′ ≈ 1. Saat divariasikan dengan peningkatan 

parameter fraksi volume, kecepatan aliran fluida mengalami 

penurunan. Hal ini terjadi karena adanya pengaruh dari 

banyaknya jumlah fraksi volume partikel nano yang bertambah 

pada fluida. Jika nilai fraksi volume partikel nano semakin besar 

maka gesekan antar partikel yang terjadi juga semakin besar. Dari 

gesekan antar partikel ini yang mengakibatkan kecepatan 

mengalami penurunan seiring dengan meningkatnya nilai fraksi 

volume.  
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b. Pengaruh Parameter Fraksi Volume (𝛘) pada Partikel Nano 

Li2O 

Tujuan simulasi ini yaitu untuk mengetahui pengaruh 

parameter fraksi volume  terhadap profil kecepatan aliran fluida 

dengan partikel nano Li2O serta fluida dasar air murni dan air laut. 

Variasi nilai parameter fraksi volume yang diberikan pada penelitian 

ini, yaitu (χ) = 0.1, 0.145, 0.15, 0.185, 0.2 dengan nilai awal dari 

parameter magnetik sebesar 𝑀 = 1. Menurut Kandasamy, Zailani, et 

al., (2017), variasi parameter fraksi volume berkisar antara 0.1 

sampai 0.2 (0.1 ≤ χ ≤ 0.2). Profil kecepatan dengan variasi 

parameter fraksi volume ditunjukkan pada gambar 4.5 dan 4.6 

berikut. 

   

 Gambar 4.5 Kurva Kecepatan Parameter Fraksi Volume Li2O-air 

murni 
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 Gambar 4.6 Kurva Kecepatan Parameter Fraksi Volume Li2O-air 

laut 

Hasil dari gambar 4.5 dan gambar 4.6 menunjukkan bahwa 

kecepatan aliran fluida mengalami kenaikan pada saat 𝑓′ = 0 

sampai dengan 𝑓′ ≈ 1. Saat divariasikan dengan peningkatan 

parameter fraksi volume, kecepatan aliran fluida mengalami 

penurunan. Hal ini terjadi karena adanya pengaruh dari 

banyaknya jumlah fraksi volume partikel nano yang bertambah 

pada fluida. Jika nilai fraksi volume partikel nano semakin besar 

maka gesekan antar partikel yang terjadi juga semakin besar. Dari 

gesekan antar partikel ini yang mengakibatkan kecepatan 

mengalami penurunan seiring dengan meningkatnya nilai fraksi 

volume. 
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c. Pengaruh Parameter Magnetik (𝐌) pada Partikel Nano Li 

Tujuan simulasi ini yaitu untuk mengetahui pengaruh medan 

magnet pada silinder dengan memvariasikan parameter magnetik 

terhadap profil kecepatan aliran fluida dengan partikel nano Li serta 

fluida dasar air murni dan air laut dengan merujuk pada nilai variasi 

parameter magnetik pada tabel 4.1 berikut. 

          Tabel 4.1 Variasi Parameter Magnetik 

Benda Bermagnet Nilai Variasi Magnetik 

Besi 1.3 

Kobalt 1.8 

Baja 2 

Seng 2.3 

 

Variasi nilai parameter magnetik (𝑀) = 0, 1.3, 1.8, 2, 2.3 dengan 

nilai awal dari parameter fraksi volume sebesar 𝜒 = 0.1. Profil 

kecepatan dengan variasi parameter magnetik ditunjukkan pada 

gambar 4.7 dan 4.8 berikut. 
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Gambar 4.7 Kurva Kecepatan Parameter Magnetik Li-air murni 

 

           

Gambar 4.8 Kurva Kecepatan Parameter Magnetik Li-air laut 

Hasil dari gambar 4.7 dan gambar 4.8 menunjukkan bahwa 

kecepatan aliran fluida mengalami kenaikan pada saat 𝑓′ = 0 sampai 

dengan 𝑓′ ≈ 1. Saat divariasikan dengan peningkatan variasi 

parameter magnetik, kecepatan aliran fluida mengalami penurunan. 

Hal ini terjadi karena adanya pengaruh medan magnet dari gaya 
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Lorentz pada silinder sehingga aliran fluida tersebut menerima gaya 

Lorentz atau dapat dilihat secara matematis bahwa parameter 

magnetik berbanding lurus dengan gaya Lorentz sesuai dengan 

rumus 𝑀 =
𝜎(𝐵0)2𝑎

𝜌𝑓𝑛𝑈∞
 yang artinya  𝑀 berbanding lurus dengan 𝐵0 

sehingga meningkatnya parameter magnetik dan medan magnet 

dari gaya Lorentz mengakibatkan kecepatan fluida semakin 

menurun. 

 

d. Pengaruh Parameter Magnetik (𝐌) pada Partikel Nano Li2O  

Tujuan simulasi ini yaitu untuk mengetahui pengaruh medan 

magnet pada silinder dengan memvariasikan parameter magnetik 

terhadap profil kecepatan aliran fluida dengan partikel nano Li2O 

serta fluida dasar air murni dan air laut dengan merujuk pada nilai 

variasi parameter magnetik pada tabel 4.1. 

Variasi nilai parameter magnetik (𝑀) = 0, 1.3, 1.8, 2, 2.3 dengan 

nilai awal dari parameter fraksi volume sebesar 𝜒 = 0.1. Profil 

kecepatan dengan variasi parameter magnetik ditunjukkan pada 

gambar 4.9 dan 4.10 berikut. 
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Gambar 4.9 Kurva Kecepatan Parameter Magnetik Li2O-air murni 

 

      

Gambar 4.10 Kurva Kecepatan Parameter Magnetik Li2O-air laut 

Hasil dari gambar 4.9 dan gambar 4.10 menunjukkan bahwa 

kecepatan aliran fluida mengalami kenaikan pada saat 𝑓′ = 0 sampai 

dengan 𝑓′ ≈ 1. Saat divariasikan dengan peningkatan variasi 
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parameter magnetik, kecepatan aliran fluida mengalami penurunan. 

Hal ini terjadi karena adanya pengaruh medan magnet dari gaya 

Lorentz pada silinder sehingga aliran fluida tersebut menerima gaya 

Lorentz atau dapat dilihat secara matematis bahwa parameter 

magnetik berbanding lurus dengan gaya Lorentz sesuai dengan 

rumus 𝑀 =
𝜎(𝐵0)2𝑎

𝜌𝑓𝑛𝑈∞
 yang artinya  𝑀 berbanding lurus dengan 𝐵0 

sehingga meningkatnya parameter magnetik dan medan magnet 

dari gaya Lorentz mengakibatkan kecepatan fluida semakin 

menurun. 

 

e. Perbadingan Partikel Nano Li dan Li2O Terhadap Pengaruh 

Parameter Fraksi Volume (𝛘)  

Pada tahap ini dilakukan perbandingan antara partikel nano Li-

air murni, Li-air laut, Li2O-air murni, dan Li2O-air laut terhadap 

variasi parameter fraksi volume untuk memperoleh partikel mana 

yang paling efektif dan baik terhadap profil kecepatan fluida.  

Hasil dari gambar 4.11 menunjukkan bahwa pada variasi 

parameter fraksi volume, partikel Li2O-air murni  memiliki kecepatan 

gerak fluida yang lebih baik atau lebih efektif dibandingkan partikel 

Li-air murni, Li-air laut, dan Li2O-air laut karena pada saat 

 0 < 𝜂 < 45, kecepatan partikel Li2O-air murni selalu meningkat dari 

0.55 sampai 0.98 dan berada paling atas dari partikel lainnya sesuai 

dari gambar tersebut.  
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  Gambar 4.11 Perbandingan Kecepatan Fluida Li-air murni, Li-air 

laut, Li2O-air murni dan Li2O-air laut  Terhadap 

Parameter Fraksi Volume 

 

f. Perbadingan Partikel Nano Li dan Li2O Terhadap Pengaruh 

Parameter Magnetik (𝐌) 

Pada tahap ini dilakukan perbandingan antara partikel nano Li-

air murni, Li-air laut, Li2O-air murni, dan Li2O-air laut terhadap 

variasi parameter magnetik untuk memperoleh partikel mana yang 

paling efektif dan baik terhadap profil kecepatan fluida. 

Hasil dari gambar 4.12 menunjukkan bahwa pada variasi 

parameter magnetik, partikel Li2O-air murni  memiliki kecepatan 

gerak fluida yang lebih baik atau lebih efektif dibandingkan partikel 

Li-air murni, Li-air laut, dan Li2O-air laut karena saat 0 < 𝜂 < 40,  
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kecepatan partikel Li2O-air murni selalu meningkat dari 0.5 sampai 

0.96 dan berada paling atas dari partikel lainnya sesuai dari gambar 

tersebut. 

 

          

 Gambar 4.12 Perbandingan Kecepatan Fluida Li-air murni, Li-

air laut, Li2O-air murni dan Li2O-air laut  Terhadap 

Parameter Magnetik 
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BAB V 

PENUTUP 

 

A. Kesimpulan 

Berdasarkan analisis dan pembahasan mengenai pengaruh 

fraksi volume terhadap partikel nano pada aliran fluida nano 

Newtonian, dapat diambil kesimpulan dan saran sebagai berikut. 

1. Model matematika aliran fluida nano Newtonian  melewati 

silinder vertikal dilandaskan pada turunan dari hukum 

kekekalan massa dan hukum kedua Newton sehingga 

diperoleh persamaan pembangun dimensional dari 

penyederhanaan persamaan pada aliran fluida nano yaitu 

persamaan kontinuitas dan persamaan momentum. Setelah 

itu, Persamaan pembangun dimensional dikonversikan 

menjadi bentuk persamaan non-dimensional dan 

disederhanakan menjadi persamaan satu variabel 

(similaritas) menggunakan fungsi alir. 

2. Hasil persamaan similaritas yang didapatkan kemudian 

diselesaikan menggunakan metode Keller-Box dengan 

melakukan pemisalan notasi, diskritisasi model, linierisasi 

model, kemudian melakukan penyelesaian linierisasi dengan 

eliminasi matriks blok. 
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3. Hasil simulasi secara numerik melibatkan variasi parameter 

fraksi volume dan variasi parameter magnetik dengan 

partikel nano Li dan Li2O  dan fluida dasar air murni serta air 

laut. Sehingga didapatkan: 

a. Apabila variasi nilai parameter fraksi volume 

ditingkatkan (χ) = 0.1, 0.145, 0.15, 0.185, 0.2 maka 

kecepatan aliran fluida akan menurun.  

b. Apabila variasi nilai parameter magnetik ditingkatkan 

(𝑀) = 0, 1.3, 1.8, 2, 2.3  maka kecepatan aliran fluida 

akan menurun. 

c. Pada variasi parameter fraksi volume, partikel Li2O-air 

murni  memiliki kecepatan gerak fluida yang lebih baik 

atau lebih efektif dibandingkan partikel Li-air murni, Li-

air laut, dan Li2O-air laut karena pada saat 0 < 𝜂 < 45, 

kecepatan partikel Li2O-air murni selalu meningkat dari 

0.55 sampai 0.98 dan berada paling atas dari partikel 

lainnya. 

d. Pada variasi parameter magnetik, partikel Li2O-air murni  

memiliki kecepatan gerak fluida yang lebih baik atau 

lebih efektif dibandingkan partikel Li-air murni, Li-air 

laut, dan Li2O-air laut karena pada saat 0 < 𝜂 < 40, 

kecepatan partikel Li2O-air murni  selalu meningkat dari 
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0.5 sampai 0.96 dan berada paling atas dari partikel 

lainnya.  

 

B. Saran 

Penelitian ini dilakukan pada titik stagnansi terdekat yaitu 

ketika nilai 𝑥 = 0 serta tidak melibatkan pengaruh dari konveksi 

campuran. Diharapkan untuk penelitian selanjutnya dilakukan pada 

titik stagnasi 𝑥 ≠ 0 tanpa melibatkan pengaruh konveksi. 
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LAMPIRAN 

Lampiran 1 Mengubah Persamaan Dimensional ke Persamaan   

non-dimensional  

Persamaan Kontinuitas 

                                          
𝜕𝑢

𝜕�̅�
+

𝜕�̅�

𝜕�̅�
= 0  

Dengan substitusi variabel 

            𝑥 =
�̅�

𝑎
  ; 𝑦 = 𝑅𝑒1/2 (

�̅�

𝑎
)  ; 𝑢 =

𝑢

𝑈∞
  ; 𝑣 = 𝑅𝑒1/2 (

�̅�

𝑈∞
)  

Sehingga diperoleh persamaan kontinuitas non-dimensional 

berikut. 

                                 
𝜕(𝑢𝑈∞)

𝜕(𝑥𝑎)
+

𝜕(𝑣𝑈∞𝑅𝑒−1/2)

𝜕(𝑦𝑎 𝑅𝑒−1/2)
= 0  

                                
𝑈∞ 𝜕(𝑢)

𝑎 𝜕(𝑥)
+

𝑈∞𝑅𝑒−1/2 𝜕(𝑣)

𝑎 𝑅𝑒−1/2 𝜕(𝑦)
= 0  

                                        
𝑈∞

𝑎

 𝜕(𝑢)

 𝜕(𝑥)
+

𝑈∞

𝑎

 𝜕(𝑣)

  𝜕(𝑦)
= 0  

                                         
𝑈∞

𝑎
(
 𝜕(𝑢)

 𝜕(𝑥)
+

 𝜕(𝑣)

  𝜕(𝑦)
) = 0  

                                               (
 𝜕(𝑢)

 𝜕(𝑥)
+

 𝜕(𝑣)

  𝜕(𝑦)
) = 0  
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Persamaan Momentum Sumbu-x 

𝜌𝑓𝑛 (
𝜕𝑢

𝜕𝑡̅
+ �̅�

𝜕𝑢

𝜕�̅�
+ �̅�

𝜕𝑢

𝜕�̅�
) = −

𝜕�̅�

𝜕�̅�
+ 𝜇𝑓𝑛 (

𝜕2𝑢

𝜕�̅�2 +
𝜕2𝑢

𝜕�̅�2
)  

                                              +𝜎(𝑏 + 𝐵0)
2�̅� − 𝜌𝑓𝑛 𝑔�̅�  

Perhitungan pada ruas kiri: 

𝜌𝑓𝑛 (
𝜕𝑢

𝜕𝑡̅
+ �̅�

𝜕𝑢

𝜕�̅�
+ �̅�

𝜕𝑢

𝜕�̅�
) = 𝜌𝑓𝑛 (

𝜕(𝑢𝑈∞)

𝜕(
𝑎𝑡

𝑈∞
)

+ (𝑢𝑈∞)
𝜕(𝑢𝑈∞)

𝜕(𝑥𝑎)
+

 (
𝑣𝑈∞

𝑅𝑒1/2
)

𝜕(𝑢𝑈∞)

𝜕(𝑎𝑦𝑅𝑒−1/2)
)  

                                             = 𝜌𝑓𝑛 (
𝑈∞

2

𝑎

𝜕(𝑢)

𝜕(𝑡)
+

𝑈∞
2

𝑎
𝑢

𝜕(𝑢)

𝜕(𝑥)
+

 
𝑈∞

2

𝑎
𝑣

𝜕(𝑢)

𝜕(𝑦)
)  

                                            = 𝜌𝑓𝑛
𝑈∞

2

𝑎
(
𝜕(𝑢)

𝜕(𝑡)
+ 𝑢

𝜕(𝑢)

𝜕(𝑥)
+  𝑣

𝜕(𝑢)

𝜕(𝑦)
)  

Perhitungan pada ruas kanan: 

−
𝜕�̅�

𝜕�̅�
+ 𝜇𝑓𝑛 (

𝜕2𝑢

𝜕�̅�2 +
𝜕2𝑢

𝜕�̅�2
) + 𝜎(𝑏 + 𝐵0)

2�̅� − 𝜌𝑓𝑛 𝑔�̅�  

⟺ −
𝜕(𝑝𝜌𝑓𝑛𝑈∞

2)

𝜕(𝑥𝑎)
+ 𝜇𝑓𝑛 (

𝜕2(𝑢𝑈∞)

𝜕(𝑥𝑎)2
+

𝜕2(𝑢𝑈∞)

𝜕(𝑎𝑦𝑅𝑒−1/2)
2) + 𝜎(𝑏 +

 𝐵0)
2(𝑢𝑈∞) − 𝜌𝑓𝑛 (−𝑔 𝑠𝑖𝑛 (

𝑎𝑥

𝑎
))  
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   ⟺ −
𝜌𝑓𝑛𝑈∞

2

𝑎

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜇𝑓𝑛 (

𝑈∞

𝑎2

𝜕2(𝑢)

𝜕(𝑥)2
+

𝑈∞

𝑎2 𝑅𝑒
𝜕2(𝑢)

𝜕(𝑦)2
) + 𝜎(𝑏 +

 𝐵0)
2(𝑢𝑈∞) + 𝜌𝑓𝑛  𝑔𝑠𝑖𝑛𝑥  

   ⟺ −
𝜌𝑓𝑛𝑈∞

2

𝑎

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜇𝑓𝑛

𝑈∞

𝑎2
(
𝜕2(𝑢)

𝜕(𝑥)2
+ 𝑅𝑒

𝜕2(𝑢)

𝜕(𝑦)2
) + 𝜎(𝑏 +

 𝐵0)
2(𝑢𝑈∞) + 𝜌𝑓𝑛  𝑔𝑠𝑖𝑛𝑥   

Karena ruas kiri sama dengan ruas kanan, maka diperoleh. 

𝜌𝑓𝑛
𝑈∞

2

𝑎
(
𝜕(𝑢)

𝜕(𝑡)
+ 𝑢

𝜕(𝑢)

𝜕(𝑥)
+  𝑣

𝜕(𝑢)

𝜕(𝑦)
) = −

𝜌𝑓𝑛𝑈∞
2

𝑎

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

𝜇𝑓𝑛
𝑈∞

𝑎2
(
𝜕2(𝑢)

𝜕(𝑥)2
+ 𝑅𝑒

𝜕2(𝑢)

𝜕(𝑦)2
) + 𝜎(𝑏 + 𝐵0)

2(𝑢𝑈∞) + 𝜌𝑓𝑛  𝑔𝑠𝑖𝑛𝑥  

Kemudian kedua ruas dibagi dengan 𝜌𝑓𝑛
𝑈∞

2

𝑎
 ,maka diperoleh. 

(
𝜕(𝑢)

𝜕(𝑡)
+ 𝑢

𝜕(𝑢)

𝜕(𝑥)
+  𝑣

𝜕(𝑢)

𝜕(𝑦)
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ (

𝜇𝑓𝑛

𝑎 𝜌𝑓𝑛𝑈∞
2) (

𝜕2(𝑢)

𝜕(𝑥)2
+

𝑅𝑒
𝜕2(𝑢)

𝜕(𝑦)2
) +

𝜎(𝑏+ 𝐵0)2𝑢𝑎

𝜌𝑓𝑛𝑈∞
+

𝑎 𝑔𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑈∞
2   

Karena 𝑀 =
𝑎𝜎(𝐵0)2

𝜌𝑓𝑛𝑈∞
 , 𝑣𝑓𝑛 =

𝜇𝑓𝑛

𝜌𝑓𝑛
 , 𝑅𝑒 =

𝑎𝜌𝑓𝑛𝑈∞

𝜇
 , diasumsikan 

bahwa 𝑏 =
1

4
𝐵0 ,maka diperoleh.  

(
𝜕(𝑢)

𝜕(𝑡)
+ 𝑢

𝜕(𝑢)

𝜕(𝑥)
+  𝑣

𝜕(𝑢)

𝜕(𝑦)
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

1

𝑎𝑈∞

𝜇𝑓𝑛

𝜌𝑓𝑛
(
𝜕2(𝑢)

𝜕(𝑥)2
+ 𝑅𝑒

𝜕2(𝑢)

𝜕(𝑦)2
) +

𝜎(𝑏+ 𝐵0)2𝑢𝑎

𝜌𝑓𝑛𝑈∞
+ (

𝑎

𝑈∞
2)𝑔 𝑠𝑖𝑛𝑥  

(
𝜕(𝑢)

𝜕(𝑡)
+ 𝑢

𝜕(𝑢)

𝜕(𝑥)
+  𝑣

𝜕(𝑢)

𝜕(𝑦)
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

1

𝑅𝑒𝑣𝑓
𝑣𝑓𝑛 (

𝜕2(𝑢)

𝜕(𝑥)2
+ 𝑅𝑒

𝜕2(𝑢)

𝜕(𝑦)2
) +

25

16
𝑀𝑢 + (

𝑎

𝑈∞
2)𝑔 𝑠𝑖𝑛𝑥  
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(
𝜕(𝑢)

𝜕(𝑡)
+ 𝑢

𝜕(𝑢)

𝜕(𝑥)
+  𝑣

𝜕(𝑢)

𝜕(𝑦)
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

𝑣𝑓𝑛

𝑅𝑒𝑣𝑓
(
𝜕2(𝑢)

𝜕(𝑥)2
) +

𝑣𝑓𝑛

𝑣𝑓
(
𝜕2(𝑢)

𝜕(𝑦)2
) +

25

16
𝑀𝑢 + (

𝑎

𝑈∞
2)𝑔 𝑠𝑖𝑛𝑥  

Persamaan Momentum Sumbu-y 

𝜌𝑓𝑛 (
𝜕�̅�

𝜕𝑡̅
+ �̅�

𝜕�̅�

𝜕�̅�
+ �̅�

𝜕�̅�

𝜕�̅�
) = −

𝜕�̅�

𝜕�̅�
+ 𝜇𝑓𝑛 (

𝜕2�̅�

𝜕�̅�2 +
𝜕2�̅�

𝜕�̅�2
)  

                                              +𝜎(𝑏 + 𝐵0)
2�̅� − 𝜌𝑓𝑛 𝑔�̅� 

Perhitungan pada ruas kiri: 

𝜌𝑓𝑛 (
𝜕�̅�

𝜕𝑡̅
+ �̅�

𝜕�̅�

𝜕�̅�
+ �̅�

𝜕�̅�

𝜕�̅�
) = 𝜌𝑓𝑛 (

𝜕( 
𝑣𝑈∞

𝑅𝑒1/2 )

𝜕(
𝑎𝑡

𝑈∞
)

+ (𝑢𝑈∞)
𝜕( 

𝑣𝑈∞

𝑅𝑒1/2 )

𝜕(𝑥𝑎)
+

(
𝑣𝑈∞

𝑅𝑒1/2
)

𝜕( 
𝑣𝑈∞

𝑅𝑒1/2 )

𝜕( 
𝑎𝑦

𝑅𝑒1/2 )
)   

= 𝜌𝑓𝑛 (
𝑈∞

2

𝑎 𝑅𝑒1/2

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

𝑢 𝑈∞
2

𝑎 𝑅𝑒1/2

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+

𝑣 𝑈∞
2

𝑎 𝑅𝑒1/2

𝜕𝑣

𝜕𝑦
)   

= 𝜌𝑓𝑛
𝑈∞

2

𝑎 𝑅𝑒1/2
(
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
)  

Perhitungan pada ruas kanan: 

−
𝜕�̅�

𝜕�̅�
+ 𝜇𝑓𝑛 (

𝜕2�̅�

𝜕�̅�2 +
𝜕2�̅�

𝜕�̅�2
) + 𝜎(𝑏 + 𝐵0)

2�̅� − 𝜌𝑓𝑛 𝑔�̅�   

⟺ −
𝜕(𝑝𝜌𝑓𝑛𝑈∞

2)

𝜕( 
𝑎𝑦

𝑅𝑒1/2 )
+ 𝜇𝑓𝑛 (

𝜕2( 
𝑣𝑈∞

𝑅𝑒1/2 )

𝜕(𝑥𝑎)2
+

𝜕2( 
𝑣𝑈∞

𝑅𝑒1/2 )

𝜕( 
𝑎𝑦

𝑅𝑒1/2 )
2) + 𝜎(𝑏 +

𝐵0)
2 ( 

𝑣𝑈∞

𝑅𝑒1/2 ) − 𝜌𝑓𝑛 𝑔𝑐𝑜𝑠
𝑎𝑥

𝑎
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⟺ −
𝜌𝑓𝑛𝑈∞

2

𝑎 𝑅𝑒
−

1
2

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝜇𝑓𝑛

(

  
 

(

𝑈∞

𝑅𝑒
1
2

𝑎2 )
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 +

(

 
 

𝑈∞

𝑅𝑒
1
2

( 
𝑎

𝑅𝑒
1
2

 )

2

)

 
 𝜕2𝑣

𝜕𝑦2

)

  
 

+ 𝜎(𝑏 +

𝐵0)
2 ( 

𝑣𝑈∞

𝑅𝑒1/2 ) − 𝜌𝑓𝑛 𝑔𝑐𝑜𝑠𝑥  

⟺ −
𝜌𝑓𝑛𝑈∞

2𝑅𝑒
1
2

𝑎 

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝜇𝑓𝑛 (( 

𝑈∞

𝑎2𝑅𝑒
1
2

 )
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 + (
𝑈∞𝑅𝑒

1
2

𝑎2 )
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2) + 𝜎(𝑏 +

𝐵0)
2 ( 

𝑣𝑈∞

𝑅𝑒1/2 ) − 𝜌𝑓𝑛 𝑔𝑐𝑜𝑠𝑥  

⟺ −
𝜌𝑓𝑛𝑈∞

2𝑅𝑒
1
2

𝑎 

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝜇𝑓𝑛

𝑈∞

𝑎2 ( 
1

𝑅𝑒
1
2

 
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 + 𝑅𝑒
1

2
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2) + 𝜎(𝑏 +

𝐵0)
2 (

𝑣𝑈∞

𝑅𝑒1/2
) − 𝜌𝑓𝑛 𝑔𝑐𝑜𝑠𝑥  

Karena ruas kiri sama dengan ruas kanan, maka diperoleh. 

𝜌𝑓𝑛
𝑈∞

2

𝑎 𝑅𝑒1/2
(
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) = −

𝜌𝑓𝑛𝑈∞
2𝑅𝑒

1
2

𝑎 

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+

𝜇𝑓𝑛
𝑈∞

𝑎2 ( 
1

𝑅𝑒
1
2

 
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 + 𝑅𝑒
1

2
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2) + 𝜎(𝑏 + 𝐵0)
2 ( 

𝑣𝑈∞

𝑅𝑒1/2 ) − 𝜌𝑓𝑛 𝑔𝑐𝑜𝑠𝑥                                    

Kemudian kedua ruas dibagi dengan 
𝜌𝑓𝑛𝑈∞

2𝑅𝑒1/2

𝑎
 , maka diperoleh. 

1

𝑅𝑒
(
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+

𝜇𝑓𝑛

𝜌𝑓𝑛

1

𝑎𝑈∞𝑅𝑒
1
2

( 
1

𝑅𝑒
1
2

 
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 + 𝑅𝑒
1

2
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2 ) +

𝜎(𝑏 + 𝐵0)
2 ( 

𝑎

𝜌𝑓𝑛𝑈∞𝑅𝑒
 ) 𝑣 − (

𝑎

𝑈∞
2)𝑔 

𝑎

𝑅𝑒
1
2

𝑐𝑜𝑠𝑥  
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Karena 𝑀 =
𝑎𝜎(𝐵0)2

𝜌𝑓𝑛𝑈∞
 , 𝑣𝑓𝑛 =

𝜇𝑓𝑛

𝜌𝑓𝑛
 , 𝑅𝑒 =

𝑎𝜌𝑓𝑛𝑈∞

𝜇
 , diasumsikan 

bahwa 𝑏 =
1

4
𝐵0 , maka diperoleh. 

1

𝑅𝑒
(
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝑣𝑓𝑛

1

𝑅𝑒𝑣𝑓

1

𝑅𝑒
1
2

( 
1

𝑅𝑒
1
2

 
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 + 𝑅𝑒
1

2
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2)  

                                             +
25

16

𝑀

𝑅𝑒
𝑣 − (

𝑎

𝑈∞
2)

𝑔

𝑅𝑒
1
2

𝑐𝑜𝑠𝑥   
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Lampiran 2 Persamaan Similaritas 

Persamaan Momentum 

𝜕2𝜓

𝜕𝑡𝜕𝑦
+

𝜕𝜓

𝜕𝑦

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕𝜓

𝜕𝑥

𝜕2𝜓

𝜕𝑦2   = 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥
 

1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

  

                                                    
𝜕3𝜓

𝜕𝑦3 + 
25

16
𝑀((

𝜕𝜓

𝜕𝑦
) − 𝑢𝑒) 

dengan 

1) 𝜕𝜂

𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑦
(

𝑦

𝑡1/2
) =

1

𝑡1/2  

2) 𝜕𝜂

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
(

𝑦

𝑡1/2
) = −

1

2
𝑦𝑡−

3

2 = −
1

2

𝜂

𝑡
  

3) 𝜕𝜓

𝜕𝑦
=

𝜕𝜓

𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑦
 

            =
𝜕

𝜕𝜂
(𝑡

1

2 𝑢𝑒(𝑥)  𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡))
1

𝑡1/2   

            =
𝑡
1
2𝑢𝑒(𝑥)

𝑡
1
2

 
𝜕 𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝜂
  

            = 𝑢𝑒(𝑥)  
𝜕 𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝜂
  

4) 𝜕𝜓

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥
(𝑡

1

2 𝑢𝑒(𝑥)  𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)) 

      = 𝑡
1

2
𝜕

𝜕𝑥
(𝑢𝑒(𝑥)  𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡))  

      = 𝑡
1

2
𝜕𝑢𝑒(𝑥)

𝜕𝑥
𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡) + 𝑡

1

2 𝑢𝑒(𝑥) 
𝜕𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝑥
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      = 𝑡
1

2 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝑢𝑒(𝑥)

𝜕𝑥
+ 𝑡

1

2 𝑢𝑒(𝑥)  
𝜕𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝑥
  

5) 𝜕2𝜓

𝜕𝑦2  =
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜓

𝜕𝑦
)  

         =
𝜕

𝜕𝑦
(𝑢𝑒(𝑥)

𝜕𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝜂
)  

         =
𝜕

𝜕𝜂
(𝑢𝑒(𝑥)

𝜕𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝜂
)

𝜕𝜂

𝜕𝑦
  

         = 𝑢𝑒(𝑥)
𝜕

𝜕𝜂
(
𝜕𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝜂
)

1

𝑡1/2  

         =
𝑢𝑒(𝑥)

𝑡1/2

𝜕

𝜕𝜂
(

𝜕𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝜂
)  

         =
𝑢𝑒(𝑥)

𝑡1/2  
𝜕2𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝜂2   

6) 𝜕3𝜓

𝜕𝑦3 =
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕2𝜓

𝜕𝑦2
) 

        =
𝜕

𝜕𝑦
(
𝑢𝑒(𝑥)

𝑡1/2  
𝜕2𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝜂2
)  

        =
𝜕

𝜕𝜂
(
𝑢𝑒(𝑥)

𝑡1/2  
𝜕2𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝜂2
)

𝜕𝜂

𝜕𝑦
  

        =
𝜕

𝜕𝜂
(
𝑢𝑒(𝑥)

𝑡1/2  
𝜕2𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝜂2
)

1

𝑡1/2  

        =
𝑢𝑒(𝑥)

𝑡1/2  
𝜕3𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝜂3

1

𝑡1/2  

        =
𝑢𝑒(𝑥)

𝑡
 
𝜕3𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝜂3   

7) 𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜓

𝜕𝑦
) 

=
𝜕

𝜕𝑥
(𝑢𝑒(𝑥) 

𝜕𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝜂
)  

=
𝜕𝑢𝑒(𝑥)

𝜕𝑥
 
𝜕 𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝜂
+ 𝑢𝑒(𝑥)

𝜕2𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝑥𝜕𝜂
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8) 𝜕2𝜓

𝜕𝑡𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕𝜓

𝜕𝑦
) 

         =
𝜕

𝜕𝑡
(𝑢𝑒(𝑥) 

𝜕𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝜂
)  

         =
𝜕

𝜕𝜂
(𝑢𝑒(𝑥)  

𝜕𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝜂
)

𝜕𝜂

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑡
(𝑢𝑒(𝑥) 

𝜕𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝜂
)  

         = 𝑢𝑒(𝑥) (
𝜕2𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝜂2
) (−

1

2

𝜂

𝑡
) + 𝑢𝑒(𝑥) (

𝜕2𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝑡𝜕𝜂
)  

         = −
𝑢𝑒(𝑥)

𝑡

𝜂

2
(
𝜕2𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝜂2
) + 𝑢𝑒(𝑥) (

𝜕2𝑓(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝑡𝜕𝜂
)  

Selanjutnya 𝑢𝑒(𝑥) dan 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡) ditulis menjadi 𝑢𝑒(𝑥) = 𝑢𝑒  dan 

𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡) = 𝑓 sehingga diperoleh persamaan momentum 

berikut. 

Ruas kiri: 

𝜕2𝜓

𝜕𝑡𝜕𝑦
+

𝜕𝜓

𝜕𝑦

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕𝜓

𝜕𝑥

𝜕2𝜓

𝜕𝑦2   

⟺ (−
𝑢𝑒

𝑡

𝜂

2
(
𝜕2𝑓

𝜕𝜂2
) + 𝑢𝑒 (

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝜂
)) + ((𝑢𝑒  

𝜕 𝑓

𝜕𝜂
) (

𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥

𝜕 𝑓

𝜕𝜂
+

𝑢𝑒
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝜂
)) − ((𝑡

1

2𝑓
𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥
+ 𝑡

1

2 𝑢𝑒  
𝜕𝑓

𝜕𝑥
) (

𝑢𝑒

𝑡1/2

𝜕2𝑓

𝜕𝜂2
))  

⟺ −
𝑢𝑒

𝑡

𝜂

2

𝜕2𝑓

𝜕𝜂2 + 𝑢𝑒
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝜂
+ 𝑢𝑒

𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥
(
𝜕 𝑓

𝜕𝜂
)
2

+ 𝑢𝑒
2 𝜕 𝑓

𝜕𝜂

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝜂
−

𝑢𝑒𝑓
𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥

𝜕2𝑓

𝜕𝜂2 − 𝑢𝑒
2 𝜕 𝑓

𝜕𝑥

𝜕2𝑓

𝜕𝜂2  

Ruas kanan: 

𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥

1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

𝜕3𝜓

𝜕𝑦3 + 
25

16
𝑀((

𝜕𝜓

𝜕𝑦
) − 𝑢𝑒)  
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⟺ 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥

1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

(
𝑢𝑒

𝑡

𝜕3𝑓

𝜕𝜂3
) +

25

16
𝑀 ((𝑢𝑒  

𝜕 𝑓

𝜕𝜂
) −

𝑢𝑒)    

Karena ruas kiri sama dengan ruas kanan, maka diperoleh. 

−
𝑢𝑒

𝑡

𝜂

2

𝜕2𝑓

𝜕𝜂2 + 𝑢𝑒
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝜂
+ 𝑢𝑒

𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥
(
𝜕 𝑓

𝜕𝜂
)
2

+ 𝑢𝑒
2 𝜕 𝑓

𝜕𝜂

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝜂
− 𝑢𝑒𝑓

𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥

𝜕2𝑓

𝜕𝜂2 −

𝑢𝑒
2 𝜕 𝑓

𝜕𝑥

𝜕2𝑓

𝜕𝜂2 = 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥

1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

(
𝑢𝑒

𝑡

𝜕3𝑓

𝜕𝜂3
) +

25

16
𝑀 ((𝑢𝑒  

𝜕 𝑓

𝜕𝜂
) − 𝑢𝑒)   

Kemudian kedua ruas dibagi dengan 
𝑢𝑒

𝑡
 ,maka diperoleh. 

−
𝜂

2

𝜕2𝑓

𝜕𝜂2 + 𝑡
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝜂
+ 𝑡

𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥
(
𝜕𝑓

𝜕𝜂
)
2

+ 𝑡𝑢𝑒
𝜕𝑓

𝜕𝜂

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝜂
− 𝑡

𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥
𝑓

𝜕2𝑓

𝜕𝜂2 −

𝑡𝑢𝑒
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕2𝑓

𝜕𝜂2 = 𝑡
𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥
+

1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

𝜕3𝑓

𝜕𝜂3   

 +
25

16
𝑀𝑡 ((

𝜕𝑓

𝜕𝜂
) − 1) 

atau dapat ditulis. 

 
1

( 1− χ )2.5 (( 1− χ )+𝜒(
𝜌𝑠
𝜌𝑓

))

𝜕3𝑓

𝜕𝜂3 +
𝜂

2

𝜕2𝑓

𝜕𝜂2 + 𝑡
𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥
(1 − (

𝜕𝑓

𝜕𝜂
)
2

+ 𝑓
𝜕2𝑓

𝜕𝜂2)  

= 𝑡
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝜂
+ 𝑡𝑢𝑒 (

𝜕𝑓

𝜕𝜂

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝜂
−

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕2𝑓

𝜕𝜂2
) +

25

16
𝑀𝑡 (1 − (

𝜕𝑓

𝜕𝜂
))                  
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Lampiran 3 Program Simulasi Numerik Menggunakan Matlab 

clear all 
clc 
close all 
format long 
np = 75; %%banyaknya partisi eta 
nt = 25; %%banyaknya partisi waktu 
nt1 = 15 ;  %%banyaknya partisi waktu untuk small 

time 
%% Nilai awal partisi 
del_eta = 0.1; %step size dari eta (hj) 
del_t = 0.01; %step size dari waktu (t) 

 
%% Nilai Awal Parameter yang di Variasi 
 Chi = 0.1; %input('input parameter volume 

fraction = '); 
% M = 1; %input('input parameter magnetik = '); 

  
%% Koefisien Parameter fluida nano 
%% Basic Fluid  (Air Murni) 
% rhof = 997.1; %input('input density of the 

base fluid fraction = '); 
% Bf = 0.00021; %input('input thermal expansion 

coefficient of the base fluid fraction = '); 
% kf = 0.613; %input('input thermal conductivity 

of the base fluid = '); 
% cf = 4179; %input('input heat capacity of the 

base fluid = '); 

  
%% Basic Fluid  (Air Laut) 
 rhof = 1024; %input('input density of the base 

fluid fraction = '); 
 Bf = 0.00015; %input('input thermal expansion 

coefficient of the base fluid fraction = '); 
 kf = 0.1013250; %input('input thermal 

conductivity of the base fluid = '); 
 cf = 3900; %input('input heat capacity of the 

base fluid = '); 
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%% Partikel Nano Li 
 rhos = 516; %input('input density of the solid 

fraction Li = '); 
 Bs = 0.00046; %input('input thermal expansion 

coefficient of the solid fraction Li = '); 
 ks = 44; %input('input thermal conductivity of 

the solid Li = '); 
 cs = 4169; %input('input heat capacity of the 

solid Li = '); 

  
%% Partikel Nano Li2O 
% rhos=2013; %input('input density of the solid 

fraction Li2O = '); 
% Bs=0.000092; %input('input thermal expansion 

coefficient of the solid fraction Li2O = '); 
% ks=11.29; %input('input thermal conductivity 

of the solid Li2O = '); 
% cs=2049; %input('input heat capacity of the 

solid Li2O = '); 

  
%% Input Variasi Parameter 
% volume_fraction(1)=0.1; 
% volume_fraction(2)=0.145; 
% volume_fraction(3)=0.15; 
% volume_fraction(4)=0.185; 
% volume_fraction(5)=0.2; 

  
 magnetik(1)=0; 
 magnetik(2)=1.3; 
 magnetik(3)=1.8; 
 magnetik(4)=2; 
 magnetik(5)=2.3; 

  
%% Penghitungan partisi eta dan eta^{j-1/2} 
for i = 1:5 
eta(1) = 0.0; %eta 
eta_c(1) = 0.0; %diskrit eta 
end 
for j = 2:np 
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 eta(j) = eta(j-1) + del_eta; 
 eta_c(j) = 0.5*(eta(j) + eta(j-1)); 
end 
%% Penghitungan waktu t dan t^{j-1/2} 
for n=1:nt 
    if n==1 
        t(1) = 0; 
        t1(1) = 0; 
    else 
        t(n) = t(n-1) + del_t; 
        t1(n) = 0.5*(t(n) + t(n-1)); 
    end 
end 

  
%% Iterasi variasi parameter 
for i = 1:5 
    k = 1; 
% Chi = volume_fraction(i); 
 M = magnetik(i); 
for n = 1:nt 
 k = 1; 
 stop = 1; 
 while stop > 0.00001; 

      
%% Koefisien persamaan momentum 
A = 1/(((1-Chi)^2.5)*(1-Chi+(Chi*(rhos/rhof)))); 

 
%% Initial Condition 
for j = 1:np 
    if n == 1 
 f(j,1,n) = eta(j)*erf(0.5*sqrt(((1-Chi)^2.5)*(1-

Chi+(Chi*(rhos/rhof))))*eta(j))+2/(sqrt(pi)*(((1-

Chi)^2.5)*(1-Chi+(Chi*(rhos/rhof)))))*(exp(-

0.25*(((1-Chi)^2.5)*(1-

Chi+(Chi*(rhos/rhof))))*(eta(j)^2))-1); 

 
u(j,1,n) = erf(0.5*eta(j)*sqrt(((1-Chi)^2.5)*(1-

Chi+(Chi*(rhos/rhof))))); 
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v(j,1,n) = exp(-0.25*(((1-Chi)^2.5)*(1-

Chi+(Chi*(rhos/rhof))))*eta(j)^2)*sqrt(((1-

Chi)^2.5)*(1-Chi+(Chi*(rhos/rhof))))/pi; 
    else 
        f(j,1,n) = ff(j,n-1); 
        u(j,1,n) = uu(j,n-1); 
        v(j,1,n) = vv(j,n-1); 
    end 
end 

  
for j = 2:np 
    if n == 1 
        cfb(j,n) = 0;  
        cub(j,n) = 0; 
        cvb(j,n) = 0; 
        cdervb(j,n) = 0;  
        cfvb(j,n) = cfb(j,n)*cvb(j,n); 
        cuub(j,n) = cub(j,n)^2; 
    else 
        cfb(j,n) = ffb(j,n-1); 
        cub(j,n) = uub(j,n-1); 
        cvb(j,n) = vvb(j,n-1); 
        cuub(j,n) = cub(j,n)^2; 
        cdervb(j,n) = ddervb(j,n-1); 
        cfvb(j,n) = cfb(j,n)*cvb(j,n); 
    end     
 fb(j,k,n) = 0.5*(f(j,k,n)+f(j-1,k,n));  
 ub(j,k,n) = 0.5*(u(j,k,n)+u(j-1,k,n));  
 vb(j,k,n) = 0.5*(v(j,k,n)+v(j-1,k,n));  
 dervb(j,k,n) = (v(j,k,n)-v(j-1,k,n))/del_eta; 
 fvb(j,k,n) = fb(j,k)*vb(j,k,n); 
 uub(j,k,n) = (ub(j,k,n))^2; 

  

  
%% Komponen matriks hasil eliminasi blok 
if n < nt1 + 1 
 a1(j,k) = A/del_eta + 0.25*eta_c(j) + 

0.5*t1(n)*fb(j,k,n); 
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 a2(j,k) = -A/del_eta + 0.25*eta_c(j) + 

0.5*t1(n)*fb(j,k,n) ; 
 a3(j,k) = 0.5*t1(n)*vb(j,k,n); 
 a4(j,k) = a3(j,k); 
 a5(j,k) = -t1(n)*ub(j,k,n) - 0.78*M*t1(n) - 

t1(n)/del_t; 
 a6(j,k) = a5(j,k); 

  
 p1(j,k) = f(j-1,k,n) - f(j,k,n) + 

del_eta*ub(j,k,n); 
 p2(j,k) = u(j-1,k,n) - u(j,k,n) + 

del_eta*vb(j,k,n); 
 p3(j,k) = -A*dervb(j,k,n) - 

0.5*eta_c(j)*vb(j,k,n) - t1(n)*(1 - uub(j,k,n) + 

fvb(j,k,n)) - 1.5625*M*t1(n)*(1-ub(j,k,n)) + 

2*t1(n)*ub(j,k,n)/del_t - A*cdervb(j,n) - 

0.5*eta_c(j)*cvb(j,n) - t1(n)*(1-cuub(j,n) + 

cfvb(j,n)) + 1.5625*M*t1(n)*(1-cub(j,n)) - 

2*t1(n)*cub(j,n)/del_t; 
end 
end 

  
%% Matriks eliminasi blok 
 a{2,k} = [0 1 0; -0.5*del_eta 0 -0.5*del_eta; 

a2(2,k) a3(2,k) a1(2,k)]; 
 for j = 3:np 
 a{j,k} = [-0.5*del_eta 1 0; -1 0 -0.5*del_eta; 

a6(j,k) a3(j,k) a1(j,k)]; 
 b{j,k} = [0 -1 0; 0 0 -0.5*del_eta; 0 a4(j,k) 

a2(j,k)]; 
 end; 
 for j = 2:np 
 c{j,k} = [-0.5*del_eta 0 0; 1 0 0; a5(j,k) 0 0 ]; 
 end; 

  
 %%Algoritma LU 
 alfa{2,k} = a{2,k}; 
 gamma{2,k} = inv(alfa{2,k})*c{2,k}; 
 for j = 3:np 
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 alfa{j,k} = a{j,k}-(b{j,k}*gamma{j-1,k}); 
 gamma{j,k} = inv(alfa{j,k})*c{j,k}; 
 end; 
 for j = 2:np 
 pp{j,k} = [p1(j,k);p2(j,k);p3(j,k)]; 
 end; 
 ww{2,k} = inv(alfa{2,k})*pp{2,k}; 
 for j = 3:np 
 ww{j,k} = inv(alfa{j,k})*(pp{j,k}-(b{j,k}*ww{j-

1,k})); 
 end; 

 
%% backward sweep 
 %%kondisi batas 
 delf(1,k) = 0; 
 delu(1,k) = 0; 
 delu(np,k) = 0; 
 dell{np,k} = ww{np,k}; 

  
 for j = np-1:-1:2 
 dell{j,k} = ww{j,k} - (gamma{j,k}*dell{j+1,k}); 
 end; 
 delv(1,k) = dell{2,k}(1,1); 
 delf(2,k) = dell{2,k}(2,1); 
 delv(2,k) = dell{2,k}(3,1); 

  
 for j = np:-1:3 
 delu(j-1,k) = dell{j,k}(1,1); 
 delf(j,k) = dell{j,k}(2,1); 
 delv(j,k) = dell{j,k}(3,1); 
 end; 

  
 %% Newton's Method 
 for j = 1:np 
 f(j,k+1,n) = f(j,k,n) + delf(j,k); 
 u(j,k+1,n) = u(j,k,n) + delu(j,k); 
 v(j,k+1,n) = v(j,k,n) + delv(j,k);  
 end; 
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 %% Cek iterasi pada konvergen 
 stop = abs(delv(1,k)); 
 kmax = k; 
 k = k + 1; 
 end; 

  
 %% shift profil 
 for j = 1:np 
 ff(j,n) = f(j,k,n); 
 uu(j,n) = u(j,k,n); 
 vv(j,n) = v(j,k,n); 
 end 

  
 for j=1:np 
 ffb(j,n) = fb(j,kmax,n); 
 uub(j,n) = ub(j,kmax,n); 
 vvb(j,n) = vb(j,kmax,n); 
 ddervb(j,n) = dervb(j,kmax,n); 
 end 
end 

  
if(i==1) 
    a11=u(:,kmax,nt) 
    figure(1) 
    plot(eta,u(:,kmax,nt),'b','Linewidth',2) 
    hold on; 
elseif(i==2) 
    a12=u(:,kmax,nt) 
    figure(1) 
    plot(eta,u(:,kmax,nt),'g','Linewidth',2) 
    hold on; 
elseif(i==3) 
    a13=u(:,kmax,nt) 
    figure(1) 
    plot(eta,u(:,kmax,nt),'r','Linewidth',2) 
    hold on; 
elseif (i==4) 
    a14=u(:,kmax,nt) 
    figure(1) 
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    plot(eta,u(:,kmax,nt),'c','Linewidth',2) 
    hold on; 
elseif(i==5) 
    a15=u(:,kmax,nt) 
    figure(1) 
    plot(eta,u(:,kmax,nt),'y','Linewidth',2) 
    grid on; 
    hold on; 
% title('Kurva Kecepatan Li2O-air laut dengan 

Variasi Parameter Volume Fraction') 
  title('Kurva Kecepatan Li-air laut dengan 

Variasi Parameter Magnetik') 

  
% legend('Chi = 0.1','Chi = 0.145','Chi = 

0.15','Chi = 0.185','Chi = 0.2') 
  legend('M = 0','M = 1.3','M = 1.8','M = 2','M 

= 2.3') 

  
xlabel('\eta') 
ylabel(' \partial f / \partial \eta ') 
end 
end 
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