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ABSTRAK

Aljabar max-plus merupakan suatu struktur aljabar R∪{−∞}
dengan R adalah himpunan bilangan real yang dilengkapi
dengan operasi maksimum dan penjumlahan. Aljabar max-plus
memiliki pengaplikasian yang cukup luas salah satunya adalah
menyelesaikan keperiodikan pangkat matriks irreducible.
Sehingga penelitian ini bertujuan untuk menentukan keperiodikan
pangkat matriks irreducible dengan menggunakan ekspansi CSR
dalam aljabar max-plus. Suatu matriks A yang irreducible
dikatakan periodik apabila terdapat siklisitas γ sehingga
At+γ = λγAt untuk semua t ≥ T (A). Jika λ = 0 maka At+γ = At

untuk t ≥ T (A). Matriks CSR diperoleh dengan mencari critical
digraph dan menghitung metrik matriks. Berdasarkan hasil dan
pembahasan dapat disimpulkan bahwa suatu matriks A dikatakan
periodik apabila memenuhiAt = λ(A)⊗t⊗CStR yang merupakan
teorema siklisitas.
Kata kunci : Pangkat Matriks, Periodik, CSR
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Alam semesta tercipta sebelum matematika itu ada dengan

memuat bentuk dan konsep matematika. Allah telah menciptakan

segala isinya dengan begitu cermat, teliti dengan perhitungan

dan rumus-rumus serta persamaan yang seimbang dan rapi

(Abdussakir, 2007).

Di dalam Al-Qur’an sudah banyak sekali ayat-ayat yang

menjelaskan tentang ilmu matematika. Salah satu ayat yang

menjelaskan tentang ilmu matematika adalah surat Al-Qamar/54

ayat 49, yang berbunyi:
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"Sungguh, Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran".

(QS. Yunus(54): 49)

Di dalam ayat tersebut menjelaskan bahwa Allah telah

menciptakan alam semesta beserta segala isinya dengan ukuran,

takaran, dan hitungan yang seimbang. Jadi matematika sebenarnya

sudah ada sejak zaman dahulu dan manusia hanya menyimbolkan

dari fenomena-fenomena di dalam kehidupan sehari-hari.

Matematika mempunyai beberapa cabang ilmu yang banyak

sekali. Salah satu cabang ilmunya adalah aljabar. Kemudian cabang

ilmu aljabar terbagi lagi menjadi beberapa cabang seperti aljabar

abstrak dan aljabar linier. Aljabar abstrak merupakan suatu bidang

matematika yang mengkaji struktur aljabar seperti grup, ring, field,

modul dan ruang vektor. Aljabar abstrak juga membahas tentang

himpunan dan operasinya. Sehingga dalam mempelajari materi
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ini selalu identik dengan sebuah himpunan tidak kosong yang

mempunyai elemen-elemen yang dapat dikombinasikan dengan

penjumlahan, perkalian, ataupun keduanya. Sedangkan aljabar

linier adalah bidang matematika yang mengkaji tentang vektor,

pemetaan linier dan matriks (Majid, 2011).

Aljabar max-plus merupakan suatu struktur aljabar Rϵ :=

R ∪ {ϵ} dimana R adalah himpunan bilangan real dan ϵ :=

−∞ dan disertai operasi biner ⊕ dan ⊗ yang dinotasikan dengan

Rmax = (Rϵ,⊕,⊗). Operasi ⊕ dalam aljabar max-plus menyatakan

maksimum dan ⊗ menyatakan operasi penjumlahan bilangan real.

Aljabar max-plus merupakan suatu topik aljabar yang

memiliki pengaplikasian yang cukup luas di antaranya yaitu

kombinatorik, teori graf, teori sistem, dan teori antrian. Pada

aljabar max-plus sering digunakan untuk memodelkan suatu

permasalahan diantaranya penjadwalan (Fahim, 2013), sistem

antrian (Wibowo, 2018), transportasi (Della, 2013), lalu lintas

(Pungkas, 2021), manufacturing (Singgih, 2014) dan sebagainya.

Aljabar max-plus juga memiliki banyak permasalahan yang muncul

sehingga harus diselesaikan dengan solusi yang tepat. Sehingga

dalam penyelesaiannya dibutuhkan analisis atau komputasi.

Selain itu, aljabar max-plus juga dapat menyelesaikan

permasalahan keperiodikan. Di mana periodik yang dimaksud

adalah keperiodikan pangkat matriks. Suatu matriks A yang

irreducible dikatakan periodik apabila terdapat bilangan γ

sehingga At+γ = λγAt untuk semua t ≥ T (A). Jika λ = 0 maka

At+γ = At untuk t ≥ T (A).

Jika A adalah matriks persegi atas Rmax, maka hasil kali iterasi

A ⊗ A ⊗ ... ⊗ A di mana simbol A muncul sebanyak t kali

akan dilambangkan dengan At. Ini adalah pangkat matriks dalam
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aljabar max-plus yang merupakan objek dari penelitian ini.

Berikut ini merupakan beberapa penelitian yang membahas

mengenai matriks tidak tereduksi, perpangkatan matriks dan

keperiodikan pada aljabar max-plus. Diantaranya (Schutter, 1998)

membahas mengenai definisi dari pada matriks tidak tereduksi

dan matriks boolean. Kemudian dari (Cavalec,1999) membahas

mengenai definisi keperiodikan suatu matriks.

Selanjutnya penelitian dari Nurwan (2015) menjelaskan

tentang matriks pada aljabar max-plus serta beberapa aplikasinya

yang bertujuan untuk mengkaji tentang matriks pada aljabar

max-plus khususnya bagaimana perilaku perpangkatan matriks.

Penelitian sebelumnya juga dilakukan oleh Ilwaru(2014) yang

berjudul Matriks Pangkat dan Keperiodikannya dalam Aljabar

Max-Plus. Penelitian tersebut bertujuan untuk membahas

mengenai permasalahan yang diberikan oleh Sergeev (2009)

yaitu menghitung periodik pangkat matriks Ar dan mendapatkan

perilaku periodik akhir dari matriks Al ⊗ x. Ide utama dari

penelitian tersebut adalah menggunakan penskalaan similaritas

diagonal yang sesuai A → X−1AX , yang disebut penskalaan

visualisasi.

Berdasarkan latar belakang yang telah dipaparkan maka

peneliti bermaksud untuk mengkaji lebih dalam tentang "Ekspansi

CSR dalam Aljabar Max-Plus untuk Menentukan Keperiodikan

Pangkat Matriks Irreducible" yang terdapat dalam artikel "CSR

Expansions of Matrix Powers in Max Algebra" oleh Sergei Sergeev

dan Hans Schneider (2012). Penelitian tersebut bertujuan

untuk mengetahui keperiodikan pangkat matriks dalam aljabar

max-plus dengan memperkenalkan konsep ekspansi CSR dan

menggunakan teorema siklisitas.
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1.2. Rumusan Masalah

Sesuai dengan latar belakang yang telah diuraikan, maka

identifikasi masalah dalam penelitian ini adalah "Bagaimana

penentuan keperiodikan pangkat matriks irreducible dengan

menggunakan ekspansi CSR dalam aljabar max-plus".

1.3. Tujuan Penelitian

Sesuai dengan rumusan masalah yang telah dipaparkan,

maka dapat diketahui tujuan dari penelitian ini adalah untuk

menentukan keperiodikan pangkat matriks irreducible dengan

menggunakan ekspansi CSR dalam aljabar max-plus.

1.4. Batasan Masalah

Batasan masalah dalam penelitian ini adalah hanya membahas

matris irreducible saja dan untuk λ(A) = 0.

1.5. Manfaat Penelitian

Hasil dari penelitian ini diharapkan dapat memberi manfaat

sebagai berikut.

1. Penulis

Menambah pengetahuan dan keilmuan yang berkaitan

tentang aljabar max-plus.

2. Lembaga

Sebagai tambahan pustaka untuk rujukan penelitian dan

bahan perkuliahan khususnya tentang materi aljabar

max-plus.
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3. Pembaca

Sebagai bahan pembelajaran dan pengetahuan mengenai

aljabar max-plus yang diharapkan dapat menjadi rujukan

untuk penelitian yang akan datang.

1.6. Metodologi Penelitian

Pada bab ini peneliti akan menjelaskan langkah-langkah

yang digunakan dalam menyelasaikan penelitian ini. Peneliti

menggunakan metode penelitian kepustakaan library research

atau kajian pustaka. Metode ini dilakukan untuk memperoleh

data-data dan informasi-informasi serta objek yang dilakukan

dalam penelitian ini. Adapun langkah-langkah yang akan dilakukan

oleh peniliti dalam menyelesaikan permasalahan adalah sebagai

berikut:

1. Mengumpulkan kajian dari buku, jurnal-jurnal yang

berhubungan dengan perpangkatan matriks dan

keperiodikan dalam aljabar max-plus.

2. Mengkaji definisi dasar seperti aljabar max-plus, digraf dan

matriks, dan perpangkatan matriks.

3. Mendefinisikan matriks CSR dan keperiodikan suatu

pangkat matriks.

4. Menunjukkan keperiodikan pangkat suatu matriks

irreducible At dengan menggunakan matriks CSR.

5. Melaporkan hasil perhitungan dan membuat kesimpulan.
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1.7. Sistematika Penulisan

Dalam penyusunan penelitian ini diperlukan langkah-langkah

yang sistematis guna memudahkan dalam makna dari setiap bab

yang ada. Secara umum penelitian ini terdiri dari tiga bab.

1. BAB I PENDAHULUAN

Bab ini membahas mengenai latar belakang, rumusan

masalah, tujuan penelitian, batasan masalah, manfaat

penelitian, metodologi penelitian, dan sistematika penulisan.

2. BAB II LANDASAN PUSTAKA

Bab ini berisi teori-teori yang mendasari penulisan proposal

ini. Adapun teori-teori yang termuat di dalamnya adalah

aljabar max-plus, digraf dan matriks, dan perpangkatan

matriks.

3. BAB III EKSPANSI CSR DALAM ALJABAR MAX-PLUS

UNTUK MENENTUKAN KEPERIODIKAN PANGKAT

MATRIKS IRREDUCIBLE

Bab ini berisi pembahasan mengenai penelitian ini yaitu

ekspansi CSR dalam aljabar max-plus untuk menentukan

keperiodikan pangkat matriks irreducible.

4. BAB IV PENUTUP

Bab ini berisi kesimpulan dari materi yang telah dibahas

pada bab sebelumnya dan berisi saran untuk pengembangan

penelitian selanjutnya.



BAB II

LANDASAN PUSTAKA

Pada bab ini akan diberikan definisi-definisi dasar dalam

aljabar max-plus yang pembahasannya meliputi definisi aljabar

max-plus, digraf dan matriks, serta perpangkatan matriks.

Pembahasan dimulai dari gagasan penting tentang aljabar

max-plus yang berisi definisi, sifat-sifat dan operasinya. Perhatikan

definisi aljabar max-plus berikut ini.

2.1. Aljabar Max-Plus

Pada subbab ini akan dijelaskan tentang definisi dasar aljabar

max-plus dan sifat-sifatnya beserta operasinya. Kemudian

dilanjutkan dengan matriks dan operasinya kemudian dilanjutkan

dengan matriks-matriks dalam aljabar max-plus.

2.1.1. Definisi Aljabar Max-Plus

Diketahui terdapat suatu himpunan tak kosong yang diperluas

dengan ϵ = −∞. Sehingga Rϵ menunjukkan R ∪ {−∞} dimana

R merupakan himpunan bilangan real. Selanjutnya untuk elemen

a, b ∈ Rϵ, didefinisikan operasi ⊕ dan ⊗ sebagai berikut.

a⊕ b := max(a, b)

a⊗ b := a+ b.

Definisi dari aljabar max-plus dapat dilihat sebagai berikut.

7
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Definisi 2.1.1

Aljabar max-plus merupakan suatu struktur aljabarRϵ dan disertai

dengan dua operasi biner ⊕ dan ⊗ yang dinotasikan dengan

Rmax = (Rϵ,⊕,⊗) dan memenuhi sifat berikut.

a) Asosiatif terhadap operasi ⊕ dan ⊗, yaitu

∀a, b, c ∈ Rmax : a⊕ (b⊕ c) = (a⊕ b)⊕ c

dan

∀a, b, c ∈ Rmax : a⊗ (b⊗ c) = (a⊗ b)⊗ c.

b) Komutatif terhadap operasi ⊕ dan ⊗, yaitu

∀a, b ∈ Rmax : a⊕ b = b⊕ a dan a⊗ b = b⊗ a.

c) Distributif ⊗ terhadap ⊕, yaitu

∀a, b, c ∈ Rmax : (a ⊕ b) ⊗ c = (a ⊗ c) ⊕ (b ⊗ c) (Distributif

kiri)

dan

∀a, b, c ∈ Rmax : a ⊗ (b ⊕ c) = (a ⊗ b) ⊕ (a ⊗ c) (Distributif

kanan).

d) Eksistensi elemen nol, yaitu −∞, sehingga berlaku

∀a ∈ Rmax : a⊕−∞ = −∞⊕ a = a.

e) Eksistensi elemen satuan, yaitu 0

∀a ∈ Rmax : a⊗ 0 = 0⊗ a = a.

f) Elemen nol adalah absorbing untuk operasi ⊗, sehingga

berlaku

∀a ∈ Rmax : a⊗−∞ = −∞⊗ a = −∞.

g) Idempoten dari operasi ⊕, yaitu

∀a ∈ Rmax : a⊕ a = a.
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Dari definisi di atas dapat diilustrasikan dengan beberapa

contoh operasi aritmatika sederhana dalam aljabar max-plus.

Contoh 2.1.2

5⊕ 3 = max(5, 3) = 5

0⊕ 3 = max(0, 3) = 3

5⊗ 3 = 5 + 3 = 8

0⊗ 3 = 0 + 3 = 3.

Seperti pada aljabar konvensional bahwa prioritas dalam hal

urutan pengoperasian, operasi ⊗ mempunyai prioritas lebih besar

daripada operasi ⊕.

Contoh 2.1.3

3⊗ 4⊕ 5⊗ 1 = (3⊗ 4)⊕ (5⊗ 1)

= (3 + 4)⊕ (5 + 1)

= 7⊕ 6

= max{7, 6}

= 7

Contoh 2.1.4

10⊕ 2⊗−5 = 10⊕ (2⊗−5)

= 10⊕−3

= max{10,−3}

= 10
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Perluasan untuk operasi −∞
Jelas bahwa, max (a,−∞) =max(−∞, a) = a dan a + (−∞) =

−∞+ a = −∞, untuk setiap a ∈ Rmax, sehingga didapatkan

a⊕−∞ = −∞⊕ a = a dan a⊗−∞ = −∞⊗ a = −∞.

Contoh 2.1.5

5⊕−∞ = max(5,−∞) = 5

5⊗−∞ = 5 + (−∞) = −∞

0⊕−∞ = max(0,−∞) = 0

Selanjutnya diberikan definisi pangkat bilangan yang

menyatakan himpunan bilangan asli termasuk nol yang

dinotasikan dengan N0 untuk x ∈ Rmax

Definisi 2.1.6 (Pangkat Bilangan, e.g (Heidergott, 2005))

Misalkan n ∈ N0 dan x ∈ Rmax maka pangkat bilangan dapat

didefinisikan

x⊗n := x⊗ x⊗ · · · ⊗ x︸ ︷︷ ︸
n

untuk semua n ∈ N0 dengan n ̸= 0. Untuk n = 0 didefinisikan

x⊗0 := 0.

Perhatikan bahwa x⊗n, untuk setiap n ∈ N, dibaca dalam

aljabar konvensional sebagai

x⊗n = x+ x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
n

= n× x



11

Contoh 2.1.7

3⊗5 = 5× 3 = 15

6⊗2 = 2× 6 = 12 =

Dalam hal yang sama, akar max-plus juga dapat diperkenalkan

sebagai berikut.

x⊗α = α× x,

untuk α ∈ R.

Contoh 2.1.8

10⊗
1
2 =

1

2
× 10 = 5

16⊗− 1
4 = −1

4
× 16 = −4 = 4⊗−1.

Selain itu juga diperkenalkan pangkat negatif dari bilangan real,

seperti contoh berikut ini.

Contoh 2.1.9

10⊗−2 = −2× 10 = −20 = 20⊗−1

−4⊗−2 = −2×−4 = 8

2.2.2. Matriks dan Operasi Matriks

Pada bagian ini, akan diperkenalkan sebuah matriks atas Rmax.

Pada aljabar max-plus matriks yang berukuran n×m dinotasikan

dengan Rn×m
max . Untuk n,m ∈ N dengan n,m ̸= 0, didefinisikan

n = {1, 2, ..., n} dan m = {1, 2, ...,m}. Elemen matriks A ∈ Rn×m
max

pada baris i dan kolom j dinotasikan dengan aij , untuk i ∈ n dan

j ∈ m. Matriks A dapat ditulis sebagai
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A =


a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · anm

 . (2.1)

Terkadang, elemen aij juga dilambangkan dengan

[A]ij , i ∈ n, j ∈ m.

Matriks dimana jumlah baris dan kolom sama disebut matriks

bujur sangkar atau matriks persegi. Matriks bujur sangkar dengan

n baris dan n kolom dinotasikan dengan B ∈ Rn×n
max dan dapat

ditulis sebagai

B =


b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n

· · · · · · · · · · · ·
bn1 bn2 · · · bnn

 . (2.2)

Operasi ⊕ dan ⊗ pada aljabar max-plus dapat diperluas untuk

operasi-operasi matriks dalam Rn×m
max seperti berikut ini.

1. Penjumlahan Matriks

Penjumlahan matriks merupakan penjumlahan dua matriks

dengan menjumlahkan komponen-komponen yang letaknya

sama. Dua matriks dapat dijumlahkan jika jumlah baris

dan kolomnya sama. Dengan demikian matriks hasil

penjumlahannya juga akan memiliki ordo yang sama. Berikut

ini diberikan definisi dari penjumlahan matriks dalam

aljabar max-plus.
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Definisi 2.1.10 (Penjumlahan Matriks, e.g(Heidergott,

2005))

Diketahui dua buah matriks A,B ∈ Rn×m
max dan didefinisikan

operasi penjumlahan matriks A dan B sebagai berikut.

A⊕B = [A⊕B]ij

= aij ⊕ bij

= max(aij , bij)

untuk i ∈ n dan j ∈ m.

Contoh 2.1.11

Misalkan

A =

−3 −4 0

−1 2 1

0 1 2

 dan B =

−∞ 0 −∞
4 −∞ 1

−2 −1 0


Hitung operasi A⊕B dan B ⊕A

Penyelesaian:

Berdasarkan definisi yang telah diberikan maka dapat

diselesaikan sebagai berikut.

[A⊕B]11 = (−3⊕−∞) = max(−3,−∞) = −3

[A⊕B]12 = (−4⊕ 0) = max(−4, 0) = 0

[A⊕B]13 = (0⊕−∞) = max(0,−∞) = 0

[A⊕B]21 = (−1⊕ 4) = max(−1, 4) = 4

[A⊕B]22 = (2⊕−∞) = max(2,−∞) = 2

[A⊕B]23 = (1⊕ 1) = max(1, 1) = 1

[A⊕B]31 = (0⊕−2) = max(0,−2) = 0

[A⊕B]32 = (1⊕−1) = max(1,−1) = 1

[A⊕B]33 = (2⊕ 0) = max(2, 0) = 2
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Maka dalam penulisan matriks dapat juga ditulis seperti

berikut ini

A⊕B =

−3 −4 0

−1 2 1

0 1 2

⊕

−∞ 0 −∞
4 −∞ 1

−2 −1 0



=

−3 0 0

4 2 1

0 1 2


kemudian melakukan dengan cara yang sama seperti di atas

untuk menyelesaikan B ⊕A.

[B ⊕A]11 = (−∞⊕−3) = max(−∞,−3) = −3

[B ⊕A]12 = (0⊕−4) = max(0,−4) = 0

[B ⊕A]13 = (−∞⊕ 0) = max(−∞, 0) = 0

[B ⊕A]21 = (4⊕−1) = max(4,−1) = 4

[B ⊕A]22 = (−∞⊕ 2) = max(−∞, 2) = 2

[B ⊕A]23 = (1⊕ 1) = max(1, 1) = 1

[B ⊕A]31 = (−2⊕ 0) = max(−2, 0) = 0

[B ⊕A]32 = (−1⊕ 1) = max(−1, 1) = 1

[B ⊕A]33 = (0⊕ 2) = max(0, 2) = 2

Sehingga hasil akhir dari perhitunganB⊕A dapat dituliskan

sebagai berikut

B ⊕A =

−∞ 0 −∞
4 −∞ 1

−2 −1 0

⊕

−3 −4 0

−1 2 1

0 1 2



=

−3 0 0

4 2 1

0 1 2
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Berdasarkan contoh tersebut dapat diperhatikan bahwa

untuk A,B ∈ Rn×m
max menyatakan bahwa A ⊕ B = B ⊕ A,

sebab

[A⊕B]ij = max(aij , bij)

= max(bij , aij)

= [B ⊕A]ij

sehingga A,B ∈ Rn×m
max dalam penjumlahan matriks bersifat

komutatif.

2. Perkalian Skalar

Selain penjumlahan dua matriks, dikenal juga operasi antara

skalar dengan matriks yang definisinya sebagai berikut.

Definisi 2.1.12 (Perkalian Skalar, e.g (Heidergott, 2005))

Misalkan A ∈ n×m
max dan α ∈ Rmax, maka perkalian α ⊗ A

didefinisikan sebagai berikut.

α⊗A = [α⊗A]ij

= α⊗ aij

= α+ aij

untuk i ∈ n dan j ∈ m.

Contoh 2.1.13

Misalkan A =

[
0 −∞
3 2

]
dan α = 2. Hitung 2⊗A

Penyelesaian:

Hasil skalar α dengan matriks A adalah

[2⊗A]11 = 2⊗ 0 = 2 + 0 = 2

[2⊗A]12 = 2⊗−∞ = 2 + (−∞) = −∞
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[2⊗A]21 = 2⊗ 3 = 2 + 3 = 5

[2⊗A]22 = 2⊗ 2 = 2 + 2 = 4

Sehingga

2⊗A =

[
2 −∞
5 4

]

3. Perkalian Matriks

Perkalian matriks merupakan nilai pada matriks yang bisa

dihasilkan dengan cara dikalikannya tiap baris dengan setiap

kolom yang memiliki jumlah baris yang sama. Berikut ini

diberikan definisi perkalian matriks dalam aljabar max-plus.

Definisi 2.1.14 (Perkalian Matriks, e.g (Heidergott, 2005))

Misalkan A ∈ Rn×l
max dan B ∈ Rl×m

max , maka perkalian matriks

dapat dituliskan sebagai

A⊗B = [A⊗B]ik

=
l⊕

j=1

aij ⊗ bjk

= max
j∈l

(aij + bjk)

untuk i ∈ n dan k ∈ m.

Contoh 2.1.15

Misalkan A =

[
0 −∞
3 2

]
dan B =

[
−1 11

1 −∞

]
Hitung A⊗B

dan B ⊗A

Penyelesaian:

[A⊗B]11 = 0⊗−1⊕−∞⊗ 1 = max(0− 1,−∞+1) = −1

[A⊗B]12 = 0⊗11⊕−∞⊗−∞ = max(0+11,−∞−∞) = 11

[A⊗B]21 = 3⊗−1⊕ 2⊗ 1 = max(3− 1, 2 + 1) = 3
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[A⊗B]22 = 3⊗ 11⊕ 2⊗−∞ = max(3 + 11, 2−∞) = 14

Maka A⊗B =

[
−1 11

3 14

]
Selanjutnya

[B ⊗A]11 = −1⊗ 0⊕ 11⊗ 3 = max(−1 + 0, 11 + 3) = 14

[B⊗A]12 = −1⊗−∞⊕11⊗2 = max(−1−∞, 11+2) = 13

[B⊗A]21 = 1⊗ 0⊕−∞⊗−∞ = max(1+ 0,−∞−∞) = 1

[B⊗A]22 = 1⊗−∞⊕−∞⊗2 = max(1−∞,−∞+2) = 14

Maka B ⊗A =

[
14 13

1 −∞

]

Definisi 2.1.16 (Pangkat Matriks, e.g(Heidergott, 2005))

Misal matriks A ∈ Rn×n
max , t menyatakan pangkat ke-t dari matriks

A sehingga At didefinisikan sebagai

At = A⊗A⊗ · · · ⊗A︸ ︷︷ ︸
k

untuk t ∈ N dengan t ̸= 0. Untuk matriks A0 := I dimana I

merupakan matriks identitas dalam aljabar max-plus.

2.3.3. Matriks dalam Aljabar Max-Plus

Berikut ini diberikan macam-macam matriks yang terdapat

dalam aljabar max-plus.

1) Matriks Identitas

Dalam aljabar linear, matriks identitas merupakan matriks

persegi yang berukuran n × n dimana elemen-elemen

diagonal utamanya bernilai 1 dan bernilai 0 di

elemen-elemen lainnya. Berikut ini diberikan definisi

matriks identitas dalam aljabar max-plus sebagai berikut.
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Definisi 2.1.17 (Matriks Identitas, e.g (Heidergott, 2005))

Misal A ∈ Rn×n
max disebut matriks identitas atas aljabar

max-plus jika

A =

aij = 0, i = j

aij = −∞, i ̸= j

Matriks A disebut matriks identitas dan dapat disimbolkan

dengan I .

Contoh 2.1.18

I =

 0 −∞ −∞
−∞ 0 −∞
−∞ −∞ 0


2) Matriks Zero

Matriks zero merupakan sebuah matriks yang semua

elemennya nol.

3) Matriks Diagonal

Dalam aljabar biasa, matriks diagonal adalah matriks dengan

semua elemen-elemen yang bukan diagonal utamanya

bernilai 0. Berikut ini diberikan definisi dari matriks

diagonal dala aljabar max-plus.

Definisi 2.1.19 Misal D ∈ Rn×n
max disebut matriks diagonal

atas aljabar max-plus jika

D =

dij = k, k ∈ R, i = j

dij = −∞, i ̸= j
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Contoh 2.1.20

D =

 1 −∞ −∞
−∞ 4 −∞
−∞ −∞ −3


4) Matriks Permutasi

Matriks permutasi merupakan suatu matriks yang

setiap baris ke-i dan setiap kolom ke-j memuat tepat

satu entri yaitu 0 dan entri selain itu adalah −∞. Jika

σ : {1, 2, ..., n} → {1, 2, ..., n} adalah permutasi maka

matriks permutasi atas aljabar max-plus dapat didefinisikan

Pσ=[pij] dengan

Pij =

0 : i = σ(j)

−∞ : i ̸= σ(j)

5) Kleene Star

Misalkan diberikan suatu matriks A ∈ Rn×n
max dikatakan

kleene star apabila memenuhi definisi berikut ini.

Definisi 2.1.21 (Kleene Star, e.g (Sergeev, 2009))

Misalkan A ∈ Rn×n
max

A∗ := I ⊕A⊕A2 ⊕ ...,

dimana I merupakan matriks identitas. Deret tersebut

adalah analog aljabar max dari (I − A)−1, dan konvergen ke

matriks dengan entri berhingga jika dan hanya jikaλ(A) ≤ 1.
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Dalam kasus ini

A∗ := I ⊕A⊕A2 ⊕ ...⊕An−1,

yang disebut Kleene star dari A.

2.2. Digraf dan Matriks

Pada subbab ini diberikan definisi-definisi dasar mengenai

digraf dan matriks. Pada bab ini juga dijelaskan mengenai

definisi-definisi dasar pada suatu digraf dan representasinya pada

matriks seperti berikut ini.

2.1.1. Definisi Dasar Digraf dan Matriks

Definisi 2.2.1 (Digraf, e.g (Bacelli, 2001))

Digraf atau graf berarah didefinisikan sebagai pasanganG = (V, E)
di mana V(G) terdiri dari himpunan tak kosong yang disebut titik

dan E(G) terdiri dari himpunan sisi yang berarah. Setiap sisi

berarah berkaitan dengan pasangan terurut (i, j) yang berawal di

i dan berakhir di j.

Contoh 2.2.2

Berikut ini diberikan contoh dari suatu digraf.

1

2

3

4

Gambar 2.1. Digraf G
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Digraf G = (V, E) terdiri dari himpunan titik

V = {1, 2, 3, 4} dan himpunan sisi berarah E =

{(1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 2), (3, 4), (4, 3), (1, 4), (4, 1)}.

Definisi 2.2.3 (Digraf berbobot)

Suatu digraf G dikatakan berbobot jika setiap sisinya mempunyai

bobot atau nilai tertentu. Bobot pada digrafG biasanya dinotasikan

dengan w(i, j) dimana i dan j sebagai titik yang terhubung dengan

sisi yang mempunyai bobot atau nilai w.

Contoh 2.2.4

Berikut ini diberikan contoh dari suatu digraf berbobot.

1

2

3

4

42

2 0

3 -2

2

Gambar 2.2. Digraf Berbobot

Definisi 2.2.5 (Lintasan (path), e.g (Bacelli, 2001))

Lintasan adalah barisan dari sisi (i1, i2), (i2, i3), ..., (ip−1, ip). Titik

i1 merupakan titik awal dan ip adalah titik akhir dari sebuah

lintasan.

Definisi 2.2.6 (Lintasan Elementer, e.g (Bacelli, 2001))

Lintasan elementer adalah lintasan di mana tidak ada sisi yang

muncul lebih dari sekali. Artinya semua titiknya berbeda.
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Definisi 2.2.7 (Cycle, e.g (Bacelli, 2001))

Ketika titik awal dan titik akhir dari suatu lintasan bertepatan

(i1, i2), (i2, i3), ..., (ip−1, i1) maka disebut dengan cycle.

Definisi 2.2.8 (Cycle Elementer, e.g (Bacelli, 2001))

Cycle (i1, i2), (i2, i3), ..., (ip−1, i1) merupakan cycle elementer jika

lintasan (i1, i2), (i2, i3), ..., (ip−1, ip) adalah elementer tertutup.

Contoh 2.2.9

1

2

3

45

67

8

54

-4

3
2

10

6

-5

28

Gambar 2.3. Digraf O

Dari gambar digraf O dapat diketahui bahwa

Lintasan= ((1,2), (2,3), (3,2), (2,3), (3,4), (4,5), (5,6), (6,7), (7,8)).

Lintasan elementer= ((1,2), (2,3), (3,4), (4,5)).

Cycle= ((3,2), (2,3), (3,4), (4,1), (1,2), (2,3), (3,2)).

Cycle elementer= ((2,3), (3,2)).

Definisi 2.2.10 (Loop, e.g (Bacelli, 2001))

Loop adalah cycle (i, i) yaitu cycle yang terdiri dari satu titik yang

merupakan sebagai titik awal dan akhir.
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Contoh 2.2.11

Berikut ini diberikan contoh dari suatu loop.

1

2

3

4

42

2 0

-2

2

Gambar 2.4. Digraf P

Dari gambar Digraf P tersebut diketahui bahwa loopnya berada

di (2,2).

Definisi 2.2.12 (e.g (Clark, 1995))

Sebuah digraf G dikatakan terhubung jika untuk setiap dua titik i

dan j terdapat lintasan dari i ke j.

Definisi 2.2.13 (Strongly Connected, e.g (Clark, 1995))

Dua titik i dan j pada digraf G dikatakan terhubung kuat (strongly

connected) jika terdapat lintasan berarah dari i ke j dan juga

lintasan berarah dari j ke i.

Definisi 2.2.14 (Representasi Digraf, e.g(Heidergott, 2005))

Misalkan A ∈ Rn×n
max dan G(A) adalah digraf berbobot dengan

V(A) = {1, ..., n} dan E(A) = {(i, j)|aij ̸= −∞}. Representasi

digraf dari matriks A adalah digraf G(A) dengan bobot w(i, j) =

aij . Jika aij = −∞ maka (i, j) tidak ada.



24

Contoh 2.2.15 Misalkan matriks

Q =

−∞ 1 5

−2 −∞ 4

−1 −2 −∞


representasikan matriks tersebut ke dalam bentuk digraf.

Penyelesaian:

Berdasarkan penulisan matriks pada 2.1 dan 2.2 maka representasi

digraf dari matriks Q tersebut dapat digambarkan seperti berikut

ini.

1

23

1
5 -2

4

-1

-2

Gambar 2.5. Digraf Q

Misalkan terdapat suatu G(A) dengan lintasan π =

(i1, i2), (i2, i3), ..., (ip−1, ip) maka bobot dari π didefinisikan

sebagai w(π,A) = ai1i2 , ai2i3 , ..., aip−1ip jika p > 1. Jika i1 = ip

maka π disebut dengan cycle yang dinotasikan dengan σ.

Definisi 2.2.16 (Cycle Mean, e.g (Sergeev, 2009))

Cycle mean merupakan bobot rata-rata suatu cycle yang

didefinisikan sebagai jumlah dari masing-masing bobot pada

suatu cycle dan dibagi dengan panjang cyclenya. Sedemikian
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sehingga cycle mean µ didefinisikan sebagai berikut.

µ(σ,A) =
w(σ,A)

l(σ)

dimana

µ(σ,A) = cycle mean σ

w(σ,A) = bobot(entri matriks) σ

l(σ) = panjang dari cycle σ.

Contoh 2.2.17

Diberikan suatu matriks C =

−∞ 15 −∞
−∞ −∞ 14

10 −∞ 12

 kemudian

matriks tersebut direpresentasikan ke dalam bentuk digraf seperti

berikut ini.

1

23

15

14

10

12

Gambar 2.6. Digraf C

Berdasarkan Gambar 2.6 diketahui bahwa himpunan V(C) =

{1, 2, 3} dan himpunan E(C) = {(1, 2), (2, 3), (3, 3), (3, 1)}. Secara

khusus, digraf G(C) memiliki dua cycle elementer yaitu ρ =

((1, 2), (2, 3), (3, 1)) dan θ = (3, 3). Sehingga bobot dan panjang
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cycle σρ adalah

w(σρ, C) = a12 + a23 + a31

= 15 + 14 + 10

= 39

dan

l(σρ) = 3

dengan demikian dapat dituliskan cycle mean dari σρ adalah

π(σρ, C) =
w(σρ, C)

lσρ

=
39

3

= 13

selanjutnya untuk bobot dan panjang dari cycle σθ adalah

w(σθ, C) = a33

= 12

dan

l(σθ) = 1

dengan demikian dapat dituliskan cycle mean σθ adalah

π(σθ, C) =
w(σθ, C)

lσθ

=
12

1

= 12
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Definisi 2.2.18 (Maximum Cycle Mean, e.g (Sergeev, 2009))

Maximum cycle mean dari G(A) dinotasikan dengan λ(A) bisa

disebut nilai eigen A dan didefinisikan

λ(A) = max
σ

(µ(σ,A))

Selain itu juga diberikan suatu algoritma karps’s yang

dgunakan untuk menghitung nilai eigen dari suatu matriks

A ∈ Rn×n
max yang irreducible.

Algoritma 2.2.19 (Algoritma Karp’s, e.g (Heidergott, 2005))

1. Pilih sembarang j ∈ n, dan himpunan x(0) = ej .

2. Hitung x(k) untuk k = 0, ..., n.

3. Hitung nilai eigen

λ = max
i=1,...,n

min
k=0,...,n−1

xi(n)− xi(k)

n− k
.

Selanjutnya algoritma karp’s dapat diilustrasikan dengan

contoh berikut.

Contoh 2.2.20

Misalkan

U =


−∞ 3 −∞ 1

2 −∞ 1 −∞
1 2 2 −∞

−∞ −∞ 1 −∞


Selanjutnya matriks tersebut direpresentasikan menjadi sebuah

digraf seperti berikut ini.
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1

2

3

4

3
1 2

1

1

2

2

1

Gambar 2.7. Digraf U

Berdasarkan gambar tersebut terlihat bahwa digraf U adalah

strongly connected sehingga matriks U irreducible. Kemudian

dihitung dengan algoritma karp’s dimana j = 1, dan x(0) = e1 =(
0 −∞ −∞ −∞

)T
. Perhatikan bahwa n = 4 dan iterasi pada

Gambar2.7 sebanyak empat kali menghasilkan

x(1) =


−∞
2

1

−∞

 , x(2) =


5

2

4

2

 , x(3) =


5

7

6

5

 , x(4) =


10

7

9

7

 .

Untuk i ∈ 4, ketentuan dari minimisasinya mink=0,...,3(xi(4) −
xi(k))/(4− k) dibaca

min{10
4
,−∞,

5

2
,
5

1
} = 2

1

2
,min{−∞,

5

3
,
5

2
, 0} = 0,

min{−∞,
8

3
,
5

2
,
3

1
} = 2

1

2
,min{−∞,−∞5

2
,
2

1
} = 2.

dan algoritma karp’s menghasilkan

λ = max{5
2
, 0, 2} = 2

1

2
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untuk nilai eigen dari matriks U .

Definisi 2.2.21 (Critical Digraph, e.g (Sergeev, 2009))

Cycle σ pada G(A) disebut critical jika

µ(σ,A) = λ(A)

Setiap titik dan sisi yang termasuk dalam critical cycle disebut

critical. Himpunan dari critical node (titik kritis) dilambangkan

dengan Vc(A), himpunan dari critical edges (sisi kritis)

dilambangkan dengan Ec(A). Critical digraph dari A yang

dinotasikan dengan Gc(A) = (Vc(A), Ec(A)) adalah digraf yang

terdiri dari semua titik kritis dan sisi kritis Gc(A).

Contoh 2.2.22

Berikut ini diberikan suatu contoh dari critical digraph

berdasarkan matriks pada contoh 2.2.20.

Berdasarkan gambar digraf U pada contoh 2.2.20 diketahui

maximum cycle mean nya adalah 2.5, sehingga komponen dari

Gc(U) mempunyai dua critical node yaitu di titik 1, 2 dan dua

critical edges yaitu (1, 2) dan (2, 1).

2.2.2. Matriks Reducible dan Matriks Irreducible

Definisi 2.2.23 (Matriks Irreducible, e.g (Siswanto, 2014))

Misalkan A ∈ Rn×n
max dan G(A) merupakan digraf berbobot yang

bersesuaian dengan A disebut tak tereduksi(irreducible) jika G(A)

terhubung kuat (strongly connected).

Definisi 2.2.24 (Matriks Reducible, e.g (Siswanto, 2014))

Misalkan A ∈ Rn×n
max merupakan matriks yang tidak terhubung
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kuat (not strongly connected) maka matriks tersebut dikatakan

tereduksi (reducible).

2.3. Perpangkatan Matriks

Pada subbab ini akan dijelaskan mengenai siklisitas dan

teorema siklisitas pada suatu digraf. Dimana teorema siklisitas

berarti bahwa dalam waktu maks, pangkat aljabar max dari setiap

matriks yang irreducible pada akhirnya akan periodik dengan

periode sama dengan siklisitas dari critical digraph. Berikut ini

akan diberikan penjelasan lebih mengenai siklisitas dari suatu

digraf.

2.1.1. Siklisitas Digraf

Definisi 2.3.1 (Siklisitas, e.g (Heidergott, 2005))

Siklisitas dari graf G dinotasikan dengan γG , dan didefinisikan

sebagai berikut.

1. Jika G strongly connected, maka siklisitasnya sama dengan

pembagi persekutuan terbesar dari panjang semua cycle

elementer di G. Jika G hanya terdiri dari satu titik tanpa loop,

maka siklisitasnya didefinisikan sebagai satu.

2. Jika G not strongly connected, maka siklisitasnya sama

dengan kelipatan persektutuan terkecil dari siklisitas semua

subgraf yang terhubung kuat maksimal dari G.

Contoh 2.3.2

Berikut ini merupakan contoh siklisitas
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1. Strongly Connected

Misalkan R =


−∞ 2 −∞ −∞
3 −∞ 1 −∞

−∞ 1 2 1

1 −∞ −∞ −∞


maka dapat direpresentasikan ke dalam digraf G(R) seperti

berikut ini.

1

2

3

4

31
2

1
1

2

1

Gambar 2.8. Digraf R

Dari graf G(R) tersebut diperoleh bahwa V(R) = {1, 2, 3, 4}
dan E(R) = {(3, 3), (3, 4), (4, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 2)}.

Secara khusus, G(R) memiliki 4 cycle elementer yaitu σρ =

((3, 3)), σθ = ((2, 3), (3, 2)), ση = ((1, 2), (2, 1)), σζ =

((1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)). Maka l(σρ) = 1, l(σθ) = 2,

l(ση) = 2, dan l(σζ) = 4. Sehingga diperoleh siklisitas dari

G(R) sebesar 2.
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2. Not Strongly Connected

Misalkan S =



−∞ 3 −∞ −∞ −∞ −∞
−∞ −∞ 3 −∞ −∞ −∞
−∞ 2 −∞ −2 −∞ −∞
0 −∞ −∞ −∞ 3 4

−∞ −∞ −∞ −∞ −∞ −∞
−∞ −∞ −∞ −∞ −∞ −∞


maka dapat direpresentasikan ke dalam graf G(S) seperti

berikut ini.

1

2

3

4

5

6

3

1
2

-2

03

4

Gambar 2.9. Digraf S

Dari graf G(S) tersebut diperoleh bahwa

V(S) = {1, 2, 3, 4, 5, 6} dan E(S) =

{(1, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 4), (4, 1), (4, 5), (4, 6)}. Secara

khusus G(S) memiliki 2 cycle elementer yaitu σρ =

((2, 3), (3, 2)) dan σζ = ((1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)). Maka

l(σρ) = 2 dan l(σζ) = 4. Sehingga diperoleh siklisitas dari

G(S) sebesar 2.

Teorema 2.3.3 (Teorema Siklisitas, e.g (Heidergott, 2005))

Misalkan A ∈ Rn×n
max adalah matriks irreducible dengan nilai eigen
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λ dan siklikitas γ = γ(A). Maka ada T (A) sedemikian sehingga

A(t+γ) = λ⊗γ ⊗At (2.3)

untuk semua t ≥ T (A). Dimana T terkecil yang dapat dipilih pada

2.3 disebut transien dari A kemudian dinyatakan dengan T (A).

Contoh 2.3.4

Misalkan Z =

(
−1 11

1 −∞

)

12 11
1

−1

Gambar 2.10. Digraf Z

Z2 =

(
12 10

0 12

)
, Z3 =

(
11 23

13 11

)
, Z4 =

(
24 22

12 24

)
, Z5 =(

23 35

25 23

)
dan dapat disimpulkan bahwa

Z(t+2) = 12⊗ Zt

= 6⊗2 ⊗ Zt, t ≥ 2.

Oleh karena itu, dapat diperoleh λ(Z) = 6, γ(Z) = 2, γG(Z) = 1

dan t(Z) = 2. ditambah lagi

Zλ =

(
−7 5

−5 −∞

)

dan
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Z2
λ =

(
0 −2

−12 0

)
, Z3

λ =

(
−7 5

−5 −7

)
,

Z4
λ =

(
0 −2

−12 0

)
, Z5

λ =

(
−7 5

−5 −7

)
, · · · ,

yang memberikan

Z∗
λ =

(
0 5

−5 0

)



BAB III

EKSPANSI CSR DALAM ALJABAR MAX-PLUS UNTUK
MENENTUKAN KEPERIODIKAN PANGKAT MATRIKS

IRREDUCIBLE

Dalam bab ini akan dibahas mengenai konsep dasar yang

akan digunakan untuk membahas keperiodakan pangkat matriks

menggunakan CSR dalam aljabar max-plus. Dimulai dari

penjabaran definisi, contoh, teorema dan buktinya.

Bab ini dibagi dalam 2 bagian utama. Pada bagian

pertama akan diberikan definisi tentang matriks CSR beserta

contoh-contohnya. Pada bagian kedua akan dilanjutkan dengan

definisi dari keperiodikan pangkat matriks.

3.1. Definisi Matriks CSR

Pada subbab ini akan diberikan suatu definisi dari matriks

CSR dengan peneliti mempertimbangkan hasil kali dalam aljabar

max-plus dari bentuk CStR. Untuk setiap matriks A ∈ Rn×n
max

dan metrik matriks dari A dinotasikan dengan M = ((λ(A)− ⊗
A)⊗γ(G))∗.

Matriks C dan matriks R diperoleh dari mengganti kolom

critical node dan baris critical node dengan metrik matriks.

Sedangkan matriks S diperoleh dari mengganti sisi kritis (critical

edges) dengan λ(A)− ⊗ aij . Sehingga matriks C, S,R dapat

didefinisikan sebagai

Cij =

mij , jika j ∈ Gc

−∞, lainnya
, (3.1)

35



36

Sij =

λ(A)− ⊗ aij , jika (i, j) ∈ Gc

−∞, lainnya
, (3.2)

Rij =

mij , jika i ∈ Gc

−∞, lainnya
(3.3)

Contoh 3.1.1

Misalkan matriks A =

−2 0 −1

0 −5 −4

−1 −2 −3

 merupakan sebuah

matriks berukuran 3× 3.

1

23

-2

0-1
0

-5-4

-1

-2

-3

Gambar 3.1. Digraf A

Langkah pertama yaitu menghitung maximum cycle mean.

Berdasarkan gambar tersebut diketahui bahwa maximum cycle

mean nya adalah 0 dan komponen dari Gc(A) mempunyai dua

critical node yaitu 1, 2 dan dua critical edges yaitu (1, 2) dan (2, 1).

Setelah itu mencari siklisitas. Dari graf G(A)

tersebut diperoleh bahwa V(A) = (1, 2, 3) dan E(A) =

((1, 2), (2, 1), (1, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3), (3, 1), (1, 3)). Secara

khusus, G(A) memiliki 8 cycle elementer yaitu σρ = ((1, 1)),
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σβ = ((1, 2), (2, 1)), σω = ((2, 2)), σζ = ((2, 3), (3, 2)),

σµ = ((3, 3)), στ = ((1, 3), (3, 1)), ση = ((1, 2), (2, 3), (3, 1)),

σξ = ((1, 3), (3, 2), (2, 1)). Maka l(σρ) = 1, l(σβ) = 2, l(σω) = 1,

l(σζ) = 2, l(σµ) = 1, l(στ ) = 2, l(ση) = 3, l(σξ) = 3. Sehingga

diperoleh siklisitas dari G(A) sebesar 1.
Langkah kedua yaitu menghitung

M = ((λ(F )
− ⊗ F )

⊗γ(G)
)
∗

=


0

− ⊗

−2 0 −1

0 −5 −4

−1 −2 −3




⊗1
∗

=


−2 0 −1

0 −5 −4

−1 −2 −3


⊗1

∗

=

−2 0 −1

0 −5 −4

−1 −2 −3


∗

M
∗

= I ⊕ M ⊕ M
⊗2

=

 0 −∞ −∞
−∞ 0 −∞
−∞ −∞ 0

 ⊕

−2 0 −1

0 −5 −4

−1 −2 −3

 ⊕

−2 0 −1

0 −5 −4

−1 −2 −3


⊗2

=

 0 0 −1

0 0 −4

−1 −2 0

 ⊕

 0 −2 −3

−2 0 −1

−2 −1 −2



=

 0 0 −1

0 0 −1

−1 −1 0


Sehingga Matriks C, S,R dapat dituliskan sebagai berikut.

Matriks C =

 0 0 −∞
0 0 −∞
−1 −1 −∞


Matriks R =

 0 0 −1

0 0 −1

−∞ −∞ −∞


Matriks S =

−∞ 0 −∞
0 −∞ −∞

−∞ −∞ −∞
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3.2. Keperiodikan Pangkat Matriks

Pada bagian awal sudah dijelaskan bahwa aljabar max-plus

memiliki pengaplikasian yang cukup luas dan salah satunya

adalah menyelesaikan masalah keperiodikan. Keperiodikan

yang dimaksud disini adalah keperiodikan pangkat matriks

irreducible. Suatu matriks irreducible dalam aljabar max-plus jika

dipangkatkan dengan bilangan bulat dia akan mencapai periodik.

Berdasarkan teorema siklisitas diperoleh jika suatu matriks A

adalah matriks irreducible maka A akan periodik untuk t ≥ T (A)

sehingga

A(t+γ) = λ⊗γ ⊗At

ketika kasus λ(A) = 0 maka diperoleh A(t+γ) = At. Selanjutnya

(Sergeev, 2012) mendefinisikan keperiodikan pangkat matriks

sebagai berikut.

Pt := CStR,

dengan asumsi bahwa A ∈ Rn×n
max mempunyai λ(A) = 0.

Dan ternyata definisi tersebut memenuhi teorema siklisitas seperti

yang dijelaskan pada proposisi di bawah ini.

Berikut ini adalah teorema dan proposisi untuk menentukan

keperiodikan pangkat matriks At.

Proposisi 3.2.1 (e.g(Sergeev, 2012))

Misalkan A ∈ Rn×n
max mempunyai λ(A) = 0 dan misalkan S

didefinisikan seperti 3.2. Terdapat z ∈ Rn
max sedemikian sehingga

D−1SD untuk D := diag(z) adalah matriks 0− 1.

Bukti.

Karena λ(S) = 0, dapat diambil z :=
n⊕

j=1
S∗
j . Vektor ini positif dan

perhatikan bahwa Sz ≤ z karena SS∗ ≤ S∗. Dari ini dan G(S) =
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Gc(S) = Gc, dapat disimpulkan dengan mengalikan z−1
i sijzj ≤ 1

sepanjang cycle yang z−1
i sijzj = 1 untuk semua (i, j) ∈ G(S), yang

z−1
i sijzj = 0 untuk semua (i, j) /∈ G(S). ■

Karena S dapat diskalakan ke matriks 0−1, dapat disimpulkan

bahwa {St, t > 0}menjadi periodik paling banyak setelah bilangan

Wielandt numberW = (n−1)2+1. Sebuah matriksA akan disebut

S- divisualisasikan jikaS didefinisikan dalam (3.2) adalah Boolean.

Dalam kasus S-divisualisasikan, bentuk asimtotik St untuk t ≥
T (A) adalah ditentukan oleh kelas siklik dari Gc.

St
ij =

1, jika [i] →t [j],

0, lainnya
(3.4)

Ini dimulai dengan pengamatan bahwa jika T adalah angka

setelah {St, t ≥ 0} menjadi periodik, maka

SlγR = R, CSlγ = C, ∀lγ ≥ T. (3.5)

Pada persamaan (3.4) menyiratkan bahwa semua entri

diagonal dari Slγ dengan indeks Vc adalah 1 jika lγ ≥ T , yang

menyiratkan SlγR ≥ R dan CSlγ ≥ C . Disisi lain, S ≤ A dan

Slγ ≤ (Aγ)∗. Selanjutnya, (Aγ)∗R ≤ R dan CSlγ ≤ C(Aγ)∗ ≤ C

karena (Aγ)∗(Aγ)∗ = (Aγ)∗, sehingga SlγR ≤ (Aγ)∗R ≤ R dan

CSlγ ≤ C(Aγ)∗ ≤ C .

Karena {St, t ≥ T} adalah periodik, demikian juga {P(t), t ≥
T}.

Proposisi 3.2.2 (Periodisitas, e.g(Sergeev, 2012))

P(t+γ) = P(t), untuk semuat ≥ 0.
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Bukti.

Diketahui pada (Sergeev, 2012) bahwa

P(t) := CStR

SlγR = R

CSlγ = C

selanjutnya akan dibuktikan bahwa

P(t+γ) = P(t).

P(t) = CStR

= CStSlγR

= CS(t+lγ)R

= P(t+lγ)

P(t)P(γ) = P(t+lγ)P(γ)

P(t+γ) = P(t+lγ+γ)

= CS(t+lγ+γ)R

= CStSlγSγR

= CStSγR

= CStR

P(t+γ) = P(t)

■

Jadi berdasarkan proposisi 1 dan teorema 1 dapat disimpulkan

bahwa untuk mencari keperiodikan pangkat matriks sebagai

berikut. Ini adalah versi CSR dari teorema siklisitas.

At = λ(A)⊗t ⊗ CStR

Selanjutnya terdapat suatu algoritma yang digunakan untuk
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mencari suatu keperiodikan pangkat matriks menggunakan

matriks CSR dan berdasarkan dari teorema siklisitas.

Algoritma 3.2.3

Input: A ∈ Rn×n
max

Output: t dengan At = λ(A)⊗t ⊗ CStR

1. Langkah pertama yang harus dilakukan adalah memastikan

bahwa λ = λ(A). Selanjutnya mencari critical digraph dan

siklisitas γ. Kemdudian menghitung metrik matriks M =

((λ(A)− ⊗A)⊗γ(G))∗.

2. Langkah kedua adalah mendefinisikan matriks CSR nya.

3. Langkah ketiga adalah mencari t. Untuk t = 0, 1, ..., (n−1)2+

1 periksa apakah At = λ(A)⊗t ⊗CStR jika memenuhi maka

t ditemukan.

Berikut ini merupakan contoh dalam aljabar max-plus untuk

menentukan keperiodikan pangkat matriks.

Contoh 3.2.4

F =

−3 −5 −1

−2 0 −1

−4 −1 −2


Selanjutnya matriks F direpresentasikan ke dalam bentuk digraf

seperti berikut ini.
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1

23

-3

-5-1
-2

0-1

-4

-1

-2

Gambar 3.2. Digraf F

Langkah Pertama

Berdasarkan gambar digraf F di atas diketahui maximum cycle

mean nya adalah 0, dan komponen dari Gc(F ) mempunyai satu

critical node yaitu 2 dan critical edges yaitu (2, 2).
Langkah Kedua

Kemudian dilanjutkan dengan menghitung metrik matriks
M = ((λ(F )− ⊗ F )⊗γ(G))∗. Sehingga diperoleh

M = ((λ(F )
− ⊗ F )

⊗γ(G)
)
∗

=


0

− ⊗

−3 −5 −1

−2 0 −1

−4 −1 −2




⊗1
∗

=


−3 −5 −1

−2 0 −1

−4 −1 −2


⊗1

∗

=

−3 −5 −1

−2 0 −1

−4 −1 −2


∗

Oleh karena itu
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M
∗

= I ⊕ M ⊕ M
⊗2

=

 0 −∞ −∞
−∞ 0 −∞
−∞ −∞ 0

 ⊕

−3 −5 −1

−2 0 −1

−4 −1 −2

 ⊕

−3 −5 −1

−2 0 −1

−4 −1 −2


⊗2

=

−0 −5 −1

−2 0 −1

−4 −1 0

 ⊕

−5 −2 −3

−2 0 −1

−3 −1 −2



=

 0 −2 −1

−2 0 −1

−3 −1 0


Sehingga Matriks C, S,R dapat dituliskan sebagai berikut.

Matriks C =

−∞ −2 −∞
−∞ 0 −∞
−∞ −1 −∞


Matriks R =

−∞ −∞ −∞
−2 0 −1

−∞ −∞ −∞


Matriks S =

−∞ −∞ −∞
−∞ 0 −∞
−∞ −∞ −∞


Langkah Ketiga

Setelah mendapatkan matriks CSR kemudian langkah

selanjutnya menentukan batas atasnya. Karena pangkat matriks

menjadi periodik paling banyak setelah bilangan Wielandt number

W = (n− 1)2 + 1

= (3− 1)2 + 1

= 22 + 1

= 4 + 1

= 5

Jadi suatu pangkat matriks F ini akan menjadi periodik apabila
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paling banyak di t = 5 sudah memenuhi F t = λ(F )⊗t ⊗ CStR.
Untuk t = 0

F
0

=

 0 −∞ −∞
−∞ 0 −∞
−∞ −∞ 0



λ(F )
⊗0 ⊗ CS

0
R = 0

⊗0 ⊗

−∞ −2 −∞
−∞ 0 −∞
−∞ −1 −∞


−∞ −∞ −∞

−∞ 0 −∞
−∞ −∞ −∞


⊗0 −∞ −∞ −∞

−2 0 −1

−∞ −∞ −∞



= 0 ⊗

−∞ −2 −∞
−∞ 0 −∞
−∞ −1 −∞


 0 −∞ −∞

−∞ 0 −∞
−∞ −∞ 0


−∞ −∞ −∞

−2 0 −1

−∞ −∞ −∞



= 0 ⊗

−∞ −2 −∞
−∞ 0 −∞
−∞ −1 −∞


−∞ −∞ −∞

−2 0 −1

−∞ −∞ −∞



= 0 ⊗

−4 −2 −3

−2 0 −1

−3 −1 −2



=

 4 −2 −3

−2 0 −1

−3 −1 −2



karena F 0 ̸= λ(F )⊗0 ⊗ CS0R sehingga t = 0 tidak memenuhi
Untuk t = 1

F
1

=

−3 −5 −1

−2 0 −1

−4 −1 −2



λ(F )
⊗1 ⊗ CS

1
R = 0

⊗1 ⊗

−∞ −2 −∞
−∞ 0 −∞
−∞ −1 −∞


−∞ −∞ −∞

−∞ 0 −∞
−∞ −∞ −∞


⊗1 −∞ −∞ −∞

−2 0 −1

−∞ −∞ −∞



= 0 ⊗

−∞ −2 −∞
−∞ 0 −∞
−∞ −1 −∞


−∞ −∞ −∞

−∞ 0 −∞
−∞ −∞ −∞


−∞ −∞ −∞

−2 0 −1

−∞ −∞ −∞



= 0 ⊗

−∞ −2 −∞
−∞ 0 −∞
−∞ −1 −∞


−∞ −∞ −∞

−2 0 −1

−∞ −∞ −∞



= 0 ⊗

 4 −2 −3

−2 0 −1

−3 −1 −2



=

 4 −2 −3

−2 0 −1

−3 −1 −2



karena F 1 ̸= λ(F )⊗1 ⊗ CS1R sehingga t = 1 tidak memenuhi

Untuk t = 2



45

F
2

=

−5 −2 3

−2 0 −1

−3 −1 −2



λ(F )
⊗2 ⊗ CS

2
R = 0

⊗2 ⊗

−∞ −2 −∞
−∞ 0 −∞
−∞ −1 −∞


−∞ −∞ −∞

−∞ 0 −∞
−∞ −∞ −∞


⊗2 −∞ −∞ −∞

−2 0 −1

−∞ −∞ −∞



= 0 ⊗

−∞ −2 −∞
−∞ 0 −∞
−∞ −1 −∞


−∞ −∞ −∞

−∞ 0 −∞
−∞ −∞ −∞


−∞ −∞ −∞

−2 0 −1

−∞ −∞ −∞



= 0 ⊗

−∞ −2 −∞
−∞ 0 −∞
−∞ −1 −∞


−∞ −∞ −∞

−2 0 −1

−∞ −∞ −∞



= 0 ⊗

−4 −2 −3

−2 0 −1

−3 −1 −2



=

−4 −2 −3

−2 0 −1

−3 −1 −2



karena F 2 ̸= λ(F )⊗2 ⊗ CS2R sehingga t = 2 tidak memenuhi
Untuk t = 3

F
3

=

−4 −2 −3

−2 0 −1

−3 −1 −2



λ(F )
⊗3 ⊗ CS

2
R = 0

⊗3 ⊗

−∞ −2 −∞
−∞ 0 −∞
−∞ −1 −∞


−∞ −∞ −∞

−∞ 0 −∞
−∞ −∞ −∞


⊗2 −∞ −∞ −∞

−2 0 −1

−∞ −∞ −∞



= 0 ⊗

−∞ −2 −∞
−∞ 0 −∞
−∞ −1 −∞


−∞ −∞ −∞

−∞ 0 −∞
−∞ −∞ −∞


−∞ −∞ −∞

−2 0 −1

−∞ −∞ −∞



= 0 ⊗

−∞ −2 −∞
−∞ 0 −∞
−∞ −1 −∞


−∞ −∞ −∞

−2 0 −1

−∞ −∞ −∞



= 0 ⊗

−4 −2 −3

−2 0 −1

−3 −1 −2



=

−4 −2 −3

−2 0 −1

−3 −1 −2



karena F 3 = λ(F )⊗3 ⊗ CS3R sehingga t = 3 memenuhi. Jadi

keperiodikan pangkat matriks tersebut pada t = 3.
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Contoh 3.2.5

Misalkan diberikan matriks

B =


−1 0 −7 −6

0 −1 −5 −4

−7 −5 −1 −3

−6 −4 −3 −2


kemudian direpresentasikan ke dalam bentuk digraf seperti

berikut ini.

1

2

3

4

-1

0

-7

-6
0

-1

-5

-4

-7

-5

-1

-3

-6
-4

-3

-2

Gambar 3.3. Digraf B

Langkah Pertama

Berdasarkan Gambar 3.3 dapat diketahui bahwa maximum

cycle meannya adalah λ(B) = 0 dan komponen dari Gc(B)

mempunyai dua titik yaitu 1, 2 dan dua sisi yaitu (1, 2) dan (2, 1).

Siklisitas dari digraf tersebut adalah 2.
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Langkah Kedua

Kemudian dilanjutkan dengan menghitung metrik matriks

M = ((λ(B)− ⊗B)⊗γ(G))∗. Sehingga diperoleh

M = ((λ(F )− ⊗ F )⊗γ(G))∗

=


0− ⊗


−1 0 −7 −6

0 −1 −5 −4

−7 −5 −1 −3

−6 −4 −3 −2




⊗2
∗

=



−1 0 −7 −6

0 −1 −5 −4

−7 −5 −1 −3

−6 −4 −3 −2


⊗2

∗

=


0 −1 −5 −4

−1 0 −6 −5

−5 −6 −2 −4

−4 −5 −4 −4


∗

Oleh karena itu
M

∗
= I ⊕ M ⊕ M

2 ⊕ M
3

=


0 −∞ −∞ −∞

−∞ 0 −∞ −∞
−∞ −∞ 0 −∞
−∞ −∞ −∞ 0

 ⊕


−1 0 −7 −6

0 −1 −5 −4

−7 −5 −1 −3

−6 −4 −3 −2

⊕


0 −1 −5 −4

−1 0 −6 −5

−5 −6 −2 −4

−4 −5 −4 −4

 ⊕


−1 0 −6 −5

0 −1 −5 −4

−6 −5 −3 −5

−5 −4 −5 −6



=


0 0 −5 −4

0 0 −5 −4

−5 −5 0 −3

−4 −4 −3 0


Sehingga matriks CSR dapat dituliskan sebagai berikut.
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Matriks C =


0 0 −∞ −∞
0 0 −∞ −∞
−5 −5 −∞ −∞
−4 −4 −∞ −∞



Matriks R =


0 0 −5 −4

0 0 −5 −4

−∞ −∞ −∞ −∞
−∞ −∞ −∞ −∞



Matriks S =


−∞ 0 −∞ −∞
0 −∞ −∞ −∞

−∞ −∞ −∞ −∞
−∞ −∞ −∞ −∞


Langkah Ketiga

Setelah mendapatkan matriks CSR kemudian menentukan

batas atasnya. Karena pangkat matriks menjadi periodik paling

banyak setelah bilangan Wielandt number W = (n− 1)2 + 1.

W = (n− 1)2 + 1

= (4− 1)2 + 1

= 32 + 1

= 9 + 1

= 10

Jadi suatu pangkat matriksB ini akan menjadi periodik apabila

paling banyak di t = 10 sudah memenuhi Bt = λ(B)⊗t ⊗ CStR.

Selanjutnya perhitungan untuk contoh 3.2.5 ini menggunakan

bantuan matlab yang telah terlampir.
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untuk t = 10

B10 =


0 −1 −5 −4

−1 0 −6 −5

−5 −6 −10 −9

−4 −5 −9 −8



λ(B)⊗10 ⊗ CS10R = 0⊗10 ⊗


0 0 −∞ −∞
0 0 −∞ −∞
−5 −5 −∞ −∞
−4 −4 −∞ −∞



−∞ 0 −∞ −∞
0 −∞ −∞ −∞

−∞ −∞ −∞ −∞
−∞ −∞ −∞ −∞


⊗10


0 0 −5 −4

0 0 −5 −4

−∞ −∞ −∞ −∞
−∞ −∞ −∞ −∞



=


0 −1 −5 −4

−1 0 −6 −5

−5 −6 −10 −9

−4 −5 −9 −8


Karena B10 = λ(B)⊗10 ⊗ CS10R sehingga t = 10 memenuhi.

Jadi berdasarkan perhitungan tersebut dapat diketahui bahwa

pangkat matriks tersebut periodik pada t = 10.



BAB IV

Penutup

4.1. Kesimpulan

Berdasarkan uraian yang telah dipaparkan pada BAB III dapat

disimpulkan bahwa untuk menentukan keperiodikan pangkat

matriks irreducible dengan menggunakan ekspansi CSR dalam

aljabar max-plus adalah sebagai berikut.

1. Langkah pertama yang harus dilakukan adalah memastikan

bahwa λ = λ(A). Selanjutnya mencari critical digraph dan

siklisitas γ. Kemudian menghitung metrik matriks M =

((λ(A)− ⊗A)⊗γ(G))∗.

2. Langkah kedua adalah mendefinisikan matriks CSR nya.

3. Langkah ketiga adalah mencari t. Untuk t = 0, 1, ..., (n−1)2+

1 periksa apakah At = λ(A)⊗t ⊗CStR jika memenuhi maka

t ditemukan.

4.2. Saran

Pada skripsi ini, peneliti hanya memfokuskan pada bagian

keperiodikan pangkat matriks irreducible dengan menggunakan

matriks CSR dengan λ(A) = 0. Maka disarankan untuk peneliti

selanjutnya untuk membahas keperiodikan pangkat matriks

reducible atau bisa diteliti pula untuk aljabar min-plus.
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Lampiran 1. Program Matlab

function t=CSRalgo(A)

% Finds k such that A=V F^k

% works when lambda(F) equals to 0

% currently only for finite entries

%eps=10^{-9}

eps=0.000000001;

%disp(’Discretelog starts here.’);

%A

%V

%F

[d1,d2]=size(A);

%We first check if any of the first (n-1)^2

%powers work.

%for higher powers, the method is

%based on the ultimate periodicity

%of critical columns

%disp(’compute lambda(A) and lambda(B)’);
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[chi1,x1,criticalcycle1]=policyIteration(A);

lambda1=max(chi1)

%if abs(lambda1)<eps

% error(’The mcm of the third argument is equal to 0. The method does not work in this case.’);

%end

AA=A-lambda1;

e1=eigvector(AA)

%disp(’Now finding a critical cycle in A’);

cycle1 =critical(AA,e1)

[~,l1]=size(cycle1)

c1=l1-1

zz1=zeros(d1,1);

for i=1:c1

zz1(cycle1(i))=1;

end

%zz

%CSR

U1=maxfloyd(maxpower(AA,c1))

R=row(U1,zz1)
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C=column(U1,zz1)

S1=-inf*ones(d1,d1);

for i=1:c1

S1(cycle1(i),cycle1(i+1))=AA(cycle1(i),cycle1(i+1));

end

S1

k=(d1-1)*(d1-1)+1

for i=1:k

W=otimes(C,otimes(maxpower(S1,i),R))

At=maxpower(A,i)

selisih=At-W

if selisih==0

disp("stop")

break

end

t=i

end

end
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Lampiran 2. Perhitungan Contoh 3.2.5

t=CSRalgo(A)

lambda1 =

0

e1 =

0

0

-5

-4

cycle1 =

2 1 2

l1 =

3

c1 =
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2

U1 =

0 -1 -5 -4

-1 0 -6 -5

-5 -6 0 -4

-4 -5 -4 0

R =

0 -1 -5 -4

-1 0 -6 -5

-Inf -Inf -Inf -Inf

-Inf -Inf -Inf -Inf

C =

0 -1 -Inf -Inf

-1 0 -Inf -Inf

-5 -6 -Inf -Inf

-4 -5 -Inf -Inf

S1 =
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-Inf 0 -Inf -Inf

0 -Inf -Inf -Inf

-Inf -Inf -Inf -Inf

-Inf -Inf -Inf -Inf

k =

10

W =

-1 0 -6 -5

0 -1 -5 -4

-6 -5 -11 -10

-5 -4 -10 -9

At =

-1 0 -7 -6

0 -1 -5 -4

-7 -5 -1 -3

-6 -4 -3 -2

selisih =
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0 0 -1 -1

0 0 0 0

-1 0 10 7

-1 0 7 7

t =

2

W =

0 -1 -5 -4

-1 0 -6 -5

-5 -6 -10 -9

-4 -5 -9 -8

At =

0 -1 -5 -4

-1 0 -6 -5

-5 -6 -2 -4

-4 -5 -4 -4

selisih =
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0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 8 5

0 0 5 4

t =

3

W =

-1 0 -6 -5

0 -1 -5 -4

-6 -5 -11 -10

-5 -4 -10 -9

At =

-1 0 -6 -5

0 -1 -5 -4

-6 -5 -3 -5

-5 -4 -5 -6

selisih =
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0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 8 5

0 0 5 3

t =

4

W =

0 -1 -5 -4

-1 0 -6 -5

-5 -6 -10 -9

-4 -5 -9 -8

At =

0 -1 -5 -4

-1 0 -6 -5

-5 -6 -4 -6

-4 -5 -6 -8

selisih =
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0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 6 3

0 0 3 0

t =

5

W =

-1 0 -6 -5

0 -1 -5 -4

-6 -5 -11 -10

-5 -4 -10 -9

At =

-1 0 -6 -5

0 -1 -5 -4

-6 -5 -5 -7

-5 -4 -7 -9

selisih =
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0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 6 3

0 0 3 0

t =

6

W =

0 -1 -5 -4

-1 0 -6 -5

-5 -6 -10 -9

-4 -5 -9 -8

At =

0 -1 -5 -4

-1 0 -6 -5

-5 -6 -6 -8

-4 -5 -8 -8

selisih =
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0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 4 1

0 0 1 0

t =

7

W =

-1 0 -6 -5

0 -1 -5 -4

-6 -5 -11 -10

-5 -4 -10 -9

At =

-1 0 -6 -5

0 -1 -5 -4

-6 -5 -7 -9

-5 -4 -9 -9

selisih =
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0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 4 1

0 0 1 0

t =

8

W =

0 -1 -5 -4

-1 0 -6 -5

-5 -6 -10 -9

-4 -5 -9 -8

At =

0 -1 -5 -4

-1 0 -6 -5

-5 -6 -8 -9

-4 -5 -9 -8

selisih =
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0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 2 0

0 0 0 0

t =

9

W =

-1 0 -6 -5

0 -1 -5 -4

-6 -5 -11 -10

-5 -4 -10 -9

At =

-1 0 -6 -5

0 -1 -5 -4

-6 -5 -9 -10

-5 -4 -10 -9

selisih =
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0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 2 0

0 0 0 0

t =

10

W =

0 -1 -5 -4

-1 0 -6 -5

-5 -6 -10 -9

-4 -5 -9 -8

At =

0 -1 -5 -4

-1 0 -6 -5

-5 -6 -10 -9

-4 -5 -9 -8

selisih =
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0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

stop

t =

10
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