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ABSTRAK 

Penelitian ini bertujuan untuk membahas banyaknya 

tree cover pada graf yang diperoleh dari operasi join dan 

corona pada graf lintasan, graf lengkap dan graf 

lingkaran. Metode penelitian adalah dengan studi 

pustaka. Penelitian dilakukan dengan cara menggambar 

graf tersebut dan mencari pola dari gambar tersebut, 

kemudian membuktikan teorema yang diperoleh dari 

pola yang telah ditemukan.  Hasil dari penelitian ini 

adalah didapatkannya nilai dari banyaknya tree cover 

pada graf yang diperoleh dari operasi join dan corona 

pada graf lintasan, graf lengkap dan graf lingkaran. 

Kata kunci : tree cover, operasi join, operasi corona, graf 

lintasan, graf lingkaran, graf lengkap 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

A. Latar Belakang 

Graf adalah salah satu jenis struktur data yang 

terdiri dari titik (vertex) dan garis (edge), dimana dalam 

graf tersebut, vertex - vertex yang ada dihubungkan oleh 

edge, hingga menjadi suatu kesatuan yang disebut graf 

(Rosen, 2012). Sebagai contoh dari pemodelan graf 

adalah peta kota kota, dimana kota disini sebagai vertex 

dan jalur yang menghubungkannya berlaku sebagai edge. 

Graf yang titik dan sisinya merupakan himpunan bagian 

dari graf lain disebut subgraf. 

Graf dapat dikelompokkan ke dalam beberapa 

kategori berdasarkan sudut pandang pengelompokannya. 

Berdasarkan ada atau tidaknya gelang (loop) atau sisi 

ganda (multiple edges) pada suatu graf, graf dapat 

dikelompokkan dalam dua jenis, yaitu: graf sederhana 

dan graf tak-sederhana. Graf sederhana yaitu graf yang 

tidak mengandung gelang atau sisi ganda . 

Salah satu contoh dari graf sederhana yaitu graf 

lintasan, graf lengkap, graf lingkaran dan graf pohon 

(tree). Graf lintasan adalah graf yang mempunyai tepat 

satu lintasan dengan n titik dan panjang n-1. Graf lengkap 

adalah graf sederhana yang setiap simpulnya mempunyai 
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sisi ke semua simpul lainnya. Graf lingkaran adalah graf 

sederhana yang setiap simpulnya berderajat dua (Munir, 

2010). 

Pohon merupakan sebuah graf terhubung yang 

tidak mengandung sirkuit (Munir, 2010). Dalam graf 

pohon, dikenal sebuah istilah yang bernama subpohon. 

Subpohon adalah pohon yang titik dan sisinya 

merupakan himpunan bagian dari pohon lain. 

Artes dan Dignos (2014) menyatakan bahwa misal 

  adalah sebuah graf dan                      adalah 

subgraf   dimana    adalah subpohon dari   untuk setiap 

               . Jika untuk setiap sisi         , terdapat 

        sehingga          , maka    adalah tree cover 

dari  . Banyaknya tree cover dari  , dinotasikan dengan 

     , yaitu 

                                              . 

Artes dan Dignos (2015) juga telah mengkaji 

tentang batas atas banyaknya tree cover pada graf yang 

diperoleh dari operasi join dan corona secara umum. 

Operasi join dan corona merupakan salah satu operasi 

yang menghubungkan antara dua graf. Kajian kali ini 

akan membahas lebih spesifik lagi kasus tersebut yaitu 

menghitung banyaknya tree cover pada graf yang 
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diperoleh dari operasi join dan corona pada graf lintasan, 

graf lengkap dan graf lingkaran. 

 

B. Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka diambil 

rumusan masalah sebagai berikut:: 

1. Berapa banyak tree cover pada graf yang diperoleh 

dari operasi join dan corona  pada graf lengkap, 

lingkaran dan teratur (     ,      ,      , 

       ,         dan        )? 

 

C. Tujuan Penelitian 

Tujuan Penelitian Skripsi ini adalah: 

1. Untuk mengetahui banyaknya tree cover pada graf 

yang diperoleh dari operasi join dan corona pada graf 

lengkap, lingkaran dan teratur (     ,      , 

     ,        ,         dan        ). 

 

D.  Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat penelitian ini yaitu: 

1. Bagi pembaca 

Hasil penelitian dapat digunakan sebagai salah 

satu referensi serta memperkaya penelitian dan 

literatur khususnya dalam hal tree cover.   
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2. Bagi penulis 

Memberikan tambahan pengetahuan untuk 

menghitung banyaknya tree cover pada graf yang 

diperoleh dari operasi join dan corona pada graf 

lengkap, lingkaran dan teratur. 
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BAB II  

LANDASAN TEORI 

A. KAJIAN PUSTAKA 

Berikut ini merupakan penelitian-penelitian yang 

bersinggungan dan berhubungan serta telah dilakukan 

oleh penelitian sebelumnya. Hasil penelitian ini dijadikan 

peneliti sebagai referensi utama untuk digunakan dalam 

penelitian. 

1. Penelitian yang dilakukan oleh Artes dan Dignos 

(2014). Penelitian ini berisi tentang definisi tree cover, 

karakteristik tree cover, banyakya tree cover pada graf 

lingkaran, kipas, roda dan banyaknya tree cover pada 

graf yang mempunyai tepat satu cycle. Persamaan 

dengan penelitian yang akan dilakukan adalah sama-

sama membahas tentang tree cover dan banyaknya 

tree cover pada graf lingkaran. Perbedaan penelitian 

ini dengan penelitian yang akan dilakukan 

diantaranya adalah penelitian juga akan membahas 

tentang tree cover pada graf lain yaitu graf lintasan 

dan graf lengkap. 

2. Penelitian yang dilakukan oleh Artes dan Dignos 

(2015). Penelitian ini berisi tentang batas atas dari 

banyaknya tree cover yang diperoleh dari operasi join 

dan corona pada dua graf yang saling terpisah. 
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Persamaan dengan penelitian yang akan dilakukan 

adalah sama-sama membahas tentang banyaknya tree 

cover yang diperoleh dari operasi join dan corona pada 

dua graf yang saling terpisah. Perbedaan penelitian ini 

dengan penelitian yang akan dilakukan diantaranya 

adalah penelitian akan membahas lebih spesifik lagi 

tentang tree cover yang diperoleh dari operasi join dan 

corona pada graf lintasan, graf lingkaran dan graf 

lengkap. 

3. Penelitian yang dilakukan oleh Bozeman, dkk (2017). 

Penelitian ini berisi tentang banyaknya tree cover 

pada d-dimensi hiperkubus untuk setiap    . 

Persamaan dengan penelitian yang akan dilakukan 

adalah sama-sama membahas tentang banyaknya tree 

cover pada suatu graf. Perbedaan penelitian ini dengan 

penelitian yang akan dilakukan diantaranya adalah 

penelitian akan membahas tentang banyaknya tree 

cover yang diperoleh dari operasi join dan corona pada 

graf lintasan, graf lingkaran dan graf lengkap. 

4. Penelitian yang dilakukan oleh G. Even. Penelitian ini 

berisi tentang algoritma untuk meminimumkan bobot 

tree cover dari graf pohon berbobot. Persamaan 

dengan penelitian ini adalah sama-sama membahas 

tentang tree cover. Perbedaan penelitian ini dengan 
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penelitian yang akan dilakukan diantaranya adalah 

penelitian akan membahas tree cover pada graf tak 

berbobot. 

B. KAJIAN TEORI 

1. GRAF 

Graf adalah salah satu jenis struktur data yang 

terdiri dari titik (vertex) dan garis (edge), dimana 

dalam graf tersebut, titik - titik yang ada dihubungkan 

oleh garis, hingga menjadi suatu kesatuan yang 

disebut graf (Rosen, 2012). Sebagai contoh dari 

pemodelan graf adalah peta kota kota, dimana kota 

disini sebagai vertex dan jalur yang 

menghubungkannya berlaku sebagai edge.   

Agar lebih jelas perhatikan gambar di bawah ini: 

 

Dalam gambar tersebut, terdapat beberapa kota 

yang berada di pulau jawa dimana kota-kota tersebut 

dihubungkan oleh beberapa jalur jalur yang ada. 

Gambar 2.1. graf peta kota di pulau jawa 

(sumber: Munir, 2010) 
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Untuk contoh di atas kita bisa menganggap bahwa 

kota-kota yang ada merupakan vertex, dan jalur-jalur 

yang menghubungkan kota-kota tersebut sebagai 

edge. Sehingga secara keseluruhan peta diatas dapat 

dibuat pemodelannya sebagai sebuah graf.   

Suatu graf didefinisikan sebagai himpunan 

vertex dan himpunan sisi (edge). Vertex menyatakan 

entitas-entitas data dan sisi menyatakan 

keterhubungan antara vertex. Biasanya untuk suatu 

graf   digunakan notasi matematis. 

          

Dimana :   = Graf 

    = Simpul, vertex, node atau titik  

    = Busur, edge atau arc 

  adalah himpunan vertex dan   himpunan sisi 

yang terdefinisi antara pasangan-pasangan vertex. 

Sebuah sisi antara vertex   dan   ditulis [x, y]. Suatu 

graf             disebut subgraf dari graf   jika    

adalah himpunan bagian dari   dan    himpunan 

bagian dari   (Munir, 2010). 

2. Istilah Pada Graf 

Berikut ini beberapa istilah yang sering 

digunakan dalam graf (Munir, 2010): 
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a. Adjacency: Dua vertex x dan y yang berlainan 

disebut berhubungan langsung (adjacent) jika 

terdapat sisi [x, y] dalam graf tersebut.  

b. Incident: Jika   merupakan busur dengan simpul-

simpulnya adalah   dan   yang ditulis        , 

maka   dan   disebut “terletak” pada  , dan   

disebut incident dengan   dan  . 

c. Derajat (degree): Derajat dari suatu vertex   dalam 

graf adalah jumlah busur yang incident dengan 

simpul tersebut. 

d. Lintasan (path): Sederetan vertex yang mana 

setiap vertex adjacent dengan vertex yang tepat 

berada disebelahnya.  

e. Panjang dari path: jumlah sisi yang dilalui path.  

f. Gelang (loop): sebuah busur yang bermula dan 

berakhir pada simpul yang sama. 

g. Sisi ganda (multiple edge): dua atau lebih busur 

yang menghubungkan dua simpul yang sama. 

h. Sirkuit (cycle): suatu path dengan panjang lebih 

dari satu yang dimulai dan berakhir pada suatu 

vertex yang sama.  

i. Siklus sederhana: dalam graf, siklus yang 

terbentuk pada tiga atau lebih vertex-vertex yang 

berlainan yang mana tidak ada vertex yang 
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dikunjungi lebih dari satu kali kecuali vertex 

awal/akhir.  

j. Dua vertex x dan y yang berbeda dalam suatu graf 

disebut berkoneksi (connected) apabila jika 

terdapat path yang menghubungkannya.  

k. Himpunan bagian vertex S disebut terkoneksi 

(connected) apabila dari setiap vertex x dalam S 

terdapat path ke setiap vertex y (y bukan x) dalam 

S.  

l. Suatu komponen terkoneksi (connected 

components) adalah subgraf (bagian dari graf) 

yang berisikan satu himpunan bagian vertex yang 

berkoneksi.  

m. Suatu graf bisa terbagi mejadi beberapa komponen 

yang terkoneksi; jika dalam komponen tersebut 

terdapat lebih dari satu komponen terkoneksi 

maka tidak terdapat path dari suatu vertex dalam 

satu komponen vertex di komponen lainnya.  

3. Macam-Macam Graf 

Graf dapat dikelompokkan ke dalam beberapa 

kategori berdasarkan sudut pandang 

pengelompokannya. Berdasarkan ada atau tidaknya 

gelang (loop) atau sisi ganda (multiple edges) pada 

suatu graf, graf dapat dikelompokkan dalam dua jenis, 
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yaitu: graf sederhana dan graf tak-sederhana. Graf 

sederhana yaitu graf yang tidak mengandung gelang 

atau sisi ganda. Sebaliknya, graf tak sederhana yaitu 

graf yang mengandung gelang atau sisi ganda (Munir, 

2010). 

 

 Ada beberapa contoh graf sederhana, 

diantaranya sebagai berikut (Munir, 2010): 

a. Graf lengkap adalah graf sederhana yang setiap 

sisinya memiliki sisi ke seluruh sisi lainnya. Graf 

lengkap dengan n simpul dilambangkan dengan 

  . 

b. Graf lingkaran adalah graf sederhana yang setiap 

sisinya memiliki derajat dua. Graf lingkaran 

dengan n simpul dilambangkan dengan   . 

c. Graf lintasan yang dinotasikan dengan    adalah 

graf yang memiliki hanya satu lintasan dengan 

jumlah titik sebanyak n dan panjang sisi n-1. 

Gambar 2.2. (a) graf tak sederhana, (b) graf sederhana  
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d. Graf kosong, dinotasikan dengan   
̅̅̅̅  adalah graf 

yang tidak memiliki sisi 

 

e. Pohon (tree) adalah graf terhubung yang tidak 

mengandung sirkuit. 

 

Pohon yang titik dan sisinya merupakan 

himpunan bagian dari pohon lain disebut 

subpohon. 

4. Macam-macam operasi pada graf 

Ada beberapa macam operasi pada graf, 

diantaranya yaitu: 

 

Gambar 2.3. (a) graf lingkaran, (b) graf lengkap  
                        dan (c) graf lintasan 

Gambar 2.4. graf kosong 𝐾 
̅̅ ̅ 

Gambar 2.5. graf pohon 
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a. Operasi gabungan (Diestel, 2005) 

Misalkan terdapat dua buah graf    dan   , 

maka gabungan dari graf    dan   , notasi 

      adalah graf dengan himpunan titik  

                     

dan himpunan sisi 

                      

Dengan kata lain, operasi gabungan dalam graf 

didapat dengan menggabungkan dua buah graf 

tanpa menambah ataupun mengurangi sisi dan 

titik pada graf tersebut. 

b. Operasi penjumlahan (join) (Artes dan Dignos, 

2015) 

Misal   dan   adalah graf yang tidak saling 

terhubung. Join     dari   dan   mempunyai 

set-titik                      dan set-sisi  

                                    

       

sehingga, 

                       

Dan  

                                    

Sebagai contoh, graf lintasan    dengan graf 

komplit    
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Join dari graf lintasan    dengan graf komplit    

ditunjukkan seperti gambar di bawah: 

 

c. Operasi corona (Artes dan Dignos, 2015) 

Corona       dari dua graf   dan   adalah 

graf yang diperoleh dengan mengambil satu 

salinan dari   dengan order   dan   salinan dari 

 , dan kemudian menggabungkan titik ke-  dari   

ke setiap titik di salinan ke-  dari  . 

Sebagai contoh graf lintasan    dengan graf 

lingkaran    

Gambar 2.6. (a) graf lintasan P4 dan (b) graf komplit K2 

Gambar 2.7. Join dari graf P4 dengan graf K2 
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Corona dari graf lintasan    dengan graf lingkaran 

   ditunjukkan seperti gambar dibawah: 

 

5. Tree Cover Pada Graf 

Misal   adalah sebuah graf dan     

                  adalah subgraf   dimana    adalah 

pohon untuk setiap                . Jika untuk setiap 

sisi         , terdapat         sehingga          , 

maka    adalah tree cover dari   (Artes dan Dignos, 

2014).  

Dari definisi di atas, dapat disimpulkan bahwa 

                     dapat disebut sebagai tree 

cover dari graf   jika: 

Gambar 2.8. a) graf lintasan P2 dan b) graf lingkaran 

C3 

Gambar 2.9. Corona dari graf P2 dengan graf C3 
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a.    merupakan subgraf dari graf G untuk setiap 

                

b.    adalah graf pohon untuk setiap                 

c.                 

Banyaknya tree cover (tree cover number) dari 

 , dinotasikan dengan      , yaitu       

                                        (Artes dan 

Dignos, 2014). 

Dari definisi diatas, jelas bahwa untuk setiap 

graf G,        . 

Artes dan Dignos (2014) telah membahas 

beberapa teorema tentang tree cover number, 

beberapa diantaranya yaitu:  

a. Teorema 2.1. misal G adalah graf dengan titik 

sebanyak n. Maka         jika dan hanya jika 

    
̅̅̅̅ . 

Bukti: Misal        . Maka         . 

Karena         , maka     
̅̅̅̅ . 

Sebaliknya, misalkan     
̅̅̅̅ . Sesuai definisi, 

       . Dengan menggabungkannya dengan 

pertidaksamaan        , kita dapatkan       

 .   

Teorema diatas berakibat bahwa jika G 

bukan graf kosong, maka        . 
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b. Teorema 2.2. misal G adalah graf terhubung tak 

kosong dengan derajat n.         jika dan hanya 

jika G adalah graf pohon. 

Bukti: misal        , maka terdapat tree 

cover    dari graf G sedemikian hingga |  |   . 

Misal       . Karena G terhubung dan tak 

kosong,    . Maka G adalah graf pohon. 

Sebaliknya, asumsikan bahwa G adalah graf 

pohon. Misal       . Maka    adalah tree cover 

dari  . Sesuai definisi,       |  |   . Karena   

bukan graf kosong, akibat dari Teorema 2.1 

menunjukkan bahwa           Menggabungkan 

kedua pertidaksamaan tersebut, diperoleh 

       .   

Teorema diatas berakibat bahwa jika G graf 

terhubung, bukan graf kosong dan bukan graf 

pohon, maka        . 

c. Teorema 2.3. untuk setiap bilangan positif    , 

          

Bukti: akibat dari Teorema 2.2 menunjukkan 

bahwa         . Anggap sirkuit graf    

[               ]  Misal           , dimana 

   [            ] dan    [     ]. Maka    

dan    adalah graf pohon. Jadi,    adalah tree cover 
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dari   , sehingga        |  |   . 

Menggabungkan kedua pertidaksamaan tersebut, 

diperoleh         .   

Sebagai contoh, graf lingkaran    memiliki 

jumlah tree cover sebanyak dua. Sebagai bukti, misal 

           dimana    dan    adalah subgraf dari    

seperti ditunjukkan pada gambar di bawah. 

 

Jelas bahwa    dan    adalah pohon, dan juga 

        . Akibatnya    adalah tree cover dari G. 

Sehingga sesuai definisi        |  |   . Karena    

bukan pohon, maka sesuai akibat dari teorema 2.2  

        . Dengan menggabungkan dua 

pertidaksamaan tersebut, diperoleh         . 

Gambar 2.14. G1 dan G2 Subgraf dari C3 
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BAB III  

METODOLOGI PENELITIAN 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini yaitu studi 

literatur. Metode studi literatur adalah serangkaian kegiatan 

yang berkenaan dengan metode pengumpulan data pustaka, 

membaca dan mencatat, serta mengelola bahan penelitian 

(Zed, 2003). 

 Adapun langkah-langkah yang digunakan ditampilkan 

sebagai berikut: 

1. Menggambar graf lintasan (  ), graf lengkap (  ) dan 

graf lingkaran (  ) dengan menerapkan operasi join dan 

corona. 

2. Mencari pola dari banyaknya tree cover yang diperoleh 

dari hasil operasi join dan corona antara ketiga graf 

tersebut. 

3. Membuktikan teorema tentang banyaknya tree cover 

yang telah diperoleh dari pola sebelumnya. 
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BAB IV  

HASIL DAN PEMBAHASAN 

A. Tree cover number pada graf lintasan (  ) 

1. Tree cover number pada    

 

   adalah graf kosong, sehingga      
̅̅ ̅. Sesuai 

teorema 2.1, karena      
̅̅ ̅ maka         . 

2. Tree cover number pada    

 

   termasuk graf pohon, karena    merupakan graf 

terhubung yang tidak mempunyai cycle. Sesuai 

teorema 2.2,         . 

3. Tree cover number pada    

 

   termasuk graf pohon, karena    merupakan graf 

terhubung yang tidak mempunyai cycle. Sesuai 

teorema 2.2,         . 

4. Generalisasi 

Teorema 4.1. Tree cover number dari graf 

lintasan    adalah 

          untuk      

          untuk     

Gambar 4.1 graf 𝑃  

Gambar 4.2 graf 𝑃  

Gambar 4.3 graf 𝑃  
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Bukti: Untuk    ,    adalah graf trivial, 

sehingga      
̅̅ ̅. Sesuai teorema 2.1, karena      

̅̅ ̅, 

maka           

Untuk    ,    termasuk graf pohon, karena    

merupakan graf terhubung yang tidak mempunyai 

cycle. Sesuai teorema 2.2,         .   

B. Tree cover number pada graf lingkaran (  ) 

Tree cover number pada graf lingkaran telah dibahas 

pada bab sebelumnya yaitu pada teorema 2.3. untuk 

setiap bilangan bulat    .         . (Artes dan Dignos, 

2014) 

C. Tree cover number pada graf lengkap (  ) 

Teorema 4.2 Misal G adalah graf sederhana 

terhubung dengan   titik dan   sisi dan    tree cover dari 

 , maka  

      ⌈
 

   
⌉ 

Keterangan: ⌈ ⌉ artinya bilangan bulat terkecil lebih 

dari atau sama dengan x 

Bukti: Diberikan graf   adalah graf sederhana 

terhubung dengan   titik dan   sisi. Misal    

                adalah tree cover dari graf  , maka    

subgraf dari G,    pohon dan                , 

untuk setiap            .  
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Untuk setiap            ,    subgraf dari graf  , 

maka    hanya bisa memiliki maksimal titik sebanyak n. 

Karena    merupakan pohon, maka    hanya bisa 

memiliki maksimal sisi sebanyak    . Karena graf G 

terhubung dan memiliki sisi sebanyak  , maka 

dibutuhkan minimum sebanyak ⌈
 

   
⌉ graf   , agar 

                 Sehingga |  |  ⌈
 

   
⌉  Jadi, 

      ⌈
 

   
⌉   

1. Tree cover number pada graf lengkap    

 

Karena    mempunyai cycle maka    bukan pohon, 

maka sesuai akibat dari teorema 2.2,         . 

   

Sesuai gambar diatas,            merupakan tree 

cover dari graf   , Sehingga sesuai definisi,         . 

D

A B 

C
Gambar 4.4 graf 𝐾  

A            B 
 
 
C            D 

A            B 
 
 
C            D 

Gambar 4.5 𝐺  dan 𝐺  tree cover dari graf 𝐾  

𝐺  𝐺  
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Dengan menggabungkan dua pertidaksamaan 

tersebut, diperoleh         . 

2. Tree cover number pada graf lengkap    

 

Graf    merupakan graf sederhana terhubung dengan 

5 titik dan 10 sisi. Sesuai Teorema 4.2,        

⌈
  

   
⌉  ⌈   ⌉   . 

 

Sesuai gambar diatas,               merupakan 

tree cover dari graf   . Sehingga sesuai definisi, 

        . Dengan menggabungkan kedua 

persamaan tersebut, diperoleh          

 

 

       A 
 

B   E 
 
 
    C        D 
Gambar 4.6 graf 𝐾  

       A 
 

B   E 
 
 
    C        D 

      A 
 

  E 
 
 
          D 

       A 
 

B   E 
 
 
    C        D 

𝐺  𝐺  𝐺  
Gambar 4.7 𝐺  𝐺  dan 𝐺  tree cover dari graf 𝐾  
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3. Tree cover number pada graf lengkap    

 

Graf    merupakan graf sederhana terhubung dengan 

6 titik dan 15 sisi. Sesuai Teorema 4.2,        

⌈
  

   
⌉  ⌈ ⌉   . 

 

Sesuai gambar diatas,               merupakan 

tree cover dari graf   . Sehingga sesuai definisi, 

        . Dengan menggabungkan kedua 

persamaan tersebut, diperoleh         . 

4. Generalisasi 

Teorema 4.3. Tree cover number dari graf lengkap    

adalah 

       B             A 
 

  C      F 
 
     D  E 

          B             A 
 
 
  C   F 
 
 
       D        E 

          B             A 
 
 
  C   F 
 
 
       D        E 

          B             A 
 
 
  C   F 
 
 
       D        E 𝐺  𝐺  𝐺  

Gambar 4.9 𝐺  𝐺  dan 𝐺  tree cover dari graf 𝐾  

Gambar 4.8 graf 𝐾  
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{
 
 

 
 
                                           
 

 
                                        

   

 
                         

 

Bukti: Untuk    , graf    merupakan graf kosong. 

Sehingga sesuai Teorema 2.1,         . 

Untuk           graf    mempunyai sisi 

sebanyak 
      

 
, sehingga sesuai Teorema 4.2, 

       ⌈
 

 
⌉  

 

 
. Misal titik pada graf    

               , maka dapat dibentuk    

              

 
  tree cover dari graf lengkap   , 

dengan    [             ], 

   [                            ] dan    

mengikuti pola sebelumnya tanpa melewati lintasan 

yang sama untuk           
   

 
.                

 

 

akan membentuk graf lintasan dan    akan 

membentuk graf pohon dengan       

                

 

 . Sehingga        
 

 
. Dengan 

menggabungkan kedua pertidaksamaan tersebut 

diperoleh        
 

 
. 

Untuk    ganjil, graf    mempunyai sisi 

sebanyak 
      

 
, sehingga sesuai Teorema 4.2, 
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       ⌈
 

 
⌉  

   

 
. Misal titik pada graf    

               , maka dapat dibentuk    

                

 

 , dengan    adalah tree cover pada 

graf lengkap      untuk           
   

 
 dan 

    

 

               . Sehingga        
   

 
. 

Dengan menggabungkan kedua pertidaksamaan 

tersebut diperoleh        
   

 
.   

D. Tree cover number pada operasi join antara graf    dan    

1. Tree cover number pada       

 

Operasi join       ditunjukkan seperti gambar 

dibawah 

 

Terlihat jelas bahwa         , sehingga 

                  . 

 

A 
    B 
 
 

  C        D 
    

a) 
b) 

Gambar 4.10 a) graf 𝑃  b) graf 𝐶  

D

A B 

C
Gambar 4.11 𝑃  𝐶  
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2. Tree cover number pada       

 

 

 

 

Operasi join       ditunjukkan seperti gambar 

dibawah 

 

Terlihat jelas bahwa         , sehingga 

                  . 

3. Tree cover number pada       

 

 

 

Operasi join       ditunjukkan seperti gambar 

dibawah 

 

 

 

       A 
 

B   E 
 
 
    C        D 

Gambar 4.13 graf 𝑃  𝐶  

A                B             C 
 
 
   D      E 

a) 
b) 

Gambar 4.12 a) graf 𝑃  b) graf 𝐶  

Gambar 4.14 graf 𝑃  dan 𝐶  

Gambar 4.15 graf 𝑃  𝐶  
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Tree cover               dari       ditunjukkan 

seperti gambar di bawah 

 

 

 

 

Dapat kita lihat bahwa graf    dan    memiliki jumlah 

titik dan sisi maksimum untuk menjadi graf pohon 

dan              sehingga    merupakan tree 

cover minimum dari graf       sehingga 

          |  |   . 

4. Kesimpulan 

Teorema 4.4. Tree cover number dari graf       

adalah 

          {
              
                 

 

Untuk buktinya seperti yang sudah dijelaskan di atas. 

 

  

Gambar 4.16 tree cover dari graf 𝑃  𝐶  

𝐺  𝐺  𝐺  
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E. Tree cover number pada operasi join antara graf    dan    

1. Tree cover number pada       

 

 

 

Operasi join       ditunjukkan seperti gambar 

dibawah 

 

 

 

Terlihat jelas bahwa         , sehingga 

                  . 

2. Tree cover number pada       

 

 

 

Operasi join       ditunjukkan seperti gambar 

dibawah 

 

 

 

Terlihat jelas bahwa         , sehingga 

                  . 

 

Gambar 4.17 graf 𝑃  dan 𝐾  

Gambar 4.18 graf 𝑃  𝐾  

Gambar 4.19 graf 𝑃  dan 𝐾  

Gambar 4.20 graf 𝑃  𝐾  
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3. Tree cover number pada       

Operasi join       ditunjukkan seperti gambar 

dibawah 

 

 

 

 

Terlihat jelas bahwa         , sehingga 

                  . 

4. Generalisasi 

Teorema 4.5. Tree cover number dari graf       

adalah 

                   untuk       

Bukti: untuk      , sesuai pola pada gambar 4.18, 

4.20 dan 4.21,           . Sehingga 

                  .   

F. Tree cover number pada operasi join antara graf    dan 

   

1. Tree cover number pada       

 

 

 

Operasi join       ditunjukkan seperti gambar 

dibawah 

Gambar 4.22 graf 𝐶  dan 𝐾  

Gambar 4.21 graf 𝑃  𝐾  
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Terlihat jelas bahwa             , sehingga 

                  . 

2. Tree cover number pada       

Operasi join       ditunjukkan seperti gambar 

dibawah 

 

 

 

Terlihat jelas bahwa             , sehingga 

                  . 

3. Generalisasi 

Teorema 4.5. Tree cover number dari graf       

adalah 

                   

Bukti: untuk    , sesuai pola pada gambar 4.23, 

4.24,           . Sehingga           

        . 

 

 

Gambar 4.23 graf 𝐶  𝐾  

Gambar 4.24 graf 𝐶  𝐾  
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G. Tree cover number pada operasi corona antara graf    dan 

   

1. Tree cover number pada         

Operasi corona        ditunjukkan seperti gambar 

dibawah 

 

 

 

Terlihat jelas bahwa           , Sehingga 

                     

2. Tree cover number pada         

Operasi corona         ditunjukkan seperti gambar 

dibawah 

        

 

Karena         bukan graf pohon, maka sesuai 

teorema 2.2,              .  

 

 

 

 

 

Gambar 4.25 graf 𝑃  ο    

Gambar 4.26 graf 𝑃  ο    

Gambar 4.27 tree cover dari graf 𝑃  ο    
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Kedua gambar graf di atas merupakan tree cover dari 

graf        , sehingga               , dengan 

menggabungkan kedua persamaan tersebut, 

diperoleh              . 

3. Tree cover number pada         

Operasi corona         ditunjukkan seperti gambar 

dibawah 

 

 

Karena         bukan graf pohon, maka sesuai 

teorema 2.2,               

 

 

 

Kedua gambar graf di atas merupakan tree cover dari 

graf        , sehingga               , dengan 

menggabungkan kedua persamaan tersebut, 

diperoleh              . 

4. Generalisasi 

Teorema 4.6. Tree cover number dari operasi corona 

graf         adalah               . 

Gambar 4.28 graf 𝑃  ο    

Gambar 4.29 tree cover dari graf 𝑃  ο    
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Bukti: karena graf    bukan graf pohon, maka operasi 

Corona antara graf         juga bukan graf pohon. 

Sehingga sesuai Teorema 2.2,              . Misal 

lintasan    [             ] dan lintasan 

   [                ] , maka dapat dibentuk tree 

cover            dengan    merupakan graf pohon 

                     [     ] dan    merupakan 

graf pohon         [               ]. Sehingga 

             . Dengan menggabungkan kedua 

pertidaksamaan tersebut, diperoleh               .

   

 

H. Tree cover number pada operasi corona antara graf    dan 

   

1. Tree cover number pada         

Operasi corona         ditunjukkan seperti gambar 

dibawah 

 

 

 

Terlihat jelas bahwa           , sehingga 

                    . 

 

 

Gambar 4.30 graf 𝑃  ο 𝐾  
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2. Tree cover number pada         

Operasi corona         ditunjukkan seperti gambar 

dibawah 

 

 

 

Karena         memuat graf   , maka             

        . 

Tree cover dari graf         ditunjukkan seperti 

gambar dibawah 

 

 

 

Ketiga gambar graf di atas merupakan tree cover dari 

graf        , sehingga               , dengan 

menggabungkan kedua persamaan tersebut, 

diperoleh              . 

3. Tree cover number pada         

Operasi corona         ditunjukkan seperti gambar 

dibawah 

 

 

 

Gambar 4.31 graf 𝑃  ο 𝐾  

Gambar 4.33 graf 𝑃  ο 𝐾  

Gambar 4.32 tree cover dari graf 𝑃  ο 𝐾  
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Dengan pola yang sama seperti pada gambar 4.32, 

diperoleh              . 

4. Generalisasi 

Teorema 4.7. Tree cover number dari operasi corona 

graf         adalah                      . 

Bukti: karena graf         mengandung graf     , 

maka                     . Misal lintasan 

   [             ] dan    
                 

adalah tree cover minimum dari graf     , dengan 

               untuk            . Maka dapat 

dibentuk tree cover    
                 dengan    

merupakan graf pohon      , dengan            . 

Sehingga                     . Dengan 

menggabungkan kedua pertidaksamaan tersebut, 

diperoleh                      .   

I. Tree cover number pada operasi corona antara graf    dan 

   

1. Tree cover number pada         

Operasi corona         ditunjukkan seperti gambar 

dibawah  

 

 

 

 
Gambar 4.34 graf 𝐶  ο 𝐾  
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Karena         memuat graf   , maka             

        . 

Tree cover dari graf         ditunjukkan seperti 

gambar dibawah 

 

 

 

 

Ketiga gambar graf di atas merupakan tree cover dari 

graf        , sehingga               , dengan 

menggabungkan kedua persamaan tersebut, 

diperoleh              . 

2. Generalisasi 

Teorema 4.8. Tree cover number dari operasi corona 

graf         adalah 

            {
                        

                 
 

Bukti: Untuk    , karena graf         bukan graf 

pohon, maka sesuai akibat dari teorema 2.2 

             . Misal lintasan 

   [                ] dan        . Maka dapat 

dibentuk tree cover            dengan    

merupakan graf pohon     [     ]       dan    

merupakan graf pohon [     ]. Sehingga 

Gambar 4.35 tree cover dari graf 𝐶  ο 𝐾  
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             . Dengan menggabungkan kedua 

pertidaksamaan tersebut, diperoleh               . 

Untuk    , karena graf         mengandung graf 

    , maka                     . Misal lintasan 

   [                ] dan    
                 

adalah tree cover minimum dari graf     . Maka dapat 

dibentuk tree cover    
                 dengan    

merupakan graf pohon     [     ]    , dan    

merupakan graf pohon     [     ]    , untuk 

           . Sehingga                     . 

Dengan menggabungkan kedua pertidaksamaan 

tersebut, diperoleh                      .   
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BAB V 

PENUTUP 

A. KESIMPULAN 

Kesimpulan dari penelitian yang telah dilakukan 

adalah didapatkannya 6 tree cover number pada graf yang 

diperoleh dari operasi join dan corona pada graf lengkap, 

lingkaran dan teratur yaitu tree cover number dari graf 

     ,      ,      ,        ,        ,        , 

serta tree cover number dari graf lintasan dan graf 

lengkap itu sendiri, tree cover number tersebut yaitu: 

1. Tree cover number dari graf lintasan    adalah 

          untuk      

          untuk     

2. Tree cover number dari graf lengkap    adalah 

       

{
 
 

 
 

                                   
 

 
                              

   

 
                      

 

3.  Tree cover number dari graf       adalah 

          {
              
                 

 

4.  Tree cover number dari graf       adalah 

                     jika       

5.  Tree cover number dari graf       adalah 
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6. Tree cover number dari operasi corona graf         

adalah   

              

7. Tree cover number dari operasi corona graf         

adalah 

                     

8. Tree cover number dari operasi corona graf         

adalah 

            {
                        

                 
 

B. SARAN 

Saran agar penelitian yang telah dilakukan supaya 

menjadi lebih baik pada pengembangan selajutnya 

sebagai berikut: 

1. Tree cover number dari operasi join pada graf 

      baru ditemukan untuk     dengan 

           . Penelitian selanjutnya diharapkan 

untuk bisa menemukan tree cover number pada graf 

      secara umum. 

2. Tree cover number dari operasi join pada graf 

      baru ditemukan untuk      . Penelitian 

selanjutnya diharapkan untuk bisa menemukan tree 

cover number pada graf       secara umum. 
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3. Tree cover number dari operasi join pada graf 

      baru ditemukan untuk    . Penelitian 

selanjutnya diharapkan untuk bisa menemukan tree 

cover number pada graf       secara umum. 
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