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ABSTRAK

Aljabar max-plus (Rmax) merupakan salah satu kajian dalam
struktur aljabar. Struktur ini diperoleh dari himpunan semua
bilangan real yang digabung dengan negatif tak hingga serta diikuti
dua operasi biner yaitu operasi maksimum dan penjumlahan.
Pembahasan mengenai aljabar max-plus dapat diperluas ke dalam
struktur polinomial dengan cara mendefinisikan setiap koefisien
polinomial dengan elemen-elemen Rmax. Penelitian ini bertujuan
untuk mengetahui struktur apa saja yang dapat dibentuk dari
polinomial atas aljabar max-plus (Rmax[X]). Suatu struktur aljabar
dapat terbentuk apabila terdapat suatu himpunan tak kosong
yang diikuti oleh operasi biner. Berdasarkan hasil pembahasan
dalam penelitian ini didapat struktur (Rmax[X],⊕,⊗)membentuk
semiring komutatif idempoten, Rmax[X] merupakan semimodul
kiri atas semiring Rmax, dan Rmax[X] merupakan semimodul
kanan atas semiring Rmax.

Kata kunci : aljabar max-plus, polinomial, struktur aljabar
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Aljabar adalah salah satu kajian dalam ilmu matematika, kajian

yang dipelajari dalam ilmu ini meliputi struktur, kuantitas, serta

hubungan. Kajian aljabar biasa menggunakan huruf atau simbol

yang sering disebut variabel, untuk merepresentasikan angka

secara umum sebagai sarana menyederhanakan dan pemecahan

masalah (Hidayani, 2012). Dalam aljabar sendiri, salah satu kajian

yang dibahas adalah aljabar abstrak atau biasnya disebut struktur

aljabar. Struktur ini biasanya dibentuk oleh suatu himpunan yang

diikuti operasi biner, yang mana suatu operasi disebut operasi

biner pada suatu himpunan apabila hasil operasi elemen-elemen

suatu himpunan kembali pada himpunan tersebut (Malik, dkk,

2007). Tiap-tiap struktur aljabar memiliki definisi yang berbeda

serta memiliki teorema-teorema berkaitan yang sangat menarik

untuk dikaji.

Sebagai bagian dari ilmu pengetahuan, aljabar tentunya

berkaitan dengan hukum alam yang berlaku. Dapat diibaratkan

sifat tertutup operasi biner pada himpunan dengan perbuatan

manusia. Misalkan diibaratkan perbuatan baik sebagai operasi

penjumlahan, perbuatan jahat sebagai operasi perkalian, dan

manusia sebagai suatu himpunan. Allah berfiman dalam Al-Qur’an

surat Al-Isra’ ayat 7, yang berbunyi:
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Artinya: "Jika kamu berbuat baik (berarti) kamu berbuat baik bagi

dirimu sendiri dan jika kamu berbuat jahat, maka (kejahatan) itu

bagi dirimu sendiri."(QS Al-Isra’ ayat 7)

Berdasarkan ayat di atas dapat diihat bahwa semua perbuatan

(baik atau buruk) yang dilakukan oleh seseorang, maka akan

kembali kepada dirinya sendiri. Sehingga diambil kesimpulan,

ketika manusia melakukan sesuatu perbuatan, maka sama halnya

perbuatan tersebut dilakukan kepada dirinya sindiri. Hal ini sesuai

dengan sifat tertutup operasi biner, yang mana jika ada anggota

himpunan yang dikenai operasi biner maka hasil operasinya akan

kembali ke himpunan itu sendiri. Berdasarkan hal tersebut, dapat

diketahui bahwa struktur aljabar merupakan salah satu analogi

yang terjadi pada kehidupan.

Berkaitan dengan struktur aljabar, dapat dibentuk suatu

struktur yang dinamakan semiring. Semiring dinotasikan (S, ∗, •),
definisiakan S sebagai suatu himpunan tak kosong, diikuti dengan

dua operasi biner, misalkan operasi (∗) dan operasi (•). Dimana

himpunan S diikuti operasi ∗ membentuk struktur monoid

komutatif (semi grup komutatif yang memiliki elemen netral),

himpunan S terhadap operasi perkalian • membentuk struktur

monoid (semi grup yang memiliki elemen satuan), kemudian

elemen netral menjadi elemen penyerap operasi (•), serta opersasi

(∗) dan (•) berlaku distributif kiri dan kanan (Subiono, 2013).

Semiring dapat membentuk struktur aljabar baru yaitu

aljabar max-plus. Struktur ini dinotasikan (Rε,⊕,⊗), dengan

Rε didefinisikan sebagai himpunan semua bilangan real dengan

negatif tak hingga (R ∪ −∞), diikuti dua operasi biner ⊕ dan

⊗ berturut-turut didefinisikan sebagai operasi masksimum

dan penjumlahan (Baccelli, 2001). Aljabar max-plus (Rε,⊕,⊗)
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biasannya cukup ditulis Rmax.

Pembahasan mengenai aljabar max-plus dapat diperluas

ke dalam struktur polinomial dengan cara mendefinisikan

setiap koefisien polinomial dengan elemen-elemen pada Rmax.

Polinomial ini disebut sebagai polinomial atas aljabar max-plus.

Selanjutnya, polinom-polinom yang terbentuk dari Rmax ini dapat

dimuat kedalam suatu himpunan yang dinamakan himpunan

polinomial atas aljabar max-plus, yang dinotasikan dengan

Rmax[X] (Suroto, 2012).

Sebelumnya, telah terdapat beberapa penelitian tentang kajian

polinomial atas aljabar max-plus. Penelitian yang dilakukan oleh

Suroto (2012), penelitian ini membahas tentang struktur yang

terbentuk dari himpunan polinomial atas aljabar max-plus diikuti

dengan dua operasi, operasi pertama yaitu maksimum dan operasi

kedua yaitu penjumlahan. Pada penelitian ini, telah dibuktikan

bahwa struktur yang terbentuk adalah semiring. Kemudian ada

penelitian yang dilakukan oleh Nugroho, dkk (2013). Penelitian

ini serupa dengan penelitian yang dilakukan oleh Suroto (2012),

dimana himpunan polinomial yang dibentuk atas aljabar max-plus

menghasilkan struktur semiring komutatif idempoten.

Dari penelitian-penelitian yang telah ada sebelumnya, penulis

tertarik untuk mengkaji lebih dalam tentang polinomial yang

terbentuk dari elemen serta operasi pada aljabar max-plus.

Lebih lanjut, penulis akan mengidentifikasi struktur aljabar yang

terbentuk dari polinomial atas aljabar max-plus.
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1.2. Rumusan Masalah

Berdasarkan uraian pada latar belakang, maka identifikasi

masalah yang diperoleh yaitu bagaimana struktur yang terbentuk

dari polinomial atas aljabar max-plus?

1.3. Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah yang telah diuraikan, maka

tujuan peneletian ini yaitu untuk mengetahui struktur yang

terbentuk dari polinomial atas aljabar max-plus.

1.4. Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memberi manfaat bagi:

1. Penulis

Menambah ilmu pengetahuan mengenai struktur polinomial

atas aljabar max-plus.

2. Lembaga

Sebagai rujukan penelitian-penelitian selanjutnya terkait

struktur polinomial atas aljabar max-plus.

3. Pembaca

Sebagai bahan pembelajaran terkait struktur polinomial atas

aljabar max-plus.

1.5. Batasan Masalah

Batasan masalah dalam penelitian ini yaitu hanya membahas

struktur yang terbentuk dari polinomial atas aljabar max-plus.
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1.6. Metodologi Penelitian

Penelitian ini menggunakan jenis penelitian kepustakaan.

Penelitian dilakukan dengan cara mencari referensi atau

materi yang terkait dengan permasalahan yang ada kemudian

mengkajinya.

Tahapan-tahapan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mengkaji penelitian-penelitian terdahulu yang terkait

dengan topik yang sedang diteliti.

Pada bagian ini dilakukan kajian penelitian terdahulu

terkait topik penelitian. Hal ini dilakukan agar tidak ada

kesamaan penelitian yang dilakukan oleh penulis dengan

penelitian-penelitian yang sudah ada sebelumnya. Selain itu

hal ini juga untuk menambah pengetahuan penulis terkait

materi dalam penelitian.

2. Mengkaji tentang definisi serta sifat-sifat aljabar max-plus,

semi modul atas semiring, serta polinomial.

Pada tahap ini dikaji definisi serta teorema yang ada

pada aljabar max-plus, semi modul atas semiring, serta

polinomial. Dari tahap ini kita dapat menemukan sifat-sifat

yang ada pada aljabar max-plus, struktur semimodul atas

semiring, serta struktur polinomial.

3. Mengkaji tentang definisi serta operasi pada himpunan

polinomial atas aljabar max-plus.

Pada tahap ini dikaji tentang himpunan polinomial yang

terbentuk atas aljabar max-plus, serta operasi yang ada

didalamnya.

4. Mengkonstruksi polinomial atas aljabar max-plus kemudian
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mengidentifikasi struktur yang terbebentuk.

Pada tahap ini penulis membentuk polinomial atas aljabar

max-plus. Setelah itu, penulis mengidentifikasi struktur yang

terbentuk dari polinomial tersebut.

1.7. Sistematika Penulisan

Penelitian ini disusun dengan langkah-langkah yang sistematis.

Hal ini, dilakukan untuk mempermudah dalam memahami isi dari

penelitian. Penelitian ini terbagi menjadi empat pokok bahasan,

yaitu:

1. BAB I PENDAHULUAN

Bab ini diuraikan latar belakang, rumusan masalah, tujuan

penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, metodologi

penelitian, dan sistematika penulisan.

2. BAB II LANDASAN PUSTAKA

Bab ini berisi teori-teori dasar yang menjadi landasan

dalam penelitian. Teori-teori yang termuat meliputi

aljabar max-plus, struktur semimodul atas semiring, serta

polinomial.

3. BAB III PEMBAHASAN

Bab ini berisi bagian utama dalam penelitian ini, yaitu

membahas polinomial atas aljabar max-plus serta

struktur-struktur yang terbentuk dari polinomial tersebut.

4. BAB IV PENUTUP

Bab ini berisi kesimpulan dari pokok penelitian beserta saran

untuk pengembangan penelitian selanjutnya.



BAB II

LANDASAN PUSTAKA

Pada bab ini akan diberikan penjelasan tentang aljabar

max-plus dan sifat-sifat yang ada di dalamnya, struktur semimodul

atas semiring, serta penjelasan mengenai struktur polinoial.

2.1. Aljabar Max-Plus

Subbab ini menjelaskan bagaimana struktur aljabar max-plus

dapat terbentuk. Aljabar max-plus merupakan salah satu contoh

semiring, untuk itu perlu memahami definisi semiring sebelum

memahami struktur aljabar max-plus.

Struktur aljabar dapat terbentuk apabila terdapat suatu

himpunan tak kosong yang diikuti dengan operasi biner.

Penjelasan mengenai himpunan dan operasi biner adalah sebagai

berikut.

Definisi 2.1.1 (Himpunan, e.g Fraleigh, 1994)

Himpunan diartikan sebagai kumpulan dari objek-objek yang dapat

didefinisikan dengan jelas. Misalkan S merupakan suatu himpunan

yang tersusun atas elemen-elemen/anggota-anggota himpunan.

Notasi a ∈ S menyatakan a adalah anggota himpunan S dan a /∈ S

menyatakan a bukan anggota himpunan S.

Contoh 2.1.2 Diberikan suatu himpunan G, yaitu himpunan

bilangan bulat positif yang kurang dari 5, maka

G = {1, 2, 3, 4}
1, 2, 3, 4 ∈ G dan 5, 6, 7, ... /∈ G

7
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Definisi 2.1.3 (Operasi Biner/tertutup, e.g Andari, 2015)

Diberikan sembarang himpuna tak kosong S, suatu operasi biner

atau tertutup pada himpunan S yaitu:

∗ : S × S → S

(m,n) → ∗(m,n) = m ∗ n

Operasi biner atau tertutup artinya jika m,n elemen himpunan S

maka m ∗ n harus merupakan elemen himpunan S pula.

Contoh 2.1.4 Operasi penjumlahan + merupakan operasi biner

pada himpunan bilangan real R.

Misalkan diambil sembarang (s, t) ∈ R × R, dinotasikan +(s, t) =

s+t untuk setiap s, t ∈ R. Diperhatikan bahwa untuk setiap s, t ∈ R
berlaku s + t ∈ R yang berarti operasi + tertutup pada R. Jadi +

adalah operasi biner pada R.

Struktur aljabar dapat terbentuk dengan mengambil suatu

himpunan dengan diikuti operasi biner. Salah satu contoh bentuk

struktur aljabar adalah semiring, adapun definisi dari semiring

adalah sebagai berikut,

Definisi 2.1.5 (Semiring, e.g Subiono, 2013)

Diberikan suatu himpunan tak kosong S. Himpunan S diikuti

operasi biner yaitu ∗ dan • dinotasikan (S, ∗, •) dikatakan semiring

apabila memenuhi aksioma berikut:

1. (S, ∗) merupakan semigrup komutatif yang memiliki elemen

netral 0, yaitu untuk setiap s, t, u ∈ S berlaku:

(i) s ∗ (t ∗ u) = (s ∗ t) ∗ u (bersifat asosiatif)

(ii) s ∗ 0 = s = 0 ∗ s (mempunyai elemen netral, yaitu 0)
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(iii) s ∗ t = t ∗ s (bersifat komutatif)

2. (S, •) merupakan semigrup yang memiliki elemen satuan 1,

yaitu untuk setiap s, t, u ∈ S berlaku:

(i) s • (t • u) = (s • t) • u (bersifat asosiatif)

(ii) s • 1 = s = 1 • s (mempunyai elemen satuan, yaitu 1)

3. elemen netral 0menjadi elemen penyerap pada operasi •, yaitu

untuk setiap s ∈ S berlaku:

s • 0 = 0 = 0 • s

4. operasi biner pada S berlaku distributif kiri dan distributif

kanan, yaitu untuk setiap s, t, u ∈ S berlaku:

(i) s • (t ∗ u) = (s • t) ∗ (s • u) (distributif kiri)

(ii) (s ∗ t) • u = (s • u) ∗ (t • u) (distributif kanan)

Contoh 2.1.6 Diberikan struktur aljabar (Rε,⊕,⊗) dengan definisi:

Rε = R ∪ {−∞} (yaitu himpunan bilangan real dengan negatif tak

hingga), untuk setiap s, t ∈ Rε berlaku:

(i) s⊕ t = max{s, t}

(ii) s ⊗ t = s + t (+ merupakan operasi penjumlahan pada

bilangan real)

Buktikan bahwa struktur (Rε,⊕,⊗) adalah semiring dengan −∞
sebagai elemen netral dan 0 sebagai elemen satuan!

Bukti:

Akan dibuktikan struktur (Rε,⊕,⊗) adalah semiring.
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1. Akan ditunjukkan (Rε,⊕) semigrup komutatif yang memiliki

elemen netral.

Diambil sembarang s, t, u ∈ Rε, dengan u < t < s,

sedemikian sehingga:

(i) Akan ditunjukkan operasi⊕bersifat tertutup, perhatikan

bahwa:

s⊕ t = max{s, t} = s, dimana p ∈ Rε

Artinya operasi ⊕ merupakan operasi biner.

(ii) Akan ditunjukkan operasi ⊕ bersifat asosiatif,

perhatikan bahwa:

(s⊕ t)⊕ u = max{s, t} ⊕ u

= s⊕ u

= max{s, u}

= s

s⊕ (t⊕ u) = s⊕max{t, u}

= s⊕ t

= max{s, t}

= s

Dari hasil diatas terlihat bahwa (s⊕ t)⊕u = s⊕ (t⊕u),

artinya operasi ⊕ bersifat asosiatif.

(iii) Akan ditunjukkan Rε memiliki elemen netral, perhatikan

bahwa:

s⊕−∞ = max{s,−∞} = s = max{−∞, s} = −∞⊕s

Artinya Rε memiliki elemen netral yaitu −∞.

(iv) Akan ditunjukkan operasi ⊕ bersifat komutatif,



11

perhatikan bahwa:

s⊕ t = max{s, t}

= s

= max{t, s}

= t⊕ s

Artinya, operasi ⊕ bersifat komutatif.

Dari bukti (i), (ii), (iii), dan (iv) terlihat bahwa (Rε,⊕)

merupakan semigrup komutatif yang memiliki elemen netral

yaitu −∞.

2. Akan ditunjukkan (Rε,⊗) semigrup yang memiliki elemen

satuan.

Diambil sembarang s, t, u ∈ Rε, sedemikian sehingga:

(i) Akan ditunjukkan operasi⊗bersifat tertutup, perhatikan

bahwa:

s⊗ t = s+ t karena s, t ∈ Rε maka s+ t ∈ Rε.

Aritunya operasi ⊗ merupakan operasi biner.

(ii) Akan ditunjukkan operasi ⊗ bersifat asosiatif,

perhatikan bahwa:

(s⊗ t)⊗ u = (s+ t) + u = s+ (t+ u) = s⊗ (t⊗ u).

Artinya operasi ⊗ bersifat asosiatif.

(iii) Akan ditunjukkan Rε memiliki elemen satuan,

perhatikan bahwa:

s⊗ 0 = s+ 0 = s = 0 + s = 0⊗ s

Artinya Rε memiliki elemen satuan yaitu 0.

Dari bukti (i), (ii), dan (iii) terlihat bahwa (Rε,⊗) merupakan
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semigrup yang memiliki elemen satuan yaitu 0.

3. Akan ditunjukkan elemen netral −∞ menjadi elemen

penyerap pada operasi ⊗
Diambil sembarang s ∈ Rε, perhatikan bahwa:

s⊗ (−∞) = s+ (−∞) = −∞ = −∞+ s = −∞⊗ s

Terbukti elemen netral −∞ menjadi elemen penyerap pada

operasi ⊗.

4. Akan ditunjukkan operasi⊕ dan⊗ padaRε berlaku distributif

kiri dan kanan.

Diambil sembarang s, t, u ∈ Rε, dimana u < t < s,

perhatikan bahwa:

s⊗ (t⊕ u) = s⊗max{t, u}

= s⊗ t

= s+ t

dan

(s⊗ t)⊕ (s⊗ u) = max{(s⊗ t), (s⊗ u}

= max{(s+ t), (s+ u)}

= s+ t

Dari hasil diatas terlihat bahwa s⊗ (t⊕ t) = (s⊗ t)⊕ (s⊗u),

artinya operasi ⊕ dan ⊗ berlaku distributif kiri.

(t⊕ u)⊗ s = max{t, u} ⊗ s

= t⊗ s

= t+ s
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dan

(t⊗ s)⊕ (u⊗ s) = (t+ s)⊕ (u+ s)

= max{(t+ s), (u+ s)}

= t+ s

Dari hasil diatas terlihat bahwa (t⊕u)⊗s = (t⊗s)⊕ (u⊗s),

artinya operasi ⊕ dan ⊗ berlaku distributif kanan.

Berdasarkan bukti 1,2,3, dan 4 terbukti bahwa (Rε,⊕,⊗) adalah

semiring dengan −∞ sebagai elemen netral dan 0 sebagai elemen

satuan.

Berdasarkan contoh di atas telah diketahui bahwa struktur

(Rε,⊕,⊗) adalah semiring. Struktur (Rε,⊕,⊗) inilah yang disebut

dengan aljabar max-plus. Selanjutnya struktur aljabar max-plus

biasanya dinotasikanRmax. Elemen netral dan elemen satuan pada

Rmax berturut-turut adalah −∞ dan 0. Untuk selanjutnya elemen

netral pada Rmax disimbolkan dengan εr = −∞ dan elemen

satuan disimbolkan dengan 0r = 0.

Berikut ini merupakan sifat-sifat semiring yang berlaku pada

aljabar max-plus.

Definisi 2.1.7 (Semiring Komutatif, e.g Subiono 2013)

Diberikan semiring (S, ∗, •). Apabila operasi • berlaku komutatif,

yakni untuk setiap s, t ∈ S berlaku s • t = t • s maka (S, ∗, •)
dinamakan semiring komutatif.

Contoh 2.1.8 Rmax adalah semiring komutatif.

Sebelumnya telah terbukti Rmax adalah semiring. Lebih lanjut

apabila diambil sembarang s, t ∈ Rmax, perhatikan bahwa:



14

s⊗ t = s+ t = t+ s = t⊗ s

Jadi Rmax adalah semiring komutatif.

Definisi 2.1.9 (Semiring idempoten, e.g Subiono 2013)

Diberikan semring (S, ∗, •). Apabila operasi ∗ berlaku idempoten,

yakni untuk setiap t ∈ S berlaku t ∗ t = p maka (S, ∗, •) dinamakan

semiring idempoten.

Contoh 2.1.10 Rmax adalah semiring idempoten.

Sebelumnya telah terbukti Rmax adalah semiring. Lebih lanjut

apabila diambil sembarang u ∈ Rmax, perhatikan bahwa:

u⊕ u = max{u, u} = p

Jadi Rmax adalah semiring idempoten.

Definisi 2.1.11 (Semifield, e.g Subiono 2013)

Diberikan (S, ∗, •) adalah semiring komutatif. Apabila untuk setiap

t ∈ S − {0}(himpunan S tanpa 0) memiliki invers terhadap operasi

perkalian (•), yakni untuk setiap t ∈ S−{0} terdapat−t ∈ S−{0}
sedemikian sehingga t•(−t) = 1 = −t•t maka (S, ∗, •) dinamakan

semifield.

Contoh 2.1.12 Rmax adalah semifield.

Berdasarkan contoh 2.1.8 Rmax adalah semiring komutatif, lebih

lanjut apabila diambil sembarang t ∈ Rmax maka ada −t ∈ Rmax

sedemikian sehingga:

t⊗ (−t) = t+ (−t) = 0 = −t+ t = −t⊗ t

Jadi Rmax adalah semifield.
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Berdasarkan contoh 2.1.8, 2.1.10, 2.1.12 diketahui bahwa

aljabar max-plus merupakan semiring yang memenuhi sifat

komutatif, idempoten, serta membentuk semifield.

Aljabar max-plus yaitu himpunan bilangan real dengan negatif

tak hingga, dimana operasi yang digunakan adalah ⊕ dan ⊗.

Berikut ini diberikan contoh operasi aritmatika sederhana pada

aljabar max-plus.

Contoh 2.1.13 Perhatikan operasi aritmatika sederhana pada

aljabar max-plus berikut ini,

(i) 2⊕ 6 = max(2, 6) = 6

(ii) 4⊕ (−∞) = max(4, (−∞)) = 4

(iii) 3⊗ 9 = 3 + 9 = 12

(iv) −∞⊗ 5 = −∞+ 5 = −∞

Selanjutnya, perpangkatan dalam aljabar max-plus

didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.1.14 (Perpangkatan pada Rmax, e.g Heidergott,

2006) Misalkan s ∈ Rmax maka berlaku

s⊗k = s⊗ s⊗ · · · ⊗ s︸ ︷︷ ︸
k kali

untuk setiap k ∈ N∪ 0 dan jika k = 0 didefinisikan s⊗k = 0(elemen

netral pada Rmax).

Perhatikan bahwa, s⊗k untuk setiap k ∈ N ∪ 0, pada aljabar
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konvensional dibaca

s⊗k = s+ s+ · · ·+ s︸ ︷︷ ︸
k kali

= k × s

Contoh 2.1.15 Perhatikan operasi perpangkatan pada aljabar

max-lus berikut ini,

(i) 4⊗3 = 3× 4 = 12

(ii) −7⊗5 = 5× (−7) = −35

(iii) 4⊗−∞ = −∞× 4 = −∞

(iv) 3⊗0 = 0× 3 = 0

Terinspirasi dari definisi perpangkatan pada Rmax, selanjtnya

perpangkatan ini juga berlaku pada pangkat bilangan real

s⊗n = n× s

Untuk n ∈ R. Sebagai contoh,

(i) 5⊗−2 = −2× 5 = −10

(ii) 6⊗
1
2 = 5× 1

2 = 3

(iii) 9⊗ − 1
3 = 9×−1

3 = −3

2.2. Semimodul atas Semiring

Pada kajian semimodul atas semiring terdapat beberapa

definisi yang dapat dipelajari. Salah satu teori yang dibahas pada

kajian adalah semimodul kiri atas semiring, adapun definisinya

adalah sebagai berikut,
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Definisi 2.2.1 (Semimodul kiri atas semiring, e.g Andari, 2016)

Misalkan diberikan suatu himpunan tak kosong V serta suatu

semiring komutatif dengan elemen satuan W . Himpunan V

dikatakan semimodul kiri atas semiring W (biasanya dituliskan

dengan V : W → semimodul kiri) apabila aksioma berikut

terpenuhi:

(i) (V,+) adalah monoid komutatif.

(ii) Didefinisikan pemetaan

• : W × V → V

(g, h) → •(g, h) = g • h = gh

dan untuk setiap g, g1, g2 ∈ W dan h, h1, h2 ∈ V , serta

0W , 1W merupakan elemen netral dan elemen satuan padaW ,

kemudian 0V adalah elemen netral pada V . Memenuhi:

a. g(h1 + h2) = gh1 + gh2

b. (g1 + g2)h = g1h+ g2h

c. (g1g2)h = g1(g2h)

d. 1 · h = h

e. 0W · h = 0V = h · 0V

Berikut ini diberikan contoh semimodul kiri atas semiring,

Contoh 2.2.2 Misalkan diberikan himpunan M2(S), yaitu

himpunan matriks ordo 2 × 2 yang entri-entrinya bilangan bulat

tak negatif (S = Z+ ∪ {0}), dan suatu semiring (S = Z+ ∪ {0}).
Himpunan M2(S) merupakan semimodul kiri atas semiring

(S = Z+ ∪ {0}).
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Bukti. Dipunyai M2(S), yaitu himpunan matriks ordo 2 × 2 yang

entri-entrinya bilangan bulat tak negatif (S = Z+∪{0}), dan suatu

semiring (S = Z+ ∪ {0}). Akan dibuktikan M2(S) merupakan

semimodul kiri atas semiring (S = Z+ ∪ {0}).

I. Akan ditunjukkan (M2(S),+)merupakan monoid komutatif.

Diambil sembarang D,E, F ∈ M2(S), dimana

D =

(
d1 d2

d3 d4

)
, E =

(
e1 e2

e3 e4

)
, F =

(
f1 f2

f3 f4

)

swdemikian sehingga:

(i) Akan ditunjukkan operasi + berisifat tertutup,

perhatikan bahwa:

D + E =

(
d1 d2

d3 d4

)
+

(
e1 e2

e3 e4

)

=

(
d1 + e1 d2 + e2

d3 + e3 d4 + e4

)
∈ M2(S)

Artinya operasi + pada M2(S) bersifat tertutup.

(ii) Akan ditunjukkan operasi + berisifat asosiatif,
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perhatikan bahwa:

(D + E) + F =

[(
d1 d2

d3 d4

)
+

(
e1 e2

e3 e4

)]
+

(
f1 f2

f3 f4

)

=

(
d1 + e1 d2 + e2

d3 + e3 d4 + e4

)
+

(
f1 f2

f3 f4

)

=

(
(d1 + e1) + f1 (d2 + e2) + f2

(d3 + e3) + f3 (d4 + e4) + f4

)

=

(
d1 + (e1 + f1) d2 + (e2 + f2)

d3 + (e3 + f3) d4 + (e4 + f4)

)

=

(
d1 d2

d3 d4

)
+

(
e1 + f1 e2 + f2

e3 + f3 e4 + f4

)

=

(
d1 d2

d3 d4

)
+

[(
e1 e2

e3 e4

)
+

(
f1 f2

f3 f4

)]
= D + (E + F )

Aritnya operasi + pada M2(S) bersifat asosiatif.

(iii) Akan ditunjukkan operasi M2(S) mempunyai elemen

netral, perhatikan bahwa:
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Dipilih G =

(
0 0

0 0

)
∈ M2(S), perhatikan bahwa:

D +G =

(
d1 d2

d3 d4

)
+

(
0 0

0 0

)

=

(
d1 + 0 d2 + 0

d3 + 0 d4 + 0

)

=

(
d1 d2

d3 d4

)
= D

dan

G+D =

(
0 0

0 0

)
+

(
d1 d2

d3 d4

)

=

(
0 + d1 0 + d2

0 + d3 0 + d4

)

=

(
d1 d2

d3 d4

)
= D

Berdasarkan hasil diatas terbukti bahwa M2(S)

memiliki elemen netral. Elemen netral pada M2(S)

disimbolkan dengan 0M .

(iv) Akan ditunjukkan operasi + berisifat komutatif,
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perhatikan bahwa:

D + E =

(
d1 d2

d3 d4

)
+

(
e1 e2

e3 e4

)

=

(
d1 + e1 d2 + e2

d3 + e3 d4 + e4

)

=

(
e1 + d1 e2 + d2

e3 + d3 e4 + d4

)

=

(
e1 e2

e3 e4

)
+

(
d1 d2

d3 d4

)
= E +D

Artinya operasi + pada M2(S) bersifat komutatif.

Berdasarkan bukti (i), (ii), (iii), dan (iv) terbukti bahwa

M2(S) merupakan monoid komutatif.

II. Didefinisikan pemetaan

S ×M2(S) → M2(S)[
s,

(
a b

c d

)]
→= s

(
a b

c d

)

sehingga untuk setiap s, s1, s2 ∈ S dan D,E ∈ M2(S)

serta 1s merupakan elemen satuan padaS dan 0s merupakan

elemen netral pada S memenuhi:

(i) Akan ditunjukkan s(D + E) = sD + sE, perhatikan
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bahwa:

s(D + E) = s

[(
d1 d2

d3 d4

)
+

(
e1 e2

e3 e4

)]

= s

(
d1 + e1 d2 + e2

d3 + e3 d4 + e4

)

=

(
s(d1 + e1) s(d2 + e2)

s(d3 + e3) s(d4 + e4)

)

=

(
sd1 + se1 sd2 + se2

sd3 + se3 sd4 + se4

)

=

(
sd1 sd2

sd3 sd4

)
+

(
se1 se2

se3 se4

)

= s

(
d1 d2

d3 d4

)
+ s

(
e1 e2

e3 e4

)
= sD + sE

Dari hasil diatas diperoleh s(D + E) = sD + sE.

(ii) Akan ditunjukkan (s1 + s2)D = s1D+ s2D, perhatikan
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bahwa:

(s1 + s2)D = (s1 + s2)

(
d1 d2

d3 d4

)

=

(
(s1 + s2)d1 (s1 + s2)d2

(s1 + s2)d3 (s1 + s2)d4

)

=

(
s1d1 + s2d1 s1d2 + s2d2

s1d3 + s2d3 s1d4 + s2d4

)

=

(
s1d1 s1d2

s1d3 s1d4

)
+

(
s2d1 s2d2

s2d3 s2d4

)

= s1

(
d1 d2

d3 d4

)
+ s2

(
d1 d2

d3 d4

)
= s1D + s2D

Dari hasil diatas diperoleh (s1 + s2)D = s1D + s2D.

(iii) Akan ditunjukkan (s1s2)D = s1(s2D), perhatikan

bahwa:

(s1s2)D = (s1s2)

(
d1 d2

d3 d4

)

=

(
(s1s2)d1 (s1s2)d2

(s1s2)d3 (s1s2)d4

)

=

(
s1(s2d1) s1(s2d2)

s1(s2d3) s1(s2d4)

)

= s1

(
s2d1 s2d2

s2d3 s2d4

)
= s1(s2D)
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Darihasil diatas diperoleh (s1s2)D = s1(s2D).

(iv) Akan ditunjukkan 1sD = D, perhatikan bahwa:

1s ·D = 1 ·

(
d1 d2

d3 d4

)

=

(
1 · d1 1 · d2
1 · d3 1 · d4

)

=

(
d1 d2

d3 d4

)
= D

Dari hasil diatas diperoleh 1s ·D = D.

(v) Akan ditunjukkan 0s ·D = 0M = D · 0M ,

0s ·D = 0 ·

(
d1 d2

d3 d4

)

=

(
0 · d1 0 · d2
0 · d3 0 · d4

)

=

(
0 0

0 0

)
= 0M
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dan

D · 0M =

(
d1 d2

d3 d4

)(
0 0

0 0

)

=

(
0 0

0 0

)
= 0M

Dari hasil diatas diperoleh 0s ·D = 0M = D · 0M .

Berdasarkan bukti I dan II terbukti bahwa himpunan M2(S)

merupakan semimodul kiri atas semiring (S = Z+ ∪ {0}). ■

Selanjutnya terdapat pembahsan mengenai semimodul kanan

atas semiring, adapun definisinya adalah sebagai berikut.

Definisi 2.2.3 (Semimodul kanan atas semiring, e.g Andari,

2016)

Misalkan diberikan suatu himpunan tak kosong V serta suatu

semiring komutatif dengan elemen satuan W . Himpunan V

dikatakan semimodul kanan atas semiring W (biasanya dituliskan

dengan V : W → semimodul kanan) apabila aksioma berikut

terpenuhi:

(i) (V+) merupakan monoid komutatif.

(ii) Didefinisikan pemetaan

• : V ×W → V

(h, g) → •(h, g) = h • g = hg
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dan untuk setiap g, g1, g2 ∈ W dan h, h1, h2 ∈ V , serta

0W , 1W merupakan elemen netral dan elemen satuan padaW ,

kemudian 0V adalah elemen netral pada V . Memenuhi:

a. (h1 + h2)g = h1g + h2g

b. h(g1 + g2) = hg1 + hg2

c. h(g1g2) = (hg1)g2

d. h · 1W = h

e. h · 0W = 0V = 0V · h

Brikut ini diberikan contoh semimodul kanan atas semiring,

Contoh 2.2.4 Misalkan diberikan himpunan M2(S), yaitu

himpunan matriks ordo 2 × 2 yang entri-entrinya bilangan bulat

tak negatif (S = Z+ ∪ {0}), dan suatu semiring (S = Z+ ∪ {0}).
Himpunan M2(S) merupakan semimodul kanan atas semiring

(S = Z+ ∪ {0}).
Bukti.

I. Pada bukti 2.2. telah diketahui bahwa (M2(S),+)

merupakan monod komutatif.

II. Didefinisikan pemetaan

M2(S)× S → M2(S)[(
a b

c d

)
, s

]
→

(
a b

c d

)
s

sehingga untuk setiap s, s1, s2 ∈ S dan D,E ∈ M2(S) serta

0s merupakan elemen etral padaS dan 1s merupakan elemen

satuan pada S memenuhi:
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(i) Akan ditunjukkan (D + E)s = Ds + Es, perhatikan

bahwa:

(D + E)s =

[(
d1 d2

d3 d4

)
+

(
e1 e2

e3 e4

)]
s

=

(
d1 + e1 d2 + e2

d3 + e3 d4 + e4

)
s

=

(
(d1 + e1)s (d2 + e2)s

(d3 + e3)s (d4 + e4)s

)

=

(
d1s+ e1s d2s+ e2s

d3s+ e3s d4s+ e4s

)

=

(
d1s d2s

d3s d4s

)
+

(
e1s e2s

e3s e4s

)

=

(
d1 d2

d3 d4

)
s+

(
e1 e2

e3 e4

)
s

= Ds+ Es

Dari hasil diatas diperoleh (D + E)s = Ds+ Es.

(ii) Akan ditunjukkan D(s1 + s2) = Ds1 +Ds2, perhatikan



28

bahwa:

D(s1 + s2) =

(
d1 d2

d3 d4

)
(s1 + s2)

=

(
d1(s1 + s2) d2(s1 + s2)

d3(s1 + s2) d4(s1 + s2)

)

=

(
d1s1 + d1s2 d2s1 + d2s2

d3s1 + d3s2 d4s1 + d4s2

)

=

(
d1s1 d2s1

d3s1 d4s1

)
+

(
d1s2 d2s2

d3s2 d4s2

)

=

(
d1 d2

d3 d4

)
s1 +

(
d1 d2

d3 d4

)
s2

= Ds1 +Ds2

D(s1 + s2) = Ds1 +Ds2

(iii) Akan ditunjukkan D(s1s2) = (Ds1)s2, perhatikan

bahwa:

D(s1s2) =

(
d1 d2

d3 d4

)
(s1s2)

=

(
d1(s1s2) d2(s1s2)

d3(s1s2) d4(s1s2)

)

=

(
(d1s1)s2 (d2s1)s2

(d3s1)s2 (d4s1)s2

)

=

(
d1s1 d2s1

d3s1 d4s1

)
s2

= (Ds1)s2
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Dari hasil diatas diperoleh D(s1s2) = (Ds1)s2

(iv) Akan ditunjukkan D · 1s = D, perhatikan bahwa:

D · 1s =

(
d1 d2

d3 d4

)
1

=

(
d1 · 1 d2 · 1
d3 · 1 d4 · 1

)

=

(
d1 d2

d3 d4

)
= D

Dari hasil diatas diperoleh 1s ·D = D.

(v) Akan ditunjukkan D · 0s = 0M = 0M ·D

D · 0s =

(
d1 d2

d3 d4

)
0

=

(
d1 · 0 d2 · 0
d3 · 0 d4 · 0

)

=

(
0 0

0 0

)
= 0M
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dan

0M ·D =

(
0 0

0 0

)(
d1 d2

d3 d4

)

=

(
0 0

0 0

)
= 0M

Dari hasil diatas diperoleh D · 0s = 0M = 0M ·D.

Berdasarkan bukti I dan II terbukti bahwa himpunan M2(S)

merupakan semimodul kanan atas semiring (S = Z+ ∪ {0}). ■

2.3. Polinomial

Pada bagian ini akan dijelaskan bentuk umum polinomial serta

sifat-sifat yang ada didalamnya.

2.1.1. Polinomial dan Operasinya

Bagian ini dijelaskan definisi dasar dan notasi polinomial yang

akan diperlukan untuk pengembangan teori selanjutnya.

Definisi 2.3.1 (Polinomial, e.g Kandasamy, 2002)

MisalkanS adalah semiring, bentuk umum suatu polinomial dengan

variabel x dan derajat n dari S[X] yaitu f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 +

· · ·+ anx
n =

n∑
i=0

aix
i, dimana ai ∈ S, untuk setiap i ∈ (N ∪ 0).

Definisi 2.3.2 (Kesamaan polinomial, e.g Mas’oed, 2013)

Misalkan diberikan dua polinomial f(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n
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dan g(x) = b0+ b1x+ · · ·+ bmxm. Polinomial f(x) dikatakan sama

dengan g(x) jika dan hanya jika ai = bi untuk setiap i ≥ 0.

Contoh 2.3.3 f(x) = 7 + x2 + 3x4 adalah polinomial berderajat 4.

Contoh 2.3.4 Diberikan p(x), q(x), r(x) ∈ Q[X] dengan,

p(x) = 1 + 2x+ 3x2 − 6x3 + 4x4

q(x) = 1 + 2x+ 7x2 − 6x3 + 4x4

r(x) = 1 + 2x+ 3x2 − 6x3 + 4x4

Maka:

p(x) = r(x), karena masing-masing suku yang bersesuaian memiliki

koefisien yang sama.

p(x) ̸= q(x), karena koefisien x2 pada p(x) ̸= q(x) yaitu (3 ̸= 7).

Operasi penjumlahan dan perkalian pada polinomial

didefinisikan sebagai berikut,

Definisi 2.3.5 (Operasi Penjumlahan Polinomial, e.g Mas’oed,

2013)

Misalkan diberikan dua buah polinom g(x) = a0 + a1x + a2x
2 +

· · · + amxm dan h(x) = b0 + b1x + b2x
2 + · · · + bnx

n, maka

g(x) + h(x) = c0 + c1x + c2x
2 + · · · + cjx

j dimana untuk setiap

i, ci = ai + bi untuk 0 ≤ i ≤ j, dan j = maks(m,n).

Contoh 2.3.6 Diberikan dua buah polinom q(x), r(x) dengan,

q(x) = 1 + 2x− 3x2 + 8x3 + x4

r(x) = 5 + 7x2 − 6x3
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maka,

q(x) + r(x) = (1 + 2x− 3x2 + 8x3 + x4) + (5 + 7x2 − 6x3)

= (1 + 5) + (2 + 0)x+ (−3 + 7)x2 + (8 + (−6))x3 + (1 + 0)x4

= 6 + 2x+ 4x2 + 2x3 + x4

Definisi 2.3.7 (Operasi Perkalian Polinomial, e.g Mas’oed,

2013)

Misalkan diberikan dua buah polinom g(x) = a0 + a1x + a2x
2 +

· · · + anx
n dan h(x) = b0 + b1x + b2x

2 + · · · + bmxm, maka

g(x)h(x) = c0 + c1x + c2x
2 + · · · + ctx

t dimana t = n + m dan

cj =
j∑

i=0
aibj−i

Contoh 2.3.8 Misalkan diberikan dua buah polinom:

q(x) = 1 + x+ 3x2

r(x) = 2 + x2

nilai dari q(x)r(x) adalah sebagai berikut:

q(x)r(x) = (1 + x+ 3x2)(2 + x2)
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dengan nilai:

c0 = a0b0

= 1 · 2 = 2

c1 = a0b1 + a1b0

= 1 · 0 + 1 · 2 = 2

c2 = a0b2 + a1b1 + a2b0

= 1 · 1 + 1 · 0 + 3 · 2 = 7

c3 = a0b3 + a1b2 + a2b1 + a3b0

= 1 · 0 + 1 · 1 + 3 · 0 + 0 · 2 = 1

c4 = a0b4 + a1b3 + a2b2 + a3b1 + a4b0

= 1 · 0 + 1 · 0 + 3 · 1 + 0 · 0 + 0 · 2 = 3

Sehingga diperoleh

q(x)r(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + c3x

3 + c4x
4

= 2 + 2x+ 7x2 + x3 + 3x4

2.2.2. Polinomial atas Semiring

Polinomial atas semiring atau bisa disebut semiring polinomial

merupakan himpunan polinomial bersamaan dengan dua operasi

biner yang memenuhi aksioma-aksioma pada semiring.

Definisi 2.3.9 (Polinomial atas semiring, e.g Kandasamy, 2002)

MisalkanS adalah semiring,S[X] yaitu himpunan polinomial atasS

dikatakan semiring apabila memenuhi aksioma-aksioma semiring.

Contoh 2.3.10 Himpunan polinomial atas bilangan real diikuti

operasi penjumlahan dan perkalian, dinotasikan (R[X],+,×)
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merupakan semiring. Polinom 0 + 0x + 0x2 + · · · + 0xn ∈ R[X]

menjadi elemen netral pada (R[X],+,×), cukup dituliskan 0 ∈
R[X]. Polinom 1 + 0x + 0x2 + · · · + 0xn ∈ R[X] menjadi elemen

satuan pada (R[X],+,×), cukup dituliskan 1 ∈ R[X]

2.3.3. Polinomial atas Aljabar Max-plus

Polinomial dapat dibentuk dengan elemen-elemen serta

operasi pada aljabar max-plus, polinomial ini didefinisikan

sebagai berikut.

Definisi 2.3.11 (Polinomial atas Aljabar Max-Plus, e.g Suroto,

2012)

Polinomial atas aljabar max-plus dengan derajat k dan variabel x

memiliki bentuk umum:

s(x) =

k⊕
j=0

(uj ⊗ x⊗j) = (u0)⊕ (u1 ⊗ x)⊕ · · · ⊕ (uk ⊗ x⊗k)

dimana u0, u1, . . . , uk ∈ Rmax, dan j ∈ (N ∪ 0).

Himpunan polinomial atas aljabar max-plus dinotasikan

dengan Rmax[X].



BAB III

PEMBAHASAN

Bab ini berisi pembahasan tenyang polinomial aljabar atas

max-plus. Bab ini diawali dengan pendefinisian polinomial atas

aljabar max-plus serta bentuk pengoperasiannya, kemudian

menjelaskan struktur yang terbentuk dari polinomial atas aljabar

max-plus serta sifat-sifatnya.

3.1. Polinomial atas Aljabar Max-Plus dan Operasinya

Polinomial atas aljabar max-plus dengan derajat k dan variabel

x memiliki bentuk umum:

s(x) =
k⊕

j=0

(uj ⊗ x⊗j) = (u0)⊕ (u1 ⊗ x)⊕ · · · ⊕ (uk ⊗ x⊗k)

dimana u0, u1, . . . , uk ∈ Rmax, dan j ∈ (N ∪ 0).

Polinomial-polinomial atas aljabar max-plus dapat membentuk

suatu himpunan, himpunan ini dinamakan himpunan polinomial

atas aljabar max-plus, yang disimbolkan dengan Rmax[X]. Berikut

ini merupakan contoh penulisan polinomial atas aljabar max-plus,

beserta maknanya jika diartikan ke dalam aljabar biasa.

Contoh 3.1.1 Polinomial atas Rmax

f(x) = 2⊕ (4⊗ x)⊕ (3⊗ x⊗2)

Jika dituliskan ke dalam aljabar biasa, polinomial f(x) menjadi

35
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f(x) = 2⊕ (4⊗ x)⊕ (3⊗ x⊗2)

= 2⊕ (4 + x)⊕ (3 + (2× x))

= max(2, 4 + x)⊕ (3 + (2× x))

= max(max(2, 4 + x, 3 + 2x))

= max(2, 4 + x, 3 + 2x).

Koefisien-koefisien pada Rmax[X] merupakan elemen pada

Rmax. Diketahui bahwa elemen netralnya adalah −∞ dan elemen

satuannya adalah 0. Hal ini berbeda dengan polinomial pada

aljabar biasa, dimana koefisien-koefisien polinomialnya adalah

elemen-elemen pada himpunan bilangan real, dan memiliki

elemen netral berupa 0 serta elemen satuanya adalah 1. Jadi

penulisan koefisien pada Rmax[X] sedikit berbeda dengan

polinomial pada aljabar biasa. Sebagai contoh berkaitan dengan

elemen netralnya, misalkan polinomial biasa g(x) = 2x + 4x3

memiliki arti g(x) = 0 + 2x + 0x2 + 4x3, sedangkan pada

Rmax[X] misalkan nilai g(x) = (2 ⊗ x) ⊕ (4 ⊗ x⊗3) memiliki arti

g(x) = −∞⊕ (2⊗ x)⊕ (−∞⊗ x⊗2)⊕ (4⊗ x⊗3).

Berikut ini diberikan penjelasan tentang operasi penjumlahan

pada Rmax[X]. Operasi yang semula pada aljabar biasa adalah

penjumlahan (+), pada Rmax[X] diganti dengan operasi

maksimum (⊕) yaitu operasi pada aljabar max-plus Rmax.

Definisi 3.1.2 (Penjumlahan pada Rmax[X], e.g Suroto, 2012)

Misalkan diberikan dua polinomial d(x), e(x) ∈ Rmax[X], dimana

d(x) =
u⊕

t=0
(dt ⊗ x⊗t) = (d0)⊕ (d1 ⊗ x)⊕ · · · ⊕ (du ⊗ x⊗u) dan

e(x) =
v⊕

t=0
(et ⊗ x⊗t) = (e0)⊕ (e1 ⊗ x)⊕ · · · ⊕ (ev ⊗ x⊗v),
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Nilai dari d(x) ⊕ e(x) =
w⊕
t=0

(fi ⊗ x⊗t) = (f0) ⊕ (f1 ⊗ x) ⊕ · · · ⊕

(fw⊗x⊗w), dimana ft = dt⊕et = max(dt, et) dan w = max(u, v).

Berikut ini diberikan contoh operasi penjumlahan pada

polinomial atas aljabar max-plus, dimana operasi yang semula

pada aljabar biasa adalah operasi penjumlahan (+) diganti dengan

operasi pada aljabar max-plus yaitu operasi maksimum (⊕).

Contoh 3.1.3 Misalkan dipunyai f(x), g(x), h(x) ∈ Rmax[X],

dimana:

f(x) = 2⊕ (4⊗ x)⊕ ((−4)⊗ x⊗2)

g(x) = −2⊕ (5⊗ x)⊕ (3⊗ x⊗2)

h(x) = 1⊕ (7⊗ x⊗2)⊕ ((−2)⊗ x⊗3)

maka penjumlahan polinomial-polinomial tersebut adalah sebagai

berikut:

f(x)⊕ g(x) =(2⊕ (4⊗ x)⊕ ((−4)⊗ x⊗2))

⊕ (−2⊕ (5⊗ x)⊕ (3⊗ x⊗2))

=(2⊕ (−2))⊕ (4⊕ 5)⊗ x⊕ (−4⊕ 3)⊗ x⊗2

=max(2, (−2))⊕max(4, 5)⊗ x⊕max(−4, 3)⊗ x⊗2

=2⊕ (5⊗ x)⊕ (3⊗ x⊗2)

f(x)⊕ h(x) =(2⊕ (4⊗ x)⊕ ((−4)⊗ x⊗2))

⊕ (1⊕ (7⊗ x⊗2)⊕ ((−2)⊗ x⊗3))

=(2⊕ 1)⊕ (4⊕−∞)⊗ x⊕ ((−4)⊕ 7)⊗ x⊗2

⊕ ((−∞)⊕ (−2))⊗ x⊗3

=max(2, 1)⊕max(4, (−∞))⊗ x⊕max((−4), 7)⊗ x⊗2

⊕max((−∞), (−2))⊗ x⊗2

=2⊕ (4⊗ x)⊕ (7⊗ x⊗2)⊕ ((−2)⊗ x⊗2)
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Kemudian ada operasi perkalian Rmax[X], perkalian ini sama

halnya dengan perkalian polinomial pada aljabar biasa hanya saja

pengoperasian kali (×) pada aljabar biasa diganti dengan operasi

⊗, yaitu operasi perkalian pada aljabar max-plus.

Definisi 3.1.4 (Perkalian pada Rmax[X], e.g Suroto, 2012)

Misalkan diberikan dua polinomial d(x), e(x) ∈ Rmax[X], dimana

d(x) =
u⊕

t=0
(dt ⊗ x⊗t) = (d0)⊕ (d1 ⊗ x)⊕ · · · ⊕ (du ⊗ x⊗u) dan

e(x) =
v⊕

t=0
(et ⊗ x⊗t) = (e0)⊕ (e1 ⊗ x)⊕ · · · ⊕ (ev ⊗ x⊗v).

Nilai dari d(x) ⊗ e(x) =
k⊕

j=0
(fj ⊗ x⊗j) = (f0) ⊕ (f1 ⊗ x) ⊕ · · · ⊕

(fk ⊗ x⊗k), dengan fj =
j⊕

t=0
(dt ⊗ ej−t), untuk setiap 0 ≤ j ≤ k dan

k = u+ v, dan d⊗ e = d+ e.

Berikut ini diberikan contoh operasi perkalian pada polinomial

atas aljabar max-plus, dimana operasi yang semula pada aljabar

biasa adalah operasi perkalian (×) diganti dengan operasi pada

aljabar max-plus yaitu operasi (⊗).

Contoh 3.1.5 Diberikan d(x), e(x) ∈ Rmax[X] dengan,

d(x) = 3⊕ (4⊗ x)⊕ ((−3)⊗ x⊗2)

e(x) = 1⊕ (2⊗ x)

nilai dari g(x)⊗ h(x) adalah sebagai berikut:

d(x)⊗ e(x) = (3⊕ (4⊗ x)⊕ ((−3)⊗ x⊗2))⊗ (1⊕ (2⊗ x))
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dengan nilai

f0 = 3⊗ 1

= 4

f1 = (3⊗ 2)⊕ (4⊗ 1)

= 5⊕ 5

= 5

f2 = (3⊗ (−∞))⊕ (4⊗ 2)⊕ (−3⊗ 1)

= −∞⊕ 6⊕−2

= 6

f3 = (3⊗ (−∞))⊕ (4⊗ (−∞))⊕ (−3⊗ 2)⊕ (−∞⊗ 1)

= −∞⊕−∞⊕−1⊕−∞

= −1

sehingga diperoleh

d(x)⊗ e(x) = f0 ⊕ (f1 ⊗ x)⊕ (f2 ⊗ x⊗2)⊕ (f3 ⊗ x⊗3)

= 4⊕ (5⊗ x)⊕ (6⊗ x⊗2)⊕ ((−1)⊗ x⊗3)

3.2. Struktur Aljabar dari Polinomial atas Rmax

Pada bagian ini akan dijelaskan struktur-struktur aljabar yang

terbentuk dari polinomial atas aljabar max-plus beserta dengan

bukti dan contohnya.

1. (Rmax[X],⊕) membentuk monoid komutatif idempoten.

Polinomial atas aljabar maxplus Rmax[X] dengan operasi

⊕ (Rmax[X],⊕) membentuk monoid komutatif idempoten,

sehingga memenuhi sifat-sifat berikut ini:
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Proposisi 3.2.1 (e.g Suroto, 2012)

Operasi ⊕ pada Rmax[X] merupakan operasi biner/bersifat

tertutup.

Bukti. Akan dibuktikan bahwa operasi ⊕ pada Rmax[X]

merupakan operasi biner/bersifat tertutup.

Misalkan diambil sembarang r(x), s(x) ∈ Rmax[X], dengan

r(x) = (r0) ⊕ (r1 ⊗ x) ⊕ · · · ⊕ (rn ⊗ x⊗n) dan s(x) =

(s0)⊕ (s1⊗x)⊕· · ·⊕ (sm⊗x⊗m), untuk setiap ri, si ∈ Rmax

maka,

r(x)⊕ s(x) =((r0)⊕ (r1 ⊗ x)⊕ · · · ⊕ (rn ⊗ x⊗n))

⊕ ((s0)⊕ (s1 ⊗ x)⊕ · · · ⊕ (sm ⊗ x⊗m))

=(r0 ⊕ s0)⊕ ((r1 ⊕ s1)⊗ x)⊕ · · ·⊕

((rk ⊕ sk)⊗ x⊗k)

=(t0)⊕ (t1 ⊗ x)⊕ · · · ⊕ (tk ⊗ x⊗k)

Dapat dilihat bahwa ri, si ∈ Rmax maka ri ⊕ si = ti ∈
Rmax. Artinya r(x)⊕s(x) ∈ Rmax[X], karena setiap koefisen

polinomialnya elemen Rmax. Jadi Operasi ⊕ pada Rmax[X]

merupakan operasi biner/bersifat tertutup. ■

Proposisi 3.2.2 (e.g Suroto, 2012)

Operasi ⊕ pada Rmax[X] bersifat asiosiatif, sehingga untuk

setiap r(x), s(x), t(x) ∈ Rmax[X] berlaku

(r(x)⊕ s(x))⊕ t(x) = r(x)⊕ (s(x)⊕ t(x))

Bukti. Akan dibuktikan bahwa operasi ⊕ pada Rmax[X]

bersifat asiosiatif.

Misalkan diambil sembarang r(x), s(x), t(x) ∈ Rmax, dengan
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r(x) =
j⊕

i=0
(ai ⊗ x⊗i), s(x) =

k⊕
i=0

(bi ⊗ x⊗i), t(x) =
l⊕

i=0
(ci ⊗

x⊗i), perhatikan bahwa:

(r(x)⊕ s(x))⊕ t(x)

=

(
j⊕

i=0

(ai ⊗ x⊗i)⊕
k⊕

i=0

(bi ⊗ x⊗i)

)
⊕

l⊕
i=0

(ci ⊗ x⊗i)

=

j⊕
i=0

((ai ⊕ bi)⊗ x⊗i)⊕
l⊕

i=0

(ci ⊗ x⊗i)

=

j⊕
i=0

((ai ⊕ bi ⊕ ci)⊗ x⊗i)

dan

(r(x)⊕ s(x))⊕ t(x)

=

j⊕
i=0

(ai ⊗ x⊗i)⊕

(
k⊕

i=0

(bi ⊗ x⊗i)⊕
l⊕

i=0

(ci ⊗ x⊗i)

)

=

j⊕
i=0

(ai ⊗ x⊗i)⊕
k⊕

i=0

((bi ⊕ ci)⊗ x⊗i)

=

j⊕
i=0

((ai ⊕ bi ⊕ ci)⊗ x⊗i)

Dari hasil diatas diperoleh (r(x) ⊕ s(x)) ⊕ t(x) = (r(x) ⊕
s(x)) ⊕ t(x). Jadi terbukti bahwa Rmax[X] memiliki sifat

asosiatif terhadap operasi ⊕. ■

Contoh 3.2.3 Misalkan diberikan polinomial-polinomial pada

Rmax[X] sebagai berikut:

r(x) = 2⊕ (3⊗ x)⊕ ((−7)⊗ x⊗2)⊕ (5⊗ x⊗3)
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s(x) = 4⊕ ((−2)⊗ x)⊕ (1⊗ x⊗2)

t(x) = −5⊕ (4⊗ x)

akan ditunjukan (r(x)⊕ s(x))⊕ t(x) = r(x)⊕ (s(x)⊕ t(x))

(bersifat asosiatif), perhatikan bahwa:

(r(x)⊕ s(x))⊕ t(x)

=((2⊕ (3⊗ x)⊕ ((−7)⊗ x⊗2)⊕ (5⊗ x⊗3))

⊕ (4⊕ ((−2)⊗ x)⊕ (1⊗ x⊗2)))⊕ (−5⊕ (4⊗ x))

=(4⊕ (3⊗ x)⊕ (1⊗ x⊗2)⊕ (5⊗ x⊗3))

⊕ (−5⊕ (4⊗ x))

=4⊕ (4⊗ x)⊕ (1⊗ x⊗2)⊕ (5⊗ x⊗3)

dan nilai,

r(x)⊕ (s(x)⊕ t(x))

=(2⊕ (3⊗ x)⊕ ((−7)⊗ x⊗2)⊕ (5⊗ x⊗3))

⊕ ((4⊕ ((−2)⊗ x)⊕ (1⊗ x⊗2))⊕ (−5⊕ (4⊗ x)))

=(2⊕ (3⊗ x)⊕ ((−7)⊗ x⊗2)⊕ (5⊗ x⊗3))

⊕ (4⊕ (4⊗ x)⊕ (1⊗ x⊗2))

=4⊕ (4⊗ x)⊕ (1⊗ x⊗2)⊕ (5⊗ x⊗3)

Dari hasil diatas diperoleh nilai (r(x)⊕ s(x))⊕ t(x) = r(x)⊕
(s(x)⊕ t(x)) artinya operasi ⊕ bersifat asosiatif.

Proposisi 3.2.4 (e.g Suroto, 2012)

Rmax[X] memiliki elemen netral yaitu ε(x) =
n⊕

i=0
(ai ⊗ x⊗i),

dimana untuk setiap i, ai = −∞. Sehingga untuk semua
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s(x) ∈ Rmax[X] berlaku:

s(x)⊕ ε(x) = s(x) = ε(x)⊕ s(x)

Bukti. Akan dibuktikan Rmax[X] memiliki elemen netral.

Misalkan diambil sembarang s(x) =
n⊕

i=0
(ai⊗x⊗i) dan dipilih

sembarang t(x) =
n⊕

i=0
(−∞ ⊗ x⊗i) ∈ Rmax[X], perhatikan

bahwa:

s(x)⊕ t(x) =

(
n⊕

i=0

(ai ⊗ x⊗i)

)
⊕

(
n⊕

i=0

(−∞⊗ x⊗i)

)

=

n⊕
i=0

(ai ⊕ (−∞))⊗ x⊗i

=

n⊕
i=0

max(ai, (−∞))⊗ x⊗i

=

n⊕
i=0

(ai ⊗ x⊗i)

= s(x)
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dan

t(x)⊕ s(x) =

(
n⊕

i=0

(−∞⊗ x⊗i)

)
⊕

(
n⊕

i=0

(ai ⊗ x⊗i)

)

=

n⊕
i=0

((−∞)⊕ ai)⊗ x⊗i

=

n⊕
i=0

max((−∞), ai)⊗ x⊗i

=

n⊕
i=0

(ai ⊗ x⊗i)

= s(x)

Berdasarkan hasil diatas t(x)merupakan elemen netral pada

Rmax[X] karena memenuhi s(x)⊕ t(x) = s(x) = t(x)⊕s(x).

Elemen netral pada Rmax[X] bisa dituliskan dengan ε(x),

jadi pernyataan Rmax[X] memiliki elemen netral yaitu ε(x)

terbukti benar. ■

Karena semua koefisen polinomial pada elemen netral

adalah −∞, jadi elemen ini cukup dituliskan dengan ε(x) =

−∞.

Contoh 3.2.5 Misalkan diberikan f(x) = 6 ⊕ (3 ⊗ x⊗2) ⊕
((−5)⊗ x⊗3) ∈ Rmax[X], perhatikan bahwa:
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f(x)⊕ ε(x) =(6⊕ (3⊗ x⊗2)⊕ ((−5)⊗ x⊗3))⊕ (−∞)

=(6⊕ (−∞))⊕ (3⊕ (−∞)⊗ x⊗2 ⊕ ((−5)

⊕ (−∞)⊗ x⊗3

=6⊕ (3⊗ x⊗2)⊕ ((−5)⊗ x⊗3)

=f(x)

Proposisi 3.2.6 (e.g Suroto, 2012)

Operasi ⊕ pada Rmax[X] bersifat komutatif, sehingga untuk

setiap f(x), g(x) ∈ Rmax[X] berlaku

f(x)⊕ g(x) = g(x)⊕ f(x)

Bukti. Akan dibuktikan operasi ⊕ pada Rmax[X] bersifat

komutatif.

Misalkan diambil sembarang u(x), v(x) ∈ Rmax, dengan

u(x) =
n⊕

i=0
(ai⊗x⊗i), v(x) =

m⊕
i=0

(bi⊗x⊗i). Perhatikan bahwa

u(x)⊕ v(x) =

n⊕
i=0

(ai ⊗ x⊗i)⊕
m⊕
i=0

(bi ⊗ x⊗i)

=

max(n,m)⊕
i=0

((ai ⊕ bi)⊗ x⊗i)

=

max(m,n)⊕
i=0

((bi ⊕ ai)⊗ x⊗i)

=
m⊕
i=0

(bi ⊗ x⊗i)⊕
n⊕

i=0

(ai ⊗ x⊗i)

= v(x)⊕ u(x)
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Jadi terbukti bahwa operasi ⊕ pada Rmax[X] bersifat

komutatif. ■

Contoh 3.2.7 Misalkan diberikan polinomial-polinomial pada

Rmax[X] sebagai berikut:

u(x) = −3⊕ (12⊗ x)⊕ (4⊗ x⊗2)

v(x) = 10⊕ (2⊗ x)⊕ ((−7)⊗ x⊗2)

Perhatikan bahwa:

u(x)⊕ v(x)

=(−3⊕ (12⊗ x)⊕ (4⊗ x⊗2))⊕ (10⊕ (2⊗ x)⊕ ((−7)⊗ x⊗2))

=(−3⊕ 10)⊕ (12⊕ 2)⊗ x⊕ (4⊕ (−7))⊗ x⊗2

=10⊕ (12⊗ x)⊕ (4⊗ x⊗2)

dan

v(x)⊕ u(x)

=(10⊕ (2⊗ x)⊕ ((−7)⊗ x⊗2))⊕ (−3⊕ (12⊗ x)⊕ (4⊗ x⊗2))

=(10⊕ (−3))⊕ (2⊕ 12)⊗ x⊕ ((−7)⊕ 4)⊗ x⊗2

=10⊕ (12⊗ x)⊕ (4⊗ x⊗2)

Dari hasil diatas diperoleh u(x) ⊕ v(x) = v(x) ⊕ u(x) yang

artinya operasi ⊕ tersebut bersifat komutatif.

Proposisi 3.2.8 Operasi ⊕ pada Rmax[X] bersifat idempoten,

sehingga untuk setiap f(x) ∈ Rmax[X] berlaku

f(x)⊕ f(x) = f(x).

Bukti. Akan dibuktikan Operasi ⊕ pada Rmax[X] bersifat

idempoten.
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Misalkan diambil sembarang f(x) =
n⊕

i=0
(ai ⊗ x⊗i) ∈

Rmax[X], perhatikan bahwa

f(x)⊕ f(x) =

(
n⊕

i=0

(ai ⊗ x⊗i)

)
⊕

(
n⊕

i=0

(ai ⊗ x⊗i)

)

=
n⊕

i=0

(ai ⊕ ai)⊗ x⊗i

=
n⊕

i=0

max(ai, ai)⊗ x⊗i

=
n⊕

i=0

(ai ⊗ x⊗i)

= f(x)

Jadi terbukti bahwa Rmax[X] memiliki sifat idempoten

terhadap operasi ⊕. ■

Contoh 3.2.9 Misalkan f(x) = 3 ⊕ ((−5) ⊗ x) ⊕ (9 ⊗ x⊗2),

perhatikan operasi f(x)⊕ f(x) berikut

f(x)⊕ f(x) =(3⊕ ((−5)⊗ x)⊕ (9⊗ x⊗2))

⊕ (3⊕ ((−5)⊗ x)⊕ (9⊗ x⊗2))

=(3⊕ 3)⊕ ((−5)⊕ (−5))⊗ x⊕ (9⊕ 9)⊗ x⊗2

=max(3, 3)⊕max((−5), (−5))⊗ x

⊕max(9, 9)⊗ x⊗2

=3⊕ ((−5)⊗ x)⊕ (9⊗ x⊗2)

=f(x)

Berdasarkan proposisi 3.2.1, 3.2.2, 3.2.4 terlihat bahwa
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(Rmax[X],⊕) bersifat tertutup, assosiatif, dan memiliki

elemen netral artinya (Rmax[X],⊕) membentuk suatu

monoid. Selain itu, pada proposisi 3.2.6 dan 3.2.8

(Rmax[X],⊕) memiliki sifat komutatif dan idempoten, jadi

berdasarkan sifat sifat tersebut (Rmax[X],⊕) membentuk

suatu monoid komutatif idempoten.

2. (Rmax[X],⊗) membentuk monoid komutatif.

Polinomial atas aljabar max-plus Rmax[X] dengan operasi

⊗ (Rmax[X],⊗) membentuk monoid komutatif, sehingga

memenuhi sifat-sifat berikut ini:

Proposisi 3.2.10 (e.g Suroto, 2012)

Operasi ⊗ pada Rmax[X] merupakan operasi

tertutup/operasi biner.

Bukti. Akan dibuktikan bahwa operasi ⊗ pada Rmax[X]

merupakan operasi biner/ bersifat tertutup.

Diambil sembarang f(x), g(x) ∈ Rmax[X], dengan f(x) =

(a0) ⊕ (a1 ⊗ x) ⊕ · · · ⊕ (an ⊗ x⊗n) dan g(x) = (b0) ⊕ (b1 ⊗
x)⊕· · ·⊕ (bm⊗x⊗m), untuk setiap ai, bi ∈ Rmax perhatikan

bahwa:

f(x)⊗ g(x) =((a0)⊕ (a1 ⊗ x)⊕ · · · ⊕ (an ⊗ x⊗n))⊗

(b0)⊕ (b1 ⊗ x)⊕ · · · ⊕ (bm ⊗ x⊗m)

=

(
n⊕

i=0

(ai ⊗ x⊗i)

)
⊗

(
m⊕
i=0

(bi ⊗ x⊗i)

)

=
n+m⊕
i=0

 i⊕
j=0

(aj ⊗ bi−j)

xi

=c0 ⊕ c1 ⊗ x⊕ · · · ⊕ cn+m ⊗ x⊗n+m
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Dapat dilihat bahwa ai, bi ∈ Rmax maka ai ⊗ bj−i =

ci ∈ Rmax. Karena setiap koefisien f(x) ⊗ g(x) ∈ Rmax

merupakan elemenRmax maka terbukti bahwa f(x)⊗g(x) ∈
Rmax[X]. Jadi Operasi ⊗ pada Rmax[X] merupakan operasi

biner/bersifat tertutup. ■

Proposisi 3.2.11 (e.g Suroto, 2012)

Operasi ⊗ pada Rmax[X] bersifat asosiatif, sehingga untuk

setiap f(x), g(x), h(x) ∈ Rmax[X] berlaku:

(f(x)⊗ g(x))⊗ h(x) = f(x)⊗ (g(x)⊗ h(x))

Bukti. Akan dibuktikan operasi ⊗ pada Rmax[X] bersifat

asosiatif.

Misalkan diambil sembarang f(x), g(x), h(x) ∈ Rmax,

dengan f(x) =
n⊕

i=0
(ui ⊗ x⊗i), g(x) =

m⊕
i=0

(vi ⊗ x⊗i), h(x) =

k⊕
i=0

(wi ⊗ x⊗i), perhatikan bahwa:
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(f(x)⊗ g(x))⊗ h(x)

=

(
n⊕

i=0

(ui ⊗ x⊗i)⊗
m⊕
i=0

(vi ⊗ x⊗i)

)
⊗

k⊕
i=0

(wi ⊗ x⊗i)

=

n+m⊕
i=0

 i⊕
j=0

(uj ⊗ vi−j)

⊗ x⊗i

⊗
k⊕

i=0

(wi ⊗ x⊗i)

=

n+m+k⊕
i=0

 i⊕
j=0

 j⊕
p=0

(up ⊗ vj−p)

⊗ wi−j

⊗ x⊗i

=
n+m+k⊕

i=0

 ⊕
j+p+l=i

(uj ⊗ vp ⊗ wl)

⊗ x⊗i

=
n+m+k⊕

i=0

 i⊕
j=0

uj

 i−j⊕
p=0

(vp ⊗ wi−j−p)

⊗ x⊗i

=
n⊕

i=0

(ui ⊗ x⊗i)⊗

m+k⊕
i=0

 i⊕
j=0

(vj ⊗ wi−j)

⊗ x⊗i

=

n⊕
i=0

(ui ⊗ x⊗i)⊗

(
m⊕
i=0

(vi ⊗ x⊗i)⊗
k⊕

i=0

(wi ⊗ x⊗i)

)
= f(x)⊗ (g(x)⊗ h(x))

Berdasarkan hasil diatas terbukti bahwa operasi ⊗ pada

Rmax[X] bersifat asosiatif. ■

Contoh 3.2.12 Misalkan diberikan polinomial-polinomial

pada Rmax[X] sebagai berikut:

f(x) = 5⊕ (2⊗ x)⊕ (3⊗ x⊗2)

g(x) = 4⊕ ((−5)⊗ x)⊕ (3⊗ x⊗2)
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h(x) = 7⊕ ((−4)⊗ x)

akan ditunjukan (f(x)⊗g(x))⊗h(x) = f(x)⊗ (g(x)⊗h(x))

(bersifat asosiatif).

(f(x)⊗ g(x))⊗ h(x)

=((5⊕ (2⊗ x)⊕ (3⊗ x⊗2))⊗ (4⊕ ((−5)⊗ x)⊕ (3⊗ x⊗2)))

⊗ (7⊕ ((−4)⊗ x))

=(9⊕ (6⊗ x)⊕ (8⊗ x⊗2)⊕ (5⊗ x⊗3)⊕ 6⊗ x⊗4)

⊗ (7⊕ ((−4)⊗ x))

=16⊕ (13⊗ x)⊕ (15⊗ x⊗2)⊕ (12⊗ x⊗3)⊕ (13⊗ x⊗4)

⊕ (2⊗ x⊗5)

dan nilai,

f(x)⊗ (g(x)⊗ h(x))

=(5⊕ (2⊗ x)⊕ (3⊗ x⊗2))⊗ ((4⊕ ((−5)⊗ x)⊕ (3⊗ x⊗2))

⊗ (7⊕ ((−4)⊗ x)))

=(5⊕ (2⊗ x)⊕ (3⊗ x⊗2))

⊗ (11⊕ (0⊗ x)⊕ (10⊗ x⊗2)⊕ ((−1)⊗ x⊗3))

=16⊕ (13⊗ x)⊕ (15⊗ x⊗2)⊕ (12⊗ x⊗3)⊕ (13⊗ x⊗4)

⊕ (2⊗ x⊗5)

Dari hasil diatas diperoleh nilai dari (f(x) ⊗ g(x)) ⊗ h(x) =

f(x)⊗ (g(x)⊗ h(x)), artinya operasi ⊗ bersifat asosiatif.

Proposisi 3.2.13 (e.g Suroto, 2012)

Rmax[X] memiliki elemen satuan yaitu 0(x) =
n⊕

i=0
(ai ⊗ x⊗i),

dimana untuk i = 0, a0 = 0 dan i ̸= 0, ai = −∞ atau agar
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lebih jelas, 0(x) = 0⊕−∞⊗x⊕· · ·⊕−∞⊗x⊗i(cukup ditulis

0(x) = 0). Sehingga untuk setiap f(x) ∈ Rmax[X] berlaku

f(x)⊗ 0(x) = f(x) = 0(x)⊗ f(x).

Bukti. Akan dibuktikan bahwa Rmax[X] memiliki elemen

satuan.

Misalkan diambil sembarang f(x) = (a0) ⊕ (a1 ⊗ x⊗1) ⊕
· · · ⊕ (an ⊗ x⊗n) ∈ Rmax[X] dan dipilih sembarang g(x) =

0 ⊕ ((−∞) ⊗ x⊗1) ⊕ · · · ⊕ ((−∞) ⊗ x⊗m) ∈ Rmax[X],

perhatikan bahwa:

f(x)⊗ g(x) =((a0)⊕ (a1 ⊗ x⊗1)⊕ · · · ⊕ (an ⊗ x⊗n))

⊗ (0⊕ ((−∞)⊗ x⊗1)⊕ · · · ⊕ ((−∞)⊗ x⊗m))

dengan nilai

c0 =a0 ⊗ b0

=a0 ⊗ 0

=a0

c1 =(a0 ⊗ b1)⊕ (a1 ⊗ b0)

=(a0 ⊗ (−∞))⊕ (a1 ⊗ 0)

=a1

...

cn+m =(a0 ⊗ bm)⊕ · · · ⊕ (an ⊗ b0)

=(a0 ⊗ (−∞))⊕ · · · ⊕ (an ⊗ 0)

=an
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sehingga diperoleh

f(x)⊗ g(x) =((c0)⊕ (c1 ⊗ x⊗1)⊕ · · · ⊕ (cn+m ⊗ x⊗n+m))

f(x)⊗ g(x) =((a0)⊕ (a1 ⊗ x⊗1)⊕ · · · ⊕ (an ⊗ x⊗n))

=f(x)

Kemudian,

g(x)⊗ f(x) =(0⊕ ((−∞)⊗ x⊗1)⊕ · · · ⊕ ((−∞)⊗ x⊗m))

=⊗ ((a0)⊕ (a1 ⊗ x⊗1)⊕ · · · ⊕ (an ⊗ x⊗n))

dengan nilai

c0 =b0 ⊗ a0

=0⊗ a0

=a0

c1 =(b0 ⊗ a1)⊕ (b1 ⊗ a0)

=(0⊗ a1)⊕ ((−∞)⊗ a0)

=a1

...

cn+m =(b0 ⊗ an)⊕ · · · ⊕ (bn ⊗ a0)

=(0⊗ an)⊕ · · · ⊕ (−(∞)⊗ a0)

=an
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sehingga diperoleh

g(x)⊗ f(x) =((c0)⊕ (c1 ⊗ x⊗1)⊕ · · · ⊕ (cn+m ⊗ x⊗n+m))

g(x)⊗ f(x) =((a0)⊕ (a1 ⊗ x⊗1)⊕ · · · ⊕ (an ⊗ x⊗n))

=f(x)

Berdasarkan hasil diatas dapat disimpulkan bahwa g(x) =

0 merupakan elemen satuan pada Rmax[X], elemen satuan

pada Rmax[X] bisa dituliskan dengan 0(x). Jadi Rmax[X]

memiliki elemen satuan yaitu 0(x) sedemikian sehingga

f(x)⊗ 0(x) = f(x) = 0(x)⊗ f(x) terbukti. ■

Contoh 3.2.14 Diambil sembarang p(x) = 2 ⊕ (5 ⊗ x) ⊕
((−3)⊗ x⊗2) ∈ Rmax[X], perhatikan bahwa:

p(x)⊗ 0x =(2⊕ (5⊗ x)⊕ ((−3)⊗ x⊗2))⊗ 0

=(2⊗ 0)⊕ ((5⊗ 0)⊗ x)⊕ (((−3)⊗ 0)⊗ x⊗2)

=(2 + 0)⊕ ((5 + 0)⊗ x)⊕ (((−3) + 0)⊗ x⊗2)

=2⊕ (5⊗ x)⊕ ((−3)⊗ x⊗2)

=p(x)

Dari hasil diatas jelas bahwa 0x merupakan elemen satuan

pada Rmax[X].

Proposisi 3.2.15 operasi⊗ padaRmax[X] bersifat komutatif,

sehingga untuk setiap f(x), g(x) ∈ Rmax[X] berlaku

f(x)⊗ g(x) = g(x)⊗ f(x)

Bukti. Akan dibuktikan operasi ⊗ pada Rmax[X] bersifat
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komutatif.

Misalkan diambil sembarang f(x), g(x) ∈ Rmax[X] dengan

f(x) =
n⊕

i=0
(ai ⊗ x⊗i) dan g(x) =

m⊕
i=0

(bi ⊗ x⊗i), perhatikan

bahwa

f(x)⊗ g(x) =

(
n⊕

i=0

(ai ⊗ x⊗i)

)
⊗

(
m⊕
i=0

(bi ⊗ x⊗i)

)

=

n+m⊕
i=0

 i⊕
j=0

(aj ⊗ bi−j)

⊗ x⊗i

=

n+m⊕
i=0

 i⊕
j=0

(bj ⊗ ai−j)

⊗ x⊗i

=

(
m⊕
i=0

(bi ⊗ x⊗i)

)
⊗

(
n⊕

i=0

(ai ⊗ x⊗i)

)
= g(x)⊗ f(x)

Dari hasil diatas terbukti bahwa operasi ⊗ pada Rmax[X]

bersifat komutatif. ■

Contoh 3.2.16 Diberikan r(x) dan s(x) elemen Rmax[X]

dimana, r(x) = 2⊕(3⊗x)⊕(4⊗x⊗2) dan s(x) = 3⊕(2⊗x),

perhatikan bahwa:

r(x)⊗ s(x) =(2⊕ (3⊗ x)⊕ (4⊗ x⊗2))⊗ (3⊕ (2⊗ x))

=5⊕ (6⊗ x)⊕ (12⊗ x⊗2)⊕ (8⊗ x⊗3)
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dan nilai dari,

s(x)⊗ r(x) =(3⊕ (2⊗ x))⊗ (2⊕ (3⊗ x)⊕ (4⊗ x⊗2))

=5⊕ (6⊗ x)⊕ (12⊗ x⊗2)⊕ (8⊗ x⊗3)

Dari hasil contoh diatas terlihat bahwa operasi ⊗ bersifat

komutatif.

Berdasarkan proposisi 3.2.10, 3.2.11, 3.2.13, 3.2.15

terlihat bahwa (Rmax[X],⊗) bersifat tertutup, assosiatif,

memiliki elemen satuan dan komutatif artinya (Rmax[X],⊗)

membentuk suatu monoid komutatif.

3. (Rmax[X],⊕,⊗)membentuk semiring komutatif idempoten.

Sebelumnya telah dijelaskan bahwa (Rmax[X],⊕)

membentuk monoid komutatif idempoten dan (Rmax[X],⊗)

membentuk monoid komutatif. Lebih lanjut (Rmax[X],⊕,⊗)

dapat membentuk semiring komutatif idempoten, sehingga

memenuhi sifat-sifat berikut ini:

Proposisi 3.2.17 Rmax[X] terhadap operasi ⊕ dan ⊗
(Rmax[X],⊕,⊗) memiliki sifat distributif, sehingga untuk

setiap f(x), g(x), h(x) ∈ Rmax[X] berlaku

f(x)⊗ (g(x)⊕ h(x)) = (f(x)⊗ g(x))⊕ (f(x)⊗ h(x))

(distributif kiri)

((g(x)⊕ h(x))⊗ f(x) = (g(x)⊗ f(x))⊕ (h(x)⊗ f(x))

(distributif kanan)

Bukti. Akan dibuktikan operasi ⊕ dan ⊗ pada Rmax[X]
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berlaku distributif kiri dan kanan.

Misalkan diambil sembarang f(x), g(x), h(x) ∈ Rmax[X],

dengan f(x) =
n⊕

i=0
(ai ⊗ x⊗i), g(x) =

m⊕
i=0

(bi ⊗ x⊗i), h(x) =

k⊕
i=0

(ci ⊗ x⊗i), perhatikan bahwa:

f(x)⊗ (g(x)⊕ h(x))

=

(
n⊕

i=0

(ai ⊗ x⊗i)

)
⊗

[(
m⊕
i=0

(bi ⊗ x⊗i)

)
⊕

(
k⊕

i=0

(ci ⊗ x⊗i)

)]

=

(
n⊕

i=0

(ai ⊗ x⊗i)

)
⊗

max(m,k)⊕
i=0

(bi ⊕ ci)⊗ x⊗i


=

n+max(m,k)⊕
i=0

i⊕
j=0

[aj ⊗ (bi−j ⊕ ci−j)]⊗ x⊗i

=

n+max(m,k)⊕
i=0

i⊕
j=0

[(aj ⊗ bi−j)⊕ (aj ⊗ ci−j)]⊗ x⊗i

=

n+max(n,k)⊕
i=0

i⊕
j=0

[(aj ⊗ bi−j)⊗ x⊗i ⊕ (aj ⊗ ci−j)⊗ x⊗i]

=

n+m⊕
i=0

 i⊕
j=0

(aj ⊗ bi−j)

⊗ x⊗i


⊕

n+k⊕
i=0

 i⊕
j=0

(aj ⊗ ci−j)

⊗ x⊗i


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=

(
n⊕

i=0

(ai ⊗ x⊗i)⊗
m⊕
i=0

(bi ⊗ x⊗i)

)
⊕(

n⊕
i=0

(ai ⊗ x⊗i)⊗
k⊕

i=0

(ci ⊗ x⊗i)

)
=(f(x)⊗ g(x))⊕ (f(x)⊗ h(x))

(Distributif kiri)

(g(x)⊕ h(x))⊗ f(x)

=

[(
m⊕
i=0

(bi ⊗ x⊗i)

)
⊕

(
k⊕

i=0

(ci ⊗ x⊗i)

)]
⊗

(
n⊕

i=0

(ai ⊗ x⊗i)

)

=

max(m,k)⊕
i=0

(bi ⊕ ci)⊗ x⊗i

⊗

(
n⊕

i=0

(ai ⊗ x⊗i)

)

=

max(m,k)+n⊕
i=0

i⊕
j=0

[(bj ⊕ cj)⊗ ai−j ]⊗ x⊗i

=

max(m,k)+n⊕
i=0

k⊕
i=0

[(bj ⊗ ai−j)⊕ (cj ⊗ ai−j)]⊗ x⊗i

=

max(m,k)+n⊕
i=0

k⊕
i=0

[(bj ⊗ ai−j)⊗ x⊗i ⊕ (cj ⊗ ai−j)⊗ x⊗i]

=

m+n⊕
i=0

 i⊕
j=0

(bj ⊗ ai−j)

⊗ x⊗i


⊕

k+n⊕
i=0

 i⊕
p=0

(cj ⊗ ai−j)

⊗ x⊗i


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=

(
m⊕
i=0

(bi ⊗ x⊗i)⊗
n⊕

i=0

(ai ⊗ x⊗i)

)
⊕(

k⊕
i=0

(ci ⊗ x⊗i)⊗
n⊕

i=0

(ai ⊗ x⊗i)

)
=(g(x)⊗ f(x))⊕ (h(x)⊗ f(x))

(Distributif kanan).

Dari hasil diatas terbukti bahwa operasi ⊕ dan ⊗ pada

Rmax[X] berlaku distributif kiri dan distributif kanan. ■

Contoh 3.2.18 Misalkan diberikan polinomial-polinomial

pada Rmax[X] sebagai berikut:

f(x) = 2⊕ (3⊗ x)⊕ (4⊗ x⊗2)

g(x) = 4⊕ ((−2)⊗ x)

h(x) = 5⊕ (4⊗ x)⊕ (3⊗ x⊗2)

akan ditunjukkan operasi ⊕ dan ⊗ berlaku distributif kiri,

yaitu f(x)⊗ (g(x)⊕ h(x)) = (f(x)⊗ g(x))⊕ (f(x)⊗ h(x)).

Perhatikan bahwa:

f(x)⊗ (g(x)⊕ h(x))

=(2⊕ (3⊗ x)⊕ (4⊗ x⊗2))

⊗ ((4⊕ ((−2)⊗ x))⊕ (5⊕ (4⊗ x)⊕ (3⊗ x⊗2)))

=(2⊕ (3⊗ x)⊕ (4⊗ x⊗2))⊗ (5⊕ (4⊗ x)⊕ (3⊗ x⊗2))

=7⊕ (8⊗ x)⊕ (9⊗ x⊗2)⊕ (8⊗ x⊗3)⊕ (7⊗ x⊗4)
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dan nilai dari,

(f(x)⊗ g(x))⊕ (f(x)⊗ h(x))

=((2⊕ (3⊗ x)⊕ (4⊗ x⊗2))⊗ (4⊕ ((−2)⊗ x)))

⊕ ((2⊕ (3⊗ x)⊕ (4⊗ x⊗2))⊗ (5⊕ (4⊗ x)⊕ (3⊗ x⊗2)))

=(6⊕ (7⊗ x)⊕ (8⊗ x⊗2)⊕ (2⊗ x⊗3))

⊕ (7⊕ (8⊗ x)⊕ (9⊗ x⊗2)⊕ (8⊗ x⊗3)⊕ (7⊗ x⊗4))

=7⊕ (8⊗ x)⊕ (9⊗ x⊗2)⊕ (8⊗ x⊗3)⊕ (7⊗ x⊗4)

Terlihat bahwa nilai f(x)⊗ (g(x)⊕ h(x)) = (f(x)⊗ g(x))⊕
(f(x)⊗h(x)) artinya operasi ⊕ dan ⊗ berlaku distributif kiri.

Kemudian, misalkan diberikan polinomial-polinomial pada

Rmax[X] sebagai berikut:

q(x) = 4⊕ (1⊗ x)⊕ (2⊗ x⊗2)

r(x) = 3⊕ (5⊗ x)

s(x) = 5⊕ (2⊗ x)⊕ (1⊗ x⊗2)

akan ditunjukkan operasi ⊕ dan ⊗ distributif kanan, yaitu

((r(x) ⊕ s(x)) ⊗ q(x) = (r(x) ⊗ q(x)) ⊕ (s(x) ⊗ q(x)).

Perhatikan bahwa:

((r(x)⊕ s(x))⊗ q(x)

=((3⊕ (5⊗ x))⊕ (5⊕ (2⊗ x)⊕ (1⊗ x⊗2)))

=(4⊕ (1⊗ x)⊕ (2⊗ x⊗2))

=(5⊕ (5⊗ x)⊕ (1⊗ x⊗2))⊗ (4⊕ (1⊗ x)⊕ (2⊗ x⊗2))

=9⊕ (9⊗ x)⊕ (7⊗ x⊗2)⊕ (7⊗ x⊗3)⊕ (3⊗ x⊗4)
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dan nilai dari,

(r(x)⊗ q(x))⊕ (s(x)⊗ q(x))

=((3⊕ (5⊗ x))⊗ (4⊕ (1⊗ x)⊕ (2⊗ x⊗2)))

⊕ ((5⊕ (2⊗ x)⊕ (1⊗ x⊗2))⊗ (4⊕ (1⊗ x)⊕ (2⊗ x⊗2)))

=(7⊕ (9⊗ x)⊕ (6⊗ x⊗2)⊕ (7⊗ x⊗3))

⊕ (9⊕ (6⊗ x)⊕ (7⊗ x⊗2)⊕ (4⊗ x⊗3)⊕ (3⊗ x⊗4))

=9⊕ (9⊗ x)⊕ (7⊗ x⊗2)⊕ (7⊗ x⊗3)⊕ (3⊗ x⊗4)

Terlihat bahwa nilai ((r(x)⊕ s(x))⊗ q(x) = (r(x)⊗ q(x))⊕
(s(x) ⊗ q(x)) artinya operasi ⊕ dan ⊗ berlaku distributif

kanan.

Proposisi 3.2.19 Elemen netral ε(x) menjadi elemen

penyerap terhadap operasi ⊗, sehingga untuk setiap

f(x) ∈ Rmax[X] berlaku

f(x)⊗ ε(x) = ε(x) = ε(x)⊗ f(x)

Bukti. Akan dibuktikan elemen netral ε(x) menjadi elemen

penyerap terhadap operasi ⊗.

Misalkan diambil sembarang f(x) =
n⊕

i=0
(ai ⊗ x⊗i) ∈

Rmax[X] dan elemen netral ε(x) = −∞, perhatikan bahwa:
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f(x)⊗ ε(x) =

(
n⊕

i=0

(ai ⊗ x⊗i)

)
⊗ (−∞)

=
n⊕

i=0

(ai ⊗ (−∞))⊗ x⊗i)

=
n⊕

i=0

(ai + (−∞))⊗ x⊗i)

=
n⊕

i=0

(−∞)⊗ x⊗i)

= −∞

= ε(x)

Berdasarkan hasil diatas terbukti bahwa elemen netral ε(x)

menjadi elemen penyerap terhadap operasi ⊗. ■

Contoh 3.2.20 Diambil sembarang k(x) = 4 ⊕ (2 ⊗ x) ⊕
((−3)⊗ x⊗2) ∈ Rmax[X], perhatikan bahwa:

p(x)⊗ ε(x)

=(4⊕ (2⊗ x)⊕ ((−3)⊗ x⊗2))⊗ (−∞)

=(4⊗ (−∞))⊕ ((2⊗ (−∞))⊗ x)⊕ (((−3)⊗ (−∞))⊗ x⊗2)

=(4 + (−∞))⊕ ((2 + (−∞))⊗ x)⊕ (((−3) + (−∞))⊗ x⊗2)

=−∞

=ε(x)

Dari hasil diatas jelas bahwa ε(x) menjadi elemen penyerap

terhadap operasi ⊗ di Rmax[X].
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Dari beberapa sifat yang telah dibuktikan diketahui bahwa

(Rmax[X],⊕) membentuk monoid komutatif idempoten

dan (Rmax[X],⊗) membentuk monoid komutatif. Selain

itu pada proposisi 3.2.19 diketahui bahwa elemen netral

pada (Rmax[X],⊕) menjadi elemen penyerap tehadap

operasi ⊗ serta pada proposisi 3.2.17 operasi ⊕ dan ⊗
berlaku distributif. Jadi dapat disimpulkan bahwa himpunan

polinomial atas aljabar max-plus yang diikuti oleh operasi

⊕ dan ⊗ (Rmax[X],⊕,⊗) membentuk struktur semiring

komutatif serta idempoten terhadap operasi ⊕.

4. Rmax[X] semimodul kiri atas semiring Rmax

Himpunan Rmax[X] merupakan semimodul kiri atas

semiring Rmax karena memenuhi aksioma-aksioma

semimodul kiri atas semiring. Perhatikan proposisi berikut

ini:

Proposisi 3.2.21 Rmax[X] merupakan semimodul kiri atas

semiring Rmax.

Bukti. Akan dibuktikanRmax[X]merupakan semimodul kiri

atas semiring Rmax.

I. Akan ditunjukkan (Rmax[X],⊕) merupakan monoid

komutatif.

Pada proposisi 3.2.1, 3.2.2, 3.2.4, 3.2.6 telah dibuktikan

bahwa bahwa (Rmax[X],⊕) memenuhi sifat tertutup,

asosiatif, memiliki elemen netral, dan komutatif. Jadi,

(Rmax[X],⊕) merupakan monoid komutatif.
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II. Didefinisikan pemetaan

Rmax × Rmax[X] → Rmax[X]

(r, f(x)) → r ⊗ f(x)

Misalkan diambil sembarang r, r1, r2 ∈ Rmax dan

u(x), v(x) ∈ Rmax[X], dimana u(x) =
k⊕

j=0
(uj ⊗

x⊗j), v(x) =
l⊕

j=0
(vj ⊗ x⊗j)

serta 0r elemen satuan di Rmax, εr elemen netral di

Rmax, dan ε(x) elemen netral di Rmax[X] sedemikian

sehingga,

(i) Akan ditunjukkan r ⊗ [u(x)⊕ v(x)] = [r ⊗ u(x)]⊕
[r ⊗ v(x)], perhatikan bahwa:

r ⊗ [u(x)⊕ v(x)]

=r ⊗

 k⊕
j=0

(uj ⊗ x⊗j)

⊕

 l⊕
j=0

(vj ⊗ x⊗j)


=r ⊗

max(k,l)⊕
j=0

(uj ⊕ vi)⊗ x⊗j


=

max(k,l)⊕
j=0

r ⊗ (uj ⊕ vj)⊗ x⊗j


=

max(k,l)⊕
j=0

((r ⊗ uj)⊕ (r ⊗ vj))⊗ x⊗j


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=

max(k,l)⊕
j=0

(r ⊗ uj)⊗ x⊗j ⊕ (r ⊗ vj)⊗ x⊗j


=

 k⊕
j=0

(r ⊗ uj)⊗ x⊗j

⊕

 l⊕
j=0

(r ⊗ vj)⊗ x⊗j


=

 k⊕
j=0

r ⊗ (uj ⊗ x⊗j)

⊕

 l⊕
j=0

r ⊗ (vj ⊗ x⊗j)


=r ⊗

 k⊕
j=0

(uj ⊗ x⊗j)

⊕ r ⊗

 l⊕
j=0

(vj ⊗ x⊗j)


=[r ⊗ u(x)]⊕ [r ⊗ v(x)]

Dari hasil diatas diperoleh r⊗ [u(x)⊕ v(x)] = [r⊗
u(x)]⊕ [r ⊗ v(x)]

(ii) Akan ditunjukkan (r1 ⊕ r2)⊗ u(x) = (r1 ⊗ u(x))⊕
(r2 ⊗ u(x)), perhatikan bahwa:

(r1 ⊕ r2)⊗ u(x)

=(r1 ⊕ r2)⊗

 k⊕
j=0

(uj ⊗ x⊗j)


=

 k⊕
j=0

(r1 ⊕ r2)⊗ (uj ⊗ x⊗j)


=

 k⊕
j=0

((r1 ⊕ r2)⊗ uj)⊗ x⊗j


=

 k⊕
j=0

((r1 ⊗ uj)⊕ (r2 ⊗ uj))⊗ x⊗j


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=

 k⊕
j=0

(r1 ⊗ uj ⊗ x⊗j)⊕ (r2 ⊗ uj ⊗ x⊗j)


=

 k⊕
j=0

(r1 ⊗ uj ⊗ x⊗j)

⊕

 k⊕
j=0

(r2 ⊗ uj ⊗ x⊗j)


=

 k⊕
j=0

r1 ⊗ (uj ⊗ x⊗j)

⊕

 k⊕
j=0

r2 ⊗ (uj ⊗ x⊗j)


=

r1 ⊗
k⊕

j=0

(uj ⊗ x⊗j)

⊕

r2 ⊗
k⊕

j=0

(uj ⊗ x⊗j)


=(r1 ⊗ u(x))⊕ (r2 ⊗ u(x))

Dari hasil diatas diperoleh(r1 ⊕ r2)⊗ u(x) = (r1 ⊗
u(x))⊕ (r2 ⊗ u(x)).

(iii) Akan ditunjukkan (r1⊗r2)⊗u(x) = r1⊗(r2⊗u(x)),

perhatikan bahwa:

(r1 ⊗ r2)⊗ u(x) = (r1 ⊗ r2)⊗

 k⊕
j=0

(uj ⊗ x⊗j)


=

 k⊕
j=0

(r1 ⊗ r2)⊗ (uj ⊗ x⊗j)


=

 k⊕
j=0

(r1 ⊗ r2 ⊗ uj ⊗ x⊗j)


=

 k⊕
j=0

r1 ⊗ (r2 ⊗ uj ⊗ x⊗j)


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= r1 ⊗

 k⊕
j=0

(r2 ⊗ uj ⊗ x⊗j)


= r1 ⊗

 k⊕
j=0

r2 ⊗ (uj ⊗ x⊗j)


= r1 ⊗

r2 ⊗
k⊕

j=0

(uj ⊗ x⊗j)


= r1 ⊗ (r2 ⊗ u(x))

Dari hasil diatas diperoleh (r1 ⊗ r2)⊗ u(x) = r1 ⊗
(r2 ⊗ u(x)).

(iv) Akan ditunjukkan 0r ⊗ u(x) = u(x), perhatikan

bahwa:

0r ⊗ u(x) = 0⊗

 k⊕
j=0

(uj ⊗ x⊗j)


=

 n⊕
j=0

0⊗ (uj ⊗ x⊗j)


=

 k⊕
j=0

(0⊗ uj ⊗ x⊗j)


=

 k⊕
j=0

(0 + uj ⊗ x⊗j)


=

 k⊕
j=0

(uj ⊗ x⊗j)


= u(x)
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Dari hasil diatas diperoleh 0r ⊗ u(x) = u(x).

(v) Akan ditunjukkan εr ⊗ u(x) = ε(x) = u(x)⊗ ε(x),

perhatikan bahwa:

εr ⊗ u(x) = −∞⊗

 k⊕
j=0

(uj ⊗ x⊗j)


=

 k⊕
j=0

(−∞)⊗ (uj ⊗ x⊗j)


=

 k⊕
j=0

((−∞)⊗ uj ⊗ x⊗j)


=

 k⊕
j=0

((−∞) + uj ⊗ x⊗j)


=

 k⊕
j=0

(−∞⊗ x⊗j)


= ε(x)

u(x)⊗ ε(x) =

 k⊕
j=0

(uj ⊗ x⊗j)

⊗ (−∞)

=

 k⊕
j=0

(uj ⊗ x⊗j)⊗ (−∞)


=

 k⊕
j=0

(uj ⊗ x⊗j ⊗ (−∞))


=

 k⊕
j=0

(uj ⊗ (−∞)⊗ x⊗j)


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=

 k⊕
j=0

(uj + (−∞)⊗ x⊗j)


=

 k⊕
j=0

(−∞⊗ x⊗j)


= ε(x)

Dari hasil diatas diperoleh εr ⊗ u(x) = ε(x) =

u(x)⊗ ε(x).

Berdasarkan bukti I dan II terlihat bahwa Rmax[X]

memenuhi aksioma-aksioma semimodul kiri atas semiring.

Jadi pernyataan Rmax[X] merupakan semimodul kiri atas

semiring Rmax terbukti. ■

Berikut ini diberikan contoh operasi elemen-elemen pada

Rmax[X] semimodul kiri atas semiring Rmax. Pengoperasian

ini menunjukkan jika diambil sembarang elemen pada

Rmax[X] dioperasikan dengan sembarang elemen pada

Rmax dari kiri maka hasil operasinya merupakan elemen dari

Rmax[X].

Contoh 3.2.22 Diambil sembarang s(x) = s0 ⊕ (s1 ⊗ x) ⊗
· · ·⊕ (sj ⊗x⊗j) ∈ Rmax[X] dan t ∈ Rmax, perhatikan bahwa:

t⊗ s(x)

=t⊗ (r0 ⊕ (r1 ⊗ x)⊗ · · · ⊕ (rj ⊗ x⊗j))

=(t⊗ s0)⊕ ((t⊗ s1)⊗ x)⊗ · · · ⊕ ((t⊗ rj)⊗ x⊗j)

=(t+ s0)⊕ ((t+ s1)⊗ x)⊗ · · · ⊕ ((t+ rj)⊗ x⊗j)

=u0 ⊕ (u1 ⊗ x)⊗ · · · ⊕ (uj ⊗ x⊗j) ∈ Rmax[X]



70

Diperoleh hasil operasi ⊗ elemen Rmax[X] atas elemen Rmax

dari kiri merupakan elemen Rmax[X].

5. Rmax[X] semimodul kanan atas semiring Rmax.

Himpunan Rmax[X] merupakan semimodul kanan atas

semiring Rmax karena memenuhi aksioma-aksioma

semimodul kanan atas semiring. Perhatikan proposisi

berikut ini:

Proposisi 3.2.23 Rmax[X] merupakan semimodul kanan

atas semiring Rmax

Bukti.

I. Akan ditunjukkan (Rmax[X],⊕) merupakan monoid

komutatif.

Pada proposisi 3.2.1, 3.2.2, 3.2.4, 3.2.6 telah dibuktikan

bahwa bahwa (Rmax[X],⊕) memenuhi sifat tertutup,

asosiatif, memiliki elemen netral, dan komutatif. Jadi,

(Rmax[X],⊕) merupakan monoid komutatif.

II. Didefinisikan pemetaan

Rmax[X]× Rmax → Rmax[X]

(v(x), r) → v(x)⊗ r

Misalkan diambil sembarang r, r1, r2 ∈ Rmax dan

v(x), w(x) ∈ Rmax[X] dengan, v(x) =
p⊕

t=0
(vt ⊗

x⊗t), w(x) =
q⊕

t=0
(wt ⊗ x⊗t), serta 0r elemen satuan di

Rmax, εr elemen netral di Rmax, dan ε(x) elemen netral

di Rmax[X] sedemikian sehingga,
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(i) Akan ditunjukkan [v(x)⊕w(x)]⊗ r = [v(x)⊗ r]⊕
[w(x)⊗ r], perhatikan bahwa:

[v(x)⊕ w(x)]⊗ r

=

[(
p⊕

t=0

(vt ⊗ x⊗t)

)
⊕

(
q⊕

t=0

(wt ⊗ x⊗t)

)]
⊗ r

=

max(p,q)⊕
t=0

(vt ⊕ wt)⊗ x⊗t

⊗ r

=

max(p,q)⊕
t=0

(vi ⊕ wt)⊗ r ⊗ x⊗t


=

max(p,q)⊕
t=0

(vt ⊗ r ⊕ wt ⊗ r)⊗ x⊗t


=

max(p,q)⊕
t=0

(vt ⊗ r)⊗ x⊗t ⊕ (wt ⊗ r)⊗ x⊗t


=

(
p⊕

t=0

(vt ⊗ r)⊗ x⊗t

)
⊕

(
q⊕

t=0

(wt ⊗ r)⊗ x⊗t

)

=

(
p⊕

t=0

(vt ⊗ x⊗t)

)
⊗ r ⊕

(
q⊕

t=0

(wt ⊗ x⊗t)

)
⊗ r

=[v(x)⊗ r]⊕ [w(x)⊗ r]

Dari hasil diatas diperoleh [v(x) ⊕ w(x)] ⊗ r =

[v(x)⊗ r]⊕ [w(x)⊗ r].

(ii) Akan ditunjukkan

v(x) ⊗ (r1 ⊕ r2) = (v(x) ⊗ r1) ⊕ (v(x) ⊗ r1),

perhatikan bahwa:
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v(x)⊗ (r1 ⊕ r2)

=

(
p⊕

t=0

(vt ⊗ x⊗t)

)
⊗ (r1 ⊕ r2)

=

(
p⊕

t=0

(vt ⊗ x⊗t)⊗ (r1 ⊕ r2)

)

=

(
p⊕

t=0

(vt ⊗ x⊗t ⊗ r1)⊕ (vt ⊗ x⊗t ⊗ r2)

)

=

(
p⊕

t=0

(vt ⊗ r1 ⊗ x⊗t)⊕ (vt ⊗ r2 ⊗ x⊗t)

)

=

(
p⊕

t=0

(vt ⊗ r1 ⊗ x⊗t)

)
⊕

(
p⊕

t=0

(vt ⊗ r2 ⊗ x⊗t)

)

=

[(
p⊕

t=0

(vt ⊗ x⊗t)

)
⊗ r1

]
⊕

[(
p⊕

t=0

(vt ⊗ x⊗t)

)
⊗ r2

]
=(v(x)⊗ r1)⊕ (v(x)⊗ r1)

Dari hasil diatas diperoleh v(x)⊗(r1⊕r2) = (v(x)⊗
r1)⊕ (v(x)⊗ r1).

(iii) Akan ditunjukkan v(x)⊗(r1⊗r2) = (v(x)⊗r1)⊗r2,

perhatikan bahwa:

v(x)⊗ (r1 ⊗ r2) =

(
p⊕

t=0

(vt ⊗ x⊗t)

)
⊗ (r1 ⊗ r2)

=

(
p⊕

t=0

(vt ⊗ x⊗t)⊗ (r1 ⊗ r2)

)

=

(
p⊕

t=0

(vt ⊗ r1 ⊗ r2)⊗ x⊗t

)
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=

(
p⊕

t=0

(vt ⊗ r1)⊗ r2 ⊗ x⊗t

)

=

(
p⊕

t=0

(vt ⊗ r1)⊗ x⊗t ⊗ r2

)

=

(
p⊕

t=0

(vt ⊗ r1 ⊗ x⊗t)

)
⊗ r2

=

(
p⊕

t=0

(vt ⊗ x⊗t)⊗ r1

)
⊗ r2

=

[(
p⊕

t=0

(vt ⊗ x⊗t)

)
⊗ r1

]
⊗ r2

= (v(x)⊗ r1)⊗ r2

Dari hasil diatas diperoleh v(x)⊗(r1⊗r2) = (v(x)⊗
r1)⊗ r2.

(iv) Akan ditunjukkan v(x)⊗ 0r = v(x), perhatikan:

v(x)⊗ 0r =

(
p⊕

t=0

(vt ⊗ x⊗t)

)
⊗ 0

=

(
p⊕

t=0

(vt ⊗ x⊗t)⊗ 0

)

=

(
p⊕

t=0

(vt ⊗ 0⊗ x⊗t)

)

=

(
p⊕

t=0

(vt + 0⊗ x⊗t)

)

=

(
p⊕

t=0

(vt ⊗ x⊗t)

)
= v(x)
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Dari hasil diatas diperoleh v(x)⊗ 0r = v(x).

(v) Akan ditunjukkan v(x)⊗ εr = ε(x) = ε(x)⊗ v(x),

perhatikan bahwa:

v(x)⊗ εr =

(
p⊕

t=0

(vt ⊗ x⊗t)

)
⊗ (−∞)

=

(
p⊕

t=0

(vt ⊗ x⊗t)(−∞)

)

=

(
p⊕

t = 0(vt ⊗ (−∞)⊗ x⊗t)

)

=

(
p⊕

t=0

(vt + (−∞)⊗ x⊗t)

)

=

(
p⊕

t=0

(−∞⊗ x⊗t)

)
= ε(x)

ε(x)⊗ v(x) = (−∞)⊗

(
p⊕

t=0

(vt ⊗ x⊗t)

)

=

(
p⊕

t=0

(−∞)⊗ (vt ⊗ x⊗t)

)

=

(
p⊕

t=0

((−∞)⊗ vt)⊗ x⊗t

)

=

(
p⊕

t=0

((−∞) + vt)⊗ x⊗t

)

=

(
p⊕

t=0

(−∞⊗ x⊗t)

)
= ε(x)
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Dari hasil diatas diperoleh v(x) ⊗ εr = ε(x) =

ε(x)⊗ v(x).

Berdasarkan bukti I dan II terlihat bahwa Rmax[X]

memenuhi aksioma-aksioma semimodul kanan atas

semiring. Jadi pernyataan Rmax[X] merupakan semimodul

kanan atas semiring Rmax terbukti. ■

Berikut ini diberikan contoh operasi elemen-elemen

pada Rmax[X] semimodul kanan atas semiring Rmax.

Pengoperasian ini menunjukkan jika diambil sembarang

elemen pada Rmax[X] dioperasikan dengan sembarang

elemen pada Rmax dari kanan maka hasil operasinya

merupakan elemen dari Rmax[X].

Contoh 3.2.24 Diambil sembarang r(x) = r0⊕(r1⊗x)⊗· · ·⊕
(rm ⊗ x⊗m) ∈ Rmax[X] dan k ∈ Rmax, perhatikan bahwa:

r(x)⊗ k

=(r0 ⊕ (r1 ⊗ x)⊗ · · · ⊕ (rm ⊗ x⊗m))⊗ k

=(r0 ⊗ k)⊕ ((r1 ⊗ k)⊗ x)⊗ · · · ⊕ ((rm ⊗ k)⊗ x⊗m)

=(r0 + k)⊕ ((r1 + k)⊗ x)⊗ · · · ⊕ ((rm + k)⊗ x⊗m)

=s0 ⊕ (s1 ⊗ x)⊗ · · · ⊕ (sm ⊗ x⊗m) ∈ Rmax[X]

Diperoleh hasil operasi ⊗ elemen Rmax[X] atas elemen Rmax

dari kanan merupakan elemen Rmax[X].



BAB IV

PENUTUP

4.1. Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan yang telah diuraikan,

himpunan polinomial atas aljabar max-plus (Rmax[X]) yang diikuti

dengan operasi maksimum (⊕) dan operasi plus/penjumlahan

(⊗) dapat membentuk beberapa struktur aljabar, diantaranya

yaitu (Rmax[X],⊕,⊗) membentuk semiring komutatif idempoten,

Rmax[X] merupakan semimodul kiri atas semiring Rmax, dan

Rmax[X] merupakan semimodul kanan atas semiring Rmax.

4.2. Saran

Dalam penelitian ini penulis hanya membahas struktur

aljabar yang terbentuk dari polinomial atas aljabar max-plus,

yaitu Rmax[X] merupakan semiring komutatif idempoten, serta

Rmax[X] merupakan semimodul kiri dan kanan atas Rmax. Untuk

penelitian selanjutnya dapat dilakukan penelitian yang lebih lanjut

mengenai struktur semiring serta semimodul pada Rmax[X].
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