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ABSTRAK

Aljabar max-plus merupakan himpunan bilangan ril dan
elemen negatif tak hingga (R U {—oc}) yang dilengkapi dengan
dua operasibiner, yaitu penjumlahan ¢ (maksimum) dan perkalian
® (pejumlahan). Dalam penelitian ini akan dikaji tentang relasi
green serta sifat-sifatnya dalam matriks 2 x 2 atas aljabar max-plus
(M3 (Rpmax))- Hasil dari penelitian ini menunjukkan bahwa matriks
2 x 2 atas aljabar max-plus dengan operasi ® merupakan semigrup.
Hasil dari penelitian ini juga menunjukkan bahwa terdapat relasi
green pada Ms(Ryax) serta menunjukkan bahwa beberapa sifat
pada relasi green kelasik juga berlaku pada Ms(Rpax ).

Kata kunci : aljbar max-plus, relasi green, relasi green pada
matriks 2 x 2
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BAB1
PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Matematika merupakan alat penting karena berbagai bidang
keilmuan, seperti kedokteran, teknik, sosial, politik, ekonomi,
dan bahkan psikologi tidak terlepas dari matematika. Karena
banyak ilmu pengetahuan lain yang tidak terlepas dari konsep ilmu
matematika sehingga matematika dianggap sebagai pelayan dari
ilmu pengetahuan. Selain itu, matematika juga dikatakan sebagai
mother of science (ibu dari ilmu pengetahuan alam) karena dasar
dari ilmu pengetahuan alam adalah ilmu matematika.

Karena kesadaran akan pentingnya ilmu matematika para
ilmuan terus-menerus mempelajari serta mengembangkan ilmu
tersebut. Salah satunya adalah aljabar max-plus. Aljabar max-plus
merupakan himpunan bilangan ril dan elemen negatif tak hingga
(R U {—o0}) yang dilengkapi dengan dua operasi biner, yaitu
maksimum (max) dan penjumlahan.

Aplikasi aljabar max-plus telah banyak ditemukan dalam
berbagai bidang, seperti pengaturan sistem antrian traffic light
(Wibowo, 2018), model antrian pelayanan farmasi (Mustofani,
2018), sistem produksi (Kismanti, 2021), dan lain-lain. Hal
tersebut tidak terlepas dari jasa para ahli matematika yang
melakukan penelitian terhadap aljabar max-plus sehingga dapat
melihat manfaat yang terdapat padanya.

Penelitian tentang aljabar max-plus berawal dari tahun
70-an dan berkembang pesat pada tahun 90-an. Hasil dari

penelitian-penelitian yang dilakukan mengungkap bahwa



beberapa sifat dan konsep yang dimiliki oleh aljabar klasik
juga berlaku dalam aljabar max-plus. Dalam aljabar max-plus juga
berlaku aturan Cramer, teorema Cayley-Hamilton (Olsder,1998),
nilai eigen serta vektor eigen (Mufid, 2014).

Penelitian tentang struktur aljabar max-plus terus dilakukan
hingga kini, diantaranya penelitian tentang matriks atas aljbar
max-plus. Seperti penelitian oleh Zur Izhakian dan Stuart W.
Margolis pada tahun 2010 dengan judul "Semigroup identities in
the monoid of two-by-two tropical matrices". Penelitian tersebut
menunjukkan bahwa monoid M>(T) dari matriks atas aljabar
max-plus 2 x 2 merupakan semigrup regular (Izhakian, 2010).

Selanjutnya ada penelitian yang dilakukan oleh Christopher
Hollings dan Mark Kambites (Hollings, 2012) yang membahas
versi baru dari teorema duality matriks atas aljbar max-plus,
sifat-sifat dasar relasi green D dalam semigrup matriks berdimensi
berhingga atas aljabar max-plus. Pada tahun 2013 Marianne
Johson dan Mark Kambites juga melakukan penelitian yang
berjudul Green’ s [J-order and the rank of tropical matrices.
Penelitian tersebut membahas tentang Green J-order dan
J-equivalence untuk semigrup dari matriks n x n atas aljabar
max-plus (Johnson, 2012).

Penelitian-penelitian yang telah disebutkan mengungkap
beberapa sifat yang ada pada matriks atas aljabar max-plus
terutama relasi green pada matriks atas aljabar max-plus.
Berdasarkan penelitian-penelitian tersebut, peneliti tertarik
untuk meneliti tentang relasi green pada sembarang matriks 2 x 2
atas aljabar max-plus dengan judul "Relasi Green dalam Matriks
2 x 2 atas Aljabar Max-Plus". Perbedaan penelitian ini dengan

penelitian-penelitian sebelumnya adalah penelitian ini terfokus



pada relasi green dan sifat-sifatnya pada matriks 2 x 2 atas aljabar
max-plus.

1.2. Rumusan Masalah

Bagaimana relasi green serta sifat-sifatnya pada matriks 2 x 2
atas aljabar max-plus?

1.3. Tujuan Penelitian

Untuk membuktikan relasi green dan sifat-sifatnya pada

matriks 2 x 2 atas aljabar max-plus.

1.4. Manfaat Penelitian

Penelitian ini memiliki manfaat-manfaat sebagai berikut:

1. Menambah wawasan dan pengetahuan peneliti tentang

struktur aljabar terkhusus aljabar max-plus dan relasi green.

2. Sebagai bahan referensi untuk penelitian selanjutnya yang
berhubungan dengan struktur aljabar max-plus atau relasi
green.

1.5. Batasan Masalah

Batasan masalah dalam penelitian ini adalah:

1. Penelitian ini terbatas pada relasi green dalam matriks atas
aljabar max-plus.

2. matriks yang digunakan dalam penelitian ini terbatas pada
matriks berordo 2 x 2.



3. Himpunanyang digunakan sebagai contoh pada pembahasan
adalah himpunan berhingga U C M (Ryax)-

1.6. Metode penelitian

Penelitian skripsi ini menggunakan metode studi literatur.
Dalam penelitian ini, peneliti melakukan kajian materi-materi yang
dibutuhkan dari berbagai sumber.

1.7. Tahapan Penelitian

Berikut ini langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian

ini:

1. Melakukan kajian pustaka tentang semigrup dan semiring
dalam aljabar klasik.

2. Melakukan kajian pustaka tentang aljabar max-plus yang
meliputi definisi dan sifat-sifat aljabar max-plus.

3. Melakukan kajian tentang matriks atas aljabar max-plus.

4. Melakukan kajian pustaka tentang relasi green pada aljabar
klasik.

5. Menunjukkan bukti bahwa matriks 2 x 2 atas aljabar

max-plus merupakan semigrup.

6. Mengadopsi konsep relasi green pada aljabar klasik ke
aljabar max-plus.



BABII

Landasan Teori

2.1. Relasi

Definisi 2.1.1 Hasil kali kartesian, X x Y, dari dua himpunan X
danY adalah himpunan pasangan terurut (z,y) dimana z € X dan
yey:

XxY={(z,y):z € Xdany €Y}

Contoh 2.1.2 Misal dipunyai dua himpunan A dan B,dengan
A = {al,a2,a3} dan B = {b1,02} maka A x B =
{(a1,b1), (al,b2), (a2,b1), (a2,b2), (a3,b1), (a3,2)}.

Definisi 2.1.3 Diberikan dua buah himpunan A dan B. Relasi A ke
B adalah himpunan bagian dari hasil kali kartesian A x B.

Contoh 2.1.4Misal dipunyai S = {p,q,r,s,t} dan G =
{1,2, 3}, kemudian dipunyai himpunan R = {(p, 1), (p,2),(r,2)}.
Himpunan R merupakan relasi dari S ke G karena merupakan
himpunan bagian dari § x G (R C S x G).

Definisi 2.1.5 Diberikan R sebagai relasi dari A ke B dan S sebagai
relasi dari B ke C. Relasi gabungan dari R dan S, disimbolkan
dengan R o S, adalah pasangan terurut (a, c), dimana a € A dan
¢ € C serta terdapat b € B sedemikian hingga (a,b) € R dan
(b,c) € S.

Definisi 2.1.6 Misalkan dipunyai himpunan tak kosong A dan B.
Suatu relasi f dari A ke B dikatakan pemetaan dari A ke B jika f



memasangkan setiap elemen di A tepat satu dengan elemen di B.

Contoh 2.1.7 Diketahui N adalah himpunan seluruh bilangan bulat
dan f merupakan himpunan bagian dari N x N yang didefinisikan
dengan

f = {(n,2n)n € N}

f merupakan pemetaan dari N ke N karena untuk setiapn € N

terdapat tepat satu m sedemikian hingga m = 2n.

Definisi 2.1.8 Operasi biner * didefinisikan sebagai pemetaan dari

S x S ke S dimana S merupakan himpunan tak kosong.

Contoh 2.1.9 Operasi + pada N merupakan contoh dari operasi
biner karena memetakan sembarang elemen (n,m) € N x N
denganm + n diN.

2.2. Semigrup

Definisi 2.2.1 Grupoid (S,*) merupakan suatu himpunan tak
kosong S dimana operasi biner * terdefinisi.

Contoh dari grupoid adalah himpunan bilangan asli N dengan
operasi penjumlahan (N, +), himpunan bilangan ril dengan operasi
penjumlahan (R,+), himpunan bilangan bulat dengan operasi
perkalian (Z, x ), dan seterusnya.

Definisi 2.2.2 Semigrup merupakan suatu grupoid (S, *) dimana
operasi biner x bersifat asosiatif, sehingga Vx,y, z € G maka

(x*xy)*xz=1xx(yx*z2) (2.1)



Contoh 2.2.3 Himpunan bilangan bulat kelipatan 2 dinotasikan
22 = {2n|n € Z} = {...,—6,—4,-2,0,2,4,6, ...} dengan operasi
penjumlahan biasa + merupakan contoh dari semigrup karena +

merupakan operasi biner yang bersifat asosiatif.

Contoh 2.2.4 Himpunan matriks 2 x 2 M, dengan operasi

penjumlahan adalah semigrup karena:

1.

Operasi + merupakan operasi biner pada M.
Misal diambil sembarang matriks A, B € My, dengan A =

by b
Moo eRdani =1,2,3,45.B=1 |7 | b e
az a4 b3 b4

Rdan: =1,2,3,4 » maka,

a1 +b1 az+ by

A+B=
az +b3 a4+ by

dengan a; + ;R dan: = 1,2, 3,4.

. (M, +) bersifat asosiatif. Misal diambil sembarang matriks

A, B,C € M, dengan

A:{al@bmeRmm:LZ&%

_a3 a4
by b

B={|" 7||p;eRdani=1,234
by by

c3 C4

c7=:{ “ 01 kiGIRdani::L2,&4}



maka,

b1 b2

e |
bs by

az a4

C C
c3 c4
-al +b1 as+ by
a3 +bs a4+ by

1 C2

C3 C4
-(a1 +b1)+ca (ag+b2)+c
(ag+b3) +cs (ag+by)+cy

a1+ b1+ 1 ag+ by + ¢
_a3+b3+03 ag +bs+cy

+

a1 + (b1 +c1) ag+ (ba+ c2)
(az + (bs +c3) as+ (ba+ca)

a; ag
= +
a3 a4

bi +c1 ba+e
bs+c3 by+cy

_ -al as i bl bg i C1 C9
(asz a4 bs by C3 C4
=A+(B+0).

Selanjutnya penulisan semigrup (S,*) dengan sembarang
opersai biner akan disederhanakan menjadi S demi

mempermudah penulisan.

Definisi 2.2.5 Semigrup komutatif merupakan semigrup S dimana

operasi biner x bersifat komutatif, sehingga Vz,y € S maka
THEY=Y* (2.2)

Contoh 2.2.6 Himpunan 27 dengan operasi +, merupakan contoh

dari semigrup komutatif, karena untuk setiap 2a, 2b € 2Z berlaku



2a + 2b = 2b + 2a.

Definisi 2.2.7 Suatu elemen a pada semigrup S dinamakan

2

idempoten jika a x a = a( atau a® = a)

Contoh 2.2.8 Elemen 0 € 2Z, merupakan elemen idempoten
terhadap penjumlahan pada 27 karena 0 + 0 = 0.

Definisi 2.2.9 Elemen identitas (atau biasa disebut identitas) dari
suatu semigrup S adalah elemen (dilambangkan dengan) e di S
dimana Vx € S berlaku

exr=xrxe=2x (2.3)

Proposisi 2.2.10 (Alan, 2020) Suatu semigrup tidak dapat
memiliki lebih dari satu elemen identitas.

Bukti.Misal e dan ¢’ merupakan elemen identitas dari semigrup S
maka Vz € A berlaku,

rxe=exrx=xdanxrxe = xx =21
Karena ¢’ dan e juga merupakan elemen dari S maka
exe = xe=¢e dane' xe=cxe=c¢

sehingga dapat disimpulakan

Definisi 2.2.11 Monoid merupakan suatu semigrup S dengan
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elemen identitas.

Contoh 2.2.12 Misal dipunyai R = N U 0 dengan operasi biner
(+). (RY, +) merupakan monoid karena Vz, y, z € (R, +) berlaku:

1. (x+y)+2z = z+(y+2), (sifat asosiatif penjumlahan bilangan
rill)

2. Je = 0 sedemikian hingga berlakuz + 0 =0+ z = .

Seperti (R%,+), (RY x) juga merupakan monoid dengan
elemen 1 sebagai elemen identitas.

Jika suatu semigrup S tidak memiliki elemen identitas,
maka dapat ditambahkan elemen tambahan e sedemikian hingga
berlaku:

exrx=x*xe=ux,Vres.

Selanjutnya didapatkan suatu S' dengan definisi:

1 { S , jika S memiliki elemen identitas (2.4)

SuU{e} ,selainnya

Definisi 2.2.13 Monoid (S, *) merupakan monoid komutatif jika
Vz,y € S berlaku x x y = y * x.

Contoh 2.2.14 (RY, +) dan (R°, x) merupakan monoid komutatif
karena Vz,y € R? berlaku:

1. z +y = y + z, (sifat komutatif penjumlahan bilangan rill)

2. x X y =y X x, (sifat komutatif perkalian bilangan rill).

Definisi 2.2.15 Elemen zero dari suatu semigrup .S, yang memiliki

sekurang-kurangnya dua elemen, merupakan elemen (dinotasikan
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dengan 0) pada S yang memenubhi sifat:
Oxzx=zx0=0,YVz el

Definisi 2.2.16 Himpunan bagian tak kosong T dari semigrup S
disebut subsemigrup dari S jika 1" tertutup terhadap operasi yang
terdefinisi pada S.

Definisi 2.2.17 Ideal kiri dari suatu semigrup S adalah himpunan
bagian tak kosong A dari S sedemikian hingga SA C A atau (Vs €
S,a€ A)sxac A

Definisi 2.2.18 Ideal kanan dari suatu semigrup S adalah
himpunan bagian tak kosong A dari S sedemikian hingga AS C A
atauVs € S,a € A)axs € A

Definisi 2.2.19 Sebuah himpunan tak kosong A dari S dinamakan

ideal dari S jika A merupakan ideal kiri dan kanan dari S.

Contoh 2.2.20 Diberikan semigrup (N, +), diambil sembarang n €
Ndanl = {m € N:m > n}. Maka I merupakan ideal dari N.

Definisi 2.2.21 Misal dipunyai semigrup S, kemudian untuk
sembarang x € S didefinisikan,

L(z) = S'z = {z} U S,
R(z) = 28" = {z} U xS,
J(z) = S'xS' = {z} UxzSU Sz U SaS.

Maka L(x), R(x) dan J(x), secara berturut-turut disebut sebagai
ideal kiri utama yang dibangun oleh x, ideal kanan untama yang
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dibangun oleh z, dan ideal utama yang dibangun oleh z.

2.3. Aljabar Max-plus

Aljabar max-plus merupakan himpunan bilangan ril yang
dikombinasikan dengan elemen negatif tak hingga (RU{—oc}) dan
dilengakapi dengan dua operasi yaitu ¢ dan ®. Hasil dari operasi
@ merupakan nilai maksimum dari dua buah elemen pada aljabar
max-plus yang dioperasikan ¢. Sedangkan hasil dari operasi ®
adalah penjumlahan dari kedua elemen yang dioperasikan ®.

Sebelum mempelajari konsep tentang aljabar max-plus, perlu
dipahami terlebih dahulu konsep-konsep dasar yang terkait di
dalamnya. Oleh sebab itu, sebagai awal pembahasan akan
diberikan definisi-definisi dan teorema-teorema penting yang akan

membantu dalam memahami konsep aljabar max-plus.

Definisi 2.3.1 Misal dipunyai suatu himpunan tak kosong R dengan
dua operasi biner + dan X, (R,+, x) dikatakan semiring jika

memenuhi aksioma berikut:

i. (R,+) merupakan monoid komutatif dan terdapat elemen

identitas 0;
ii. (R, x adalah monoid dengan elemen identitas 1;

iii. Vx,y,z € Rberlakuzx (y+z) = xxy+xxzdan (z+y)xz =
x X z+y X z (sifat distributif kiri dan kanan);

iv. Ve € RberlakuOx z =2 x0=0.

Contoh 2.3.2 Himpunan R dengan operasi + dan x pada Contoh

2.2.12 merupakan contoh dari semiring karena:
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1. (R% +) merupakan monoid komutatif (proof pada Contoh

2.2.14 dan terdapat elemen O sebagai elemen identitas.

2. (R%, x) merupakan monoid dan terdapat elemen 1 sebagai

elemen identitas.

3. Vz,y,2 € ROberlakuz x (y +2) = = x y + x x z (sifat
distributif kiri bilanganrill) dan (z +y) x z =x X 2 +y X 2
(sifat distributif kanan bilangan rill).

4. Vx € ROberlakuO x x =2 x0=0

Contoh 2.3.3 Misal himpunan RU{—oc} dengan dua operasi biner
@ dan ® yang didefinisikan dengan

r @y = max(z,y)
dan
rR®y=x+vy

untuk setiap z,y € R U {—oo}. Struktur aljabar Rp.x = (R U
{—o0}, @, ®) disebut juga semiring karena memenuhi semua sifat
dari semiring. Struktur aljabar ini selanjutnya disebut aljabar
max-plus dengan elemen identitas terhadap ¢ adalah —oco dan
elemen identitas terhadap ® adalah 0 dan dinotasikan sebagai
Rpax -

Contoh 2.3.4 Penjumlahan
1. 10 ¢ 2 = max(10,2) = 10
2. 32® —oo = max(32, —o00) = 32

Contoh 2.3.5 Perkalian
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1. 2003=204+3=23
2095=04+5=5

3.4 —c0=4+ —00=—0

Struktur (R, @, ®) disebut juga sebagai aljabar max-plus dan
disimbolkan dengan Ry,.x = (R, ®,®). Struktur tersebut
merupakan semiring

Urutan pengoprasian pada aljabar max-plus memiliki prioritas
yang sama dengan aljabar klasik, yaitu operasi ® didahulukan dari

pada operasi @, selama tanda kurang tidak dituliskan.

Contoh 2.3.6

205@®-3®10® —co=(2®5) @ -3® (10 ® —o0)
=(2+5) @ -3 (10 + —o0)
=70 -3® —0o0
= max(7, —3) & —o0
= max(7, —00)
=7
Dalam Contoh 2.3.6 operasi ® didahulukan kemudian operasi

@. Jika disertakan tanda kurung maka bilangan dalam tanda
kurang dikerjakan terlebih dahulu.

Contoh 2.3.7

(3®10) ® —o0o = max(3,10) ® —oo
=10® —o0
=10+ —o0

= —00
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Dalam aljabar max-plus juga dapat terdapat operasi pangkat

dengan definisi sebagaimana pada Definisi 2.3.8.

Definisi 2.3.8 Untuk setiap = € Ry.x dann € N, jika n # 0 maka

"= Rrr®..Q

sebanyak n kali

=rx+x+xr+..+x

sebanyak n kali

dan untuk n = 0 maka z®° = 0

2.1.1. Matriks atas Aljabar Max-Plus

Konsep dari aljabar max-plus dapat diperluas ke dalam matriks
berukuran m x n. Misal dipunyai sembarang m,n € N maka
matriks berukuran m x n atas aljabar max-plus adalah matriks yang
elemen-elemennya merupakan anggota dari Ry,., disimbolkan
dengan R, *", dan berlaku operasi & dan ®. Terlebih dahulu
dinotasikan [m| = 1,...,mdan [n] = 1,2, ..., n.

Selanjutnya kita akan definisikan penjumlahan matriks atas
aljabar sebagai berikut:

Definisi 2.3.9 Misal dipunyai A, B € R].\"" dengan A = (a;;) dan
B = (b;;) maka
A® B .= max(aij, b”)

untuk i=[m] dan j=[n].
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Contoh 2.3.10 Penjumlahan pada matriks atas aljabar max-plus

:

i

0 6
4 7

300 506
54 907
‘max(3,0) max(5,6)
| max(5,4) max(9,7)

] (2.5)

3 5
5 9

Contoh 2.3.11 Penjumlahan pada matriks atas aljabar max-plus

|

skalar dalam aljabar max-plus

6

— 00

—0o0

3

|l

2
—4

0

—0

|

6D 2 —00 @0
|—o0® —4 38—
[ max(6,2) max(—oo,())]

| max(—o0, —4) max(3, —oo)

(6 0
—4 3

(2.6)

Berikut ini diberikan definisi perkalian matriks dan perkalian

Definisi 2.3.12 Misal dipunyai matriks atas aljabar max-plus A, B

yang ukurannya saling kompatibel. Dipunyai juga sembarang

bilangan o € Ry, maka:

dan

(A & B)U = m]?X(aik + bkj) (2.7)

a®R A= o+ ajj (2.8)
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Contoh 2.3.13 Tentukan hasil operasi berikut:

[—2 3] H [(—2@3)® (3®1)
®
1 (4©3) @ (—co®1)

4 —o0

[ max(—2+ 3,3+ 1)
max(4+ 3, —oco + 1)

B [ max(1,4) ]
| max(7, —oo)

i

Contoh 2.3.14 Tentukan hasil operasi berikut:
5+2 54—

2—oo_

0 4| |5+0 5+4
_7—oo
5 9

Sebelum membahas konsep relasi green, akan diberikan

5 ®

2.4. Relasi Green

terlebih dahulu definisi-definisi dari istilah-istilah yang berkaitan
dengan relasi green. Selanjutnya akan diberikan contoh untuk

memudahkan dalam memahami konsep tersebut.

Definisi 2.4.1 Diketahui (S, *) adalah suatu semigrup. Selanjutnya
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untuk a, b € S didefinisikan relasi green sebagai berikut:

alb < Stxa=5S'%b

aRb < ax St =bx St

aJbe Stxax St =8t xbx St
aHb < albAaRb

aDb < 3c e S(alecNcERb)=LoR

Contoh 2.4.2 Diberikan himpunan bilangan bulat modulo 4, Z4. Z4
merupakan semigrup dengan operasi +4.
Sebelumnya akan dibentuk table cayle (Z4, +4) sebgai berikut:

ool Dl | Of
Wl N | O Ol
Ol Wl Do = =
—l Ol wl bl b
| = Ol ol Wl

Tabel 2.1. Hasil penjumlahan Z4

Berdasarkan tabel 2.1 dapat dibentuk ideal kiri utama, ideal
kanan utama, dan ideal utama yang dibangun oleh 0 dan 1 secara

berturut-turut sebagai berikut.

1. Ideal kiri utama yang dibangun oleh 0



. Ideal kiri utama yang dibangun oleh 1

Zy+1={0+1,1+1,2+1,3+1}

. Ideal kanan utama yang dibangun oleh 0

i
(en]]

(_)+Z4

41,042,043}
3}

i

{0+0,
{ )17§5

. Ideal kanan utama yang dibangun oleh 1

+1,142,1+3)

»—t\
O\
»—t\

{1+
{1,

OJ |

2,

?—‘ |

0}

. Ideal kanan utama yang dibangun oleh 2

2+ 7y 2+ 1,2+2,2+ 3}

{2+
{2,3, 6, 1}

. Ideal utama yang dibangun oleh 0

19
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8. ideal utama yang dibangun oleh 1

Sehingga diperoleh relasi £, dan R pada Z4 berturut-turut
sebagai berikut,

Zs+0=7Z4+1+—0L1
Zy+0=1724+2+— 0L2
Za+1=7Zs+2++— 1L2
04 2Zy=1+7Zsy +— 0R1
04 Zy =2+ Zy +— OR2
1+Z4=2+74+— 1R2
Zy+0+7Zy=74+1+74+—0J1
0£1 dan OR1 sehingga 0H1
0£2 dan O0R2 sehingga 0H2
1£2 dan 1R2 sehingga 1H2
0£1 dan 1R2 sehingga 0D2.
Contoh 2.4.3 Diberikan semigrup G = {k, [, m,n} dengan operasi
x yang didefinisikan sebagai berikut:

Berdasarkan tabel 2.2 diperoleh ideal kiri utama, ideal kanan

utama, dan ideal utama yang dibangun oleh elemen-elemen pada



x |k |1 m | n
k |n |k |m]|l

1 k |1 m | n
m| m|m|m| m
n |1 n |m|k

Tabel 2.2. Hasil” x ” semigrup G

semigrup GG adalah sebagai berikut.

1. Ideal kiri utama yang dibangun oleh ” k”

G xk={nk,m,l}.

2. Ideal kiri utama yang dibangun oleh ”[”

G xl=A{k,l,m,n}.

3. Ideal kiri utama yang dibangun oleh ”m”

G xm={m}.

4. Ideal kiri utama yang dibangun oleh ”n”

G xn=A{l,n,m,k}.

5. Ideal kanan utama yang dibangun oleh ” £”

kxG={n,k,m,l}.

21
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7 l??

6. Ideal kanan utama yang dibangun oleh
I x G={k,l,m,n}.
7. Ideal kanan utama yang dibangun oleh ”m”
m x G ={m}.
8. Ideal kanan utama yang dibangun oleh "n”
nxG=A{l,n,m,k}.
9. Ideal utama yang dibangun oleh ” £”
G xkxG={l,n,m,k}.
10. Ideal utama yang dibangun oleh ”[”
G x1lxG={n,k,m,l}.
11. Ideal utama yang dibangun oleh ”m”
G xmx G ={m}.
12. Ideal utama yang dibangun oleh ”n”

G xnxG={k,l,mn}.

Relasi green pada semigrup G atas operasi x adalah sebagai
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berikut:
1. kLl karenaG x k=G x [,
2. kLnkarenaG x k=G X n,
3. ILnkarena G x|l = G X n,
4. kRlkarenak x G =1 x G,
5. ERnkarenak x G =n x G,
6. [Rnkarenal x G =n x G,
7. kJlkarenaG x k x G = G x| x G,
8. kJnkarenaG x k x G =G xn x G,
9. [JnkarenaG x I x G =G xn x G,
10. kHl karena kL[l dan kR,
11. kHn karena kLn dan kRn,
12. I'Hn karena [Ln dan [Rn,

13. kDn karena kLI dan [Rn.

Selanjutnya akan diberikan beberapa proposisi yang
berhubungan dengan relasi green dan akan diberikan
pembuktiannya.

Proposisi 2.4.4 (Shabir, 2020) Misal a,b merupakan elemen dari
semigrup S. Maka aLb jika dan hanya jika terdapat x,y € S!
sedemikian hingga xa = b,yb = a. Juga, aRb jika dan hanya jika

terdapat u,v € S' sedemikian hingga au = b, bv = a.
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Bukti.Misal a, b € S, diketahui bahwa
alb < Sta = S'b (2.9)

Pertama andaikan bahwa afb. Karena b € S'b = Sla
(berdasarkan Definisi 2.4.1), maka terdapat z € S' sedemikian
hingga b = za. Demikian juga, karena a € S'a = S'b maka
terdapat y € S' sedemikian hingga a = yb. Kebalikannya,
andaikan bahwa untuk setiap a,b € S! terdapat z,y € S!
sedemikian hingga

ra = bdan yb = a. (2.10)

Akan ditunjukkan bahwa aLb, yaitu, S'a = S'b, misalkan t € S'a
maka terdapat s € S' sedemikian hingga

t = sa = s(yb) = (sy)b € S'b

Sehingga dapat disimpulkan S'a C S'b. Kemudian, misal diambil
r € S'b, maka terdapat p € S' sedemikian hingga

r=pb=p(za) = (pr)a € S'a.

Sehingga dapat disimpulkan bahwa S'b C S'a Karena S'a C S'b
dan S'» C S'a maka S'a = S'b.
[ |

Contoh 2.4.5 Pada Contoh 2.4.3 telah diketahui bahwa k£L[. Pada
tabel 2.2 terlihat bahwa terdapat n, k € G sedemikian hingga n x
k =ldan k x [ = k. Begitu juga telah diketahui bahwa kRn. Dari
tabel 2.2 dapat dilihat bahwa terdapat k, n € G sedemikian hingga
kxk=ndann xn==k.
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Contoh 2.4.6 Pada Contoh 2.2.4 telah disebutkan bahwa(M2, +)
3

merupakan semigrup. Diberikan A, B € M, dengan A = )

)

Selanjutnya berdasarkan Proposisi 2.4.4 dapat ditunjukkan

dan B =

bahwa ALB dengan menentukan nilai dari X, Y € M, sedemikian
hingga A= X + BdanB =Y + A.
Misal diambil dua buah matriks A~!, B~! € M, dengan

g |5 B
|
dan
B |4 3
-2 0
Diperhatikan bahwa
5 3] [-5 —3
A+ A= +
2 1 2 1
T
pr— :O
00 2
4 3] [-4 -3
B+B1t= +
20 2 0
T
pr— :O
00 2
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Maka diperoleh

A=X+B
A+Bl'=X+B+ B!
A+B'=X+0;,
A+Bl'=XatauX =4+ B!

dan

B=Y+A
B+Al=v4+A44+4!

B+ A '=Y+0,

B+ A '=YatauY =B+ A4}

Sehingga nilai dari X dan Y secara berturut-turut adalah

X=A+B"!
5 3 —4 -3
= +
2 1 -2 0
(1o
o1
dan
Y =B+ A!
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Jadi karena terdapat X,Y € Mj sedemikian hingga A = X + B
dan B =Y + A maka ALB.

Untuk menunjukkan bahwa AR B dapat dilakukan dengan cara
yang sama.



BAB III

Relasi Green pada Matriks 2 x 2 atas Aljabar Max-Plus

3.1. Semigrup atas Aljabar Max-Plus

Relasi green merupakan lima relasi yaitu £, R, J, D, dan H.
Kelima relasi tersebut mencirikan elemen-elemen dari semigrup
berdasarkan prinsip ideal yang digunakan. Oleh karena itu
sebelum menyelidiki relasi green pada matriks 2 x 2 atas aljabar
max-plus, perlu diselidiki terlebih dahulu bahwa matriks 2 x 2 atas
aljabar max-plus merupakan semigrup.

Diberikan himpunan semua matriks 2 x 2 atas aljabar max-plus
M5(Ryax).  Akan ditunjukkan bahwa grupoid (Ma(Rpax), ®)
merupakan semigrup.

Berdasarakan Definisi 2.2.2 maka akan ditunjukkan bahwa
Ms(Rpax) terhadap operasi ® bersifat tertutup dan Mo (Rpyax)
bersifat asosiatif terhadap operasi ®. Misal diambil sembarang
P,B,C € Ms(R,,,;) dengan

b1 P2
b3 P4

P=

28
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maka,

[ by b
P®B = b1 P2 ® 1 02
P34 bs by

(p1®b1) ®(p2®@b3) (P1 ®b2) ® (p2 ® ba)
(p3®b1) ® (P4 ®b3) (p3 @ b2) B (pa @ ba)

max(py + by, p2 + b3) max(py + bz, p2 + bs)

| max(p3 + b1,ps + b3) max(ps + bz, pa + ba)

denganp; +b; € Ryax|i,j = 1,2,3,4sehingga P® B € Ma(Rpax)-
Sehingga M (Rpax) bersifat tertutup. Selanjutnya diperhatikan:
_ ( p1 P2

bl bg 2 C1 C2

P3 D4 bs by c3 4
(p1 ®b1) ® (p2®@b3) (1 ®b2) D (p2 ® ba)
(p3 @ b1) ® (pa @ b3) (p3 @ b2) B (pa ® ba)

(P®B)®C

®

Cc C
®[1 2]
C3 C4
c C
®[1 2]
C3 C4

max(p; + by, p2 + b3) max(p1 + ba, p2 + ba)

|max(ps + by, ps + bs) max(ps + bz, pa + ba)
_dl d2 Cc1 C2
d3 d4 C3 C4
_(dl & Cl) D (d2 & Cg) (d1 & CQ) D (d2 & 04)
(d3 & 61) D (d4 & C3) (d3 & 62) b (d4 ® 04)

_max(dl + c1,dy + 63) max(d1 + co,do + 64)
_max(dg + c1,dg + c3) max(ds + ca,dy + c4)

€1 €2
€3 €4

®

(3.1)
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dengan:

= max(max(p1 + b1, p2 + b3) + c1, max(py + ba, p2 + ba) + ¢3)
= max(max(p1 + by + c1,p2 + b3 + c1),

max(py + bg + c3,p2 + ba + ¢3))
=max(p; + b1 + c1,p2 + b3 + ¢1,p1 + ba + ¢3,p2 + by + ¢3)

max(max(p1 + b1, p2 + b3) + co, max(py + bz, p2 + ba) + c4)

= max(max(p; + b1 + c2,p2 + b3 + ¢2),

max(py + ba + ¢4, p2 + by + ¢4))
=max(p1 + b1 + ca,p2 + b3 + 2, p1 + by + ¢4, p2 + by + ¢4)

= max(max(ps + b1, ps + b3) + c1, max(ps + bz, ps + bs) + c3)
= max(max(pz + by + c1,ps + b3 + c1),

max(p3 + ba + c3,p4 + by + ¢3))
=max(ps + b1 + c1,p4 + b3 + c1,p3 + ba + ¢3,p4 + by + ¢3)
eq =max(max(ps + b1, ps + b3) + c2, max(ps + b2, ps + ba) + c4)
= max(max(p3 + b1 + c2,p4 + b3 + ¢2),

max(ps + b + ca,pa + by + ca))
=max(p3 + b1 + 2,1 + b3 + c2,p3 + b2 + c4,pa +ba + c4)
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Diperhatikan juga:

P®(B®C)

_ b1 P2 ®(
D3 P4

b1 b2] ® [Cl CQ] )
b3 b4 C3 C4
_pl p2- -(bl ® Cl) ® (b2 & 03) (bl ® 02) &5, (bg ® 04)

= ®
D3 P4 (b3®c1) @ (ba®cs) (by®c2) ® (by @ cy)

_|p1 P2 2 _HlaX(bl + ¢1,b0 + ¢3) max(by + ca, b2 + ¢4)
D3 P4 _max(bg + c1,by + c3) max(bs + ba, by + c4)

_ o1 ) ® k1 ko
p3 pa)| k3 k4

(p1® 7;1) @ (p2@k3) (p1®@k2)® (p2 @ ka)
(p3 @ k1) ® (P2 @k3) (p3 @ k2) ® (pa @ ky)

_max(pl + k1,p2 + k3) max(py + ko, p2 + k4)
| max(p3 + k1, pa + k3) max(ps + ko, ps + ka)

(3.2)
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dengan:

Iy = max(p1 + max(by + c1, b2 + ¢3), p2 + max(bz + c1, by + ¢3))
=max(max(p1 + b1 + c1,p1 + b2 + c3),
max(pg + b3 + c1,p2 + by + ¢3))
=max(p1 + by + c1,p1 + b2 + 3, p2 + b3 + ¢1, p2 + by + ¢3)
lo =max(p1 + max(by + c2,b2 + c4), p2 + max(bs + c2,bs + 1))
=max(max(p; + by + co,p1 + b2 + c4),
max(pa + b3 + c2,p2 + ba + ¢4))
—max(p1 + b1+ c2,p1 + ba + ca,p2 + b3 + c2, p2 + ba + ¢4)
=max(p3 + max(by + c1, b2 + ¢3), ps + max(bs + c1,bs + ¢3))
= max(max(pz + b1 + c1,p3 + b2 + c3),
max(ps + b3 + c1,p4 + by + ¢c3))
=max(p3 + b1 + c1,p3 + ba + c3,p4 + b3 + c1, ps + by + c3)
ly =max(p3 + max (b + cg, b2 + c4), ps + max(bs + c2, by + c4))
= max(max(pz + b1 + c2,p3 + b2 + c4),
max(py + b3 + c2,ps + by + c4))
=max(p3 + b1 + c2,p3 + ba + ¢4, pa + b3 + c2,p4 + bs + c4)

Jadi karena (1)=(2) maka Msy(Ryax) bersifat asosiatif.
KarenaMs (R ax) tertutup dan bersifat asosiatif terhadap operasi
®, maka M (R, ax) merupakan semigrup.

Telah dibuktikan bahwa Mbs(Ryy,x) merupakan semigrup.
Dalam Definisi 2.2.11 dijelaskan bahwa semigrup dengan elemen
identitas disebut monoid. Proposisi 3.1.1 berikut menunjukkan

bahwa Mj(RRyax) merupakan monoid.
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0 _
Proposisi 3.1.1 Diberikan matriks I = > , matriks [
—00
merupakan elemen identitas pada (M (Ryax), ®).
Bukti.Untuk membuktikan bahwa matriks I merupakan elemen
identitas pada (M2 (Rpax), ®) maka akan ditunjukkan bahwa VA €

My(Ryax) maka AT = A=1® A. Misal diambil sembarang

X € My(Ryax) dengan X = [Il 2 , diperhatikan
T3 T4
0
X 2 I— r1 X9 ® OO]
T3 T4 | —00 0

r1 T2
€T3 T4

dan
0 —
I ® X _ 0 ® r1 T2
-0 0 T3 T4
B 1 I2
T3 T4
Karena X ® I = X dan I ® X = X maka terbukti bahwa I adalah
elemen identitas pada Ma(Ryax)- [ |

Selanjutnya karena Mj(Ryax) merupakan semigrup maka
berlaku prinsip ideal pada Mj(Ryax), sehingga untuk suatu
elemen A € Ms(Rpyay), ideal kiri utama pada M (Rp,.x) yang
dibangun oleh A adalah

MQ(Rmax) & A = {X ® A‘VX € MQ(RmaX)}7
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ideal kanan utama pada Mz (Rp,ax) yang dibangun oleh A adalah
A® My(Rax) = {A® X|VX € Mo(Rnax)},
dan ideal utama pada Ms(Ry,.x) yang dibangun oleh A adalah
M (Rmax) ® A® Ma(Ripax) = {X @ AQY|VX,Y € Ma(Rmax)}-
Untuk memudahkan pemahaman, akan  diberikan

contoh dengan menggunakan himpunan berhingga U =
0 —o0 —oo 0

{ —00 0 0 —00

semigrup karena operasi ® merupakan operasi biner pada U.

} C Ms(Rpax). (U, ®) merupakan

Hal tersebut sebagamana yang ditunjukkan pada persamaan 3.3

berikut.
[0 —] [0 -l [0 -]
00 . ool 00 cU
| —o0 0 | | —0 0 | | —0 0 |
[0 —x]  [- o] [- 0|
| — |7 cU
-0 0 0 —00 0 —00
- : - : - - (3.3)
- 0 — 0 0 -
0 ® o0 _ 0 EU
i 0 —00| I 0 —00| | —0 0 |
[ o] [o —oo [= 0 ]
00 . ool _ o0 cU
i 0 —00 | —00 0 | i 0 —00

Selanjutnya karena U C M3(Ryax) dan (Ma2(Rpax), ®)
bersifat asosiatif, maka (U, ®) juga bersifat asosiatif. Jadi (U, ®)
merupakan semigrup.

—0o0

Contoh 3.1.2 Diberikan A = € U. Ideal kiri utama,
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ideal kanan utama, serta ideal utama pada U yang dibangun oleh
A secara berturut-turut adalah

U A
0 —00 0 —00 —00 0 0 —00
= & , &
{ —o0 0 —o0 0 ] [ 0 —00 -0 0 ] }
B 0 —00 —00 0
B —00 0 |'] 0 -0
ARU
0 —00 0 —00 0 —00 —00 0
= & , &
{ —00 0 -0 0 ] [—oo 0 0 —oo] }
B 0 —00 —00 0
B —00 0 |'] 0 -0
URARQU
=U®A) U
B 0 —00 —00 0
B —0c0 0 |'] 0 -—o00
0 —00 —00 0
& )
{ —00 0 ] 0 —oo] }
0 —00 0 —00 0 —00 —00 0
- ® 3 ® 9
{ [—oo 0 —00 0 ] !—oo 0 0 —oo]
00 0
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3.2. Relasi Green pada Matriks 2 x 2 atas Aljabar Max-Plus

Definisi 2.4.1 mendefinisikan relasi £ dan R pada aljabar
kelasik. Namun, konsep tersebut juga dapat dibawa ke dalam aljbar
max-plus. Sehingga untuk A, B € M3(Ryax), A dan B dikatakan
berelasi green £ dan R jika memenuhi kondisi berikut,

ALB & (M2(Rmax) & A) = (MQ(RmaX) & B) (3.4)
ARB < (A® Mo (Rpax)) = (B ® Ma(Rpax)) (3.5)
Contoh 3.2.1 Diberikan semigrup U =

U e e = 127

- 0
= (())o maka A berelasi £ dengan B karena
—00

o {03 )

pov={ [ °Ja[" .
PR Sy |
Al L
a{Ear R P}

sehingga A U = B®U.
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Contoh 3.2.2 A dan B pada Contoh 3.2.1 juga berelasi R karena,

vea={[ 2 7.

0 —
—00 0

sehinggaU ® A =U ® A.

Untuk menunjukkan adanya relasi green £ dan R pada suatu
semigrup berdasarkan definisi seringkali merupakan persoalan
yang sulit, terlebih pada suatu semigrup tak hingga. Namun
hal ini dapat dipermudah dengan menggunakan Proposisi 2.4.4.
Proposisi 2.4.4 juga dapat digunakan untuk menunjukkan adanya
relasi green £ dan R dalam aljabar max-plus.

- 3
Contoh 3.2.3 Misal dipunyai matriks A = [ 200 ] dan
—00

— 6
B = [ 200 ] Matriks A berelasi £ dengan matriks B,
—00

-3

—00

karena terdapat matriks X =

_OOO] dan matriks ¥ =

—00

3 —
[ (;)O] sedemikian hingga A = X ® Bdan B=Y ® A.
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4 _
Contoh 3.2.4 Diberikan matriks C' = o dan matriks
—00
7  —o0 -3 -
D = , C'RD karena terdapat U = dan
—00 6 —00 —b
3 —00 ey
V= . sedemikian hinggaC' = D®UdanD =C®V.
—00

Berdasarkan Proposisi 2.4.4, untuk mengetahui apakah dua
matriks A, B € Ms(Ry,ax) berelasi green £ atau R maka perlu
dicari adanya nilai X,Y € Ms(Rpax) sedemikian hingga A =
X ® Bdan B = Y ® Adannilai U,V € Ms(Ryax) sedemikian
hingga A = B®U dan B = A® V. Pada matriks 2 x 2 atas aljabar
max-plus terdapat matriks identitas I dimana VM € Mjs(Rpyax)
maka M ® I = M = I. Dengan memenfaatkan matriks / dapat
dicari nilai dari matriks X,Y,U dan V.

Misal diambil semabarang matriks A, B € M (Ryax).
Diasumsikan terdapat A’, B’ € Ms(Ryax) sedemikian hingga A ®
A'=1=A"® Adan B® B’ = I = B’ ® B. Diperhatikan,

A=Y ®B
AR B =Y®B® B’
ARB =Y ®I
AR B =Y

B=X®A

BRA=XAx A
BA=XxI
B A =X



39

jadi diperoleh Y = A ® B’ € My(Rpax) dan X = B® A’ €
Ma(Riax)-

Dengan cara yang sama dapat ditunjukkan bahwa untuk
A,B,U,danV € My(Ryax)jilka A = B@UdanB = A®@V
dan terdapat A’, B’ € Ms(Rpax) sedemikian hingga A’ ® A = [
dan B ®@ B=ImakaU =B’ @ AdanV = A’ ® B.

Dalam aljabar linier, sebuah matriks persegi dengan elemen
selain elemen diagonal utama bernilai nol disebut sebagai matriks

diagonal, sedangkan dalam aljbar max-plus dipunyai matriks
diagonal dengan bentuk D = v
—00 Yy

Matriks diagonal 2 x 2 atas aljabar max-plus merupakan salah
satu contoh matriks 2 x 2 atas aljabar max-plus yang dapat
ditentukan dengan mudah nilai dari X dan Y yang memenuhi pada
Proposisi 2.4.4. Karena pada sembarang D terdapat matriks D’
yang memenuhi D @ D' = [.

Misal diambil matriks A =
c

b
d] sedemikian hingga,

A®D=1

a b —— [0 —od]

® =
c d —00 Y | |—c0 0
max(a + z,b 4+ —00) max(a+—oo,b+y)- B [0 —od]
max(c + z,d + —o0) max(c+ —00,d +y)] B |- 0|
a+w b+y_ B [0 —o0
ctaz d+y| B |—c0 0
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diperoleh persamaan

a+x=0 b4+y=—00

(3.7)
ctr=-o d+y=0

diperoleh persamaan yang memenuhi 3.7 adalah

a=—-x b=-—00

c=-00 d=—y

Jadi nilai D’ yang memenuhi persamaan D @ D’ = I adalah D' =
—T —00
_w _y ’
Seperti yang telah dijelaskan sebelumnya bahwa keberadaan

matriks D’ dapat digunakan untuk menentukan nilai dari X atau Y’
pada Proposisi 2.4.4. Begitu juga dengan nilai dari U atau V' pada

Proposisi 2.4.4 karena jika diambil sembarang D = v ,
maka
, [ r —0o0
D'®D = ®
-0~y -0y

max (0, —oco)  max(—oo, —oo)]

| max(—o0, —00)  max(—0o0,0)

__0 —00
N 0

Karena terdapat D' € Ms(Ryax) sedemikian hingga D' ® D =
I maka nilai U dan V dapat ditentukan dengan cara seperti yang

telah dijelaskan sebelumnya.
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Selain matriks digaonal 2 x 2 atas aljabar max-plus, juga
terdapat contoh matriks 2 x 2 atas aljbar max-plus lain yang dapat
ditentukan dengan mudah nilai dari X atau Y pada Proposisi 2.4.4
dan nilai dari U atau V pada Proposisi 2.4.4. Matriks tersebut

adalah matriks dengan bentuk umum e 7 ] .
y —00
—00
Misal diambil sembarang matriks A =
y —00

x]danB:

b
[a d] € My(Rpax) sehingga A ® B = I. Diperhatikan,
c

A®B=1
—00 =z a bl [0 —oo
Yy — c d —00 0
max(—oo + a,x + ¢) max(_oo+b,:c+d)_ - (0 o
max(y +a, —00 +¢) max(y +b, —oo +d) N o0 0 |
max(—o00,z +¢) max(—oco,z+d)| [ 0 —oo]
max(y + a,—00) max(y + b, —00) — 0
T+c 93+d___0 0]
y+a y+b| |-00 0
diperoleh,
r+c=0 r+d=—00
y+a=—-00 y+b=0
sehingga,
C=—X d = —00
a = —0 b= —y

Jadi nilai dari matirks B yang memenuhi A ® B = [ adalah
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B= | 7Y ] Kemudian jika B dioperasikan ® dengan A
—xr —00
maka didapat,
BoA=| 7" Y]|e| ™ ‘T]
|-z - y —0o0

Karena terdapat B € Ms(Ry,ax) sedemikian hingga A® B = I =
B ® A maka nilai X,Y,U, dan V juga dapat ditentukan dengan
menggunakan cara yang telah dijelaskan sebelumnya.

Telah disebutkan definisi dari relasi green £ dan R pada
matriks 2 x 2 atas aljabar max-plus. Selanjutnya akan ditunjukkan
definsi dari relasi 7, H, dan D pada matriks 2 x 2 atas aljabar
max-plus beserta dengan contohnya.

Dipunyai A, B € Ms(R,ax), kemudian didefinikan,

AJB <— MQ(RmaX) RAR MQ(RmaX) =My® B® MQ(RmaX)
AHB < ALB AN ARB
ADB <= 3C € My(Runn)(ALC A CRB) = Lo R.

Contoh 3.2.5 Pada contoh 3.1.2 diketahui U @ A Q U =

s B e

I
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- 0
selajuntnya diambil B = kemudian dicari nilai dari
—00

U ® B ® U. Diperhatikan berdasarkan Contoh 3.2.2

o 22 7))

sehingga

—00 0 0 —00
= ® ,
[ 0 —00 [—oo 0 ]
_—oo 0 ] _—oo 0 |
o2y )
| 0 —oo] | 0 —oo (3.8)
[ 0 —oo_ [ 0 —oo_
& )
| —00 0 | | —o0 0 |
[ 0 —oo- _—oo 0 |
&
| —00 0 | | 0 —00 | }

(b}

karenaU @ AQU =U @ B® U maka AJ B.
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Contoh 3.2.6 Pada Contoh 3.2.1 diperoleh ALB dan pada Contoh
3.2.2 juga diperoleh AR B, sehingga karena ALB dan AR B maka
AHB.

Contoh 3.2.7 Dipunyai matriks

A 3 —o0 B= —o0 2 = 5 —00
—o0 4 1 - —oc0 3
= 2 | o0 -2
ALB karena terdapat X = o danY = >
2 —o0 -2 —o0
sedemikian hingga A = X ® B dan B =Y ® A. BRC karena
— -3 —
terdapat U = > dan V = > sedemikian
-2 -0 3 —o0

hingga B=C®@UdanC =B®V.
Karena ALB dan BRC maka berdasarkan Definisi 2.4.1 ADC.

Proposisi 2.4.4 memberikan pertolongan untuk menentukan
relasi pada £ dan R. Selanjutnya akan diberikan proposisi yang
serupa untuk memudahkan melihat ada atau tidaknya relasi green
J pada Ma(Rpax).

Proposisi 3.2.8 Diberikan A, B € Ma(Ryax), AJ B jika dan hanya
jika terdapat X,Y,U,V € Ms(Ryax) sedemikian hingga X ® A ®
U=BdanY @ BV = A
Bukti.(=) Diketahui AJB. Akan dibuktikan bahwa terdapat
X,Y,U,V € My(Rpax) sedemikian hingga X ® A ® U = B dan
Y®B®V =A

Misal diambil sembarang A, B € Ms(Ryax). Jelas bahwa
A € (My(Rpax) ® A @ Ma(Rpnax)). Selanjutnya karena AJ B
berdasarkan Definisi 2.4.1 diperoleh A € (M(Rpax) @ A ®
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MsRpax)) = (M2(Rpax) ® B ®@ Ma(Rpyax)). Karena (A €
Mo (Rpax) ® B ®@ Ma(Rpax)) artinya terdapat Y,V € Mo (Ryax)
sedemikian hinggaY @ B V = A.

Dengan cara analog dapat dibutktikan bahwa terdapat X, U €
M5 (Rpax) sedemikian hingga X ® A@ U = B.Jadi terbukti bahwa
terdapat X, Y, U,V € Ms(Rpax) sedemikian hingga X @ A U =
BdanY @ BV = A.

(<) Diketahui terdapat X,Y, U,V € Ms(Rpax) sedemikian
hingga X ® A® U = BdanY ® B® V = A. Akan dibuktikan
bahwa AJ B.

Diambil B = X ® A ® U sehingga B € (My(Rpay) ® A ®
M>(Rax)). Diperhatikan

B=X®A®U
=XoYeBV)eU
=X®Y)oB® (VeU)
=R®B®T

Karena B = R® B® T artinya B € (Ma(Ryax) ® B® Ma(Rpax)).
Sehingga dapat disimpulkan bahwa (M (Ryax) @ AQ Mo (Rpax)) €
(M3(Riax) ® B & Mo(Rpyax)). Dengan cara yang sama dapat
dibuktikan bahwa (M3(Rpax) ® B @ M2(Rpax)) € (M2(Rpax) ®
A® Mz(Riyax))-

Karena (M2(Rpax) ® A @ Ma(Rpyax)) C (Ma(Rpax) ® B ®

M2( max)) dan (M2 (Rmax) & B ®M2(Rmax)) g (M (Rmax) ®A®
M2(Rmax)) maka (MQ(Rmax) ® A & MZ( )) ( ( max) X
B ® M3(Ryax)). Berdasarkan Definisi 2.4.1 (Ma(Rpyax) ® A ®

Mo(Rpyax)) = (M2(Rpax) ® B ® Ma(Rpax)) <— AJB. Jadi
terbukti bahwa AJb.
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Karena (=) dan (<«=) terpenuhi maka pernyataan terbukti
benar. n

Proposisi 3.2.9 (Shabir, 2020) Relasi £ dan R pada Ms(Rax)
bersifat komutatif.

Selanjutnya akan diberikan bukti bahwa Proposisi 3.2.9
berlaku pada matriks 2 x 2 atas alajabar max-plus.

Bukti.Misal diambil A, B € Ms(Rpax), diasumsikan (A4, B) €
L o R. Sehingga terdapat C' € Ms(Rpax) sedemikian hingga
ALC dan C'R B. Berdasarkan Proposisi 2.4.4 terdapat X, Y, U,V €
M3(Ryax) sedemikian hingga,

A=X®C,C=Y®AdanC=BU,B=C®V.
Misal diambil D = X ® C ® V' € Ma(Rax), maka
AV=X®C®V =D
dan
DU=XCVeU=XBU=XaC=A.

Karena A = D ® U dan D = A ® V maka berdasarkan Proposisi
2.4.4 ARD. Kemudian diperhatikan juga,

XB=XCV =D
dan

YD=YXCV=YRAV =0V =B.
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Karena D = X @ Bdan B =Y ® D maka berdasarkan Proposisi
2.4.4 DLB. Berdasarkan Definisi 2.4.1 ARD dan DLB maka Ro L.
JadiLoR CRoL.

Dengan cara yang sama dapat dibuktikan bahwaRo L C LoR.

Sehingga dapat disimpulakan bahwa Lo R = R o L. |
L 2 —00 1 —00
Contoh 3.2.10 Diberikan A = ,B = )
—00 -0 4
—00
dan C = 5 . Karena terdapat matriks X =
—00

— -1 - 1
> dan matriks Y > sedemikian hingga A =
-1 —o0 1 -

X ® Cdan C =Y ® A, maka berdasarkan preposisi 2.4.4 ALC.

— 1
Demikian juga terdapat matriks U = olo ] dan matriks
-1 —
—oo 1 Qe
V= ) sedemikian hinggaC = BU danB=CQ®V
-1 —o0

sehingga berdasarkan 2.4.4 CRB.
Karena ALC dan C'R B, maka berdasarkan Definisi 2.4.1 LoR.
Dengan menggunakan preposisi 3.2.9 diperoleh R o L.



BAB1V
PENUTUP

4.1. Kesimpulan

Berdasarkan tujuan penulisan skripsi, kesimpulan yang
diperoleh dari pembahasan adalah sebagai berikut:

1. Dapat didefinisikan relasi green £,R,J,H, dan D pada

matriks 2 x 2 atas aljabar max-plus.

2. Nilai X € M;y(Rpax) pada persamaan B = X ® A dan
B = A ® X dimana X € Mjy(Ryax) dapat dicari dengan
menggunakan persamaan X = B ® A’ dan persamaan X =
A" ® B secara berturut-turut, dengan nilai A’ € Ms(Rpax)
memenuhi AQ A’ = A/®A = I € My(Rpax). Artinya nilai X
yang memenuhi persamaan dapat dengan mudah ditentukan
jika matriks yang digunakan mempunyai invers.

3. Matriks diagonal dan matriks anti-diagonal merupakan dua
tipe matriks dalam matriks 2 x 2 atas aljabar max-plus yang
dapat dengan mudah diselidiki apakah berelasi green atau

tidak kerena keduanya memiliki invers.

4. Invers dari matriks D = [ @ _OO] adalah matriks D’ =
—00
—a —0
-0  —b

5. Invers matriks untuk matriks anti diagonal A =

—00 T | -0 Y
—x  —oof

adalah matriks A’ =

Yy —0O0
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6. Relasi £ dan R pada Mz (R,ax) bersifat komutatif.
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