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ABSTRAK

Studi dinamika fluida memainkan peran penting pada aliran
fluida dalam tubuh manusia, dan pemodelan matematika aliran
darah merupakan bidang penting dalam fisika peredaran darah.
Penelitian ini menyajikan model matematika aliran darah yang
sederhana dengan asumsi darah adalah fluida non-newtonian
yang diatur oleh persamaan kontinuitas, persamaan momentum
linier dan persamaan momentum angular. Penelitian ini juga
mengkaji tentang aliran darah manusia melalui arteri dengan
pengaruh parameter magnetik (/) dan pengaruh parameter
bahan (K) terhadap profil kecepatan linier dan mikrorotasi.
Persamaan pembangun dimensional ditransformasikan menjadi
persamaan non dimensional, kemudian dirubah menjadi
persamaan similaritas. Kemudian penyelesaian numerik
dilakukan dengan menggunakan metode Keller — Box dan
disimulasikan menggunakan matlab. Hasil simulasi menunjukan
bahwa ketika parameter magnetik ()/) dan parameter bahan
(K) ditingkatkan, maka kecepatan aliran fluida non-newtonian
pada aliran darah manusia melalui arteri mengalami penurunan.
Parameter magnetik (M) pada aliran darah fluida mikrokutub
menunjukkan bahwa aliran darah meningkat seiring dengan
bertambahnya nilai variasi parameter magnetik.

Kata kunci : Aliran darah, Fluida Non-Newtonian, Keller-Box,
Matlab 2013a.



DAFTAR SIMBOL

Variabel :

u = Kecepatan terhadap arah sumbu x
y = Kecepatan terhadap arah sumbuy
t = Waktu

T = Temperatur
Parameter:

U, = Kecepatan fluida pada aliran bebas
B = Gaya magnet
By = Medan magnet
FE = Medan listrik
o = Daya hantar listrik
b = Induksi medan magnet
M = Parameter magnetik
A = Parameter konveksi
N = Parameter mikrorotasi
Ky,, = Parameter bahan
g = Gravitasi

t = Waktu

vi



vii

T = Temperatur
Re = Bilangan Reynolds
pfm = Densitas fluida
Poo = Massa jenis diluar area lapisan batas
p = Tekanan
ue = Kecepatan free stream
F' = Gaya
j = Densitas mikro inersia
v, = Viskositas kinematik
~fm = Gradien viskositas
I fm = Viskositas dinamik

£ = Ekspansi panas
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BAB1
PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Pemodelan matematika adalah salah satu cabang ilmu dari
matematika terapan. Pemodelan matematika digunakan untuk
menggambarkan masalah-masalah di kehidupan nyata dalam
bentuk sistem persamaan matematika. Dalam hal ini, sistem
persamaan matematika disebut sebagai model matematika
(Ahmad et al,, 2019). Model matematika digunakan tidak hanya
dalam bidang industri dan bidang teknik, tetapi juga dalam bidang
kesehatan. Seiring berkembangnya zaman, banyak penelitian
mengenai model matematika dalam dinamika fluida.

Dinamika fluida adalah suatu ilmu terapan yang menggunakan
pemodelan matematika dan diselesaikan dengan solusi numerik
(Norasia & Ghani, 2023). Perkembangan ilmu dinamika fluida
semakin berkembang dari waktu ke waktu. Dalam ilmu dinamika
fluida, fluida adalah zat yang terus berubah bentuk setelah
mengalami tegangan geser, sekalipun tegangan gesernya relatif
kecil. Tegangan geser diperoleh dari gesekan antara fluida dan
permukaan benda sehingga menyebabkan terbentunya lapisan
yang disebut dengan lapisan batas, terbentuknya lapisan batas
dipengaruhi oleh beberapa faktor antara lain seperti viskositas dan
gaya inersia fluida (Setyo , 2017). Fluida meliputi zat cair dan
gas, berdasarkan sifat kemampatannyanya, fluida dibagi menjadi
dua kelompok yakni fluida yang mampu mampat (compressible)
dan fluida tak mampu mampat (incompressible) (Ghurri, 2014).

Dalam menghitung kecepatan suatu aliran fluida dibutuhkan



beberapa parameter untuk mempengaruhi aliran tersebut, banyak
parameter yang bisa digunakan misalnya parameter magnetik,
parameter bahan, parameter panjang karakteristik, dsb.

Mengenai penelitian tentang aliran fluida dalam bidang
industri telah dilakukan oleh Norasia (2019), meneliti tentang
kecepatan dan temperatur dari fluida nano Zn-Air dan ZnO-Air
dan menghasilkan kesimpulan bahwa dengan meningkatnya
parameter magnetik, kecepatan dan temperatur keduanya
mengalami penurunan. Penelitian aliran fluida dalam bidang
teknik telah dilakukan oleh Rosha (2022), dengan menghasilkan
alat peraga materi fluida yang digunakan sebagai pembelajaran
peserta didik untuk memahami materi. Kebanyakan penelitian
dibidang teknik menggunakan fluida newtonian, sedangkan di
fenomena nyata tidak hanya ada fluida newtonian tetapi ada juga
fluida non-newtonian. Fluida newtonian merupakan fluida yang
mempunyai sifat tidak mendapat perubahan pada viskositasnya
di saat diberikan gaya, atau bersifat permanen. Pada saat yang
sama, fluida non-newtonian tidak menunjukkan sifat tersebut,
contoh fluida non-newtonian yaitu cat, minyak pelumas, lumpur
dan darah (Martanegara etal, 2013).

Darah adalah cairan dalam sistem peredaran darah manusia.
Darah memainkan peran dalam sistem peredaran darah atau
dalam transportasi tubuh manusia, aliran darah bergerak
keseluruh tubuh untuk mendistribusikan oksigen dan nutrisi
ke seluruh sel dan jaringan tubuh (Norasia et al, 2024). Pada
manusia, darah didenyutkan oleh jantung ke semua organ tubuh
untuk terjadinya proses peredaran darah, dalam hal ini terdapat
organ pembuluh darah yang berperan sebagai jalur aliran darah
(Salman et al, 2018). Ketika darah mengalir di dalam tubuh



melalui pembuluh, pada dinding pembuluh akan terjadi sebuah
tekanan yang sering disebut tekanan darah. Faktor utama
terjadinya tekanan darah yaitu laju aliran darah, ukuran pembuluh
darah, dan gradien tekanan (Khalid et al, 2021). Pembuluh
darah dibagi menjadi tiga yakni arteri, kapiler dan vena. Arteri
merupakan pembuluh darah yang mengangkut darah dari jantung
ke seluruh organ tubuh, kapiler menjadi penghubung antara arteri
dan vena, dan vena merupakan pembuluh darah yang membawa
darah dari organ tubuh untuk kembali ke jantung (Sarpini &
Rusbandi, 2016).

Penelitian tentang aliran darah dilakukan oleh Riri Jonuarti
(2011), yang menguji fluida aliran darah dalam stenosis, kecepatan
aliran darah dengan parameter jarak stenosis dari ujung pembuluh
darah menghasilkan semakin jauh stenosis dari ujung arteri,
maka semakin menurun kecepatan aliran darah, penelitian lainnya
konsep aliran darah melalui arteri sudah di selidiki oleh Changdar
(2015) yang memperlakukan arteri sebagai tabung silinder dan
dimampatkan. Penelitian serupa dilakukan dengan asumsi darah
tak mampu mampat telah diselediki oleh Khalid (2021).

Merujuk pada penelitian diatas, dalam Tugas Akhir ini peneliti
tertarik untuk mempelajari tentang fluida non-newtonian pada
aliran darah manusia melalui arteri. Penelitian ini memperhatikan
bagian arteri karena arteri merupakan pembuluh besar yang
membawa darah dari jantung ke seluruh tubuh dan darah
diasumsikan memiliki sifat non-newtonian. Batasan masalah
digunakan untuk membuat model matematika aliran darah
manusia melalui arteri. Model yang dihasilkan kemudian
diselesaikan dengan menggunakan metode beda hingga skema

KellerBox. Metode yang diusulkan memungkinkan untuk



memperlihatkan penyelesaian aliran darah manusia menggunakan
metode yang sudah ditentukan. Selanjutnya, disimulasikan
menggunakan program Matlab 2013a.

B. Rumusan Masalah

1. Bagaimana membangun model matematika dari fluida
non-newtonian pada aliran darah manusia melalui arteri ?

2. Bagaimana menyelesaikan model matematika dari fluida
non-newtonian pada aliran darah manusia melalui arteri
menggunakan penerapan metode beda hingga skema
Keller Box?

3. Bagaimana pengaruh parameter bahan dan parameter
magnetik terhadap kecepatan, serta pengaruh parameter
magnetik terhadap kecepatan mikrorotasi dari fluida
non-newtonian pada aliran darah manusia melalui arteri

menggunakan software matlab 2013a.

C. Tujuan Penelitian

1. Membangun model matematika dari permasalahan fluida

non-newtonian pada aliran darah manusia melalui arteri.

2. Menyelesaikan model fluida non-newtonian pada aliran
darah manusia melalui arteri menggunakan penerapan
metode beda hingga skema Keller Box.

3. Menganalisis pengaruh parameter bahan dan parameter
magnetik terhadap kecepatan, serta pengaruh parameter

magnetik terhadap kecepatan mikrorotasi dari fluida



non-newtonian pada aliran darah manusia melalui arteri

menggunakan software matlab 2013a.

D. Manfaat Penelitian

1. Bagi penulis diharapkan dapat menambah wawasan dan
pengetahuan tentang penelitian yang berkaitan dengan
matematika terapan khususnya pada pemodelan aliran

fluida non-newtonian.

2. Bagi lembaga diharapkan dapat dijadikan tambahan
pembelajaran perkuliahan khususnya tentang materi

fluida non-newtonian.
3. Bagi pembaca diharapkan dapat menjadi rujukan untuk

dikembangkan pada penelitian yang akan datang.

E. Batasan Masalah

1. Media aliran darah adalah arteri pada manusia sehat (tidak

ada sumbatan atau stenosis).

2. Pembuluh darah arteri diasumsikan berbentuk silinder,

berukuran pendek dan tidak mengalami perubahan jari-jari.

3. Metode numerik yang digunakan adalah metode beda hingga
dengan skema Keller Box .



BABII
LANDASAN PUSTAKA

Pada bab ini akan diberikan penelitian-penelitian terdahulu
untuk dijadikan referensi. Selain itu juga diberikan beberapa
pembahasan yang berkaitan dengan penelitian ini, yakni sistem
peredaran darah, fluida, bilangan non-dimensional reynolds,
persamaan pembangun, metode beda hingga, dan skema
Keller Box.

A. Penelitian Terdahulu

1. Pada tahun 2019, Basuki Widodo melakukan penelitian
yang berjudul ‘Unsteady nano fluid flow through magnetic
porous sphere under the influence of mixed convection’.
Penelitian ini mempelajari tentang permasalahan fluida
nano melalui bola berpori di bawah pengaruh konveksi
campuran. Hasil simulasi memperoleh bahwa kecepatan
dan suhu akan menurun ketika nilai parameter magnetik
ditingkatkan, kecepatan dan suhu meningkat ketika nilai
konveksi campuran semakin besar. Persamaan penelitian
Basuki Widodo dengan penelitian saat ini adalah sama-sama
mengsimulasikan pengaruh parameter magnetik terhadap
kecepatan, perbedaannya adalah penelitian saat ini selain
menggunakan parameter magnetik juga menggunakan

parameter bahan.

2. Pada tahun 2015, S. Changdar dan S. De melakukan
penelitian yang berjudul 'Numerical Simulation of Nonliner



Pulsate Newtonian Blood Flow throught a Multiple Stenosed
Artery’, model matematika untuk aliran darah pada arteri
stenosis multiple telah diselesaikan di penelitian ini,
dengan melibatkan parameter bahan dan meningkatkan
bilangan reynolds maka menghasilkan gesekan dinding
meningkat, stenosis multiple memiliki pengaruh yang
signifikan terhadap gesekan tersebut. Persamaan penelitian
Changdar dengan penelitian saat ini adalah sama-sama
menghitung kecepatan aliran darah pada arteri dan
melibatkan parameter bahan, perbedaanya adalah darah
dalam penelitian saat ini memiliki sifat yang tak mampu
mampat.

3. Pada tahun 2021, A K Khalid melakukan penelitian yang
berjudul A review of mathematical modelling of blood flow
in human circulatory system’, penyelesaian dari model
matematika, tidak hanya menentukan model matematika
aliran darah, penelitian ini juga mengembangkan model
aliran tekanan darah dengan asumsi darah mengalir pada
arah-z. Simulasi dari kedua model yaitu model laju aliran
darah dan model tekanan darah dipengaruhi oleh perubahan
luas penampang dan gradien tekanan. Persamaan penelitian
A K Khalid dengan penelitian saat ini adalah sama-sama
menghitung kecepatan aliran darah pada arteri, perbedaanya
adalah penelitian saat ini hanya akan menghitung pada
arah sumbu x dan y, pada penelitian A K Khalid selain
menghitung kecepatan aliran darah pada arah sumbu z tapi

juga menghitung model tekanan darah.

4. Pada tahun 2018, Gelar Salman, Siti Fatimah, dan Kartika



Yulianti melakukan penelitian yang berjudul ‘Model
Matematika untuk Kecepatan Aliran Darah’, membahas
tentang model matematika kecepatan aliran darah yang
menghasilkan kesimpulan bahwa kecepatan aliran darah
dipengaruhi oleh jari-jari pembuluh dan gradien tekanan
darah, persamaan penelitian Gelar Salman dengan penelitian
saat ini adalah sama-sama menghitung kecepatan aliran
darah, perbedaanya adalah penelitian saat ini menggunakan
metode beda hingga skema Keller Box dan pada penelitian

Gelar Salman menggunakan metode pemisahan variabel.

. Pada tahun 2021, Mohammad Ghani dan Wayan Rumite
melakukan penelitian yang berjudul 'Keller Box Aliran
Konveksi Campuran Pada Bola Padat dengan Efek MHD’
penelitian ini mempelajari tentang permasalahan aliran
fluida diatas permukaan bola dengan efek MHD, dengan
menggunakan pengaruh parameter angka prandtl,
viskoelastik, dan konveksi campuran. Hasil simulasi
numerik menunjukkan bahwa ketika bertambah besar
angka prandtl maka semakin rendah suhu dan kecepatan
dari aliran fluida, berbanding terbalik dengan parameter
viskoelastik, konveksi campuran, semakin besar angka
parameternya semakin meningkat juga suhu dan kecepatan
aliran fluida. Persamaan penelitian Ghani dengan penelitian
saat ini adalah menggunakan metode Keller Box untuk
menyelesaikan persamaan pembangun, perbedaanya adalah
penelitian ghani menggunakan persamaan energi sedangkan
penelitian saat ini hanya menggunakan persamaan

kontinuitas dan persamaan momentum.



B. Sistem Peredaran Darah

Sistem peredaran darah merupakan sistem transportasi tubuh
yang membawa makanan, oksigen dan semua zat penting lainnya
ke sel-sel jaringan. Sistem peredaran darah terdiri dari jantung
yang memompa darah, dan vaskular (Manaba, 2016). Pembuluh
darah merupakan belahan sistem peredaran darah. Ada tiga
jenis utama pembuluh darah, salah satunya adalah arteri yang
mengangkut darah keluar dari jantung; kapiler tempat pertukaran
air, nutrisi, dan bahan kimia; vena yang mengembalikan darah
dari kapiler ke jantung (Peate & Nair, 2018). Gambar (2.1) adalah
simulasi gambar dari pembuluh darah .

Ke jantung Dari jantung

Oksigen |

Produk Jaringan dan zat Il Lapisan Otot Lapisan
buangan =

makanan |
dalam luar

Sumber:
Peate | & Nair M

Fundamentals of Anatomy and
Kapiler Physiology for Student Nurses
(2011)

Gambar 2.1. Pembuluh darah

Pembuluh darah arteri terletak agak jauh dari permukaan
tubuh, dinding arteri terdiri dari tiga lapisan yaitu tunica intima
yang terdiri dari lapisan tipis sel-sel endotel, tunical media yang
terdiri dari otot polos dan serat elastis, tunical externa atau lapisan
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luar yang terdiri dari saraf dan jaringan kolagen. Simulasi gambar
pembuluh darah arteri ditunjukkan pada gambar dibawah ini:

Tunica interna:
Endotel
Membran basalis —

Lamina elastik interna

Tunica media:
Otot polos
Lamina elastik eksterna

Tunica externa

Gambar 2.2. Pembuluh darah arteri.

C. Fluida

Di alam semesta, zat terbagi menjadi tiga bagian yaitu padat,
gas dan cair. Zat padat jika dilihat secara langsung mempunyai
sifat tetap, sedangkan zat cair dan gas memiliki sifat menerima
terhadap perubahan bentuk dan kemampuan untuk bergerak.
Zat yang memiliki kekuatan untuk bergerak mengalir disebut
dengan fluida. Fluida merupakan zat yang akan mengalami
perubahan bentuk terus menerus apabila mendapat tegangan
geser sekecil apapun (Kironto, 2018). Tegangan geser merupakan
perbandingan antara luas suatu permukaan dengan besarnya gaya
geser yang terjadi (Ghurri, 2014). Fluida terbagi menjadi 2, yakni
fluida newtonian dan fluida non newtonian.
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1. Fluida Newtonian dan Fluida Non-Newtonian

Fluida newtonian merupakan fluida yang diatur Hukum
Newton, fluida dengan tegangan gesernya berkorelasi secara linier
dengan laju deformasi, fluida newtonian juga merupakan fluida
tak kental atau dapat dikatakan tidak dapat mengalami perubahan
apabila diberika suatu gaya geser berapapun. Keunikan dari fluida
newtonian yaitu mempunyai kemampuan untuk terus mengalir
berapapun gaya geser yang diberikan, hal ini dapat terjadi karena
viskositas dari suatu fluida newtonian tidak berubah (Ghurri,
2014). Contoh fluida newtonian adalah gas, oli, minyak, bensin,
air, dan udara. Sedangkan, Fluida non-newtonian adalah fluida
yang mengalami perubahan viskositas saat diberi gaya. Pada fluida
non-newtonian tegangan gesernya tidak berbanding lurus dengan
laju deformasi (Kironto, 2018). Salah satu fluida yang memiliki
karakteristik non-newtonian adalah fluida mikrokutub.

2. Fluida Mikrokutub

Fluida mikrokutub adalah fluida dengan struktur mikronya
terdiri dari partikel-partikel yang mampu berrotasi dan dapat
berputar secara acak dengan rotasi mikronya masing-masing
atau kerap disebut stress momen. Stress momen merupakan
gaya rotasi yang diterapkan pada elemen fluida, dan ini dapat
mempengaruhi aliran fluida atau mempengaruhi struktur fluida
seperti vortex (pusaran) yang terbentuk (Anggriani , 2016).
Contoh dari fluida mikrokutub adalah cairan koloid, dan cairan

vaskular pada manusia atau hewan (Abdel-Rahman, 2009).
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3. Aliran Lapisan Batas

Lapisan batas merupakan lapisan yang terletak diantara benda
dan fluida. Lapisan batas tercipta karena adanya gesekan atau
tekanan aliran fluida dengan permukaan benda karena pengaruh
viskositas maupun gaya inersia. Menurut Rohani (2021), aliran
fluida dibagi menjadi tiga yaitu:

1. Aliran Laminer, pada aliran laminer tiap partikel fluida
mengikuti aliran yang lurus, dan lintasan-lintasan ini tidak
memotong satu sama lainnya. Ditunjukan pada gambar
dibawabh ini:

l

Gambar 2.3. Aliran Laminer.

2. Aliran Transisi adalah aliran pergantian dari aliran laminer
ke aliran turbulen. Ditunjukan pada gambar dibawah ini:

——

Gambar 2.4. Aliran Transisi.

3. Aliran Turbulen merupakan aliran fluida yang geraknya
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tidak beraturan dan kecepatan dari alirannya berubah-ubah.

Ditunjukan pada gambar dibawah ini:

1
L’\‘J"/‘/Ll/l/‘.fvﬂf?

Gambar 2.5. Aliran Turbulen.

D. Bilangan Non-Dimensional Reynolds

Bilangan Reynolds adalah bilangan tak berdimensi yang
menganalisis gaya inersia fluida. Bilangan Reynolds juga
merupakan bilangan yang menunjukkan batas aliran laminar atau
turbulen. Aliran laminar hanya terjadi pada kecepatan rendah. Jika
kecepatan meningkat, arus berputar lokal terjadi, yang disebut
arus turbulen. Tidak ada aliran turbulen di seluruh fluida, lapisan
di dekat dinding tabung masih bersifat laminar (Sarojo, 2013).
Bilangan Reynolds di deskripsikan sebagai berikut:

Gayalnersia

Re

B GayaViskositas

_pVR
L

Re

Dengan

p : kerapatan fluida
V' : kecepatan aliran
R : diameter tabung

1 : viskositas kinematik fluida
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E. Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah persamaan yang melibatkan
variabel-variabel tak bebas dan derivatif-derivatifnya terhadap
variabel-variabel bebas. Persamaan diferensial dibagi menjadi
dua yaitu persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial
parsial. Persamaan diferensial biasa (PDB) adalah suatu
persamaan diferensial yang hanya mempunyai satu variabel bebas,
jika y(x) adalah suatu fungsi satu variabel, maka = dinamakan
variabel bebas dan y dinamakan variabel tak bebas. Persamaan
diferensial parsial (PDP) adalah suatu persamaan diferensial yang
mempunyai setidaknya dua variabel bebas, jika z adalah variabel
terikat (dependent) dan x, y adalah variabel bebas (independent)
maka z = f(x,y) (Lumbantoruan, 2019).

F. Metode Beda Hingga

Metode beda hingga merupakan pendekatan solusi secara
numerik untuk menyelesaikan suatu persamaan diferensial. Solusi
yang diperoleh secara numerik adalah solusi pendekatan dari
solusi sebenarnya, maka berarti terdapat (error) sebesar selisih
antara solusi sebenernya dengan solusi pendekatan. Error pada
solusi numerik harus dihubungkan dengan polinom pendekatan
fungsi sebenarnya. Kakas (tools) yang digunakan untuk membuat
polinom pendekatan adalah deret Taylor (Munir, 2021).

Definisi Deret Taylor : Andaikan f dan semua turunanya,
51", ", ..., menerus didalam selang [a, b]. Misalkan x¢ € [a, b
maka untuk semua nilai-nilai x disekitar xy dan =z € [a,b], f(z)

dapat diperluas (diekspansi) ke dalam deret Taylor berikut :
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xr — T r—T 2 r—T 3
) = £o)t T )4 B0 ) IO g

Secara umum, terdapat tiga pendekatan dalam metode beda
hingga yakni beda maju, beda mundur, dan beda tengah. Ketiga
pendekatan tersebut dapat ditulis dalam persamaan berikut
(Yulistiyanto, 2017):

flx—h) flx) flx+h)

x—h X x+h
{ I\ J
I |

-

h=Ax h= Ax

Gambar 2.6. Metode Beda Hingga

Persamaan differensial numerik dari f(z + h) dan f(x — h):

Az Az , Az?

flz+h) =%72, il fk@f):f(w)*‘j (95)‘1‘7 (z)
A 3 n
+ S ) +
(2.1)
. kA:z:k i Az , Az "
Pl = h) =Sy (~)FET @) = f(a) 2P @) + S )
A 3
- g—ff”’(a;) +o
(2.2)

a. Beda Maju
Metode beda hingga beda maju dapat di deskripsikan sebagai
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berikut :
2 3
fleth) = @)+ S0P @)+ B )+ S ) +
' Ax? Az
flx+h) = f(z) = Azf'(z) + Tf”(x) + 7f’”(z;) + ...
h)— A Ax?

f($+Z)x_ f(z) :f/(x)—l—O(Ax)

) = HEE

(2.3)

Karena dicari turunan pertama, maka (52 f”(z) + Ag—f’!ﬁf’”(x) +...)
dianggap error atau dapat di tulis dengan O(Ax).

b. Beda Mundur .

Metode beda hingga beda mundur dapat di deskripsikan
sebagai berikut :

Az Az Az3
flx—h)=f(z) - Tf’(l") + Tf”(x) - Tf’”(a:) + .

2132 .,1173
Flo—h) — (@) = e (@) + S (@) ~ S @) + .
f(x_h)_f(x) _ ol Ax " sz "
PID ey S+ S )
/(@) _Af;x —h) = f'(z) + O(Ax)
oy = 10 = 1a =

(2.4)

Karena dicari turunan pertama, maka (52 f”(z) + Ag—f’!ﬁf’”(x) —..)



17

dianggap error atau dapat di tulis dengan O(Ax).

c. Beda Tengah
Pada beda tengah ini adalah selisih dari beda maju dan beda
mundur, metode beda hingga beda tengah dapat di deskripsikan
sebagai berikut :
Az , Az? A3,

A Az? Az
flo—h) = @) = P7@) + S @) = S 1" (@) + .

pengurangan dari dua persamaan tersebut dihasilkan:

3
f(x+h)— f(x—h) =20xf (z) + m?ff/”(x) + ...
lalu kedua ruas dibagi dengan 2Ax
h)— f(z—h 2Az?
flz+ )QA;(‘T ) —f'(z) + 3!$ () + ...
Fet - Tl iy 1 o(an) (2.5)
oy _fe+h) = fle—h)
O o

Karena dicari turunan pertama, maka (2%—!902 " (x) + ...) dianggap

error atau dapat di tulis dengan O(Axz?).

G. Skema Keller Box

Metode numerik merupakan suatu metode penyelesaian
berbagai masalah matematika dengan menggunakan operasi

hitungan, secara umum sifat metode numerik dibagi menjadi
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dua yaitu implisit dan eksplisit. Skema Keller Box adalah salah
satu teknik untuk menyelesaikan persamaan parabolik, terutama
persamaan lapisan batas. Skema Keller Box bersifat implisit
dengan keakurasiannya orde kedua dengan ruang dan waktu
tidak harus sama, sehingga penyelesaian lebih tepat dan efisien.
Penerapan skema Keller Box dimulai dengan mengubah bentuk
persamaan orde dua menjadi persamaan orde satu (Al-Shibani et
al., 2012). Misalkan :

dj 0%
= —a— 2.
ot~ “ox2 (2.6)
didefinisikan bahwa :
00
- Oz

sehingga bentuk dari persamaan (2.6) dapat dinyatakan :

9 _ 9 (9]
3t_aaa: ox
9 _ 9
ot Ox

selanjutnya dapat ditulis dalam dua persamaan sebagai berikut :

dj B

% =k (2.7)
9j  0j
o~ Yor (2.8)

Berdasarkan bentuk skema Keller Box pada Gambar (2.7)
untuk menyelesaikan persamaan diferensial orde satu yaitu

sebagai berikut :
Ji —Jit1

Ao =k (2.9)



. n—1 _ _
2‘7?71/2 _]?71/2 _a(kl — k) n a(kP =K
At, Ax; Ax;

A~
v3
i v2 W Unknown
i1 ” . X Known
LAx @® Centering
i-1 =X vl
1 Iar
74! \
(0,0) n-1 n-1/2 n ,

Gambar 2.7. Stensil Skema Keller Box
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(2.10)



BAB III
METODOLOGI PENELITIAN

A. Metode Penelitian

Penelitian ini merupakan bagian dari metode kajian literatur
atau studi kepustakaan. Penelitian dilakukan dengan cara
mengamati, mempelajari, menggali, dan mengidentifikasi seluruh
informasi yang terkandung dalam literatur, seperti bacaan, buku

referensi, dan hasil penelitian lainnya.

B. Tahapan Penelitian

1. Kajian Literatur

Pada langkah ini dilakukan pengumpulan
penelitian-penelitian  sebelumnya yang mendukung
teori-teori yang berkaitan dengan persamaan-persamaan
dalam aliran darah, yaitu persamaan kontinuitas, persamaan
momentum linier, dan persamaan momentum angular.
Menggunakan metode beda hingga skema Keller Box untuk

menyelesaikan model matematika secara numerik.
2. Perumusan Model Matematika

(a) Mengkaji perumusan persamaan pembangun.

(b) Persamaan pembangun yang telah didapat kemudian
dilakukan substitusi variabel dan parameter
non-dimensional  menjadi = model  persamaan

non-dimensional.

20
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(c) Persamaan non-dimensional yang telah didapat
kemudian disederhanakan menjadi persamaan satu

variabel (similaritas) menggunakan fungsi alir.

3. Penyelesaian Numerik

Pada langkah ini dilakukan penyelesaian numerik
dengan menggunakan pendekatan metode beda hingga
dengan skema Keller Box. Metode ini digunakan untuk
menyelesaikan model matematika dari permasalahan
penyelesaian numerik fluida non-newtonian pada aliran

darah manusia melalui arteri.

4. Simulasi Model

Setelah didapatkan model matematika yang sudah
diselesaikan menggunakan pendekatan metode beda hingga
dengan skema Keller Box dari permasalahan penyelesaian
numerik fluida non-newtonian pada aliran darah manusia
melalui arteri, maka akan disimulasikan menggunakan
bantuan program matlab 2013a.

5. Analisis Hasil dan Kesimpulan

Pada langkah ini dilakukan analisis hasil simulasi, diambil
kesimpulan dari analisis yang dilakukan dan memberikan
saran untuk pengembangan berikutnya. Secara umum

ditampilkan dalam diagram alir berikut :



Kajian Litzratur

¥

Mengkaji Model Matematika

L 4

Menurunkan Model

]
)
)
'
Simulssi Model ]
)
]
]

¥

membuat Program

l

Running Program

l

Analisis Hasil dan Penarikan Kesimpulan

. T s T R ey

!

Gambar 3.1. Diagram alir penelitian.
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BAB1V
HASIL DAN PEMBAHASAN

A. Model Matematika

Model matematika yang digunakan dalam penelitian ini terdiri
dari tiga persamaan yaitu persamaan kontinuitas, persamaan
momentum yang meliputi : persamaan momentum di sumbu
X, persamaan momentum di sumbu y, dan persamaan angular.
Persamaan-persamaan tersebut didefinisikan sebagai berikut.

Persamaan Kontinuitas :

o o
T 0y

Persamaan Momentum Linier Sumbu x:
@+ﬂ@+@@ _—@—F( + Epm) @—F@
Pim\ 5t Tz Ty ) T "oz " HIm TR G2 T a2
_ ON
- UB(%H - pme(T —T)gz + kfmaig

Persamaan Momentum Linier Sumbu y :

@+ﬂ@+®@ ——@Jr( + Erm) @—F@
Prm\ ot "oz Ty ) T oy T WIm TR Caz T ay
ON

- JB(%@ - pfmﬁ(T - Too)gy + kfm%

23
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Persamaan Momentum Angular :

.<8N _ON 8N) (82N (’92]\7)
Ptml\ 7 T U= + V= | =Vfm +

ot oz 0y oz?  Oy?
. Ju Ov

dengan kondisi batas :

t =0,T = T, untuk setiap z, 7
N = —ng—g,f =T, paday =0

U =Te(T), N =0,T =Ty paday — o0

1. Persamaan Kontinuitas

“Hukum kekekalan massa mengatakan bahwa laju perubahan
massa suatu sistem terhadap waktu adalah nol (konstan), atau
jumlah massa dalam sistem adalah konstan" (Rohani, 2021).

Persamaan kontinuitas dapat dideskripsikan sebagai berikut :

DMsys

Dt 0 (4.1)

Myg,s adalah massa suatu sistem, D% adalah laju perubahan
terhadap waktu. Dengan M dalam sistem dinyatakan sebagai

berikut :
Msys = / medv (42)
sys

pfm adalah densitas dan V adalah volume. Substitusi persamaan

(4.2) ke persamaan (4.1) sehingga diperoleh :

DMy, D
Dt Dt [,

pmd¥ =0 (4.3)
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Diketahui teorema T'ranspor Reynolds padalaju perubahan massa

didefinisikan sebagai berikut :

DMg,s 0 .
T, 875/ pfde—F/cspmends (4.4)

Dengan

cv = control volume.

cs = control sur face.

V' = kecepatan fluida.

n = arah vektor masuk keluar permukaan kontrol.

ds = luas bidang permukaan fluida.

Dengan mensubstitusikan persamaan (4.4) kepersamaan (4.3)

sehingga diperoleh :
0 .
ot meCN + [ ppmVids (4.5)
Dengan
/ meVTAldS = measuk - E'rnkelua’r‘ (4.6)

Diambil partikel kecil dari fluida berbentuk kubus dengan py,,
sebagai pusat kubus yang bergerak pada arah wu,v,z terhadap
x,y, z dapat dilihat pada gambar (4.1).

Jumlah aliran pada sumbu-x dapat dideskripsikan sebagai
berikut :

0 ox
Y Mmasuk — 2 Mkeluar = <meu - awpfmUQ) 5y5z

0 ox
_ = il (4.7)
<pfmu + &E,ofmu 5 ) oydz

0
—%pfmuéx(sy&,z
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keluar

sumbu-y mﬂsu‘f

sumbu-z

P e
-
-~ 1 /
kelua/
sumbu-z

keluar

masuk
sumbu-x

1

[

L}

]

] me

'
sumbu-x '
"

masuk
sumbu-y

Gambar 4.1. Aliran fluida masuk dan keluar

Jumlah aliran pada sumbu-y dapat dideskripsikan sebagai
berikut :

oy
ETnmtzsuk - 2Tnk:elum" = <pfm'U aa Pfm¥—=- ) dxdz

0 oy
— — - 4.8
<pfmv + aypfmv 5 > dxdz (4.8)

zaaypfmvéxéydz

Jumlah aliran pada sumbu-z dapat dideskripsikan sebagai
berikut :

0 0z
Y Mmasuk — 2 Mkeluar = <pfm'w 92 A PfmW— ) (5[13(5:[/

(pfmw+§pfmw5 >6w5y (4.9)
0
—%pfmwéméyéz

Jumlah dari aliran di sumbu x,y, dan z dapat dideskripsikan
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sebagai berikut :
Opfm
gf 0xdydz + (88 Prml + aa Pmv + 88 pfmw> dxdydz =0
(4.10)
Kemudian persamaan (4.10) dibagi dengan dzdydz, maka

diperoleh :

Opfm O 0 0
= il - =0 4.11
ot T gpPimuT aypfm’v+ 5, PImW (4.11)
Persamaan (4.11) dapat ditulis dengan menggunakan notasi

vektor sehingga didapat sebagai berikut :

8lofm

5+ Vi(pmV) =0 (4.12)

Penelitian ini mengasumsikan bahwa aliran fluida bersifat
tncompressible. Massa jenis zat cair sangat rendah dan tidak

berpengaruh (=3 9 ==

= 0), maka persamaan (4.12) dapat ditulis
sebagai berikut :

V.V =0 (4.13)

2. Persamaan Momentum Linier

Partikel-partikel aliran fluida memiliki momentum dan setiap
saat kecepatan aliran diubah dalam besaran atau arah, akan ada
perubahan dalam momentum fluida. Sesuai dengan hukum kedua
Newton, gaya untuk menghasilkan perubahan akan sebanding
dengan laju terjadinya perubahan momentum dokali dengan
percepatan (Rohani, 2021). Secara matematis, ditulis sebagai
berikut :

v d

YF=ma=m— =

o= g (mV) (4.14)
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Dengan mV adalah massa suatu sistem yang dinyatakan dalam
persamaan berikut :

mVSyS:/ VdMsys:/ pfmVdvy (4.15)
sYs sYs
Substitusikan persamaan (4.15) ke persamaan (4.14) maka
diperoleh :
d
YF=— prmVdy (4.16)
dt Jsys

Menurut teorema transport reynold laju perubahan momentum

terhadap waktu dari suatu sistem didefinisikan sebagai berikut :

gt/ ,omedV—i-/ pmV.(Vi)ds = ©F (4.17)
atau
oV
Pfm v +V(VV) ) dxdydz = XF (4.18)

dengan Y F' adalah sekumpulan gaya yang digunakan dalam fluida,
yaitu gaya permUKaan (Fpermukaan): gaya magnetik (Fmagnetik;)v
gaya gravitasi (Fy,qvitasi), dan gaya angular (Fyy,guiqer), atau dapat
ditulis sebagai berikut :

19)%
me (615 + V(VV)) 53753/62' :Fmagnetik + Fpermukaan + Fgravitasi

+ Fangular
(4.19)
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Karena penelitian ini hanya menggunakan dua arah sumbu yakni
sumbu x dan y, maka persamaan (4.19) menjadi :

1017
Pfm <8t + V(VV)> 5l'5y :Fmagnetik’ + Fpermukaan + Fgra'uitasi

+ Fangula’r‘
(4.20)

1. Gaya Magnetik (F,qgnetik)-

Gaya magnetik yang terdapat didalam aliran fluida dapat
ditulis dengan.
Fmagnetik =JxB (4.21)

dengan J merupakan massa jenis arus dan B merupakan
total medan magnet pada sistem. Massa jenis arus dapat
dideskripsikan sebagai berikut :

J=0(E+V x B) (4.22)

dengan o merupakan daya hantar listrik, £ merupakan
medan listrik dari luar (F = 0) karena tidak ada medan
listrik dari luar pada aliran fluida, maka B dalam massa jenis
arus dapat dituliskan sebagai berikut :

B=b+ B (4.23)

dengan b merupakan besarnya medan magnet dari fluida
yang terinduksi oleh media, By merupakan medan magnet

dari media yang mengandung magnet. Subtitusikan
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persamaan (4.22) ke persamaan (4.21) maka menjadi.
Fragnetik = 0(V x B) x B (4.24)

subtitusikan persamaan (4.23) ke persamaan (4.24) maka
menjadi.

Fnagnetir = [0(V x (b + By))] x (b + By) (4.25)
atau dapat ditulis
Fmagnetik = [O’(V X b) + (V X B(])] X (b + Bo) (4.26)

dengan
(V x b) = (vb)i — (ub)j + Ok (4.27)

(V x By) = (vBo)i — (uBy)j + Ok (4.28)

[(V xb)+ (V x By)] =[((vb)i — (ub)j + 0k) + ((vByp)1i

— (uBo)j + 0k)]

[(vb)i + (vBo)i — (ub)j — (uBy)j + OK]

=[(v(b+ Bo))i + (—u(b+ Bo))j + 0k]
(4.29)

[(V xb)+(V xBy)]x(b+By) = —u(b+Bg)%*i—v(b+By)?j+0k
(4.30)
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atau dapat ditulis.

[(V xb)+(V x Bg)] x (b4+Bg) = (—u(b+Bg)?, —v(b+By)?,0))

(4.31)
subtitusikan persamaan (4.31) ke persamaan (4.26) maka
diperoleh.

Fmagnetik = (O’(—U(b + BO)27 _U(b + BU)Q? O))

dituliskan dalam bentuk vektor maka dapat dituliskan
sebagai berikut :

Fmagnetik = _U(b + B0)2V (4.32)

. Gaya Permukaan (Fpermukaan)-

Gaya Permukaan adalah gaya yang terbentuk karena tekanan
dan kekentalan, diambil elemen kecil dari fluida berbentuk
kubus dengan (o dan 7) sebagai pusat kubus dimana o
sebagai tegangan normal dan 7 sebagai tegangan geser, dapat
dilihat pada gambar berikut:

Gaya permukaan pada sumbu-x sebagai berikut :

0(0gz) = O(Tyz)
F =
permukaan—x O + 8y

Gaya permukaan pada sumbu-y sebagai berikut :

Ioyy) | O(Tay)
Fpermukaan—y = azy + aiﬁy
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| 7y, §
— (ryx+i—y)5x52
e,y Bx ay 2
(O — ——=—)8y6z +———
W o 20 T
L] da,., &
dy — (o—m+ﬁ_x)3},3z
Tyy &Y P dx 2
(e =5, 2002 ¢—— o1
-
L
0oy, 8y
(o, + 3y E)&\'Sz

Gambar 4.2. Gaya Permukaan Elemen fluida

Total gaya permukaan dapat dituliskan sebagai berikut:

Fpermukaan :Fpermukaanfmi + Fpermukaanfyj

F, :(a(;;m) n 8((;'596))2 n (8%7;@/) + a((;’;y))j

(4.33)

karena pada penelitian ini menggunakan fluida
non-newtonian sehingga alirannya tidak mampu mampat
oleh karna itu tegangan dan laju deformasi dapat dinyatakan
sebagai berikut :

Tegangan Normal

0
Ogg = =P+ 2(Mfmkfm)87;t (4.34)

0
Oyy = —p+ Q(mekfm)af;} (4.35)
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Tegangan Geser

ou Ov
Tey = Tyz = (Mfmkfm)(% + 37}) (4.36)

Substitusikan persamaan (4.34)-(4.36) ke persamaan (4.33),
maka diperoleh :

Fpermukaan

_ (a (=0 + 2(ppmksm) 52) n 0 ((“fmkfm)(% + 2;’))) i

ox 0y

dy Ox

99, -+ 3 oy ' oz

( ot 5 ( (Mfmkfm>ax> + gy amkim) (3y " 350)) Z
+ <_8y e <2(Mfmkfm)ay> g ambpm) <8y " (993)) ’
_ (917 32u 32U 621} ;

— <_8$ +2(pmk ) 5og + (pmksm) <3y2 - 39683/)) Z

Op 0%v 0%u 0%v )
—— 42 Ktm)=—s k —+ —

. (a (=2 20mbim);) 0 ((nsmkm) (32 + 55)) ) j

Maka total tegangang normal dan tegangan geser sebagai
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berikut :

0% 0% 0%v
Q(Mfmkfm)@ + (ppmkpm) (ayg + 55639)

*u 0% 9%u 0%
=(ppmkpm) (amg + 8y2> + (permk pm) <ax2 + 357589)

=\HfmRfm ox2 | Oy? HfmPfm Oxr \dxr 0Oy
0
:(,ufmkfm>vzu + (Mfmkfm)%(vv)

:(:ufmkfm)v2u
(4.37)

Sehingga didapatkan gaya permukaan (Fpermukaan) yaitu :

Fpermukaan = —Vp + (,ufmkfm)VQV (438)

. Gaya Angular(F},guiar)-

Pada penelitian ini fluida mempunyai kemampuan
mikrorotasi sehingga didapat gaya angular, fluida jenis
ini sering disebut sebagai fluida mikrokutub. Gaya angular
dapat didefinisikan sebagai berikut :

Fangular = mef + kfm(v X N)

Fluida mikrokutub diasumsikan tidak mampu mampat, maka
koefisien materialnya bersifat konstan, maka ps,, dan f = 0
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, diperoleh :

Fangular :kfm(VXN)

ON . ON (4.39)
Fangular :kfmaiyl - kfm%]

. Gaya Gravitasi (Fyrquitasi)-

Gaya gravitasi dapat didefinisikan sebagai berikut :

Fgravitasi = Pfmg

p yakni tekanan pada persamaan (4.39) dapat didefinisikan
sebagai berikut:

D =Pn+DPr

Dimana py, adalah tekanan hidrostatis dan p,, adalah tekanan
dinamik.  Tekanan hidrostatis merupakan tekanan yg
diakibatkan oleh gaya yang bekerja pada aliran fluida,
sedangkan tekanan dinamik adalah tekanan yang disebabkan
oleh gerakan atau kecepatan fluida. Gradien tekanan yang
diakibatkan oleh tekanan hidrostatis dapat didefinisikan
sebagai:

Vph = pocg

gaya gravitasi ¢ = (g,9y,0) dan p,, adalah massa jenis
fluida, sehingga turunan tekanan p adalah

terhadap sumbu-x dapat didefinisikan sebagai :

O _ b
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terhadap sumbu-y dapat didefinisikan sebagai :

_ 9 _ _Opn _
83/ = 8y PooGy

Sehingga persamaan (4.20) menjadi :

oV
Pfm <8t + V(VV)> 626y =Vp + (pm + k) VIV + (0fm — Poo)g

—o(b+ Bo)?V + ky(V x N)
(4.40)

karena penelitian ini bergerak pada arah sumbu x dan y, maka
komponen sumbu z dihilangkan, sehingga persamaan momentum
linier menjadi.

Persamaan Momentum Linier Sumbu x dapat didefinisikan
sebagai berikut :

Pim\ gt "oz Ty ) T "oz T WM T\ 52 T a2
—o(b+ BO)QH - meﬁ(T —Tx) 9

ON
(4.41)

Persamaan Momentum Linier Sumbu y dapat didefinisikan sebagai
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berikut :

@_1_*@_’_*@ —_@4_( _|_k. ) @4_@
Prm\ 5t Tz T Vay ) T oy T WIm TR oz T ey
—o(b+ Bo)™ — ppuB(T — Too)gy

ON

kp oo

m oz
(4.42)

dengan kondisi batas :

=0;u=0v=0,T = T untuk semua 7,y
0

3. Persamaan Momentum Angular

Semua benda yang bergerak mempunyai momentum. Dalam
penelitian ini selain mempunyai momentum linier tetapi juga
mempunyai momentum angular, yang dimaksud momentum
angular adalah ketika partikel-partikel didalam fluida mempunyai
kemampuan untuk gerak mikrorotasi dan dapat mempengaruhi
aliran dari fluida. Momentum angular terdiri dari momentum
angular internal (ps,, x [) dan momentum eksternal (ppnx X
v), sehingga momentum angular dapat dideskripsikan sebagai
(Mufatin, 2018):

d
— pfm(l—i—:rXV)d:U:/ pfm(g—}—xxf)da:—{—/ (cn+xxty)ds
dt Jey cv cs
(4.43)
Dimana
t, = n.I' = tegangan normal

g = body torque
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f = body force
cn = n.C' = couple stress
C = couple stress tensor

Persamaan (4.43) dapat juga ditulis :

d
pn pfm(l +az x V)dx —/ (pfmg + (pfmax) x f+V.C

+xx (V.T)+T,)dx

d
(4.44)

hukum konservasi momentum angular dapat dideskrisikan

sebagai berikut:

d
i me(x X V)dr = / prm(x x f)dz —|—/ x X tpds
dimana :
/ x X tpds = / (x x (V.T) 4+ Ty)dx
diperoleh :

d
/ T X <pfmd‘t/ —prmf — V.T> dx = / Tydx

av
Prmt X~ —pmfr—x(V.T) =T,

Pada persamaan cauchy, 7;, = 0 maka diperoleh :

av
PfmT ( o ) =pmma X f+xx(VT) (4.45)

dengan mengurangkan persamaan (4.45) ke persamaan (4.44),
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diperoleh :
dl

karna
V(ixxT)=xzx (V.T)+T,

sehingga persamaan (4.45) menjadi :

d

dari persamaan (4.46) dan (4.47) diperoleh hukum konsevasi

momentum angular sebagai berikut :

d
pfm%(l"i‘x XV)=pmx X f+pmg+V.(zxT+C)

Dari persamaan diasumsikan bahwa momentum angular internal
didefinisikan dengan vektor ji(i = 1,2,3) dan j; = jj,wy maka
persamaan (4.46) dapat ditulis :

d
pfmjd%} =pmg+V.C+T, (4.48)

Berdasarkan teorema reynold dapat diperoleh :

dw ow
— = i | — + V.(V. 4.49
Pimi gy = Pm] <8t +V.(V w)) (4.49)
Fluida isotropik atau sering disebut dengan fluida mikrokutub
mempunyai couple stress tensor C' dan stress tensor T,. Dapat

dideskrisikan sebagai berikut :

Cij =awg k. + Bw; i + yw;
ij ; ig T VWi (4.50)
T;C :eijijk: = 2keikmum,k — kai
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Dalam hal ini, perasamaan (4.48) menggunakan notasi vektor
Gibbsi diperoleh :

VO =4V x (V x w) = vV x (V x w)
Ty =(kV)V = 2kw = (km V)V — 2kw

Selanjutnya subtitusi 7, tensor C dan w = N, diperoleh :

ON
PMJ<6t+V%VAd>ZWMJ”WVXAU+MmG2N+VXV)

(4.51)
Dengan

N = daerah Mikrokutub
k¢ = kekentalan/viskositas rotasi
J = densitas mikro inersia

~vfm = gradien kekentalan

Persamamaan (4.51) dapat ditulis :

PrmI\ "oy T %0r T8y T V02

_ WN+WN+WN+WN_WN
A g2 oy? 022 Oxy  Oxz

kg (2N 4 20 Qv Ow Du Ou D
fm 0z Oy Ox 0z Oy Ox

(4.52)

Pada penelitian ini objek yang dikaji merupakan aliran darah
manusia melalui arteri, dan diasumsikan bergerak pada aliran

sumbu = dan y maka kecepatan pada sumbu z bernilai nol, dapat



41

dideskeipsikan sebagai berikut :

.<8N ON 8N> <82N 62N>
pfm] - tu—+v ’Yfm — t+ =

ot Ox oy ox2  Oy?
ou  Ov
. (2N+ay - M)
(4.53)

dengan kondisi batas :

t=0;u=v= N = 0untuk setiap 7, 7
t> 0,ﬁ:z: 0,N = —ng—g paday =
U =T (Z), N =0paday — o0

B. Persamaan Pembangun Non Dimensional

Langkah awal menstransformasikan model matematika
menjadi bentuk non dimensional adalah menentukan variabel
dan parameter non-dimensional. Variabel dan parameter yang
digunakan adalah sebagai berikut (Widodo et al,, 2017) .

Variabel non-dimensional sebagai berikut :

R Y L ) S J
xr = —, Re ,U 7,U—Re T - 9
a? Uno U '~ ppmlU2
N_R 71/2ﬂ’r:f7t: UOOEjT: T_TOO
Uoo a a Tw_TOO
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Parameter non-dimensional sebagai berikut :

U, T, — T, 3 G
vfm:Lfm,Re: Ooa,Gr:gB( x2 0)a A= 7“2
Pfm v Vb, Re
k ao B?
Yfm = (me"’ fm)7kfm:Kfm-,UfmaM: 0

Dengan mensubtitusikan variabel non-dimensional dan parameter
non-dimensional [lampiran 1] serta diasumsikan besar medan
magnet menginduksi fluida yang mengalir silinder vertikal
bermagnet sebesar % dari besar medan magnet (b = iBo)
(Palyama, 2017). Sehingga didapatkan model matematika

non-dimensional sebagai berikut.

1. Persamaan kontinuitas, dapat dituliskan sebagai berikut :

Ooru  Orv

2. Persamaan momentum linier sumbu-x dapat dituliskan

sebagai berikut :

2
(200284020 - () 4 U Kind P
xr

ot oz Oy Re 0x?
0%u 25 ) ON
(4.55)

3. Persamaan momentum linier pada sumbu-y dapat dituliskan
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sebagai berikut :

L (20,0 ) e (Lt K
ot Ox oy oy Re  0x2
(1+ Kpm) 0 Ky ON
Re2  0y2  Re Oz
(4.56)

25
— ERe Muv — Rel/zcosx +

4. Persamaan momentum angular dapat dituliskan sebagai

berikut :
ON | ON N\ _ (|, K\ (LN 0N
at o Oy 2 Re 022 0y2
ou 1 ov
— K [ 2N —_—
! < " oy oy + Re 6x)

(4.57)

dengan kondisi batas :

t=0u=v=0,N=0,T = 0untuk setiap x, y
t>0u=v=0, N_—nd , 7'=1paday =0
u=1ue(xr),N =0,T =0,paday — o0

C. Pendekatan Aliran Bebas

Pendekatan aliran bebas digunakan untuk menyederhanakan
persamaan pembangun non dimensional, dimana nilai Reynold
mendekati tak hingga (Re — o) maka (- — 0). Oleh karna

itu, persamaan non-dimensional dapat dituliskan sebagai berikut.

1. Persamaan kontinuitas dapat dituliskan sebagai berikut :

Ooru  Orv
<6x + 8y> =0 (4.58)
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2. Persamaan momentum linier sumbu-x dapat dituliskan

sebagai berikut :

<8u du au> :_<8}9>+(1+Kfm)82u

ot + Yow + U@y Ox Re  0x2
O*u 25 , ON
Menjadi
ou, ou ou\ (), 1+ Kpm) 0%
ot Ox oy) Ox (0)  Ox?
O*u 25
14 Kp)os - 22
+< + Ky )8y2 16
+ AT'sinx + Kfm%];[
dp 0%u
=—| = 14+ Kip)=—
(52)+ 0+ K s
+ %MU + AT'sinz + Kfmaa];[
(4.59)

3. Persamaan momentum linier pada sumbu-y dapat dituliskan
sebagai berikut :

Qe e e (), (LK) 0%

Re \ Ot Ox oy) oy Re? 022
2% AT

—ERe Mv—mcosx

(1+ Kyp) 0%v K¢y ON
_|_ - J 7 -
Re  0y? Re Ox
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Menjadi
du, ov oY (0 (Lt Kpm) 0
(0) (at P —H)(?y) = (8y> TR o2
25 AT
— 1—6(O)MU — Wcosx

T a2 (0) o

- (3)

4. Persamaan momentum angular dapat dituliskan sebagai
berikut :

ON | ON  ONY (| K (LON &N
ot Ox oy ) 2 Re 022 0y2

(4.60)

Menjadi

ON ON _ ONN _ () Km) (L1ON N
ot ox oy )~ 2 (0) 922 T By?

ou 1 ov

K\ (0°N
(55 () -

ou
<2N i ay)

(4.61)
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Karena persamaan momentum linier sumbu y sama dengan nol
maka hanya persamaan momentum linier sumbu x saja yang
digunakan dengan persamaan momentum di luar lapisan batas
(ue) merupakan pengganti dari u, sehingga diperoleh :

Oue Oue Oue Op 0%,
e = P+ K)o
ot Tlegr Ty~ o T Km0
25 . ON
_ <16M) Ue + ANT'sinx + Kfma—y
(4.62)

diasumsikan kecepatan aliran bebas u, = sin ¢ (Widodo et al,,
2017), sehingga :

e e 0%u,
=0;—=0;—5=0 4.63
ot " Oy T Oy ( )
kemudian subtitusikan persamaan (4.63) ke persamaan (4.62)

diperoleh :
Ol Op 25 ON

=—— —| =M T Kep— 4.64
ue<8x> ox (16 >u6+ te Ay oy ( )

saat T = 0 dan NV = 0, maka persamaan (4.64) berubah menjadi :

op Oue 25
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Selanjutnya substitusikan (4.65) ke persamaan (4.62) maka

diperoleh :

(
(

- tu—+

ou ou ov O, 0%u
5 . Uay> =Ue <> +(1+ Kyp)

ou ou ov Oue 25

Pu 25 ON
- —M T Kepy—
oy? 16 Ut Altie + K fm oy

Oz ay?

25 ON
- T - We T e m o
(162\4>(u ue) + ANTue + Ky By

(4.66)

Sehingga persamaan akhir dari aliran bebas sebagai berikut.

1. Persamaan Kontinuitas dapat dituliskan sebagai berikut :

oru  Orv

2. Persamaan Momentum Linier dapat dituliskan sebagai
berikut :

ou ou ou 0%u

Oue
R RTTP TTh i R Tle 14 Kp )2
(at+“ax+”ay) “e<ax)+( T Km0
25 ON

(4.68)

3. Persamaan Momentum Angular dapat dituliskan sebagai
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berikut :

U + Vo

ot Oz oy
Kfm 02N ou
= (152 (G - (294 5))

D. Fungsi Alir

(8N ON ON )

(4.69)

Pada dasarnya fungsi alir berfungsi menghubungkan antara
tiga penampang yakni (u, v, w) yang mengalir pada bidang (x, y, 2),
penelitian ini hanya menggunakan dua penampang yaitu pada
dimensi v dan dimensi v dan bergerak pada bidang x dan y. Fungsi
alir dapat dinyatakan dengan (Norasia & Zulaikha, 2019):

U = r_la—w —T_la—w

ik o (4.70)

subtitusikan persamaan (4.67)-(4.69) ke persamaan (4.70)

sehingga didapatkan persamaan sebagai berikut.

1. Persamaan Kontinuitas dapat dituliskan sebagai berikut :

0?1 B 0%
0xdy  O0xdy

(4.71)

2. Persamaan Momentum Linier dapat dituliskan sebagai
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berikut :

10% 100 O 1099 10 <aw>2

rotdy ' r2 0y dxdy r2dx 0y2  r3dx \ dy

Oue 103y 25 1 0
—tie T+ Kp) -2 (20) (=22 o,
“ 8$+( Ty )r8y3 <16 ><7"8y u>
ON

+ ATue + Kfmaiy

(4.72)

3. Persamaan Momentum Angular dapat dituliskan sebagai

berikut :
ON | (100\ON  ( 190) 0N
ot rdy /) Ox rox /) Oy
B Kim\ (0°N 1 0%
=(1+757) ()~ (23 + 1 50)

dengan kondisi batas:
jikat =059 = %,N = 0,7 = 0 untuk setiap z, y.

jikat>0;¢ = %2 =0,N =nS¥, T =1,paday =0

b= 20N = 0.7 — Osanty — o

(4.73)

E. Persamaan Similaritas

Tahapan selanjutnya setelah didapat persamaan pembangun
pada tahap fungsi alir, maka persamaan tersebut akan
ditransformasikan kedalam variabel similaritas berikut
(Muhammad, 2012) :

v =t 2uc(@)r(2) f (.0, t):n = tl%; T = s(w,n,t);

N =t 2ug(z)h(z, 0, t)



50

dengan mensubstitusikan variabel similaritas ke persamaan

(4.72)-(4.73) maka didapatkan persamaan sebagai berikut.

1. Persamaan Momentum Linier dapat dituliskan sebagai

berikut :
03 f Oh no%f 25 of
Oue 92f  [9f\? O%f
1 _— _— =
+ Ast + axt< +f8772 (877) té)tc‘)n
of 0*f foro*f Ofo*f
+ uet | == B A A
on 0xdn roxOn? Oz On?
(4.74)

2. Persamaan Momentum Angular dapat dituliskan sebagai
berikut :

K (0%h ndh h  Ou. [ ,0h of
14 Sm(Z " g7, - p2L
(1+ 2 <8n2)+28n+2+t8x fan han

Oh ; <8f(9h f Or Oh Ofah)

ot T\ opor  rowon  ozon

0% f
-+ Kfmt <2h + 87]2>
(4.75)

dengan kondisi batas:
jilkat=0;f = % = h = s = 0 untuk setiap z, 7.
jikat > 0; f = g% =0,h= —ng%];,s =1,padan=0
g% =1,h=s=0padan — oo.
Penelitian ini diteliti pada titik stagnasi (z ~ 0), oleh sebab itu
nilai ue(z) = sin x = 0 dan % = cos x = 1 sehingga persamaan

(4.74) dan (4.75) dapat dituliskan sebagai berikut.
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Persamaan Momentum Linier dapat dituliskan sebagai berikut:
= (1+ Ky¢p) O’f +ﬁﬁ+t 25M 1—8—f + Ast
Imi\omp) " 202 16 an

e of o2 f on\ . 0*f
+8xt(1<8n> +fo3 >+kfm<an>_tatan

+ ugt (3f 0*f  foro*f of 82f>

on dxdn 1 dx On?  Ox On?

3 2
<:>(1+Kfm)<g ’;>+gg‘§+t< —16M) <g£)+/\st

2 2 2
8 f oh\  0°f
+ cosxt ( 2) +kpm <877> = ti@tan

) f@r@%ﬁf@?f)

+ sinxt

(9:6877 rdx on?  Ox On?

of o
on
0% f 25 0
1+Kfm)< >+72782+t<16M)(1_87J;>+)\8t

of o2 f on\ | 0*f
t(1_<(977> o )*kfm<an>‘tatan

Persamaan Momentum Angular dapat dituliskan sebagai

(4.76)
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berikut :
Ky 0h noh h  Oue [ ,0h af
14 /™ - gz - _pL
= ( T )(%?)*2%*2”% ( on ~ "an
oh Of oh  foroh Of Oh
=t it | — L L
ot ondxr roxdn Oxdn
0’ f
Kt | 2h + —
i ( +0n2)
K, 0’h noh h oh of
<~ <1+2> <an2>+2877+2+t608x<f8n—han

_ O ing (21 0R _ fOr Ok Of Oh
T ondxr roxdn Oxdn

0% f
+Kfmt<2h+a772>

K\ (02 noh h oh of

= (1+59") () * 330+ 3+ (15, a0
oh 0% f
_tat+Kfmt(2h+a772>

(4.77)

Penelitian ini tidak dipengaruhi oleh parameter konveksi, sehingga
nilainya sama dengan nol (A = 0), dengan mensubtitusikan
nilai parameter konveksi tersebut maka persamaan (4.76) dan
persamaan (4.77) dapat dituliskan sebagai berikut.

Persamaan momentum linier dapat dituliskan sebagai berikut:
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o () S8 58) o)

J
on?
or
(- 50) +1m (35) = 3

Persamaan momentum angular dapat dituliskan sebagai
berikut :

K\ (2R  noh  h oh _,of oh
1+ =2dm) (22) 228 = _ —
< T ><8n2)+28n+ t (f on 377 o

+ Kyt (2h+2f>

(4.78)

On2
(4.79)
dengan kondisi batas:
jikat=0; f = % = h = s = 0 untuk setiap x, 7.
jikat > 0; f = % =0,h= —ngng,s =1,padan =20
a£ =1,h=s=0padan — oo
Diasumsikan :
Of _ p. 00 _ (4.80)
an on

Dengan mensubtitusikan persamaan (4.80) ke persamaan
(4.78) dan (4.79) maka diperoleh persamaan sebagai berikut.
Persamaan Momentum Linier dapat dituliskan sebagai berikut:

(14 Kpn) "+ D7+ 40— (FF + £1") + 1o M) (1 — f)
+ Kfmh/ = taJ;L

(4.81)
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Persamaan Momentum Angular dapat dituliskan sebagai
berikut :

K
<1 + fm) R + gh/-F g +t(fh —hf') = 12 + K pmt(2h+ f)

2 ot
(4.82)
dengan kondisi batas:
jikat = 0; f/ = h = s = 0 untuk semua z, 7.
jikat > 0; f=0,h=—nf",s=1,padan =0
f'=1,h=s=0saatn — oco.

F. Penyelesaian Numerik Model Matematika

Pada tahap ini akan dibahas tentang solusi numerik model
matematika dari fluida non-newtonian pada aliran darah manusia
melalui arteri menggunakan metode beda hingga skema Keller
Box. Langkah pertama dari metode ini adalah penyelesaian
notasi, kedua dilakukan diskritasi model, ketiga melakukan
pelinieran model, dan diselesaikan dengan eliminasi blok. Setelah
langkah-langkah tersebut terpenuhi maka akan dilakukan simulasi
model menggunakan software Matlab 2013a dengan menampilkan
output berupa profil kecepatan pada parameter bahan dan

parameter magnetik.

1. Penyelesaian Notasi

Pertama akan merubah persamaan-persamaan orde tinggi
yakni persamaan (4.81) dan (4.82) menjadi persamaan berorde
pertama. Misalkan :

f'=u (4.83)

v =g (4.84)
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h =w (4.85)

Dengan mensubstitusikan persamaan (4.83)-(4.85) ke persamaan
(4.81) dan (4.82), diperoleh persamaan sebagai berikut.

Persamaan Momentum Linier dapat dituliskan sebagai berikut:

(1+Kfm)g’+gg+t(1—(u)2+fg)+t GzM) (1—u)+Kppw = t%

(4.86)

Persamaan Momentum Angular dapat dituliskan sebagai

berikut :

Kfm , M h - oh
<1+2>w —|—§w+§+t(fw—hu) _tat + Kmt(2h + g)
(4.87)

2. Diskretisasi Model

Tahapan selanjutnya setelah melakukan penyederhanaan
persamaan-persamaan menjadi orde pertama adalah
mendiskretisasi persamaan-persamaan menggunakan metode
numerik beda hingga pusat.

Pada persamaan linier (4.83)-(4.85) menggunakan titik pusat
(nj_%,t”) yang terletak pada P;, %, dan untuk persamaan (4.86)
dan (4.87) menggunakan titik tengah (nj_ 1 t”_%) yang terletak
pada segiempat P, P», P53, P, yang terdapat pada gambar berikut :

Sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut:

T = U1 — fj(fj - fit1) = 5(%’ —uj_q) (4
u —ul g 1 1 "
: L : 29;-1_% — E(U?—U?—ﬁ = 5(9?—%—1) (4.89)
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o
P, Py
t" 1 =
: <t diketahui
O pusat
N :
Tk o Ctidak diketahui
t"h T \ :
P, By
‘ i
| | [
T I |

1
int 4 m

Gambar 4.3. Skema Beda Hingga

Y —h%_ 1 1
J =1 _ . n n n _ n n
7 =wi, &= i} (h—hi_q) = 5 (wj - wj_l) (4.90)

Diskretisasi persamaan (4.86) dapat dituliskan sebagai berikut:

u"
1 J1—

(L) s+ (L) | = 13
2

.
J=3

—Uu.
J

kn

n—1
_1
2

N|=

N

dengan

(L1)}_y =[(1+ Kpn)g' + gg (1= (W) + fg) + GZM)

(1 —u) + Kpmu]

— g;.l—g?_l nj_%(n ) n _(n )2
_(1+Kfm)< 7 )+ 5 9 +1" 1= (]

1
2

=



_ 25
+Kfmw]
n—1 n—1
=l gno n:_1
=(1+ Kpp) (gj 9 1) + I (g T - <u’?—
I 2 -1 i-

25
n—1_n—1 n—1 [ 2% _ ,n—1 n—1
+fj_%gj_%]+t <16M> <1 uj._;)—FKfm <wj_;>

Sehingga diperoleh :

9; — gj— nj-1 2
(1+ Kyp,) J J=1 4 1z (g@_ ) + "1 — <u7_1> + /7
lj 2 J J=3 J—3
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atau dapat ditulis sebagai :

T gt n,_1 2
1+ Kp) (gﬂ 9 1>+ 3 (gﬂ l)+t”[1—<uﬁ ) 4
I 2 L
gyt (M) (1) + Kom () =275 (wy)

-1 n—1 2
_ g; B gj—l 77]'_% n—1 n—1 n—1
_—<1—|-Kfm) ( lj ) — 2 gj—% —1 [1— uj_%
) 1

(4.91)

Diskretisasi persamaan (4.87) dapat dituliskan sebagai berikut :

1 J—3
3 2

. ", —h?‘%
_ T

(L)) ()

2

N

2 2 >w
K, Wi —wh_y nj-1 1
=[(1 R 2wy )+ 5 (ny)
[<+ 2)( I )+ > \Wi-1) T3y
w

e (gt B ) = Kt (200 gl )]
2 2 2
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+ t(fw — hu) — K t(2h + g)]

L h
wt
2

Ui
2

=)+

—|

.
I g =
+ 5
S
Tk +
_n ﬁ,J i 1ﬁ2
3 .
SN— \1,AI1,/2 Wh\]
1ﬁ2 e _] — 72
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.nj 1741,_2 I_.l
A~
IT nh.] e
— < L
— — ey w
=L ,n 1
w w] 17_2
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— L
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- .
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atau dapat ditulis sebagai :

Kfm w] _w;l 1 nj*% n 1 n n
[<1+ 2 )( )T (w5s) + 5 (5s) +1

"2
n n n n n n n
(5 gy = gy ) = Kt (25 +07 )] =2
K w? ™t —wh) nj_1
X ):_ 1 fm J j _ 3 [, n-1
(s [< * L 2 \"“i-1

(4.92)

3. Pelinieran Model

Pada tahap ketiga ini, hasil dari diskretisasi model

diliniearisasikan dengan menggunakan metode Newton berikut
(Adhikari et al., 2014) :

f(z+1) f( + 5f

u§l+1) = uy) + 5u§ )

g = 9 4 54 (4.93)
h(1+1) h(Z) + 5h( i)

w](-Hl) = w](- Dy 5w§ g
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Dengan mensubtitusikan bentuk iterasi (4.93) ke persamaan
(4.88)-(4.92), sehingga diperoleh :

l; l;
(85 = 8f5-1) =5 (Ouy = duj1) = = (ff' = fita) + 5 (uf —wi_y)

l l (4.94)

(5uj - 5%;1) - Ej(égj - 59j—1) = *(U? - U?—l) + %(9}1 - 9?—1)
l l (4.95)

(6h; = 8hj—1) = 2 (6w — dwj1) = — (R} = h_y)+ 2 (wf —wf_y)
(4.96)

Dapat ditulis persamaan momentum linier sebagai berikut :

6g; —0gj-1\ | -3 (99 —0gj—1
1 K J J 2 J J nyn
(1+ fm)< ? ) + 5 ( 5 + "l

(5Uj — (5’U,j_1 n (5Uj — (5’U,j_1 2 nrn (5gj — 5gj_1
( 2 ) ! ( 2 AR 2
non  (Ofi=0fi-1\ | n (0fi=0fi-1) (99j —Igj-1

_1
e <25M> 5Uj + 5Uj1> " Kfm <5wj — 5wj1> B 2t" 2
16

N|=

(4.97)
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Dapat ditulis persamaan momentum angular sebagai berikut :

Kfm 511}]' — (511)]',1 nj—% (S’U)j — 5’(1)]‘,1 1
(1 L > ( i ) L 2 3

n (5fj — (5fj_1 5wj — 5wj_1 nin (5Uj — (5u]'_1
+t < 5 5 £hy_ 5

5hj — 5hj_1 _ tn (Shj — (Shj_l 5uj — 5u]'_1
2 2 2

1
K, <5hj — (5hj_1> K <(5gj - 593'—1) _ 2t 2

— "

NI

2

(5hj — (5hj_1 - Kfm U};L — W,y 773‘_% n
( 2 )__[<1+ 2 I T2 (wjf%)

,%<h’]?_%>—t”(f@ W L — R " >+Kfmt”(2h?_%+g;_%)]

1

=3,

+2— (h.
(4.98)

Selanjutnya menyederhanakan persamaan (4.94)-(4.98)
dengan cara menghilangkan orde tinggi yang terdapat pada
5f},5u;-, 5g§-, 5h§- dan (5w§.

Sehingga diperoleh :
l:
(6f; —d6fj-1) — 5](5“]' +duj—1) = (1); (4.99)
l,
(duj = duj1) = 2 (39; + 6g5-1) = (r2); (4.100)

l.
(hj = 0hj1) = 5 (Ow; + dwj—1) = (r3); (4.101)
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(a1)j0g; + (a2)j6g;-1 + (as)jou; + (aa);0uj—1 + (as);0f;
+ (a6) 0 fj—1 + (a7)jow; + (ag)jow;—1 = (r4);
(4.102)
(b1)j0w; + (b2);0w;j—1 + (b3);0h; + (ba)j0hj—1 + (b5);0 f;
+ (b6);0 fi—1 + (b7)j0u; + (bs)j0uj—1 + (bg);0g; + (b10);095-1

= (15);
(4.103)
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dengan

w

J = S) )
1)

/i

(r); =— (
(r2);

gj-

(g7

—le

—|N

-1
i=3

2h" L 4 gt
J—3
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l; 4 i=3
n,m !

(b3); *i - t u;_é Kpmt" — t::
(b4)j =(bs J

t"w;‘_%
(bs); = 9
(b6); =(bs);

£

(b7); = — 5
(bS)J *(57)1
(bo); = Kf;nt
(b10); =(bg);
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Berdasarkan kondisi batas, maka dapat dinyatakan bahwa
0fo=0,0u9 =0,0hg = 0,0up;s = 0,5hp =0,

4. Teknik Eliminasi Blok

Persamaan (4.99)-(4.103) merupakan persamaan yang
diselesaikan menggunkan teknik eliminasi blok, elemen-elemen
pada blok triagonal adalah matrik blok. Dalam menyelesaikan
perlu ditentukan elemen-elemen matrik blok triagonal dengan
membentuknya menjadi tiga kondisi yaitusaat j = 1,5 = M — 1
danj =M

1. Kondisi pada saat j = 1, persamaan (4.84)-(4.88) dapat

dituliskan sebagai berikut :

l.
((5f1 — (5f0) — é((SUl + 5UQ) = (7‘1)1 (4.104)
l,
(Suy — Sug) — 5](691 +8g0) = (r2)1 (4.105)
((Shl — 5}10) — %((571)1 + (S'UJ()) = (7’3)1 (4.106)

(a1)10g1 + (a2)19g0 + (az)16ur + (as)10u + (as)10 fi
+ (a6)10 fo + (a7)10w; + (ag)1dwo = (r4)1
(4.107)
(b1)16w1 + (b2)16wo + (b3)16h1 + (ba)10ho + (b5)19 f1
+ (b6)16 fo + (br)16u1 + (bg)10ug + (bg)1691 + (b10)1090

= (7”5)1
(4.108)

Berdasarkan kondisi batas d fo = 0, dug = 0,0hyo = 0, maka
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persamaan (4.104)-(4.108) dapat ditulisan sebagai berikut :

I
(0f1) — 51(5@01) = (r1) (4.109)
I
(du1) — 51(591 +0g0) = (121 (4.110)
(6h1) — %(5101 + wo) = (1)1 (4.111)

(a1)19g1 + (a2)10g0 + (a3)1dur + (as5)10 f1 + (a7)1dw;
+ (ag)10wp = (ra)1

(4.112)
(b1)10w1 + (b2)10wo + (b3)16h1 + (b5)160 f1 + (b7)10uq

+ (b9)10g1 + (b10)10g0 = (r5)1
(4.113)

maka persamaan (4.109)-(4.113) dapat dibentuk dalam

matriks dibawah ini :

0 o 1 0 0 840
. o -4 o Swg

0o -4 o0 0o -4 f|on
(a2)1 (ag)1 (as)1 (a1)1 (a7h dg1
(bio)1 (b2)1 (bs)1 (bg)1 (b1)1 dwy
50 0 0 0\ [ouw (roh

1 0 00 0f[dm (r2)1

+1 o 1 00 0|]|dfa]=]|(0sn
(as)y 0 0 0 O 0go (ra)1
(b7)1 (b3)1 0 0 O dwo (rs)1
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selanjutnya matrik dapat dituliskan sebagai berikut :

[A1][61] + [C1][02] = [r1]

2. Kondisi saat j = M — 1, dihasilkan persamaan sebagai
berikut :
Ipi—1 B
(0fv—1—0fn—2) — (Sunr—1 + dupr—2) = (r1)m-1
(4.114)
Ipi—1
(Oupr—1 — dupr—2) — 5 (dgnm—1 +0gm—2) = (r2)m—1
(4.115)
Ipv—1 B
(0hpr—1 — dhpr—2) — 5 (Swpr—1 + dwpr—2) = (13) -1
(4.116)

(@) m—10g0—1 + (a2) M—10gnr—2 + (a3) mr—10unr—1
+ (a4) m—16up—2 + (as)v—10 frr—1 + (a6) vi—10 frr—2

+ (ar) m—16wnr—1 + (ag) M—16wnr—2 = (14) -1

(4.117)

(b1)m—10wpr—1 + (b2) m—10wnr—2 + (b3) m—16hpr—1

_|_
_|_
_|_

)

(ba)mr—16har—2 + (bs)nr—19 far—1 + (be) mr—16 far—2
(b7)mr—10unr—1 + (bg) m—10uns—2 + (bg) mr—10gnr—1
(

b10) mM—10g9m—2 = (7'5) -1

(4.118)
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dapat dinyatakan dalam bentuk matriks berikut :

m—1 (a2)m—1  (as)m—1 dgn—2
-1 (bio)m—1 (b2)mr—1 dwpr—2

00 -1 0 0 Sgnr—3
00 0 b1 0 Swar—3
00 0 0 S S g
0 0
0 0

e 1 0 0
-1 0 0 b 0
+ o0 -1 0 0 Sl
(a4)rr—1 0 (a5)vr—1 (ar)m—1 (ar)ar—1

Sunr—2 frt 0 0 0 0\ [dun
Ohpr—o 1 0 0 0 0 dhpr—1
Ofv—1 | + 0 1 000 Sfar
5gM_1 (ag)M_l 0 0 0 O (5gM
(5wa1 (b7)M,1 (bg)M,1 O 0 0 5wM

(r1)ar—1

(r2) -1

= | (r3)m—1

(ra)m—1

(r5)ar-1

Secara sederhana bentuk matriks dapat dituliskan sebagai
berikut :

[Bj][6j-1] + [A;][6;] + [C][6541] = [ry]
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berlaku untuk setiap j = 2,3, ..., M — 1.

3. Kondisi saat j = M, dihasilkan persamaan sebagai berikut :

l
(0far =8 fn-1) = =5 Guns +ups—1) = (ro)y - (4.119)

!

(Sunr — Sups—1) — %(@M +8gu-1) = (ro)m  (4.120)
I

((5hM — (5hM_1) — 7M<5’LUM + 6wM_1) = (Tg)M (4.121)

(a1)ardgnr + (a2)mdgnr—1 + (az)mrdunr + (as)ardunr—1
+ (as)mo far + (a6) o frr—1 + (a7) mowar + (ag) mdwnr—1
= (ra)m
(4.122)
(b1) mowar + (b2) ardwnr—1 + (b3)amrdhar + (ba)ardhpr—1
+ (bs) a0 far + (b6) a6 far—1 + (b7) mduns + (bg) mrdunr—1
+ (bo) mOgnm + (b1o)mbgn—1 = (75)m
(4.123)

dapat dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai berikut :

00 -1 0 0 Sgnr2
00 0 —bn 0 Swar—2
00 0 0 — b Sfar—1
0 0 (ag)nr (a2)nr  (ag)nr | | dgnr—1
0 0 (be)m (bro)m (b2)mr/) \dwn—1
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—lm 0 1 0 0 Sun—1
—1 0 0 &= 0 Shar—1
+1 0 ~1 0 0 -l 8 fu
(a0 (as)m (@) (a7)m dgm
bs)ar  (ba)yr (bs)ar (bo)ar (b1)ms dwps
(r1)m
(ro)m
= | (r3)m
(ra)m
(rs)m

secara sederhana dapat dinyatakan dengan [Bj;][d;—1] +
[AJHCSJ] = [T’j] untuk j = M.

Secara sederhana bentuk matriks pada kondisi j = 1,2,3,....,.M
dapat ditulis sebagai berikut :

J =1 [A1][01] + [C4][62] = [r1]
j =2; [Ba][01] + [A2]
Jj =3; [Bs][d2] + [A3][03]

j =M —1;[By—1][op—2] + [Av—1][0nr—1] + [Crr—1][6m] = [rar—1]
J =M;[Bum][6p—1] + [Am][om] = [rm]

atau dapat dinyatakan dengan

Ad=r (4.124)



dengan
[A1]  [C1]
[Bo] [As] [C9]
(B3]  [A3]
A=
(Bru-1]  [Anr—1]
[Bu]
[01] [r1]
[02] [r1]
o= : =
[Onr-1] [rar—1]
[6n] ]
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untuk menyelesaikan persamaan(4.124) diasumsikan A matriks

non singular dapat difaktorkan kedalam
A=LU

dengan masing-masing L dan U sebagai berikut :

[anr—1]
[Bu]  [am]

(4.125)
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1] [Thr—1]
1]

dengan [/] adalah matriks identitas berode 5 x 5 dan [«;] dan [7}]
adalah matriks ukuran 5 x 5 dengan unsur-unsurnya ditentukan

dengan persamaan sebagai berikut :

kemudian subtitusikan persamaan (4.125) ke persamaan (4.124)
diperoleh persamaan sebagai berikut :

LU =7 (4.126)
U = X, maka
LX =r (4.127)
dengan
[X1]
[Xo]
X = :
[Xr—1]
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dimana [X;] merupakan matriks berukuran 5 x 1 yang memiliki

elemen-elemen yang diperoleh dari persamaan (4.127) yaitu :

(4.128)

setelah elemen X ditemukan selanjutnya menentukan
penyelesaian dari ¢ pada persamaan (4.126) menggunakan

persamaan berikut :

6] =) = [T][6551], 5 = 1,2, M — 1

Perhitungan ini diulang terus menerus dan berhenti ketika telah
terpenuhi kriteria konvergensinya. Menurut Bradshaw, v =
(0,t) merupakan kriteria konvergen, sehingga iterasinya akan
dihentikan ketika |6v(0,¢)| < e dengan nilai € yang sangat kecil
(Ghani, 2011).

G. Analisis Hasil Simulasi Numerik

Setelah diperoleh model matematika secara numerik dengan
metode beda hingga skema Keller Box maka langkah berikutnya
yakni simulasi menggunakan Matlab 2013a dengan menginputkan
model matematika yang telah diperoleh, serta memberikan variasi
parameter magnetik (M) dan variasi parameter bahan (K).
Penelitian ini juga dilakukannya simulasi untuk nilai n = 0 dan
n = 0.5, n adalah konstanta yang mempunyai nilai 0 < n <
1. Jika n = 0 yang merupakan perbandingan komponen vektor
mikrorotasi terhadap gesekan fluida pada permukaan bernilai nol,
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maka suatu unsur mikrokutub yang berada didekat permukaan
benda tidak dapat berotasi. Sedangkan untuk n = 0.5 bagian
tensor tegangan menghilang hal ini disebut kelemahan konsentrasi
unsur mikro. Namun pada penelitian ini mempelajari pada saat
n = 0 dann = 0.5, dengan kata lain karena aliran darah yang
diperiksa dilakukan pada konsentrasi pekat dan setengah pekat.
Dengan memilih partisi waktu sebanyak (¢ = 33), partisin = 60,
0n = l; = 0.1 merupakan stepsize n dan 6t = k" = 0.05
merupakan stepsize dari t, n menyatakan ketebalan lapisan batas
dan ¢ adalah waktu.

1. Pengaruh Parameter Bahan Terhadap Kecepatan Aliran
Darah

Pengaruh parameter bahan terhadap kecepatan aliran darah,
dimana parameter bahan ini adalah parameter yang terdapat pada
fluida mikrokutub. Diberikan nilai parameter bahan sebesar K =
1,K = 2, K = 3dan K = 4, dan pengaruh parameter magnetik
M = 1. Simulasi ini dilakukan pada fluida yang berkonsentrasi
pekat dan setengah pekat, sehingga diperoleh grafik matlab 2013a
berikut

Gambar (4.4) menggambarkan aliran darah berkonsentrasi
pekat. Kecepatan aliran darah mengalami kenaikan pada f' =~ 0
sampai dengan f’ & 5.5 lalu kecepatannya menurun mulai f/ ~
5.5 sampai f° ~ 1. Pada diagram yang ditunjukkan gambar
(4.4) kecepatan aliran darah dengan variansi parameter bahan
menunjukkan bahwa laju aliran darah menurun seiring dengan
bertambahnya nilai variasi parameter bahan yang ditentukan. Hal
ini karena dengan bertambahnya parameter bahan dari fluida

mikrokutub, gesekan yang dihasilkan antara partikel aliran darah
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Diagram Kecepatan aliran darah dengan Yariasi Parameter Bahan
T T T

AARKR

o
B R
|

Gambar 4.4. Diagram kecepatan aliran darah dengan variansi
parameter bahansaat M = 1,n =0

fluida mikrokutub semakin besar dan mengakibatkan kecepatan
aliran darah semakin menurun. Jika nilai variasi parameter bahan
semakin berkurang, maka laju aliran darah semakin meningkat.
Pada Diagram tersebut juga menunjukan perbedaan pengaruh
masing-masing variasi parameter bahan terhadap aliran darah.
Dapat dilihat bahwa aliran darah yang memiliki variasi parameter
bahan yang lebih tinggi, kecepatan aliran darah lebih lambat
dibandingkan aliran darah yang variasi parameter bahannya
rendah.

Selanjutnya melakukan simulasi untuk kecepatan aliran darah
berkonsentrasi setengah pekat dengan nilai variasi parameter
bahan sebesar K = 1,K = 2K = 3 dan K = /4,
diberikan pengaruh parmeter magnetik sebesar M = 1. Hasil
simulasi menunjukkan bahwa kecepatan aliran darah ketika diberi
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pengaruh variasi parameter bahan menurun saat nilai variasi
parameter bahan semakin bertambah dan ketika nilai variasi
parameter bahan semakin berkurang, maka laju aliran darah
semakin meningkat. Tidak ada perbedaan yang signifikan antara

kecepatan aliran darah berkonsentrasi pekat dan setengah pekat.

Diagram Kecepatan aliran darah dengan “ariasi Parameter Bahan
& T T T T

ARRR

o
BoWR =

Gambar 4.5. Diagram kecepatan aliran darah dengan variansi
parameter bahan saat M = 1,n = 0.5

2. Pengaruh Parameter Magnetik Terhadap Kecepatan
Aliran Darah

Pengaruh parameter magnetik terhadap kecepatan aliran
darah. Simulasi dilakukan menggunakan nilai variasi parameter
magnetik sebesar M = 1, M = 2, M = 3,M = 4,dan K =1
sebagai parameter bahan. Simulasi dilakukan pada aliran darah

berkonsentrasi pekat dan setengah pekat, sehingga diperoleh.
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Diagram Kecepatan aliran darah dengan Variasi Parameter Magnetik
6 T T T T

W) =
1

m
T
-4

Gambar 4.6. Diagram kecepatan aliran darah dengan variansi
parameter magnetik saat M = 1,n =0

Gambar (4.6) Kecepatan aliran darah mengalami kenaikan
pada f' ~ 0 sampai dengan f’ = 5.5 lalu kecepatannya
menurun mulai f’ ~ 5.5 sampai f’ ~ 1. Diagram tersebut juga
merupakan simulasi kecepatan aliran darah dengan konsentrasi
pekat, diagram menunjukkan kecepatan aliran darah ketika
diberi pengaruh variasi parameter magnetik terjadi penurunan.
Hal ini terjadi karena adanya medan magnet, semakin besar
parameter magnet maka semakin lambat pergerakannya. M =

pffﬁi menunjukkan bahwa parameter magnetik ()/) berbanding
lurus dengan besar medan magnet ( By ), sehingga semakin
bertambahnya parameter magnetik maka medan magnet semakin
meningkat yang mengakibatkan kecepatan menurun pada aliran
darah. Jika nilai variasi parameter magnetik semakin berkurang,

maka laju aliran darah semakin meningkat. Pada Diagram tersebut
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juga menunjukan perbedaan pengaruh masing-masing variasi
parameter magnetik terhadap aliran darah. Dapat dilihat bahwa
aliran darah yang memiliki variasi parameter magnetik yang lebih
tinggi, kecepatan aliran darah lebih lambat dibandingkan aliran

darah yang variasi parameter magnetiknya rendah.

Diagram Kecepatan aliran darah dengan Variasi Parameter Magnetik
8 T T T T

B b =
1

m
T
-4

Gambar 4.7. Diagram kecepatan aliran darah dengan variansi
parameter magnetik saat M = 1,n = 0.5

Selanjutnya melakukan simulasi untuk kecepatan aliran darah
berkonsentrasi setengah pekat dengan variasi parameter magnetik
sebesar M = 1, M = 2, M = 3 dan M = 4 diberikan pengaruh
parameter bahan sebesar K = 1.

Gambar (4.7) kecepatan aliran darah dengan pengaruh variasi
parameter magnetik menurun ketika nilai variansi parameter
magnetik semakin bertambah dan ketika nilai variasi parameter
magnetik semakin berkurang, maka laju aliran darah semakin

meningkat. Tidak ada perbedaan yang signifikan antara kecepatan
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aliran darah berkonsentrasi pekat dan setengah pekat.

3. Pengaruh Parameter Magnetik Terhadap Kecepatan
Aliran Darah Fluida Mikrokutub

Simulasi dilakukan menggunakan nilai variasi parameter
magnetik sebesar M = 1, M = 2, M = 3 dan M = 4, diberikan
pengaruh parameter bahan sebesar K = 1. Nilai negatif kecepatan
aliran darah fluida mikrokutub fluida menunjukkan arah partikel
mikrokutub dalam fluida, yaitu berlawanan arah jarum jam.
Simulasi dilakukan pada aliran darah yang berkonsentrasi pekat
dan setengah pekat, sehingga diperoleh sebagai berikut.

Diagram Pengaruh Parameter Magnetik terhadap kecepatan aliran darah fluida Mikrokutub
T T T T

TZXE

a WR

/

Gambar 4.8. Diagram pengaruh parameter magnetik terhadap
kecepatan aliran darah fluida mikrokutub saat M =
1,n=20

Gambar (4.8) adalah perbandingan rasio antara gesekan darah



81

pada permukaan terhadap komponen vektor mikrorotasi adalah
nol. Dapat diamati ketika bertambahnya variasi parameter
magnetik maka semakin meningkat kecepatan aliran darah fluida
mikrokutub. Hal ini terjadi karena adanya medan magnet,
medan magnet semakin bertambah dengan bertambahnya variasi
parameter magnetik yang bekerja pada fluida mikrokutub. Dengan
bertambahnya medan magnet maka pergerakan muatan-muatan
listrik dalam parameter magnetik meningkat, sehingga fluida
mikrokutub bergerak lebih cepat. Jika nilai variasi parameter
magnetik semakin berkurang, maka laju aliran darah semakin
menurun.

Selanjutnya melakukan simulasi untuk kecepatan aliran darah
berkonsentrasi setengah pekat dengan nilai variasi parameter
magnetik sebesar M = 1, M = 2, M = 3 dan M = 4 diberikan
pengaruh parmeter bahan sebesar K = 1 maka diperoleh hasil
simulasi sebagai berikut.

Hasil simulasi (Gambar 4.9) menunjukkan bahwa kecepatan
aliran darah fluida mikrokutub meningkat sejalan dengan
bertambahnya nilai variasi parameter magnetik. Hal ini
disebabkan oleh medan magnet yang ada pada darah
sehingga menyebabkan penurunan kecepatan aliran darah
dan mengakibatkan peningkatan kecepatan aliran darah fluida
mikrokutub, dan ketika nilai variasi parameter magnetik semakin

berkurang maka laju aliran darah semakin menurun.
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n darah fluida Mikrokutub
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dap kecepatan alia
T

Gambar 4.9. Diagram pengaruh parameter magnetik terhadap
kecepatan aliran darah fluida mikrokutub saat M =

1,n=0.5



BABYV
PENUTUP

A. Kesimpulan

Berdasarkan analisis dan pembahasan mengenai penyelesaian
numerik fluida non-newtonian pada aliran darah manusia melalui

arteri, dapat diambil kesimpulan:

1. Bentuk matematika dari model aliran darah manusia
melalui arteri diperoleh dengan menurunkan persamaan
pembangun dimensional ke dalam bentuk persamaan
non-dimensional, lalu disederhanakan menggunakan
pendekatan aliran bebas dan disubtitusi fungsi alir,
selanjutnya diubah kedalam persamaan similaritas agar
mendapatkan bentuk akhir model matematika aliran fluida

non-newtonian pada aliran darah manusia melalui arteri.

Persamaan Momentum Linier dapat dituliskan sebagai

berikut :

(14 Kpm) f" + gf” +t( = (f)+ f1") +1 (izM)(l - f’)
,_0f

+ Kfmh = tai];

(5.1)

Persamaan Momentum Angular dapat dituliskan sebagai
berikut :

K
14 =" h”+ﬂh’+ﬁ+t(fh/—hf’) = t%+Kfmt(2h+f”)
2 27 12 ot
(5.2)
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2. Model matematika diselesaikan menggunakan metode
numerik beda hingga skema Keller Box. Dalam
skema Keller Bor mempunyai empat langkah dalam
menyelesaiakan model matematika, yaitu :

(a) Penyelesaian Notasi.

Didapatkan persamaan momentum linier dan
momentum angular sebagai berikut.

Persamaan Momentum Linier :

(1+Kfm)g’+gg+t(1 —(u)*+ fg) +t (%M> (1—u)

16
ou
Kepw=1t—
+ Kgpw h

(5.3)

Persamaan Momentum Angular :

K h oh
14 =™ w’—i—ﬁw—i-f—kt(fw—hu) =t +Kpmt(2h+g)
2 2 2 ot
(5.4)
(b) Diskretisasi Model.
i. Persamaan momentum dapat dilihat pada
persamaan (4.91).
ii. Persamaan momentum angular dapat dilihat pada
persamaan (4.92).
(¢) Pelinieran Model.
i. Persamaan momentum dapat dilihat pada
persamaan (4.102).

ii. Persamaan momentum angular dapat dilihat pada
persamaan (4.103).
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(d) Teknik Eliminasi Blok.
i. Teknik eliminasi blok pada kondisi j = 1, dapat
dilihat pada persamaan (4.109)-(4.113).
ii. Teknik eliminasi blok pada kondisi ;7 = M — 1,
dapat dilihat pada persamaan (4.114)-(4.118).
iii. Teknik eliminasi blok pada kondisi ; = M, dapat
dilihat pada persamaan (4.119)-(4.123).

3. Hasil simulasi numerik menggunakan matlab 2013a

mengenai model matematika aliran fluida non-newtonian
pada aliran darah manusia melalui arteri menggunakan
variasi parameter magnetik dan variasi parameter bahan

pada aliran fluida dapat ditarik kesimpulan sebagai berikut:

(a) Semakin bertambahnya parameter bahan, maka
kecepatan aliran darah semakin menurun, hal ini
karena dengan bertambahnya parameter bahan maka
gesekan yang dihasilkan antara partikel aliran darah
semakin besar. Jika nilai variasi parameter bahan
semakin berkurang, maka laju aliran darah semakin
meningkat. Berlaku untuk konsentrasi pekat dan
setengah pekat.

(b) Semakin bertambahnya nilai parameter magnetik maka
kecepatan aliran darah semakin menurun, hal ini
terjadi karena adanya medan magnet. Jika nilai
variasi parameter magnetik semakin berkurang, maka
laju aliran darah semakin meningkat. Berlaku untuk

konsentrasi pekat dan setengah pekat.

(c) Semakin bertambahnya nilai parameter magnetik maka

kecepatan aliran darah fluida mikrokutub semakin
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meningkat, hal ini terjadi karena adanya medan
magnet. Jika nilai variasi parameter magnetik semakin
berkurang, maka laju aliran darah semakin menurun.

Berlaku untuk konsentrasi pekat dan setengah pekat.

B. Saran

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan, saran untuk
penelitian berikutnya adalah:

1. Penelitian ini dapat dikembangkan dengan menggunakan

pengaruh parameter-parameter non-dimensional lain.

2. Penelitian ini dapat dikembangkan pada aliran darah
manusia melalui arteri dengan adanya stenosis atau
sumbatan aliran darah.
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Lampiran 1. Transformasi Kondisi batas Dimensional ke Non
Dimensional

Pada penelitian ini menggunakan kondisi batas yaitu :

t=0;u=v=N =0,T = T,, untuk setiap 7, 7
0,

N = —ng—g,T:Tw paday =0
U= (z),N =0,T = Ty, paday — o0

t>0u=1v=

dengan mengunakan variabel non-dimensional sebagai berikut

T= ﬁ;%(@ =ue(2)Uso;y = Rel/zg;u = Uio;
N
N=R —1/2%0
maka diperoleh
T="Tw
T_ T - Ty T —Tw ~0
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N=0
N= Re‘al‘/gUoo =0
N— —ngz

P
N= Re‘lC;2Uoo ”a%

OuUs
N= Re‘lC;QU naya?%e—I/2
0

N = —na—Z

sehingga kondisi batasnya menjadi :

t=0;u=v=N =0,T =0untuk setiap =, y
t>0u=v=0,N = ou T — ] paday =0

_n@’

u=uc(x),N =0,T =0,paday — o0

A. Mengubah persamaan dimensional ke persamaan

non-dimensional

Pada penelitian ini menggunakan variabel-variabel berikut :

x y u 1/2 v Uoot D
x a Y e U U v e U a p pfngo
N [ T-T.
N_R*1/2GUTO;7~=£;T=T_:;:o;gx:—simf;gyzcosx

sehingga diperoleh persamaan pembangun non-dimensional

berikut.
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1. Persamaan Kontinuitas

gru  orvN _ g
oz 0y )
darulUs)  d(arvUs,Re™1/?) _0
d(za) O(yaRe~1/2) B
@QUOO+@@UOOR6_1/2 _0
Jdr a dy aRe_y N
oru orv

(et Gyv=) =0

Oru  Orv
e (G4 5y) =

2. Persamaan Momentum Linier pada Sumbu-x
Menurut Leal (2007) bahwa nilai maksimum (T — T,,) kecil,
sehingga :

ppi’ =14 B(T — To) + O(T — Tso)?
fm

Dengan menghilangkan bagian berorde tinggi maka diperoleh :

Lo 1 4 BT - Tow)
Pfm

untuk 3(T — T,) diperoleh :

Poo — P -
= i = —pme(T - Too)
Pfm
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atau

Poo — Pfm = *pfmﬂ(T* Too)

B adalah koefisien panas yang didifinisikan sebagai berikut :

_ 1 apfm
ﬂ—pm@w>

diperoleh persamaan momentum linier sumbu-x berikut :

@+*@+*@ __@_l_( + k ) an+@
Pim\ o1 Tz Ty ) T oz T \WIm TR gz T
_U(b+B0)2ﬂ_pfm5(T_Too)gx

ON

Perhitungan pada ruas kiri
Prm\ o "oz T Yoy

0(uUs) O(uUs) U 0(ulUx)
= Pim (8 (%) T uloo d(za) + (Rel/2> a(yaRel/Q))

(R ot | oot
= Pfm ot a or a dy a

U2 <8u ou Ou)

=P\ o Tz Ty
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Perhitungan pada ruas kanan

_ Op 0’u  0%u 9
——%+(ufm+k:fm) <8x2+8y2> —o(b+ Bo)“u
ON

B 8(ppfmU§o)

9% (uUs 0% (uUs
d(za) g Fopm) o )+ )

d(za)? 8<%)2

—o(b+ Bo)Qquo + prmB9T (T — To)sina
O(NUsa ' Rel/?)
d(yaRe=1/2)

_ el (O Us ) (0%u o 0%
— - <8x>+(ufm+k:fm)<a2 8x2+R682

N
—o(b+ BO)QUUOO + prmB9T (Tw — Too)sinz + kpm UaQRe %y

Dengan menyamakan ruas kiri dan ruas kanan, maka diperoleh :

U% [ Ou ou ouy prmUZ (Op
me(aﬁ“aﬁ“ay)—‘ . (m)““fm““fm)

Uso 0%u 0%u
<a2><8$2 Ra2>—0'(b+BO)2

Woo + ppmBIT (T — Too)sinx
UsxoRe ON
a> Oy

+Ekpm—a—
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Kemudian kedua ruas dibagi dengan pfm% menghasilkan

persamaan sebagai berikut ;

ou\ Op 1
33/) <5$> s+ Kfm),ufmpfmano

2 2
<8“ + Reau> — %0 (b+ Bo)*u

0z Dy U
+ \T'sinx + Ky, %];7
2y 2

DY () e (P

_ pf:LUoo (b4 Bo)*u + AT 'sinx + Kfm%];]
UgZ) o <§Z> i Wg%; +( +Kfm)gzg

_ pfo (b4 Bo)*u + A\T'sinz + Kfmaaj;r

Dalam penelitian ini, diberikan asumsi b = 1By maka dapat

dituliskan sebagai berikut :

1 2
(b + Bo)2 = <4B0 + Bo)

1 4 \?
-B -B
<4 0+4 0>

5.\ 25
b+ By)?=(-By| =B
(b+ Bo) <4 0) 1650

(b+ Bo)?
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sehingga dapat dituliskan sebagai berikut :

<g§: ugz + vZZ) = <g§> L L F Kym) +RIme) gjf; +(1+ Kfm)gzg
- ,Of:f;]oo <§Bg> u+ NT'sinz + Kpp, %];r

<?9;L + ugz + vZZ) S <§Z> L A4 Kpm) +Rffm) gjf; +(1+ Kfm)gzg
- %Mu + NT'sinz + Kfm(?)];]

Dalam hal ini, kf,, = Kpmpifm ; Usa = Rewpp;M = pjfﬁi

A= &% dengan GR = B(Tw—Too)a’

Vi,

3. Persamaan Momentum Linier pada Sumbu-y

@-l-ﬂ@—k@@ _—@—F( + K fm) @‘*—@
Prm\ 5t Tz T Vay ) T oy T WIm TR oz T ey
— (b + Bo)5 — pymB(T — To)gy

ON
R g
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Perhitungan pada ruas kiri

= ﬁ+uy+’@
“ P\t Tz T Yoy

a UU1<>02 a vWso 8 Voo
= pfm (;(P;;t/)) + ulUse gRe”Q) 1 ( LS ) <R 1/2))
21 2 o1/2 2?2
= Pfm ((Ra/ ) 8t (Ra/ )8x+<UUOO> R/) 81})
()
- U2 \ov uUZ '\ Ov vUZ \ Ov
= Pym <<aRel/2>8t + (aR61/2> Oz * <aRel/2> (9y>
U2 ov ov ov
aRel/2 < v >

= Pm ot Moz Ty
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Perhitungan pada ruas kanan

o) v 9%
= — L (g + Fepm) (amg + 8y2> —o(b+ Bo)*w

ot
ON

- meﬁ(T - Too)gy - kfm%

2 [ vUso 2 [ vUso
_ OppnU3) (b ) 0 (Rel/2> 9 (Rel/2>
~ 9(yaRe1/2) Hpm T Bfm 2

d(za)? +8< ya )

—o(b+ Bo)21)UooRel/2 — prmBgT (T — Too)cosx

o)

fm d(za)

U2  0op Uso 0%v 0%v

gy ZF k) ——2 [ 2 4+ Re=—

Pim  Re=172 0y  (gm + kg )azRe*l/2 <0$2 * 68y2>
—o(b+ BO)QUUOQRel/2 — prmBgT (T — Too)cosx

Us N
a?Re~1/2 Oz

— kfm

Dengan menyamakan ruas kiri dan ruas kanan, maka diperoleh

persamaan sebagai berikut :

Pfm QR€1/2 ot oz 8y == Pfm aRe—1/2 ay Hfm fm
L 0721) +R 8721}
@2Re-1/2 \ 9x2 eayz
— o(b+ Bo)*vUscRe'/? — pyBgT

Uss ON

T — Too)COST — Ky —5 oo
( Jeosz ™ 2Rel/? Ox
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Kemudian kedua ruas dibagi dengan pfm#%m menghasilkan

persamaan sebagai berikut :

ov v ov
-1 (oY ov A
he <8t+u8x vf)y)
100 o0 o)
Re\at " "oxr " Vay

Diketahui bahwa nilai (b + By)?

sebagai berikut :

ov ov

_op (Ut Kpm) (0% O
Oy Re Ox? oy?
L 2, A
meUooRe(b + By)“v Ro1/3 05T
Kym ON
Re Ox
_Op | (1+ Kin) & B oa
Oy Re 022 prmUsxRe
2, M A+ Kym)
(b+ Bp)“v Ro1/3 05T o2
Ov _ KymON
Oy?  Re Ox

— 25

= 22 B2 sehingga dapat dituliskan

Re \ Ot Ox oy) Oy Re 022 ppnUsxRe
25 o AT (1+ Kpm) 0%
1650 — pomees + g0
Ksm ON
Re Ox
1 (0w ov ov op (1+Kpy) v 25 4
(L TR T S p 1y
Re ((‘% Yor Tt Uay> y Re  0x? 16R6 !
AT (1+ Kpm) 0*v K ON
- cosT + — it — -—
Rel/? Re2  0y?2  Re Ox
o . o . o ac B2
Dalam hal ini, kf, = Kpppipm; Uso.a = Rewvypy,; M = pfmU(lo

. _ Kfm
’U‘fm - Pfm
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4. Persamaan Momentum Angular

(ON _ON _ON 9*N  0°N
pimJ + =Yim | 5= + 5=

o "oz oy oT?  0y?
ou 0Ov
—k IN + — — 22
fm( +6§ am)

(aNUooRel/Z)

a

(977)

UooRel/? Uoo Rel/?
:mej< (UZ> )%ZZ+UUOO( : )%];7 (;;Z%)

(=5) o
(Real/2) %

.(UgoReWaN U3Re! 0N UgoRel/28N>

—PymJ a? ot tu 2 or 0 a2 Ay

oz oy

[ UZRe'? (aﬂ+ ON = ON
—Ffm aZ or "
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Perhitungan pada ruas kanan
9*’N  0°N — Ou v
m| =+ = | —km 2N+ — — —
v (G5 o7 4 (4 5~ )
Kpmpipm\ . [ 0*NUxRe'?  0?NURe'/?
=\ Hfm T+ J 2,2 T 3 pel)2
2 0x?a’a Oy2a2(Rel/?)a

(K ) 2NUOOR61/2 N OuUsRe'?  9uUy
fmltfm a d(ya) O(raRel/?)

Kpm [ UsoRe? 92N 9°N
=11 e m - K mMfm
< + 2 >'uf J ( a3 or? + Oy? fmby

U;’OQNRel/Q + U;’ORel/?@ — U;’ORefl/?@
a a oy a ox

Kpm [ UsoRe2 92N 0°N

a

Dengan menyamakan ruas kiri dan ruas kanan, maka diperoleh

persamaan sebagai berikut :

; UgoRel/Q aﬂ + 87]\7 4 aﬂ =14+ Kfm ;
Pim] a? o " Yar Y oy ) o ) HomJ
(UOOReW 2N 9N

asd 0x? * 0y? ) — Kpmbesm 2N

U2 (0 Ou 100
0y Reozx

)
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Kemudian kedua ruas dibagi dengan Ug‘%;l/g menghasilkan

persamaan sebagai berikut :
ON S ON +UaiN (14 K\ pfmj (0°N n 0’N
Psm] ot | Oz oy | 2 Usoa \ 02 = Oy?
Uso ou 1 ov
- K 2N + —
fmbifm =" ( +6 +Re@m)

Membagi kedua ruas dengan py,,j
1 &N 9°N

at " "ox 8y 2 Re 0xz2 = Oy?

avfm

Dalam hal ini, i, = prm-Vm; Uso-a = Revpp; j =

B. Penurunan Pada Fungsi Alir

Fungsi alir ini dinyatakan sebagai berikut :

_ Loy
oy

dan
10y

V= ————

r O0x



1. Persamaan Kontinuitas

oru oo _
ox oy
or (13¢> Lo <_13¢) —0
Ox \r Oy oy r 0x
0?1 B 0%
0xOy  Oxdy

2. Persamaan Momentum Linier

ou ou ou dp 0%u 25
T Y - () s+ K )t (20
(at +“8x+”ay> <8x> T+ Kim) 5 <

ON
(u —ue) + NT'sine + Ky ——

Perhitungan pada ruas kiri

(@ + u@ + U%)
ot oz oy

0 (109 10y\ 0 (104 10¢\ 0 (10
—m(ray>+<ray>ax<ray>+<‘mx)ay(ray

dengan menggunakan sifat turunan

dan dengan

9

105

)
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maka diperoleh :

0 (10¢ 1 0y 1oy 1 0% 1oy O [10y
ot (ay> i (ay> (‘rzay " raxay) i (‘a) dy (ay>

0 <18¢) 1 Oy Or o n 1 oY 0% 1 O 6%

3 0y dx Oy | 12 0y dxdy 12 Oz Oy?
1% 10y Py 10w 19 (a¢>2

T rotdy | r2 Oy 0xdy 120z 0y 130z

oy

Perhitungan pada ruas kanan

Op 0%u 25 ) ON
2 10y
Aue 9 (;aj) 25 10
ON
Nlue + K¢y —
+ Ue + K f oy
O 103 25 10y
ON
K _
+ Kpm 8y
Maka diperoleh
102 1 0% 10902 10¢ [0\ due
votdy ooy oo T ow <ay> = tegy T+ Km)

1 9% 25 10 ON
- '8 a 7M -8 e T e K m - a_
r Oy? <16 )(r(‘?y u>+)\ Ue + Ky oy



107

3. Persamaan Momentum Angular

aéjJrungv%Z = (1+ £m> <a;;;z> — Km <2N+gz>
2
) 5 (5) 5 = (00 8) (55)
~m (25 (35) 3)
-(+4) (5%)

ON 109\ ON 109
aﬁ(ray)m*( v or

2
i (2 122

<
Q
8
~
Q| &
&2

r Oy
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Lampiran 2. Transformasi Persamaan Similaritas

Dengan menggunakan fungsi alir sebagai berikut :
— _ 10y
u=-%danv = ~r ox
Persamaan non dimensional yang telah diperoleh dirubah
ke persaman similaritas dengan mentransformasikan persamaan
tersebut ke dalam variabel similaritas berikut.
Y _
= tPuc(w)r(@) f (@, 0m = 75 N =17 Puc(@)h(z,1,1);
T = s(x,n,1)

Persamaan Momentum Linier

rotdy  r2ozdy 2oz oyt ror\oy) | ox

103 25 1 0 ON
+ (1+Kfm);87y3 + (]_6M> (Ue - T‘8y> +)\Tue+Kfm87y

1 8% L] 0% 1 ooy 10 <aw>2_ O,
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Dengan

O _O(vy_lyl ln
ot~ ot \t1/2 28128 2t

8 2 (MPucar(@) ()

_tl/zi(ue(x)r(m)f(% n.1))
Oue ()

+ ue ()t 2 f (. t)

ox
9f(x,n.t)
ox

=t'2r(x) f(a,m,1)

+ ue (@)t ?r(x)

o oy oy
dy  9ndy

_0 L
=—(t"ue(z)r(z)f(z,n, t))tl/Q

on
1 8f<$7777t)
_41)2 - IR
—t ue($)7"($)t1/2 o
9f(x,n.t)

=ue(z)r(zx) an



Q

)
<
Q
<=

Slo &le &l

N———

&
[\
|

of (z,n,t)
T an
wla)r(a) L0

0?f(z,m,t) 1
. (89:7271 ) 1

—~
8
N~—
3
—~
N~—

)
)

on

Jy

/’—‘\\/’:‘\~/’_‘\
4]

I
IS
3]
—
8
~—
3
—~
~—

+1/2

O f(x,n,t)
On?

=@ ()

_0 (0%
oy \ 9y?
0 1
__Ei; <t1/2ue(x)r(x)
1
172t

Py
Oy

w

O f(z,n,t)
on?

62

(2)r(x) féﬁ’gn’ )

P flx,n,t) 1

R

_9
=5

t1/2

(@ nt)
on
Oue(z)r(z) Of (x,n,t)
n
+ 8;:0) e ()

(z) of (x,m,t)
an + ue(x)

0% f(z,n,t)
0xdn

)

+ ue(z)r(x)

+ ue(z)r

of (x,m,1)
on

)
)

on

0y

0% f(x,n,t)
dxdn

+ ue(x)r(x)

Or(x) 0f (z,1,t)
ox an

()

110

O f(x,m,t)

Ozdn



111

oo o1 (3)
-2 <ue<x)r( )af%;?n,t))
o (el @) LT 0y ”W)
o) ZLEI) (L) ¢ oy 2L
_ Ue(:ch(m) 727821‘(69;,217,& N ue(x)r(:C)W

Dapat ditulis bahwa u.(x) = ue,r(z) = r dan f(x,n,t) = f
Perhitungan pada ruas kiri

L% 1000 10 (00)'_ 1090%
rotdy | r2 0y 0xdy 130z \ Oy 2 9z Oy?
1 uernd’f Pf\ 1 af
< ; 587772+uerf)t8n —i—ﬁuera—n
<8u68f or of 82f> 10 < 8f)2

"Bz oy "oz on " aaon ‘73373 "o

1 1/2 aue 1/2 8f 1/2 1 62]!‘
2(t f’l"%+t Ue 8 +t fe t1/2 UeT 82

2 2
= (1ue7“778 J; + 1ue7“af) + (%uerz 8ue <8f)
r

T

r t 20n oto dx \ Jn
a2 2 2, 0 (9F 2 20f O*f
+ Q(Ue) Ta-’lf (Ue) 7"81: (877> 2 (U ) o axan)

1 2
(22 (W20} - Ly, Bueﬂ s
30z \"" On r2 z o2 {1/
1 1 3T82f 1 1 1/2 lif 1
" oz on?

Crzan e gr o an T2 Ueliy2
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wen®f Pf  du (8f>2+1(u6)237“<w>2

2002 T "o T " or \an 9z \ 9
of 82f 10r Of\?%  .Ou. 0%f
2YJ oY 2 “J o ~J

+ (ue) on dxdn 1 ox (1) (877 / dx o2
,0r 92f 1 LOf 2f

T ey T )

Perhitungan pada ruas kanan

3
Ue% +(1 +Kfm)16 L4 + <25M> <ue — 1?) + AT ue
r oy

o royd ' \ 16
+Kfmaa];

Bt () (Br) L)
+ ATue + ki, (i‘;’;)

:uf;;e F (14 Kfm)lfgj]é + e (sz) (1 - gf;) + AT,

Ue O

Dengan menyamakan ruas kiri dan ruas kanan, maka diperoleh

persamaan sebagai berikut :

wendf B Dw O 1 a0 (0]
t 20n? +u€6t6n+ue &U(ﬁn) +r(ue) ox \ On

,Of O°f 167«(%)2 (af>2f8ueazf

on Ox On? te

on dx0n ror
oro*f1 of 0°f ou ue O3 f
_ 2175 - 2207 J e e J
Flue) Ox On? r (e) Ox On? e e +(1+ Kpm) t on3

25 of ue Oh
rue (G ) (1 g )+ 0 vk ()

+ (ue)
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Kemudian kedua ruas dibagi dengan % menghasilkan persamaan
sebagai berikut :

O O Ouc Of 5 uetor (OF\' - Of
= 23n2+t8t817+t8x(877) + r Oz \ On +uet877

0*f  uctor <(9f>2_f8u682f uct Or 9 f

azon v 0z \ oy ar ot T am o Ve
—_— t

af 0*f  due B Ff 25 of
Oh

Bf oh no%f 02 f
1+ K Z — MO Z = 4+ AT
— (1+ fm)<an3>+kfm<8n>+26n2+t(an2+A

25 of duet (L O*F  (9f\
(T (-5 % (%‘(am))
O (0F BF fordif of %
~otag <8773x877 r Oz On? (9:63172>

3 2
= (14 Km) (gné) + Efm (gg) ML <25M>

16
of Aue Pf  (of\*\ _, %f
<1—an>+)\8t+ 8xt<1+f8772_<877 _tat(?n

—|—uet<af o*f  ford*f 8f82f>

n 0xdn  r Oz o Oz On?

Persamaan Momentum Angular

ot  rdy dxr roxrdy) 2 Oy?

1 0%
~ e (254155
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Dengan,

O =2 (P ucla)hia,n.1)
A(t=1/2y, h(z,n,t) 0 1
o (gan)" <t1/2()h(w77,)>

9

ot
—+1/2,, Oh(z 77» —1/2 Oh(x 7:t)
=t P ue(r) —5—— o

1
- Wue(x)h(xﬂ%t)
_.nt onznt) 1 Oh(znt)
- 2t3/2ue(x) o + 751/2ue(x) o
1
- W“e(x)h(%%t)
ON 0 /,_
81‘ al, (t 1/2u€( )h(xﬂ%t))

1 Oue(x) 1
_1517 o h(x7n7t)+ﬂ7ue(x)

ON 8(t‘1/2u6 (x)h(x,n,t)) On

Oh(z,n,t)
ox

oy on Oy
_ Oh(x,n,t) 1
_ 1/2 viL, I, v L
=t () S
( )ah(fb‘ n,t)

0’N 8 ON
a2~y <8y>
_ 0 (ue(z) Oh(z,n,1)\ On
O < t oy ) Ay
ue(x) 1 <62h x,m,t >
t1/2

t
t3(/a: ( (x n, ))
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Dapat ditulis bahwa h(z,n,t) = h

Perhitungan pada ruas kiri

8t+r8y8:c r 0x Oy
n 1 Oh(z,n,t) =1 Oh(x,n,t)

- 1 of(x,n,t
_ QtT/Que(x)h<l', 777t) + ; (ue(x)r(g;)f(ann)>

1 Oue(z) 1 Oh(xz,m,t)

(az\r 10¢ ON 181/;8]\7)

B %(tmf(”“la t)?"(fv)alg”f) + t1/2ue(x)r(x)W

+ tl/QUe((L')f(SU, , t) ag(;) ) (ueiaj) ah(g.’%n’ t))

L 6h+ 1 Oh 1 y +uehgaue u? Of Oh
B2% oy T g T 92 e T2 oy or t1/20778:v

_n

2

<t1/2f8ue 02uf or 8f> <1u ah>
T

n

o “0x t “on
1 + @_ 1 u +uehg8ue u? 8f8h
232 68 t1/2 “or T o T 12 oy o t1/2 on Oz
_uefﬁhaue ugf Oh Or ug oh of

11200 0x  t\2rdndx /2 0ndx
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Perhitungan pada ruas kanan

K\ (9*°N 10%)
(1+75) (Ge ) —m (29 5)

_ <1 N Kfm) (ue(x) 32h(w,77,t)> Ky

2 $3/2 8772
ue(w)h(xm,t) Lue(a)r(z) 0 f(x,7,1)
(2 () )

K, ue 0%h ueh  wue O*f
<1 * ) (WW) ~Hgm <2 (w * ww))

Kfm Ue 82h 82f
(1 2) (Fp )~ Som (2 59

Dengan menyamakan ruas kiri dan ruas kanan, maka diperoleh :

n1 oh 1 oh 1 uhOf oue  ul Of Oh
— s len + Tplenr — agleh + 5o

2¢3/27°0n 120t 213/2 t1/2 on Oz t1/2 on Oz
uef Oh Oue  u2f OhOr  u? 8h8f_(1 Kfm><u68h)

C1129n 9z tY2r Ondx 12 0n ox 2 3/2 On?

o2 f
Kfmtm <2h + 8772)

Kemudian kedua ruas dibagi dengan -% 757z menghasilkan persamaan
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noh  Oh h Of due of oh Oh due
2 +th8n Ox “etan ox tfan Ox

— _
(5) (5)

sebagai berikut :

= “son e

uetf Oh Or
Ty mor onor 2
—Kfmt<2h+g;];>

= (1+55) (5¢) 3 -+ (13 150

82f
<2h * an>
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Lampiran 3. Penurunan Kondisi Awal

of

on

fl§a*—h/
n

Misalkan u, = sinx = 0; %ﬁe =cosx =1

Persamaan Momentum Linier

on? 20n%  Ox on

25 of oh 0% f
¢t -2 )= 2L
* <16M> <1 3n)+kfm<3n> Coton Tt

<8f o*f  ford*f 8f82f>

3 2 2 9
o ()« 350 - () +15)

nd0xdn v dx o Oz On?

93 02 of\? 02
— (14 Kyp) <an§>+28n€+coszt (1—<8;};) +fan‘§>

25 of Oh,  O*f
25

= Uk )+ 2t = (PP 4 17 40 (200) (- 1)

16
/
+ Kfmh/ = t%};
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Persamaan Momentum Angular

— 1+% @ +ﬂ@+ﬁ+taue %_hg
2 on? 20n 2 ox on on
oh of oh  foroh Of Oh
= l5 el 9.~ T 9. 49 " a9 o Km
t6t+tu <8n8x rdxdn Ox dn Ayt
62f>
2h + —5
( o
Ky, 0h noh h oh af
14 =™ - 12247 — _p2L
= ( + > )<8772>—1-26774-2—|—tcos;1c<fa77 h@n
oh 0% f
=t—+ Kt |2h+ —
ot T ( +an2>
Kym no, My ﬁ Il %
— <1+ 5 )h + 5 AR = hf) =t + Kyt
(2h + f")
Maka didapat persamaan untuk menentukan kondisi awal yaitu:
" U 1\2 1" 25
= (LK) "+ o+t 0= () + £ 4t oM
af’
1— Y+ Kpph =t——
(1= f) + Kgm h
Km \ ,u Uy ﬁ ey @
<:><1+ 5 )h +2h+2+t(fh hf)_tat

+ K mt(2h + ")
untuk ¢ = 0, diperoleh persamaan berikut :

= 1+ Kp)f" + gf” + Kb/ =0
h

Kfm " Uy
— (1+—— | h —h'+—=-=0
< + 9 > + 9 + 5

Persamaan diubah menjadi persamaan orde satu dengan



memisalkan f” = s maka
(14 Kpm)s' + gs+Kfmh’ =0
dan diketahui h = —nf”

(1+ Kpm)s' + gs — Kjns' =0

1+ K¢l —n S/—FQS:O
f 2

dengan s’ = j—s maka
n

ds n
dikali dn
(1+ K[l — n])ds + gsdn =0
dibagi 1

(1+ K¢p[l —n])d

s 1
Tan=0
+5dn

120
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kedua ruas diintegralkan

2

(1+ K[l — nl)ins + nz =
2

(1+ K[l — n))ins = ¢ — =

4
. C1 n*
ms = -
(14 K[l —n]) 41+ K[l —n))
c 2
" _ s = 6(1+Kf,ﬂll[17n])74(1+Kj7m[17n])

. 2
c1 _ n
f, _ /(6(1+Kfm[1n])€ AT R i) )dn
2

c1 _ n
f, — TR [1=n]) /e 4(1+Kfm[17n])d77

dengan menggunakan rumus integral eksponensial yang

mensubtitusikan fungsi error (er f)diperoleh :

2

C1 — 7T /',]
f, :€(1+Kfm(1 n)) erf
( P (ES ey ( Ml+KﬁAl—nD»

c

f :\/ﬂ(l + Ky (1 — n))erf(2\/(1 = KZ = n)))em

+ c2

dengan menggunkan kondisi batas :
t>0:f =0,h=—nf padasaatn =0
f' =1, padasaatn — oo
selanjutnya ditentukan nilai ¢z dengan mensubtitusikan
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kondisi batas f/ = O saatn = 0

c1
"=\/7(1+ Ksp(1 —n))er il e K pm (1=n))
£ =\t K1 = m)erf (G teess)
+ 2
Co =0
saat f/ = 1 pada saat  — oo diperoleh m, dengan
e m
erf(oo) =1
€1
"= /m(1+ K¢p(1—n)er " e T E p (1))
[ =7+ Ep(1 =) (o ies i)

c1
1= \/71'(1 + Kfm (1 —n))er f(oo)e ! Hrm=m)

e

1= \/77(1 + Kfm(l — ’I’L))e(1+Kfm(1*"))
em _ 1

VA + Kpm(1 =)

c1
dengan mensubtitusikan c; dan e“**fm®=") pada f’ maka
diperoleh f’ sebagai berikut :

f/ :\/71(1 + Kfm(l — n))erf(Q\/(l n KZ (1 = n)))
1
VTl + Kpn(1—n))
" —er n
f= f(2\/(1 + K (1 — n)))
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untuk mendapatkan f maka f’ diintegralkan

f=[ fan

= er "
_/ f(2\/(1 F K —n)) Jdn

_ : (L+ Kpm(1— )
S AT R oy

2
(G‘W) toes

untuk memperoleh c¢3 maka disubtitusikan kondisi batas f/ = 1
pada saatn — o0

1+ Kpp(1 —
2y/(1+ Ksp(1—n)) @
2
(674(1+K;’m(17'ﬂ))) + 3
C3 = — 1

dengan demikian diperoleh :

o n (1+Kfm(1 _n))
f_nerf(Z\/(1+Kfm(1n)))+2\/ -
([WM —1)
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untuk mendapatkan f” maka f’ diturunkan

_ n
B f(2¢(1 + K (1 — n)))

1
= e

\/71'(1 + Kfpm(1 —n))

o
4(1+Kfm,(17n))

untuk mendapatkan f”’ maka f” diturunkan

d

m _ & oy
=it
2
:i 1 6_4(1+Kfnm(lf’n))
dn \/m(1+ Kppn(1l —n))
72
_ _ Ui 674(1+Kf{m(17n))

201+ Kfm(1 —n))/7(1 + K (1 — 1))
selanjutnya untuk mendapatkan h

h/ —_ _ nf//
1 S
_ e 4(1+Kf,m(17n))

T A0t K- )

h/ — nf//l
2
nn _4(1+Kfm(1—n))

21+ K1 —m)/a(l + Kyl 1)




125

Lampiran 4. Scrip Matlab 2013a

clear all
clc
close all

format long

np = 60; %% banyak partisi eta

nt = 33; %% banyak partisi waktu

ntl = 21; %% banyak partisi waktu untuk small time
na = 0;

%% Nilai Awal Parameter yang di Variasi

K = 1; %input (’input parameter bahan = ');
M = 1; %input (’input parameter magnetik = ');

%% Nilai awal partisi

deleta = 0.1; %step size dari eta
delt = 0.05; %step size dari waktu

%% Input Variasi Parameter
Parameter_bahan
Parameter bahan

(1)=
(2)
Parameter_bahan (3)=
Parameter bahan (4)

(5)=

Parameter_ bahan

magnetik

4

magnetik ;

(1)=0
(2)=1
magnetik (3)=2;
magnetik (4)=3;
magnetik (5)=4

4
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%% Penghitungan eta dan eta”{j-1/2}
for 7 = 2:np

eta(j) = eta(j-1) + deleta;
etac(j) = 0.5x(eta(j) + eta(j-1));
end

%% Penghitungan waktu t dan t"~{n-1/2}

for n = 1:nt

if n ==

t(l) = 0;

tl (1) = 0;

else

t(n) = t(n-1) + delt;
tl(n) = 0.5%(t(n) + t(n-1));
end
end

for i=1:5

k=1;
K = Parameter_bahan (i) ;

M = magnetik (i);

for n = 1l:nt
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while stop > 0.00001

o\
o\

u(j,1,n)
v(j,1,n)

h(j,1,n)

p(j,1,n)

else

j,1,n)
j,1,n)

j,1,n)
jllln)

end

end

for 7

£(
u (
v(j,1l,n)
h (
p(

initial condition

eta(j)xerf(0.5%eta(j)/sqgrt (1l + K

* (1 —-na)))+ 2xsgrt((1 + Kx(1 - na))
/pi)*x (exp (=0.25% (eta (J)"2)/ (1 + R\\
*(1 - na))) - 1);
erf(0.5*eta(j)/sqgrt(l + Kx(1 - na)));
exp (-0.25* (eta(j)"2)/(1 + Kx(1 —-na)))
/sqrt (pi* (1 + K+ (1 - na)));
—na*xexp (-0.25x (eta(3j)"2)/(1 + K

* (1 -na)))/sqrt(pix (1 + Kx(1 - na)));
naxeta (j) xexp (-0.25% (eta(J)"2)/(1 + K
*(1 -na)))/(sqrt(pix (1 + K+x(1 - na)))
*2% (1 + Kx(1 — na)));

ff(jrn_l ’
uu(j,n-1);

.

4

hh (j,n-1
pp (J,n-1

14

)
)
vv(j,n-1);
)
)

2:np
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if n==1
cfb(j,n) = 0; cub(j,n) = 0;
cvb(j,n) = 0; chb(j,n) = 0; cpb(j,n) = 0;
cdervb(j,n) = 0; cderpb(j,n) = 0;
cfvb(j,n) = cfb(j,n)*cvb(j,n);
cfpb(j,n) = cfb(j,n)*cpb( n);
chub (j,n) = chb(j )*cub(j,n);
cuub (J,n) = cub(j,n)"2;

else
cfb(j,n) = ffb(j,n-1);
cub(j,n) = uub(j,n-1);
cvb(j,n) = vvb(j,n-1);
chb(j,n) = hhb(j,n-1);
cpb (Jj,n) = ppb(J,n-1);
cuub (j,n) = cub(j,n)"2;
cdervb (j,n) = ddervb(j,n-1);
cderpb (j,n) = dderpb(j,n-1);
cftvb(j,n) = cfb(j,n)*cvb (3, n);
cfpb(j,n) = cfb(j,n)*cpb(Jj,n);
chub (j,n) = chb(j,n)*cub(3j,n);

end

fb(j,k,n) = 0.5x(£(3,k,n) + £(3-1,k,n));
ub(j,k,n) = 0.5« (u(j,k,n) + u(j-1,k,n));
vb(j,k,n) = 0.5%x(v(j,k,n) + v(j-1,k,n));
hb(j,k,n) = 0.5x(h(j,k,n) + h(j-1,%k,n));
pb(j,k,n) = 0.5« (p(J,k,n) + p(J-1,%k,n))

dervb(j,k,n) = (v(j,k,n) — v(j-1,k,n))/deleta;
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derpb (j,k,n) = (p(j,k,n) - p(j-1,k,n))/deleta;
fvb(j,k,n) = fb(j,k,n)»vb(j, k,n);

fpb (j, k,n) = fb (3, k,n)»pb(J, k,n);

hub (j,k,n) = hb(j, k,n)*ub(j,k,n);

uub (j,k,n) = ub(j,k,n)"2;

if n < ntl + 1
al(j, k) = ((1 + K)/deleta) + (0.25*xetac(3))
+ (tl(n)*fb(j,k,n));
a2(j,k) = (-(1 + K)/deleta + 0.25+etac(]))
+ (t1l(n)xfb(j,k,n));
a3(j,k) = (—(tl(n)xub(j,k,n))) — 0.5%((25/16)

*Mxtl(n)) - (tl(n)/delt);
ad(j, k) = a3(j,k);
ab5(3,k) = (0.5)xtl(n)*vb(3j,k,n);
a6(j,k) = ad5(J,k);
a7(3,k) = 0.5%K;
a8 (j, k) = a7(j,k);
bl(j,k) = ((1 + 0.5xK)/deleta)+(0.25«etac(j))

+(tl(n)*fb(j,k,n));
b2(j,k) = (=(1 + 0.5%K)/deleta)+(0.25xetac(]))
+(tl(n)*fb(j,k,n));
b3(j,k) = 0.25-((0.5)xt1l (n)~*ub(j,k,n))
—(tl(n)*K)—-(tl(n)/delt);
) = b3(3,k);
) = (0.5)*tl(n)*pb(j, k,n);
b6 (j, k) = b3(j,k);
) = —(0.5)*tl(n)+hb(j,k,n);
) = b5(3,k);
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bo9(j,k) = —-0.5%xtl (n)*K;

bl0(j, k)= bo9(Jj,k);

rl(j,k) = £(j-1,%k,n)-£f(j,k,n)+deletaxub(j,k,n);
r2(j,k) = u(j-1,k,n)-u(j,k,n)+deletaxvb(j,k,n);
r3(j,k) = h(j-1,%k,n)-h(j,k,n)+deletaxpb(j,k,n);
r4d(j,k) = —(1 + K)*dervb(j,k,n)-0.5xetac(j)

*vb(j,k,n)-tl(n)*(l-uub(j,k,n)+
fvb(j,k,n)) - Kxpb(j, k,n)-(25/16)
*Mxtl(n)*«(ub(j,k,n)-1)+2xtl(n)
*ub (J,k,n)/delt-(1 + K)+*cdervb(j,n)-
0.5%xetac (j)*cvb(j,n)-tl(n)*(l-cuub(j,n)
+cfvb (j,n))-Kxcpb(J,n)—-(25/16) *M*t1 (n)
* (cub (j,n)-1)-2xtl (n)*cub(j,n)/delt;
$r5(j,k)=0;
r5(j,k) = —(1 + 0.5%K) *xderpb(j,k,n)-0.5xetac(3)
*pb (J,k,n)-0.5+xhb (3, k,n)-tl (n)
« (fpb (j,k,n) ~hub (j, k,n))
+t1 (n) *Kx (2xhb(j,k,n) + vb(j, k,n))
+2%t1l (n)+«hb(j,k,n)/delt- (1 + 0.5%K)
xcderpb (j,n)-0.5*xetac (j) rcpb (J, n)
- 0.5%chb(j,n) ...
-tl(n) = (cfpb(j,n)-chub(j,n)) + tl(n)
*K* (2xchb (j,n) + cvb(j,n)) —-2xtl(n)
*chb (j,n) /delt;

else
al(j, k) = ((1 + K)/deleta) + (fb(j,k,n));
a2 (j,k) = (-(1 + K)/deleta ) + (fb(j,k,n));

a3 (j, k) (-ub (3, k,n))-(0.5%x(25/16) M) - (1/delt);
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a3 (J,k);

= (0.5)*vb(j,k,n);

a3 (j,k);

0.5+%K;

al(j,k);

((1+0.5%K) /deleta)+ (fb(j,k,n));

(=(1 + 0.5%K)/deleta)+ (fb(]j,k,n));

= - ((0.25)xub(]J,k,n))—-(K)—-(1/delt);

b3(3,k);

(0.5)*pb (3, k,n);

b5(J,k);

-(0.5)+«hb(j,k,n);

b7(3,k);

= -0.5%K;

= b9(J,k);
f(j-1,k,n)-f(j,k,n)+deletaxub(j, k,n);
u(j-1,k,n)-u(j,k,n)+deletaxvb(j, k,n);
h(j-1,k,n)-h(3j,k,n)+deleta*xpb(j, k,n);

= —(1 + K)xdervb(j,k,n)-(1l-uub(j,k,n)+

fvb(j,k,n))-Kxpb(j,k,n)-(25/16) *xM

* (ub (J,k,n)-1)+2xub (j,k,n) /delt

- (1 + K)xcdervb(j,n) -

0.5xetac(j)*cvb(j,n) —-(l-cuub(j,n)
+cfvb (j,n))-K+cpb(j,n)—-(25/16) *M
* (cub(j,n)-1) —-2xtl(n)=*cub(j,n)/delt;

%r5(3,k)=0;

r5(3, k)

= —(1+0.5%K) *derpb (j, k,n)-0.5xetac (7J)
*pb(j,k,n)-0.5xhb(j,k,n) (fpb(j, k,n)
~hub (3, k,n))
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+K* (2xhb(j,k,n)+vb(j,k,n)) +2xhb(j,k,n)
/delt—-(1+0.5xK) xcderpb (j,n)-0.5xetac (J)
*cpb (j,n)-0.5xchb(j,n) ...

—(cfpb(j,n) —-chub(j,n))+K* (2xchb(Jj,n)
+ cvb(j,n)) —-2xchb(j,n)/delt;

end

end

%$%$Matrices
a{2,k} = [0 01 0 0; -0.5«deleta 0 0 -0.5
*deleta 0; 0 —-0.5xdeleta 0 0 -0.5
xdeleta; a2(2,k) a8 (2,k) ab5(2,k)
al(2,k) a7(2,k); bl0(2,k) b2(2,k)
b5(2,k) b9(2,k) bl(2,k)]1;

for j = 3:np

a{j,k} [-0.5%deleta 0 1 0 0; -1 0 0 -0.5
*deleta 0; 0 -1 0 0 -0.5xdeleta;
a4 (3, k) 0 a5(3,k) al(j, k) a7(3,k);
b8(3j,k) b4(3j,k) b5(3,k) bo(3j, k)
bl(3,k)1;

b{j,k} = [0 0 -1 0 0; 0 0 O -0.5xdeleta 0;
0 0 00 -0.5«deleta; 0 0 a6(j,k)
a2(j, k) a8(j,k); 0 0 b6(j,k)
b10(j,k) b2(3,k)1;

end;

for §J = 2:np
c{j,k} = [-0.5«deleta 0 O O O; 1 0 O O O;
01 00 0;a3(j,k) 00 0 0;b7(3,k)
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b3(j,k) 0 0 0];

end;

alfa{2,k} = a{2,k};

gamma{2,k} = inv(alfa{2,k})=*c{2,k};

for 7 = 3:np

alfa{j,k} = a{j,k} - (b{J,k}*gamma{j-1,k});
gamma{j,k} = inv(alfa{j,k})=*c{j,k};

end;

for 3 = 2:np

rr{j, k} = [r1(3,k); r2(3,k);r3(3,k);rd (3, k)
;r5(3,k) 15

end;

ww{2,k} = inv(alfa{2,k})*rrr{2,k};

for j = 3:np

ww{j,k} = inv(alfa{j,k})*(rr{j,k} - (b{j,k}
*ww{j-1,k}));

end;

%$%backward sweep

delu(l,k) = 0;delu(np,k) = 0;
delh (1, k) 0;delh (np, k) 0;
delf(l,k) = 0;

dell{np,k} = ww{np,k};

for § = np-1:-1:2

dell{j,k} = ww{j,k}-(gamma{j,k}*dell{j+1,k});
end;

delv(l,k) = dell{2,k} (1,1);



for 3 = np
delu(j-1,k)
delh(3-1,k)
delf (3, k)
delv(j, k)
delp(j, k)
end;

for § =
(3,k+1,n)
h(j,k+1,n)
f(j,k+1,n)
v(j,k+1,n)
(3,k+1,n)

end;

l:np

dell{2,k}
dell{2,k}
dell{2,k}
dell{2,k}

(
(
(

(

2
3
4
5

r

14

14

4

.
r
14
14

1)
1)
1)
1)

4

—-na*xdelv (1l,k);

1:3

= dell{j,k} (1
= dell{]j,k} (2

dell{j,k}

= dell{7, k}

dell{j,k}

Newton’s Method

(3
(4
(5

+ 4+ + + +

%$%check for convergence

stop =
kmax = k;
k = k+1;

end

abs (delv (1l,k));

1);
1);
1);
1);
1);

delu (3
delh (7
elf(j,
delv (7
delp(j,

of the iterations

k)i
k) ;
)i
k) ;
)i

14

14

’

14

’
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%$shift profile

hold on;

"Linewidth’

r2)

"linewidth’,

for 7 = l:np
f(J,n) = £(3,k,n);
uu(j, n) = u(j,k,n);
v(j,n) = v(j, k,n);
h(j,n) = h(j, k,n);
pp(j,n) = p(J, k,n);
end
for 3 = 1l:np
b ( ) = (J,kmax, n) ;
uub ( ) = (J,kmax, n) ;
vvb (j,n) = vb(j,kmax,n);
hhb ( ) = (3, kmax,n);
pprb ( ) = (3, kmax,n);
ddervb (j,n) = dervb (j,kmax,n);
dderpb (j,n) = derpb(j,kmax,n);
end
end
if (i==1)
all=u(:, kmax,nt)
bll=h(:, kmax,nt)
figure (1)
plot (eta,u(:,kmax,nt),’'b’,
hold on;
figure (2)
plot (eta,h(:,kmax,nt),’'b’,

2)
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elseif (i==2)

al2=u(:, kmax, nt)

bl2=h(:, kmax,nt)

figure (1)

plot (eta,u(:,kmax,nt),’g’,’Linewidth’, 2)
hold on;

figure (2)

plot (eta,h(:,kmax,nt),’g’, ’'linewidth’, 2)
hold on;

elseif (i==3)

al3=u(:, kmax,nt)

bl13=h(:, kmax,nt)

figure (1)

plot (eta,u(:,kmax,nt),’r’,’Linewidth’, 2)
hold on;

figure (2)

plot (eta,h(:,kmax,nt),’r’, ’'linewidth’, 2)
hold on;

elseif (i==4)

ald=u(:, kmax, nt)

bl4d=h(:, kmax,nt)

figure (1)

plot (eta,u(:,kmax,nt),’c’,’Linewidth’, 2)
hold on;

figure (2)

plot (eta,h(:,kmax,nt),’c’, ’'linewidth’, 2)
hold on;

elseif (1i==5)

al5=u(:, kmax, nt)



bl5=h(:, kmax,nt)

figure (1)

plot (eta,u(:,kmax,nt),’y’,’Linewidth’, 2)

grid on;

hold on;

figure (2)

plot (eta,h(:,kmax,nt),’y’, ’'linewidth’, 2)

hold on;

title ('Kurva Kecepatan aliran darah dengan
Variasi Parameter Bahan’)

title ('Kurva Kecepatan aliran darah dengan

Variasi Parameter Magnetik’)

legend(’K = 0’,’K = 1’,’K = 2’ ,’K = 3’,'K =
legend('M = 0',"M=1",'"M=2'",'"M = 3",'M =
xlabel (' \eta’)

ylabel (! \partial f / \partial \eta ')

grid on;

figure (2)

hold on;

title (' pengaruh parameter magnetik terhadap
kecepatan mikrokutub’)
legend('M = 0’ ,’M = 1',’M = 2/,'M = 3’ ,'M =
xlabel (" \eta’)
ylabel ("h’)
grid on;
end

end
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