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ABSTRAK

Studi dinamika fluida memainkan peran penting pada aliran
fluida dalam tubuh manusia, dan pemodelan matematika aliran
darah merupakan bidang penting dalam fisika peredaran darah.
Penelitian ini menyajikan model matematika aliran darah yang
sederhana dengan asumsi darah adalah fluida non-newtonian
yang diatur oleh persamaan kontinuitas, persamaan momentum
linier dan persamaan momentum angular. Penelitian ini juga
mengkaji tentang aliran darah manusia melalui arteri dengan
pengaruh parameter magnetik (M) dan pengaruh parameter
bahan (K) terhadap profil kecepatan linier dan mikrorotasi.
Persamaan pembangun dimensional ditransformasikan menjadi
persamaan non dimensional, kemudian dirubah menjadi
persamaan similaritas. Kemudian penyelesaian numerik
dilakukan dengan menggunakan metode Keller − Box dan
disimulasikan menggunakan matlab. Hasil simulasi menunjukan
bahwa ketika parameter magnetik (M) dan parameter bahan
(K) ditingkatkan, maka kecepatan aliran fluida non-newtonian
pada aliran darah manusia melalui arteri mengalami penurunan.
Parameter magnetik (M) pada aliran darah fluida mikrokutub
menunjukkan bahwa aliran darah meningkat seiring dengan
bertambahnya nilai variasi parameter magnetik.

Kata kunci : Aliran darah, Fluida Non-Newtonian, Keller-Box,
Matlab 2013a.
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DAFTAR SIMBOL

Variabel :

u = Kecepatan terhadap arah sumbu x

y = Kecepatan terhadap arah sumbu y

t = Waktu

T = Temperatur

Parameter :

Ue = Kecepatan fluida pada aliran bebas

B = Gaya magnet

B0 = Medan magnet

E = Medan listrik

σ = Daya hantar listrik

b = Induksi medan magnet

M = Parameter magnetik

λ = Parameter konveksi

N = Parameter mikrorotasi

Kfm = Parameter bahan

g = Gravitasi

t = Waktu
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vii

T = Temperatur

Re = Bilangan Reynolds

ρfm = Densitas fluida

ρ∞ = Massa jenis diluar area lapisan batas

p = Tekanan

ue = Kecepatan free stream

F = Gaya

j = Densitas mikro inersia

vfm = Viskositas kinematik

γfm = Gradien viskositas

µfm = Viskositas dinamik

β = Ekspansi panas
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BAB I

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Pemodelan matematika adalah salah satu cabang ilmu dari

matematika terapan. Pemodelan matematika digunakan untuk

menggambarkan masalah-masalah di kehidupan nyata dalam

bentuk sistem persamaan matematika. Dalam hal ini, sistem

persamaan matematika disebut sebagai model matematika

(Ahmad et al., 2019). Model matematika digunakan tidak hanya

dalam bidang industri dan bidang teknik, tetapi juga dalam bidang

kesehatan. Seiring berkembangnya zaman, banyak penelitian

mengenai model matematika dalam dinamika fluida.

Dinamika fluida adalah suatu ilmu terapan yang menggunakan

pemodelan matematika dan diselesaikan dengan solusi numerik

(Norasia & Ghani, 2023). Perkembangan ilmu dinamika fluida

semakin berkembang dari waktu ke waktu. Dalam ilmu dinamika

fluida, fluida adalah zat yang terus berubah bentuk setelah

mengalami tegangan geser, sekalipun tegangan gesernya relatif

kecil. Tegangan geser diperoleh dari gesekan antara fluida dan

permukaan benda sehingga menyebabkan terbentunya lapisan

yang disebut dengan lapisan batas, terbentuknya lapisan batas

dipengaruhi oleh beberapa faktor antara lain seperti viskositas dan

gaya inersia fluida (Setyo , 2017). Fluida meliputi zat cair dan

gas, berdasarkan sifat kemampatannyanya, fluida dibagi menjadi

dua kelompok yakni fluida yang mampu mampat (compressible)

dan fluida tak mampu mampat (incompressible) (Ghurri, 2014).

Dalam menghitung kecepatan suatu aliran fluida dibutuhkan
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beberapa parameter untuk mempengaruhi aliran tersebut, banyak

parameter yang bisa digunakan misalnya parameter magnetik,

parameter bahan, parameter panjang karakteristik, dsb.

Mengenai penelitian tentang aliran fluida dalam bidang

industri telah dilakukan oleh Norasia (2019), meneliti tentang

kecepatan dan temperatur dari fluida nano Zn-Air dan ZnO-Air

dan menghasilkan kesimpulan bahwa dengan meningkatnya

parameter magnetik, kecepatan dan temperatur keduanya

mengalami penurunan. Penelitian aliran fluida dalam bidang

teknik telah dilakukan oleh Rosha (2022), dengan menghasilkan

alat peraga materi fluida yang digunakan sebagai pembelajaran

peserta didik untuk memahami materi. Kebanyakan penelitian

dibidang teknik menggunakan fluida newtonian, sedangkan di

fenomena nyata tidak hanya ada fluida newtonian tetapi ada juga

fluida non-newtonian. Fluida newtonian merupakan fluida yang

mempunyai sifat tidak mendapat perubahan pada viskositasnya

di saat diberikan gaya, atau bersifat permanen. Pada saat yang

sama, fluida non-newtonian tidak menunjukkan sifat tersebut,

contoh fluida non-newtonian yaitu cat, minyak pelumas, lumpur

dan darah (Martanegara et al., 2013).

Darah adalah cairan dalam sistem peredaran darah manusia.

Darah memainkan peran dalam sistem peredaran darah atau

dalam transportasi tubuh manusia, aliran darah bergerak

keseluruh tubuh untuk mendistribusikan oksigen dan nutrisi

ke seluruh sel dan jaringan tubuh (Norasia et al., 2024). Pada

manusia, darah didenyutkan oleh jantung ke semua organ tubuh

untuk terjadinya proses peredaran darah, dalam hal ini terdapat

organ pembuluh darah yang berperan sebagai jalur aliran darah

(Salman et al., 2018). Ketika darah mengalir di dalam tubuh
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melalui pembuluh, pada dinding pembuluh akan terjadi sebuah

tekanan yang sering disebut tekanan darah. Faktor utama

terjadinya tekanan darah yaitu laju aliran darah, ukuran pembuluh

darah, dan gradien tekanan (Khalid et al., 2021). Pembuluh

darah dibagi menjadi tiga yakni arteri, kapiler dan vena. Arteri

merupakan pembuluh darah yang mengangkut darah dari jantung

ke seluruh organ tubuh, kapiler menjadi penghubung antara arteri

dan vena, dan vena merupakan pembuluh darah yang membawa

darah dari organ tubuh untuk kembali ke jantung (Sarpini &

Rusbandi, 2016).

Penelitian tentang aliran darah dilakukan oleh Riri Jonuarti

(2011), yang menguji fluida aliran darah dalam stenosis, kecepatan

aliran darah dengan parameter jarak stenosis dari ujung pembuluh

darah menghasilkan semakin jauh stenosis dari ujung arteri,

maka semakin menurun kecepatan aliran darah, penelitian lainnya

konsep aliran darah melalui arteri sudah di selidiki oleh Changdar

(2015) yang memperlakukan arteri sebagai tabung silinder dan

dimampatkan. Penelitian serupa dilakukan dengan asumsi darah

tak mampu mampat telah diselediki oleh Khalid (2021).

Merujuk pada penelitian diatas, dalam Tugas Akhir ini peneliti

tertarik untuk mempelajari tentang fluida non-newtonian pada

aliran darah manusia melalui arteri. Penelitian ini memperhatikan

bagian arteri karena arteri merupakan pembuluh besar yang

membawa darah dari jantung ke seluruh tubuh dan darah

diasumsikan memiliki sifat non-newtonian. Batasan masalah

digunakan untuk membuat model matematika aliran darah

manusia melalui arteri. Model yang dihasilkan kemudian

diselesaikan dengan menggunakan metode beda hingga skema

KellerBox. Metode yang diusulkan memungkinkan untuk
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memperlihatkan penyelesaian aliran darah manusia menggunakan

metode yang sudah ditentukan. Selanjutnya, disimulasikan

menggunakan program Matlab 2013a.

B. Rumusan Masalah

1. Bagaimana membangun model matematika dari fluida

non-newtonian pada aliran darah manusia melalui arteri ?

2. Bagaimana menyelesaikan model matematika dari fluida

non-newtonian pada aliran darah manusia melalui arteri

menggunakan penerapan metode beda hingga skema

KellerBox?

3. Bagaimana pengaruh parameter bahan dan parameter

magnetik terhadap kecepatan, serta pengaruh parameter

magnetik terhadap kecepatan mikrorotasi dari fluida

non-newtonian pada aliran darah manusia melalui arteri

menggunakan software matlab 2013a.

C. Tujuan Penelitian

1. Membangun model matematika dari permasalahan fluida

non-newtonian pada aliran darah manusia melalui arteri.

2. Menyelesaikan model fluida non-newtonian pada aliran

darah manusia melalui arteri menggunakan penerapan

metode beda hingga skema KellerBox.

3. Menganalisis pengaruh parameter bahan dan parameter

magnetik terhadap kecepatan, serta pengaruh parameter

magnetik terhadap kecepatan mikrorotasi dari fluida
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non-newtonian pada aliran darah manusia melalui arteri

menggunakan software matlab 2013a.

D. Manfaat Penelitian

1. Bagi penulis diharapkan dapat menambah wawasan dan

pengetahuan tentang penelitian yang berkaitan dengan

matematika terapan khususnya pada pemodelan aliran

fluida non-newtonian.

2. Bagi lembaga diharapkan dapat dijadikan tambahan

pembelajaran perkuliahan khususnya tentang materi

fluida non-newtonian.

3. Bagi pembaca diharapkan dapat menjadi rujukan untuk

dikembangkan pada penelitian yang akan datang.

E. Batasan Masalah

1. Media aliran darah adalah arteri pada manusia sehat (tidak

ada sumbatan atau stenosis).

2. Pembuluh darah arteri diasumsikan berbentuk silinder,

berukuran pendek dan tidak mengalami perubahan jari-jari.

3. Metode numerik yang digunakan adalah metode beda hingga

dengan skema KellerBox .



BAB II

LANDASAN PUSTAKA

Pada bab ini akan diberikan penelitian-penelitian terdahulu

untuk dijadikan referensi. Selain itu juga diberikan beberapa

pembahasan yang berkaitan dengan penelitian ini, yakni sistem

peredaran darah, fluida, bilangan non-dimensional reynolds,

persamaan pembangun, metode beda hingga, dan skema

KellerBox.

A. Penelitian Terdahulu

1. Pada tahun 2019, Basuki Widodo melakukan penelitian

yang berjudul ’Unsteady nano fluid flow through magnetic

porous sphere under the influence of mixed convection’.

Penelitian ini mempelajari tentang permasalahan fluida

nano melalui bola berpori di bawah pengaruh konveksi

campuran. Hasil simulasi memperoleh bahwa kecepatan

dan suhu akan menurun ketika nilai parameter magnetik

ditingkatkan, kecepatan dan suhu meningkat ketika nilai

konveksi campuran semakin besar. Persamaan penelitian

Basuki Widodo dengan penelitian saat ini adalah sama-sama

mengsimulasikan pengaruh parameter magnetik terhadap

kecepatan, perbedaannya adalah penelitian saat ini selain

menggunakan parameter magnetik juga menggunakan

parameter bahan.

2. Pada tahun 2015, S. Changdar dan S. De melakukan

penelitian yang berjudul ’Numerical Simulation of Nonliner

6



7

Pulsate Newtonian Blood Flow throught a Multiple Stenosed

Artery’, model matematika untuk aliran darah pada arteri

stenosis multiple telah diselesaikan di penelitian ini,

dengan melibatkan parameter bahan dan meningkatkan

bilangan reynolds maka menghasilkan gesekan dinding

meningkat, stenosis multiple memiliki pengaruh yang

signifikan terhadap gesekan tersebut. Persamaan penelitian

Changdar dengan penelitian saat ini adalah sama-sama

menghitung kecepatan aliran darah pada arteri dan

melibatkan parameter bahan, perbedaanya adalah darah

dalam penelitian saat ini memiliki sifat yang tak mampu

mampat.

3. Pada tahun 2021, A K Khalid melakukan penelitian yang

berjudul ’A review of mathematical modelling of blood flow

in human circulatory system’, penyelesaian dari model

matematika, tidak hanya menentukan model matematika

aliran darah, penelitian ini juga mengembangkan model

aliran tekanan darah dengan asumsi darah mengalir pada

arah-z. Simulasi dari kedua model yaitu model laju aliran

darah dan model tekanan darah dipengaruhi oleh perubahan

luas penampang dan gradien tekanan. Persamaan penelitian

A K Khalid dengan penelitian saat ini adalah sama-sama

menghitung kecepatan aliran darah pada arteri, perbedaanya

adalah penelitian saat ini hanya akan menghitung pada

arah sumbu x dan y, pada penelitian A K Khalid selain

menghitung kecepatan aliran darah pada arah sumbu z tapi

juga menghitung model tekanan darah.

4. Pada tahun 2018, Gelar Salman, Siti Fatimah, dan Kartika
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Yulianti melakukan penelitian yang berjudul ’Model

Matematika untuk Kecepatan Aliran Darah’, membahas

tentang model matematika kecepatan aliran darah yang

menghasilkan kesimpulan bahwa kecepatan aliran darah

dipengaruhi oleh jari-jari pembuluh dan gradien tekanan

darah, persamaan penelitian Gelar Salman dengan penelitian

saat ini adalah sama-sama menghitung kecepatan aliran

darah, perbedaanya adalah penelitian saat ini menggunakan

metode beda hingga skema Keller Box dan pada penelitian

Gelar Salman menggunakan metode pemisahan variabel.

5. Pada tahun 2021, Mohammad Ghani dan Wayan Rumite

melakukan penelitian yang berjudul ’Keller Box Aliran

Konveksi Campuran Pada Bola Padat dengan Efek MHD’,

penelitian ini mempelajari tentang permasalahan aliran

fluida diatas permukaan bola dengan efek MHD, dengan

menggunakan pengaruh parameter angka prandtl,

viskoelastik, dan konveksi campuran. Hasil simulasi

numerik menunjukkan bahwa ketika bertambah besar

angka prandtl maka semakin rendah suhu dan kecepatan

dari aliran fluida, berbanding terbalik dengan parameter

viskoelastik, konveksi campuran, semakin besar angka

parameternya semakin meningkat juga suhu dan kecepatan

aliran fluida. Persamaan penelitian Ghani dengan penelitian

saat ini adalah menggunakan metode KellerBox untuk

menyelesaikan persamaan pembangun, perbedaanya adalah

penelitian ghani menggunakan persamaan energi sedangkan

penelitian saat ini hanya menggunakan persamaan

kontinuitas dan persamaan momentum.
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B. Sistem Peredaran Darah

Sistem peredaran darah merupakan sistem transportasi tubuh

yang membawa makanan, oksigen dan semua zat penting lainnya

ke sel-sel jaringan. Sistem peredaran darah terdiri dari jantung

yang memompa darah, dan vaskular (Manaba, 2016). Pembuluh

darah merupakan belahan sistem peredaran darah. Ada tiga

jenis utama pembuluh darah, salah satunya adalah arteri yang

mengangkut darah keluar dari jantung; kapiler tempat pertukaran

air, nutrisi, dan bahan kimia; vena yang mengembalikan darah

dari kapiler ke jantung (Peate & Nair, 2018). Gambar (2.1) adalah

simulasi gambar dari pembuluh darah .

Gambar 2.1. Pembuluh darah

Pembuluh darah arteri terletak agak jauh dari permukaan

tubuh, dinding arteri terdiri dari tiga lapisan yaitu tunica intima

yang terdiri dari lapisan tipis sel-sel endotel, tunical media yang

terdiri dari otot polos dan serat elastis, tunical externa atau lapisan
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luar yang terdiri dari saraf dan jaringan kolagen. Simulasi gambar

pembuluh darah arteri ditunjukkan pada gambar dibawah ini:

Gambar 2.2. Pembuluh darah arteri.

C. Fluida

Di alam semesta, zat terbagi menjadi tiga bagian yaitu padat,

gas dan cair. Zat padat jika dilihat secara langsung mempunyai

sifat tetap, sedangkan zat cair dan gas memiliki sifat menerima

terhadap perubahan bentuk dan kemampuan untuk bergerak.

Zat yang memiliki kekuatan untuk bergerak mengalir disebut

dengan fluida. Fluida merupakan zat yang akan mengalami

perubahan bentuk terus menerus apabila mendapat tegangan

geser sekecil apapun (Kironto, 2018). Tegangan geser merupakan

perbandingan antara luas suatu permukaan dengan besarnya gaya

geser yang terjadi (Ghurri, 2014). Fluida terbagi menjadi 2, yakni

fluida newtonian dan fluida non newtonian.
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1. Fluida Newtonian dan Fluida Non-Newtonian

Fluida newtonian merupakan fluida yang diatur Hukum

Newton, fluida dengan tegangan gesernya berkorelasi secara linier

dengan laju deformasi, fluida newtonian juga merupakan fluida

tak kental atau dapat dikatakan tidak dapat mengalami perubahan

apabila diberika suatu gaya geser berapapun. Keunikan dari fluida

newtonian yaitu mempunyai kemampuan untuk terus mengalir

berapapun gaya geser yang diberikan, hal ini dapat terjadi karena

viskositas dari suatu fluida newtonian tidak berubah (Ghurri,

2014). Contoh fluida newtonian adalah gas, oli, minyak, bensin,

air, dan udara. Sedangkan, Fluida non-newtonian adalah fluida

yang mengalami perubahan viskositas saat diberi gaya. Pada fluida

non-newtonian tegangan gesernya tidak berbanding lurus dengan

laju deformasi (Kironto, 2018). Salah satu fluida yang memiliki

karakteristik non-newtonian adalah fluida mikrokutub.

2. Fluida Mikrokutub

Fluida mikrokutub adalah fluida dengan struktur mikronya

terdiri dari partikel-partikel yang mampu berrotasi dan dapat

berputar secara acak dengan rotasi mikronya masing-masing

atau kerap disebut stress momen. Stress momen merupakan

gaya rotasi yang diterapkan pada elemen fluida, dan ini dapat

mempengaruhi aliran fluida atau mempengaruhi struktur fluida

seperti vortex (pusaran) yang terbentuk (Anggriani , 2016).

Contoh dari fluida mikrokutub adalah cairan koloid, dan cairan

vaskular pada manusia atau hewan (Abdel-Rahman, 2009).
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3. Aliran Lapisan Batas

Lapisan batas merupakan lapisan yang terletak diantara benda

dan fluida. Lapisan batas tercipta karena adanya gesekan atau

tekanan aliran fluida dengan permukaan benda karena pengaruh

viskositas maupun gaya inersia. Menurut Rohani (2021), aliran

fluida dibagi menjadi tiga yaitu:

1. Aliran Laminer, pada aliran laminer tiap partikel fluida

mengikuti aliran yang lurus, dan lintasan-lintasan ini tidak

memotong satu sama lainnya. Ditunjukan pada gambar

dibawah ini:

Gambar 2.3. Aliran Laminer.

2. Aliran Transisi adalah aliran pergantian dari aliran laminer

ke aliran turbulen. Ditunjukan pada gambar dibawah ini:

Gambar 2.4. Aliran Transisi.

3. Aliran Turbulen merupakan aliran fluida yang geraknya
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tidak beraturan dan kecepatan dari alirannya berubah-ubah.

Ditunjukan pada gambar dibawah ini:

Gambar 2.5. Aliran Turbulen.

D. Bilangan Non-Dimensional Reynolds

Bilangan Reynolds adalah bilangan tak berdimensi yang

menganalisis gaya inersia fluida. Bilangan Reynolds juga

merupakan bilangan yang menunjukkan batas aliran laminar atau

turbulen. Aliran laminar hanya terjadi pada kecepatan rendah. Jika

kecepatan meningkat, arus berputar lokal terjadi, yang disebut

arus turbulen. Tidak ada aliran turbulen di seluruh fluida, lapisan

di dekat dinding tabung masih bersifat laminar (Sarojo, 2013).

Bilangan Reynolds di deskripsikan sebagai berikut:

Re =
GayaInersia

GayaV iskositas

Re =
ρV R

µ

Dengan

ρ : kerapatan fluida

V : kecepatan aliran

R : diameter tabung

µ : viskositas kinematik fluida
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E. Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah persamaan yang melibatkan

variabel-variabel tak bebas dan derivatif-derivatifnya terhadap

variabel-variabel bebas. Persamaan diferensial dibagi menjadi

dua yaitu persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial

parsial. Persamaan diferensial biasa (PDB) adalah suatu

persamaan diferensial yang hanya mempunyai satu variabel bebas,

jika y(x) adalah suatu fungsi satu variabel, maka x dinamakan

variabel bebas dan y dinamakan variabel tak bebas. Persamaan

diferensial parsial (PDP) adalah suatu persamaan diferensial yang

mempunyai setidaknya dua variabel bebas, jika z adalah variabel

terikat (dependent) dan x, y adalah variabel bebas (independent)

maka z = f(x, y) (Lumbantoruan, 2019).

F. Metode Beda Hingga

Metode beda hingga merupakan pendekatan solusi secara

numerik untuk menyelesaikan suatu persamaan diferensial. Solusi

yang diperoleh secara numerik adalah solusi pendekatan dari

solusi sebenarnya, maka berarti terdapat (error) sebesar selisih

antara solusi sebenernya dengan solusi pendekatan. Error pada

solusi numerik harus dihubungkan dengan polinom pendekatan

fungsi sebenarnya. Kakas (tools) yang digunakan untuk membuat

polinom pendekatan adalah deret Taylor (Munir, 2021).

Definisi Deret Taylor : Andaikan f dan semua turunanya,

f ′, f ′′, f ′′′, ..., menerus didalam selang [a, b]. Misalkan x0 ∈ [a, b]

maka untuk semua nilai-nilai x disekitar x0 dan x ∈ [a, b], f(x)

dapat diperluas (diekspansi) ke dalam deret Taylor berikut :
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f(x) = f(x0)+
(x− x0)

1!
f ′(x0)+

(x− x0)
2

2!
f ′′(x0)+

(x− x0)
3

3!
f ′′′(x0)+...

Secara umum, terdapat tiga pendekatan dalam metode beda

hingga yakni beda maju, beda mundur, dan beda tengah. Ketiga

pendekatan tersebut dapat ditulis dalam persamaan berikut

(Yulistiyanto, 2017):

Gambar 2.6. Metode Beda Hingga

Persamaan differensial numerik dari f(x+ h) dan f(x− h) :

f(x+ h) =Σ∞
k=0

∆xk

k!
fk(x) = f(x) +

∆x

1!
f ′(x) +

∆x2

2!
f ′′(x)

+
∆x3

3!
f ′′′(x) + ....

(2.1)

f(x− h) =Σ∞
k=0(−1)k

∆xk

k!
fk(x) = f(x)− ∆x

1!
f ′(x) +

∆x2

2!
f ′′(x)

− ∆x3

3!
f ′′′(x) + ....

(2.2)

a. Beda Maju .

Metode beda hingga beda maju dapat di deskripsikan sebagai
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berikut :

f(x+ h) = f(x) +
∆x

1!
f ′(x) +

∆x2

2!
f ′′(x) +

∆x3

3!
f ′′′(x) + ...

f(x+ h)− f(x) = ∆xf ′(x) +
∆x2

2!
f ′′(x) +

∆x3

3!
f ′′′(x) + ...

f(x+ h)− f(x)

∆x
= f ′(x) +

∆x

2!
f ′′(x) +

∆x2

3!
f ′′′(x) + ...

f(x+ h)− f(x)

∆x
= f ′(x) +O(∆x)

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
(2.3)

Karena dicari turunan pertama, maka (∆x2! f
′′(x) + ∆x2

3! f
′′′(x) + ...)

dianggap error atau dapat di tulis dengan O(∆x).

b. Beda Mundur .

Metode beda hingga beda mundur dapat di deskripsikan

sebagai berikut :

f(x− h) = f(x)− ∆x

1!
f ′(x) +

∆x2

2!
f ′′(x)− ∆x3

3!
f ′′′(x) + ...

f(x− h)− f(x) = −∆xf ′(x) +
∆x2

2!
f ′′(x)− ∆x3

3!
f ′′′(x) + ...

f(x− h)− f(x)

−∆x
= f ′(x)− ∆x

2!
f ′′(x) +

∆x2

3!
f ′′′(x)− ...

f(x)− f(x− h)

∆x
= f ′(x) +O(∆x)

f ′(x) =
f(x)− f(x− h)

h
(2.4)

Karena dicari turunan pertama, maka (∆x2! f
′′(x) + ∆x2

3! f
′′′(x)− ...)
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dianggap error atau dapat di tulis dengan O(∆x).

c. Beda Tengah .

Pada beda tengah ini adalah selisih dari beda maju dan beda

mundur, metode beda hingga beda tengah dapat di deskripsikan

sebagai berikut :

f(x+ h) = f(x) +
∆x

1!
f ′(x) +

∆x2

2!
f ′′(x) +

∆x3

3!
f ′′′(x) + ...

f(x− h) = f(x)− ∆x

1!
f ′(x) +

∆x2

2!
f ′′(x)− ∆x3

3!
f ′′′(x) + ...

pengurangan dari dua persamaan tersebut dihasilkan:

f(x+ h)− f(x− h) = 2∆xf ′(x) +
2∆x3

3!
f ′′′(x) + ...

lalu kedua ruas dibagi dengan 2∆x

f(x+ h)− f(x− h)

2∆x
=f ′(x) +

2∆x2

3!
f ′′′(x) + ...

f(x+ h)− f(x− h)

2∆x
=f ′(x) +O(∆x2)

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h

(2.5)

Karena dicari turunan pertama, maka (2∆x
2

3! f ′′′(x) + ...) dianggap

error atau dapat di tulis dengan O(∆x2).

G. Skema Keller Box

Metode numerik merupakan suatu metode penyelesaian

berbagai masalah matematika dengan menggunakan operasi

hitungan, secara umum sifat metode numerik dibagi menjadi
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dua yaitu implisit dan eksplisit. Skema KellerBox adalah salah

satu teknik untuk menyelesaikan persamaan parabolik, terutama

persamaan lapisan batas. Skema Keller Box bersifat implisit

dengan keakurasiannya orde kedua dengan ruang dan waktu

tidak harus sama, sehingga penyelesaian lebih tepat dan efisien.

Penerapan skema Keller Box dimulai dengan mengubah bentuk

persamaan orde dua menjadi persamaan orde satu (Al-Shibani et

al., 2012). Misalkan :
∂j

∂t
= α

∂2j

∂x2
(2.6)

didefinisikan bahwa :

k =
∂j

∂x

sehingga bentuk dari persamaan (2.6) dapat dinyatakan :

∂j

∂t
= α

∂

∂x

(
∂j

∂x

)
∂j

∂t
= α

∂j

∂x

selanjutnya dapat ditulis dalam dua persamaan sebagai berikut :

∂j

∂x
= k (2.7)

∂j

∂t
= α

∂j

∂x
(2.8)

Berdasarkan bentuk skema Keller Box pada Gambar (2.7)

untuk menyelesaikan persamaan diferensial orde satu yaitu

sebagai berikut :
jni − jni−1

∆xi
= kni−1/2 (2.9)
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2
jni−1/2 − jn−1

i−1/2

∆tn
=
α(kni − kni−1)

∆xi
+
α(kn−1

i − kn−1
i−1 )

∆xi
(2.10)

Gambar 2.7. Stensil Skema KellerBox



BAB III

METODOLOGI PENELITIAN

A. Metode Penelitian

Penelitian ini merupakan bagian dari metode kajian literatur

atau studi kepustakaan. Penelitian dilakukan dengan cara

mengamati, mempelajari, menggali, dan mengidentifikasi seluruh

informasi yang terkandung dalam literatur, seperti bacaan, buku

referensi, dan hasil penelitian lainnya.

B. Tahapan Penelitian

1. Kajian Literatur

Pada langkah ini dilakukan pengumpulan

penelitian-penelitian sebelumnya yang mendukung

teori-teori yang berkaitan dengan persamaan-persamaan

dalam aliran darah, yaitu persamaan kontinuitas, persamaan

momentum linier, dan persamaan momentum angular.

Menggunakan metode beda hingga skemaKeller Box untuk

menyelesaikan model matematika secara numerik.

2. Perumusan Model Matematika

(a) Mengkaji perumusan persamaan pembangun.

(b) Persamaan pembangun yang telah didapat kemudian

dilakukan substitusi variabel dan parameter

non-dimensional menjadi model persamaan

non-dimensional.

20
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(c) Persamaan non-dimensional yang telah didapat

kemudian disederhanakan menjadi persamaan satu

variabel (similaritas) menggunakan fungsi alir.

3. Penyelesaian Numerik

Pada langkah ini dilakukan penyelesaian numerik

dengan menggunakan pendekatan metode beda hingga

dengan skema Keller Box. Metode ini digunakan untuk

menyelesaikan model matematika dari permasalahan

penyelesaian numerik fluida non-newtonian pada aliran

darah manusia melalui arteri.

4. Simulasi Model

Setelah didapatkan model matematika yang sudah

diselesaikan menggunakan pendekatan metode beda hingga

dengan skema Keller Box dari permasalahan penyelesaian

numerik fluida non-newtonian pada aliran darah manusia

melalui arteri, maka akan disimulasikan menggunakan

bantuan program matlab 2013a.

5. Analisis Hasil dan Kesimpulan

Pada langkah ini dilakukan analisis hasil simulasi, diambil

kesimpulan dari analisis yang dilakukan dan memberikan

saran untuk pengembangan berikutnya. Secara umum

ditampilkan dalam diagram alir berikut :
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Gambar 3.1. Diagram alir penelitian.



BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

A. Model Matematika

Model matematika yang digunakan dalam penelitian ini terdiri

dari tiga persamaan yaitu persamaan kontinuitas, persamaan

momentum yang meliputi : persamaan momentum di sumbu

x, persamaan momentum di sumbu y, dan persamaan angular.

Persamaan-persamaan tersebut didefinisikan sebagai berikut.

Persamaan Kontinuitas :

∂ru

∂x
+
∂rv

∂y
= 0

Persamaan Momentum Linier Sumbu x :

ρfm

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂v

∂y

)
= −∂p

∂x
+ (µfm + kfm)

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
− σB2

0u− ρfmβ(T − T∞)gx + kfm
∂N

∂y

Persamaan Momentum Linier Sumbu y :

ρfm

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
= −∂p

∂y
+ (µfm + kfm)

(
∂2v

∂x
+
∂2v

∂y

)
− σB2

0v − ρfmβ(T − T∞)gy + kfm
∂N

∂x

23
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Persamaan Momentum Angular :

ρfmj

(
∂N

∂t
+ u

∂N

∂x
+ v

∂N

∂y

)
=γfm

(
∂2N

∂x2
+
∂2N

∂y2

)
− kfm

(
2N +

∂u

∂y
− ∂v

∂x

)
dengan kondisi batas :

t = 0;u = v = N = 0, T = T∞ untuk setiap x, y

t > 0;u = v = 0, N = −n∂u∂y , T = Tw pada y = 0

u = ue(x), N = 0, T = T∞ pada y −→ ∞

1. Persamaan Kontinuitas

“Hukum kekekalan massa mengatakan bahwa laju perubahan

massa suatu sistem terhadap waktu adalah nol (konstan), atau

jumlah massa dalam sistem adalah konstan" (Rohani, 2021).

Persamaan kontinuitas dapat dideskripsikan sebagai berikut :

DMsys

Dt
= 0 (4.1)

Msys adalah massa suatu sistem, D
Dt adalah laju perubahan

terhadap waktu. Dengan M dalam sistem dinyatakan sebagai

berikut :

Msys =

∫
sys

ρfmd∀ (4.2)

ρfm adalah densitas dan ∀ adalah volume. Substitusi persamaan

(4.2) ke persamaan (4.1) sehingga diperoleh :

DMsys

Dt
=

D

Dt

∫
sys

ρfmd∀ = 0 (4.3)
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Diketahui teoremaTransporReynoldspada laju perubahan massa

didefinisikan sebagai berikut :

DMsys

Dt
=

∂

∂t

∫
cv
ρfmd∀+

∫
cs
ρfmV n̂ds (4.4)

Dengan

cv = control volume.

cs = control surface.

V = kecepatan fluida.

n̂ = arah vektor masuk keluar permukaan kontrol.

ds = luas bidang permukaan fluida.

Dengan mensubstitusikan persamaan (4.4) kepersamaan (4.3)

sehingga diperoleh :

∂

∂t

∫
cv
ρfmd∀+

∫
cs
ρfmV n̂ds (4.5)

Dengan ∫
cs
ρfmV n̂ds = Σmmasuk − Σmkeluar (4.6)

Diambil partikel kecil dari fluida berbentuk kubus dengan ρfm

sebagai pusat kubus yang bergerak pada arah u, v, z terhadap

x, y, z dapat dilihat pada gambar (4.1).

Jumlah aliran pada sumbu-x dapat dideskripsikan sebagai

berikut :

Σmmasuk − Σmkeluar =

(
ρfmu− ∂

∂x
ρfmu

δx

2

)
δyδz

−
(
ρfmu+

∂

∂x
ρfmu

δx

2

)
δyδz

=
∂

∂x
ρfmuδxδyδz

(4.7)
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Gambar 4.1. Aliran fluida masuk dan keluar

Jumlah aliran pada sumbu-y dapat dideskripsikan sebagai

berikut :

Σmmasuk − Σmkeluar =

(
ρfmv −

∂

∂y
ρfmv

δy

2

)
δxδz

−
(
ρfmv +

∂

∂y
ρfmv

δy

2

)
δxδz

=
∂

∂y
ρfmvδxδyδz

(4.8)

Jumlah aliran pada sumbu-z dapat dideskripsikan sebagai

berikut :

Σmmasuk − Σmkeluar =

(
ρfmw − ∂

∂z
ρfmw

δz

2

)
δxδy

−
(
ρfmw +

∂

∂z
ρfmw

δz

2

)
δxδy

=
∂

∂w
ρfmwδxδyδz

(4.9)

Jumlah dari aliran di sumbu x, y, dan z dapat dideskripsikan
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sebagai berikut :

∂ρfm
∂t

δxδyδz +

(
∂

∂x
ρfmu+

∂

∂y
ρfmv +

∂

∂z
ρfmw

)
δxδyδz = 0

(4.10)

Kemudian persamaan (4.10) dibagi dengan δxδyδz, maka

diperoleh :

∂ρfm
∂t

+
∂

∂x
ρfmu+

∂

∂y
ρfmv +

∂

∂z
ρfmw = 0 (4.11)

Persamaan (4.11) dapat ditulis dengan menggunakan notasi

vektor sehingga didapat sebagai berikut :

∂ρfm
∂t

+∇(ρfmV ) = 0 (4.12)

Penelitian ini mengasumsikan bahwa aliran fluida bersifat

incompressible. Massa jenis zat cair sangat rendah dan tidak

berpengaruh (∂ρfm∂t = 0), maka persamaan (4.12) dapat ditulis

sebagai berikut :

∇.V = 0 (4.13)

2. Persamaan Momentum Linier

Partikel-partikel aliran fluida memiliki momentum dan setiap

saat kecepatan aliran diubah dalam besaran atau arah, akan ada

perubahan dalam momentum fluida. Sesuai dengan hukum kedua

Newton, gaya untuk menghasilkan perubahan akan sebanding

dengan laju terjadinya perubahan momentum dokali dengan

percepatan (Rohani, 2021). Secara matematis, ditulis sebagai

berikut :

ΣF = m.a = m
dV

dt
=

d

dt
(mV ) (4.14)
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Dengan mV adalah massa suatu sistem yang dinyatakan dalam

persamaan berikut :

mVsys =

∫
sys

V dMsys =

∫
sys

ρfmV d∀ (4.15)

Substitusikan persamaan (4.15) ke persamaan (4.14) maka

diperoleh :

ΣF =
d

dt

∫
sys

ρfmV d∀ (4.16)

Menurut teorema transport reynold laju perubahan momentum

terhadap waktu dari suatu sistem didefinisikan sebagai berikut :

∂

∂t

∫
cv
ρfmV d∀+

∫
cs
ρfmV.(V n̂)ds = ΣF (4.17)

atau

ρfm

(
∂V

∂t
+ V (∇V )

)
δxδyδz = ΣF (4.18)

dengan ΣF adalah sekumpulan gaya yang digunakan dalam fluida,

yaitu gaya permukaan (Fpermukaan), gaya magnetik (Fmagnetik),

gaya gravitasi (Fgravitasi), dan gaya angular (Fangular), atau dapat

ditulis sebagai berikut :

ρfm

(
∂V

∂t
+ V (∇V )

)
δxδyδz =Fmagnetik + Fpermukaan + Fgravitasi

+ Fangular

(4.19)
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Karena penelitian ini hanya menggunakan dua arah sumbu yakni

sumbu x dan y, maka persamaan (4.19) menjadi :

ρfm

(
∂V

∂t
+ V (∇V )

)
δxδy =Fmagnetik + Fpermukaan + Fgravitasi

+ Fangular

(4.20)

1. Gaya Magnetik (Fmagnetik).

Gaya magnetik yang terdapat didalam aliran fluida dapat

ditulis dengan.

Fmagnetik = J ×B (4.21)

dengan J merupakan massa jenis arus dan B merupakan

total medan magnet pada sistem. Massa jenis arus dapat

dideskripsikan sebagai berikut :

J = σ(E + V ×B) (4.22)

dengan σ merupakan daya hantar listrik, E merupakan

medan listrik dari luar (E = 0) karena tidak ada medan

listrik dari luar pada aliran fluida, makaB dalam massa jenis

arus dapat dituliskan sebagai berikut :

B = b+B0 (4.23)

dengan b merupakan besarnya medan magnet dari fluida

yang terinduksi oleh media, B0 merupakan medan magnet

dari media yang mengandung magnet. Subtitusikan
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persamaan (4.22) ke persamaan (4.21) maka menjadi.

Fmagnetik = σ(V ×B)×B (4.24)

subtitusikan persamaan (4.23) ke persamaan (4.24) maka

menjadi.

Fmagnetik = [σ(V × (b+B0))]× (b+B0) (4.25)

atau dapat ditulis

Fmagnetik = [σ(V × b) + (V ×B0)]× (b+B0) (4.26)

dengan

(V × b) = (vb)i− (ub)j + 0k (4.27)

(V ×B0) = (vB0)i− (uB0)j + 0k (4.28)

[(V × b) + (V ×B0)] =[((vb)i− (ub)j + 0k) + ((vB0)i

− (uB0)j + 0k)]

=[(vb)i+ (vB0)i− (ub)j − (uB0)j + 0k]

=[(v(b+B0))i+ (−u(b+B0))j + 0k]

(4.29)

[(V×b)+(V×B0)]×(b+B0) = −u(b+B0)
2i−v(b+B0)

2j+0k

(4.30)
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atau dapat ditulis.

[(V ×b)+(V ×B0)]×(b+B0) = (−u(b+B0)
2,−v(b+B0)

2, 0))

(4.31)

subtitusikan persamaan (4.31) ke persamaan (4.26) maka

diperoleh.

Fmagnetik = (σ(−u(b+B0)
2,−v(b+B0)

2, 0))

dituliskan dalam bentuk vektor maka dapat dituliskan

sebagai berikut :

Fmagnetik = −σ(b+B0)
2V (4.32)

2. Gaya Permukaan (Fpermukaan).

Gaya Permukaan adalah gaya yang terbentuk karena tekanan

dan kekentalan, diambil elemen kecil dari fluida berbentuk

kubus dengan (σ dan τ) sebagai pusat kubus dimana σ

sebagai tegangan normal dan τ sebagai tegangan geser, dapat

dilihat pada gambar berikut:

Gaya permukaan pada sumbu-x sebagai berikut :

Fpermukaan−x =
∂(σxx)

∂x
+
∂(τyx)

∂y

Gaya permukaan pada sumbu-y sebagai berikut :

Fpermukaan−y =
∂(σyy)

∂y
+
∂(τxy)

∂x
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Gambar 4.2. Gaya Permukaan Elemen fluida

Total gaya permukaan dapat dituliskan sebagai berikut:

Fpermukaan =Fpermukaan−xi + Fpermukaan−yj

Fp =(
∂(σxx)

∂x
+
∂(τyx)

∂y
)i+ (

∂(σyy)

∂y
+
∂(τxy)

∂x
)j

(4.33)

karena pada penelitian ini menggunakan fluida

non-newtonian sehingga alirannya tidak mampu mampat

oleh karna itu tegangan dan laju deformasi dapat dinyatakan

sebagai berikut :

Tegangan Normal

σxx = −p+ 2(µfmkfm)
∂u

∂x
(4.34)

σyy = −p+ 2(µfmkfm)
∂v

∂y
(4.35)
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Tegangan Geser

τxy = τyx = (µfmkfm)(
∂u

∂x
+
∂v

∂y
) (4.36)

Substitusikan persamaan (4.34)-(4.36) ke persamaan (4.33),

maka diperoleh :

F permukaan

=

∂ (−p+ 2(µfmkfm)
∂u
∂x

)
∂x

+
∂
(
(µfmkfm)(

∂u
∂x + ∂v

∂y )
)

∂y

 i

+

∂
(
−p+ 2(µfmkfm)

∂v
∂y

)
∂y

+
∂
(
(µfmkfm)(

∂u
∂x + ∂v

∂y )
)

∂x

 j

=

(
−∂p
∂x

+
∂

∂x

(
2(µfmkfm)

∂u

∂x

)
+

∂

∂y
(µfmkfm)

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

))
i

+

(
−∂p
∂y

+
∂

∂y

(
2(µfmkfm)

∂v

∂y

)
+

∂

∂x
(µfmkfm)

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

))
j

=

(
−∂p
∂x

+ 2(µfmkfm)
∂2u

∂x2
+ (µfmkfm)

(
∂2u

∂y2
+

∂2v

∂x∂y

))
i

+

(
−∂p
∂y

+ 2(µfmkfm)
∂2v

∂y2
+ (µfmkfm)

(
∂2u

∂x∂y
+
∂2v

∂x2

))
j

Maka total tegangang normal dan tegangan geser sebagai
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berikut :

2(µfmkfm)
∂2u

∂x2
+ (µfmkfm)

(
∂2u

∂y2
+

∂2v

∂x∂y

)
=(µfmkfm)

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
+ (µfmkfm)

(
∂2u

∂x2
+

∂2v

∂x∂y

)
=(µfmkfm)

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
+ (µfmkfm)

∂

∂x

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
=(µfmkfm)∇2u+ (µfmkfm)

∂

∂x
(∇V )

=(µfmkfm)∇2u

(4.37)

Sehingga didapatkan gaya permukaan (Fpermukaan) yaitu :

Fpermukaan = −∇p+ (µfmkfm)∇2V (4.38)

3. Gaya Angular(Fangular).

Pada penelitian ini fluida mempunyai kemampuan

mikrorotasi sehingga didapat gaya angular, fluida jenis

ini sering disebut sebagai fluida mikrokutub. Gaya angular

dapat didefinisikan sebagai berikut :

Fangular = ρfmf + kfm(∇×N)

Fluida mikrokutub diasumsikan tidak mampu mampat, maka

koefisien materialnya bersifat konstan, maka ρfm dan f = 0
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, diperoleh :

Fangular =kfm(∇XN)

Fangular =kfm
∂N

∂y
i− kfm

∂N

∂x
j

(4.39)

4. Gaya Gravitasi (Fgravitasi).

Gaya gravitasi dapat didefinisikan sebagai berikut :

Fgravitasi = ρfmg

p yakni tekanan pada persamaan (4.39) dapat didefinisikan

sebagai berikut:

p = pn + ph

Dimana ph adalah tekanan hidrostatis dan pn adalah tekanan

dinamik. Tekanan hidrostatis merupakan tekanan yg

diakibatkan oleh gaya yang bekerja pada aliran fluida,

sedangkan tekanan dinamik adalah tekanan yang disebabkan

oleh gerakan atau kecepatan fluida. Gradien tekanan yang

diakibatkan oleh tekanan hidrostatis dapat didefinisikan

sebagai:

∇ph = ρ∞g

gaya gravitasi g = (gx, gy, 0) dan ρ∞ adalah massa jenis

fluida, sehingga turunan tekanan p adalah

terhadap sumbu-x dapat didefinisikan sebagai :

−∂p
∂x

= −∂pn
∂x

− ρ∞gx
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terhadap sumbu-y dapat didefinisikan sebagai :

−∂p
∂y

= −∂pn
∂y

− ρ∞gy

Sehingga persamaan (4.20) menjadi :

ρfm

(
∂V

∂t
+ V (∇V )

)
δxδy =∇p+ (µfm + kfm)∇2V + (ρfm − ρ∞)g

− σ(b+B0)
2V + kfm(∇×N)

(4.40)

karena penelitian ini bergerak pada arah sumbu x dan y, maka

komponen sumbu z dihilangkan, sehingga persamaan momentum

linier menjadi.

Persamaan Momentum Linier Sumbu x dapat didefinisikan

sebagai berikut :

ρfm

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂v

∂y

)
=− ∂p

∂x
+ (µfm + kfm)

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
− σ(b+B0)

2u− ρfmβ(T − T∞)gx

+ kfm
∂N

∂y

(4.41)

Persamaan Momentum Linier Sumbu y dapat didefinisikan sebagai
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berikut :

ρfm

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
=− ∂p

∂y
+ (µfm + kfm)

(
∂2v

∂x
+
∂2v

∂y

)
− σ(b+B0)

2v − ρfmβ(T − T∞)gy

− kfm
∂N

∂x
(4.42)

dengan kondisi batas :

t = 0;u = v = 0, T = T∞ untuk semua x, y

t > 0;u = v = 0, T = Tw pada y = 0

u = ue, T = T∞, pada y −→ ∞

3. Persamaan Momentum Angular

Semua benda yang bergerak mempunyai momentum. Dalam

penelitian ini selain mempunyai momentum linier tetapi juga

mempunyai momentum angular, yang dimaksud momentum

angular adalah ketika partikel-partikel didalam fluida mempunyai

kemampuan untuk gerak mikrorotasi dan dapat mempengaruhi

aliran dari fluida. Momentum angular terdiri dari momentum

angular internal (ρfm × l) dan momentum eksternal (ρfmx ×
v), sehingga momentum angular dapat dideskripsikan sebagai

(Mufatin , 2018):

d

dt

∫
cv
ρfm(l+x×V )dx =

∫
cv
ρfm(g+x×f)dx+

∫
cs
(cn+x×tn)ds

(4.43)

Dimana

tn = n.T = tegangan normal

g = body torque
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f = body force

cn = n.C = couple stress

C = couple stress tensor

Persamaan (4.43) dapat juga ditulis :

d

dt

∫
cv
ρfm(l + x× V )dx =

∫
cv
(ρfmg + (ρfmx)× f +∇.C

+ x× (∇.T ) + Tx)dx

ρfm
d

dt
(l + x× V ) =ρfmg + (ρfmx)f +∇.C + x(∇.T ) + Tx

(4.44)

hukum konservasi momentum angular dapat dideskrisikan

sebagai berikut:

d

dt

∫
cv
ρfm(x× V )dx =

∫
cv
ρfm(x× f)dx+

∫
cs
x× tnds

dimana : ∫
cs
x× tnds =

∫
cv
(x× (∇.T ) + Tx)dx

diperoleh :∫
cv
x×

(
ρfm

dV

dt
− ρfmf −∇.T

)
dx =

∫
cv
Txdx

ρfmx× dV

dt
− ρfmfx− x(∇.T ) = Tx

Pada persamaan cauchy, Tx = 0 maka diperoleh :

ρfmx

(
dV

dt

)
= ρfmx× f + x× (∇T ) (4.45)

dengan mengurangkan persamaan (4.45) ke persamaan (4.44),
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diperoleh :

ρfm
dl

dt
= ρfmg +∇.C + Tx (4.46)

karna

∇.(x× T ) = x× (∇.T ) + Tx

sehingga persamaan (4.45) menjadi :

ρfm
d

dt
(x× V ) = ρfmx× f +∇.(x× T ) + Tx (4.47)

dari persamaan (4.46) dan (4.47) diperoleh hukum konsevasi

momentum angular sebagai berikut :

ρfm
d

dt
(l + x× V ) = ρfmx× f + ρfmg +∇.(x× T + C)

Dari persamaan diasumsikan bahwa momentum angular internal

didefinisikan dengan vektor ji(i = 1, 2, 3) dan ji = jikwk maka

persamaan (4.46) dapat ditulis :

ρfmj
dw

dt
= ρfmg +∇.C + Tx (4.48)

Berdasarkan teorema reynold dapat diperoleh :

ρfmj
dw

dt
= ρfmj

(
∂w

∂t
+ V.(∇.w)

)
(4.49)

Fluida isotropik atau sering disebut dengan fluida mikrokutub

mempunyai couple stress tensor C dan stress tensor Tx. Dapat

dideskrisikan sebagai berikut :

Cij =αwk,k + βwi,j + γwi,j

Tx =eijkTjk = 2keikmum,k − 2kwi
(4.50)



40

Dalam hal ini, perasamaan (4.48) menggunakan notasi vektor

Gibbsi diperoleh :

∇C =γ∇× (∇× w) = γfm∇× (∇× w)

Tx =(k∇)V − 2kw = (kfm∇)V − 2kw

Selanjutnya subtitusi Tx, tensor C dan w = N , diperoleh :

ρfmj

(
∂N

∂t
+ V.(∇.N)

)
= γfm∇×(∇×N)+kfm(−2N+∇×V )

(4.51)

Dengan

N = daerah Mikrokutub

kfm = kekentalan/viskositas rotasi

j = densitas mikro inersia

γfm = gradien kekentalan

Persamamaan (4.51) dapat ditulis :

ρfmj

(
∂N

∂t
+ u

∂N

∂x
+ v

∂N

∂y
+ w

∂N

∂z

)
=γfm

(
∂2N

∂x2
+
∂2N

∂y2
+
∂2N

∂z2
+
∂2N

∂xy
− ∂2N

∂xz

)
+ kfm

(
−2N +

∂v

∂z
− ∂w

∂y
+
∂w

∂x
− ∂u

∂z
+
∂u

∂y
− ∂v

∂x

) (4.52)

Pada penelitian ini objek yang dikaji merupakan aliran darah

manusia melalui arteri, dan diasumsikan bergerak pada aliran

sumbu x dan y maka kecepatan pada sumbu z bernilai nol, dapat
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dideskeipsikan sebagai berikut :

ρfmj

(
∂N

∂t
+ u

∂N

∂x
+ v

∂N

∂y

)
=γfm

(
∂2N

∂x2
+
∂2N

∂y2

)
− kfm

(
2N +

∂u

∂y
− ∂v

∂x

)
(4.53)

dengan kondisi batas :

t = 0;u = v = N = 0 untuk setiap x, y

t > 0;u = v = 0, N = −n∂u∂y pada y = 0

u = ue(x), N = 0 pada y −→ ∞

B. Persamaan Pembangun Non Dimensional

Langkah awal menstransformasikan model matematika

menjadi bentuk non dimensional adalah menentukan variabel

dan parameter non-dimensional. Variabel dan parameter yang

digunakan adalah sebagai berikut (Widodo et al., 2017) .

Variabel non-dimensional sebagai berikut :

x =
x

a
, y = Re1/2

y

a
, u =

u

U∞
, v = Re1/2

v

U∞
, p =

p

ρfmU2
∞
,

N = Re−1/2 aN

U∞
, r =

r

a
, t =

U∞t

a
, T =

T − T∞
Tw − T∞

gx = −sinx, gy = cosx
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Parameter non-dimensional sebagai berikut :

vfm =
µfm
ρfm

, Re =
U∞a

v
,Gr =

gβ(Tx − T∞)a3

v2fm
, λ =

Gr

Re2

γfm = (µfm +
kfm
2

), kfm = Kfm.µfm,M =
aσB2

0

ρfmU∞

Dengan mensubtitusikan variabel non-dimensional dan parameter

non-dimensional [lampiran 1] serta diasumsikan besar medan

magnet menginduksi fluida yang mengalir silinder vertikal

bermagnet sebesar 1
4 dari besar medan magnet (b = 1

4B0)

(Palyama, 2017). Sehingga didapatkan model matematika

non-dimensional sebagai berikut.

1. Persamaan kontinuitas, dapat dituliskan sebagai berikut :(
∂ru

∂x
+
∂rv

∂y

)
= 0 (4.54)

2. Persamaan momentum linier sumbu-x dapat dituliskan

sebagai berikut :(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
= −

(
∂p

∂x

)
+

(1 +Kfm)

Re

∂2u

∂x2

+ (1 +Kfm)
∂2u

∂y2
− 25

16
Mu+ λTsinx+Kfm

∂N

∂y

(4.55)

3. Persamaan momentum linier pada sumbu-y dapat dituliskan
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sebagai berikut :

1

Re

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
= −∂p

∂y
+

(1 +Kfm)

Re

∂2v

∂x2

− 25

16
Re−1Mv − λT

Re1/2
cosx+

(1 +Kfm)

Re2
∂2v

∂y2
−
Kfm

Re

∂N

∂x

(4.56)

4. Persamaan momentum angular dapat dituliskan sebagai

berikut :(
∂N

∂t
+ u

∂N

∂x
+ v

∂N

∂y

)
=

(
1 +

Kfm

2

)(
1

Re

∂2N

∂x2
+
∂2N

∂y2

)
−Kfm

(
2N +

∂u

∂y
+

1

Re

∂v

∂x

)
(4.57)

dengan kondisi batas :

t = 0;u = v = 0, N = 0, T = 0 untuk setiap x, y

t > 0;u = v = 0, N = −n∂u∂y , T = 1 pada y = 0

u = ue(x), N = 0, T = 0, pada y −→ ∞

C. Pendekatan Aliran Bebas

Pendekatan aliran bebas digunakan untuk menyederhanakan

persamaan pembangun non dimensional, dimana nilai Reynold

mendekati tak hingga (Re −→ ∞) maka ( 1
Re −→ 0). Oleh karna

itu, persamaan non-dimensional dapat dituliskan sebagai berikut.

1. Persamaan kontinuitas dapat dituliskan sebagai berikut :(
∂ru

∂x
+
∂rv

∂y

)
= 0 (4.58)
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2. Persamaan momentum linier sumbu-x dapat dituliskan

sebagai berikut :(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
= −

(
∂p

∂x

)
+

(1 +Kfm)

Re

∂2u

∂x2

+ (1 +Kfm)
∂2u

∂y2
− 25

16
Mu+ λTsinx+Kfm

∂N

∂y

Menjadi(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
=−

(
∂p

∂x

)
+

(1 +Kfm)

(0)

∂2u

∂x2

+ (1 +Kfm)
∂2u

∂y2
− 25

16
Mu

+ λTsinx+Kfm
∂N

∂y

=−
(
∂p

∂x

)
+ (1 +Kfm)

∂2u

∂y2

+
25

16
Mu+ λTsinx+Kfm

∂N

∂y

(4.59)

3. Persamaan momentum linier pada sumbu-y dapat dituliskan

sebagai berikut :

1

Re

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
=−

(
∂p

∂y

)
+

(1 +Kfm)

Re2
∂2v

∂x2

− 25

16
Re−1Mv − λT

Re1/2
cosx

+
(1 +Kfm)

Re

∂2v

∂y2
−
Kfm

Re

∂N

∂x
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Menjadi

(0)

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
=−

(
∂p

∂y

)
+

(1 +Kfm)

(0)2
∂2v

∂x2

− 25

16
(0)Mv − λT

(0)1/2
cosx

+
(1 +Kfm)

(0)

∂2v

∂y2
−
Kfm

(0)

∂N

∂x

(0) =−
(
∂p

∂y

)
(4.60)

4. Persamaan momentum angular dapat dituliskan sebagai

berikut :(
∂N

∂t
+ u

∂N

∂x
+ v

∂N

∂y

)
=

(
1 +

Kfm

2

)(
1

Re

∂2N

∂x2
+
∂2N

∂y2

)
−Kfm

(
2N +

∂u

∂y
+

1

Re

∂v

∂x

)
Menjadi(
∂N

∂t
+ u

∂N

∂x
+ v

∂N

∂y

)
=

(
1 +

Kfm

2

)(
1

(0)

∂2N

∂x2
+
∂2N

∂y2

)
−Kfm

(
2N +

∂u

∂y
+

1

(0)

∂v

∂x

)
=

(
1 +

Kfm

2

)(
∂2N

∂y2

)
−Kfm(

2N +
∂u

∂y

)
(4.61)
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Karena persamaan momentum linier sumbu y sama dengan nol

maka hanya persamaan momentum linier sumbu x saja yang

digunakan dengan persamaan momentum di luar lapisan batas

(ue) merupakan pengganti dari u, sehingga diperoleh :

∂ue
∂t

+ ue
∂ue
∂x

+ v
∂ue
∂y

=− ∂p

∂x
+ (1 +Kfm)

∂2ue
∂y2

−
(
25

16
M

)
ue + λTsinx+Kfm

∂N

∂y

(4.62)

diasumsikan kecepatan aliran bebas ue = sin x (Widodo et al.,

2017), sehingga :

∂ue
∂t

= 0;
∂ue
∂y

= 0;
∂2ue
∂y2

= 0 (4.63)

kemudian subtitusikan persamaan (4.63) ke persamaan (4.62)

diperoleh :

ue

(
∂ue
∂x

)
= −∂p

∂x
−
(
25

16
M

)
ue + λTue +Kfm

∂N

∂y
(4.64)

saat T = 0 dan N = 0, maka persamaan (4.64) berubah menjadi :

−∂p
∂x

= ue

(
∂ue
∂x

)
−
(
25

16
M

)
ue (4.65)
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Selanjutnya substitusikan (4.65) ke persamaan (4.62) maka

diperoleh :(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂v

∂y

)
=

(
ue

(
∂ue
∂x

)
−
(
25

16
M

)
ue

)
+ (1 +Kfm)

∂2u

∂y2
− 25

16
Mu+ λTue +Kfm

∂N

∂y(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂v

∂y

)
=ue

(
∂ue
∂x

)
+ (1 +Kfm)

∂2u

∂y2

−
(
25

16
M

)
(u− ue) + λTue +Kfm

∂N

∂y

(4.66)

Sehingga persamaan akhir dari aliran bebas sebagai berikut.

1. Persamaan Kontinuitas dapat dituliskan sebagai berikut :(
∂ru

∂x
+
∂rv

∂y

)
= 0 (4.67)

2. Persamaan Momentum Linier dapat dituliskan sebagai

berikut :(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
=ue

(
∂ue
∂x

)
+ (1 +Kfm)

∂2u

∂y2

−
(
25

16
M

)
(u− ue) + λTue +Kfm

∂N

∂y

(4.68)

3. Persamaan Momentum Angular dapat dituliskan sebagai



48

berikut :(
∂N

∂t
+ u

∂N

∂x
+ v

∂N

∂y

)
=

(
1 +

Kfm

2

)(
∂2N

∂y2
−Kfm

(
2N +

∂u

∂y

)) (4.69)

D. Fungsi Alir

Pada dasarnya fungsi alir berfungsi menghubungkan antara

tiga penampang yakni (u, v, w) yang mengalir pada bidang (x, y, z),

penelitian ini hanya menggunakan dua penampang yaitu pada

dimensi u dan dimensi v dan bergerak pada bidang x dan y. Fungsi

alir dapat dinyatakan dengan (Norasia & Zulaikha, 2019):

u = r−1∂ψ

∂y
, v = −r−1∂ψ

∂x
(4.70)

subtitusikan persamaan (4.67)-(4.69) ke persamaan (4.70)

sehingga didapatkan persamaan sebagai berikut.

1. Persamaan Kontinuitas dapat dituliskan sebagai berikut :

∂2ψ

∂x∂y
=

∂2ψ

∂x∂y
(4.71)

2. Persamaan Momentum Linier dapat dituliskan sebagai
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berikut :

1

r

∂2ψ

∂t∂y
+

1

r2
∂ψ

∂y

∂2ψ

∂x∂y
− 1

r2
∂ψ

∂x

∂2ψ

∂y2
− 1

r3
∂

∂x

(
∂ψ

∂y

)2

=ue
∂ue
∂x

+ (1 +Kfm)
1

r

∂3ψ

∂y3
−
(
25

16
M

)(
1

r

∂ψ

∂y
− ue

)
+ λTue +Kfm

∂N

∂y

(4.72)

3. Persamaan Momentum Angular dapat dituliskan sebagai

berikut :(
∂N

∂t
+

(
1

r

∂ψ

∂y

)
∂N

∂x
+

(
−1

r

∂ψ

∂x

)
∂N

∂y

)
=

(
1 +

Kfm

2

)(
∂2N

∂y2

)
−Kfm

(
2N +

1

r

∂2ψ

∂y2

) (4.73)

dengan kondisi batas:

jika t = 0;ψ = ∂ψ
∂y , N = 0, T = 0 untuk setiap x, y.

jika t > 0;ψ = ∂ψ
∂y = 0, N = n∂

2ψ
∂y2

, T = 1, pada y = 0

ψ = ∂ψ
∂y = ue, N = 0, T = 0 saat y −→ ∞

E. Persamaan Similaritas

Tahapan selanjutnya setelah didapat persamaan pembangun

pada tahap fungsi alir, maka persamaan tersebut akan

ditransformasikan kedalam variabel similaritas berikut

(Muhammad, 2012) :

ψ = t1/2ue(x)r(x)f(x, η, t); η =
y

t1/2
;T = s(x, η, t);

N = t−1/2ue(x)h(x, η, t)
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dengan mensubstitusikan variabel similaritas ke persamaan

(4.72)-(4.73) maka didapatkan persamaan sebagai berikut.

1. Persamaan Momentum Linier dapat dituliskan sebagai

berikut :

(1 +Kfm)

(
∂3f

∂η3

)
+ kfm(

∂h

∂η
) +

η

2

∂2f

∂η2
+ t

(
25

16
M

)(
1− ∂f

∂η

)
+ λst+

∂ue
∂x

t

(
1 + f

∂2f

∂η2
−
(
∂f

∂η

)2
)

= t
∂2f

∂t∂η

+ uet

(
∂f

∂η

∂2f

∂x∂η
− f

r

∂r

∂x

∂2f

∂η2
− ∂f

∂x

∂2f

∂η2

)
(4.74)

2. Persamaan Momentum Angular dapat dituliskan sebagai

berikut :

(1 +
Kfm

2

(
∂2h

∂η2

)
+
η

2

∂h

∂η
+
h

2
+ t

∂ue
∂x

(
f
∂h

∂η
− h

∂f

∂η

)
=t
∂h

∂t
+ tue

(
∂f

∂η

∂h

∂x
− f

r

∂r

∂x

∂h

∂η
− ∂f

∂x

∂h

∂η

)
+Kfmt

(
2h+

∂2f

∂η2

)
(4.75)

dengan kondisi batas:

jika t = 0; f = ∂f
∂η = h = s = 0 untuk setiap x, η.

jika t > 0; f = ∂f
∂η = 0, h = −n∂

2f
∂η2

, s = 1, pada η = 0
∂f
∂η = 1, h = s = 0 pada η −→ ∞.

Penelitian ini diteliti pada titik stagnasi (x ≈ 0), oleh sebab itu

nilai ue(x) = sin x = 0 dan ∂ue
∂x = cos x = 1 sehingga persamaan

(4.74) dan (4.75) dapat dituliskan sebagai berikut.
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Persamaan Momentum Linier dapat dituliskan sebagai berikut:

⇐⇒ (1 +Kfm)

(
∂3f

∂η3

)
+
η

2

∂2f

∂η2
+ t

(
25

16
M

)(
1− ∂f

∂η

)
+ λst

+
∂ue
∂x

t

(
1−

(
∂f

∂η

)2

+ f
∂2f

∂η2

)
+ kfm

(
∂h

∂η

)
= t

∂2f

∂t∂η

+ uet

(
∂f

∂η

∂2f

∂x∂η
− f

r

∂r

∂x

∂2f

∂η2
− ∂f

∂x

∂2f

∂η2

)
⇐⇒ (1 +Kfm)

(
∂3f

∂η3

)
+
η

2

∂2f

∂η2
+ t

(
1− 25

16
M

)(
∂f

∂η

)
+ λst

+ cosxt

(
1−

(
∂f

∂η

)2

+ f
∂2f

∂η2

)
+ kfm

(
∂h

∂η

)
= t

∂2f

∂t∂η

+ sinxt

(
∂f

∂η

∂2f

∂x∂η
− f

r

∂r

∂x

∂2f

∂η2
− ∂f

∂x

∂2f

∂η2

)
⇐⇒ (1 +Kfm)

(
∂3f

∂η3

)
+
η

2

∂2f

∂η2
+ t

(
25

16
M)(1− ∂f

∂η

)
+ λst

+ t

(
1−

(
∂f

∂η

)2

+ f
∂2f

∂η2

)
+ kfm

(
∂h

∂η

)
= t

∂2f

∂t∂η

(4.76)

Persamaan Momentum Angular dapat dituliskan sebagai
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berikut :

⇐⇒
(
1 +

Kfm

2

)(
∂2h

∂η2

)
+
η

2

∂h

∂η
+
h

2
+ t

∂ue
∂x

(
f
∂h

∂η
− h

∂f

∂η

)
= t

∂h

∂t
+ tue

(
∂f

∂η

∂h

∂x
− f

r

∂r

∂x

∂h

∂η
− ∂f

∂x

∂h

∂η

)
+Kfmt

(
2h+

∂2f

∂η2

)
⇐⇒

(
1 +

Kfm

2

)(
∂2h

∂η2

)
+
η

2

∂h

∂η
+
h

2
+ tcosx

(
f
∂h

∂η
− h

∂f

∂η

)
= t

∂h

∂t
+ tsinx

(
∂f

∂η

∂h

∂x
− f

r

∂r

∂x

∂h

∂η
− ∂f

∂x

∂h

∂η

)
+Kfmt

(
2h+

∂2f

∂η2

)

⇐⇒
(
1 +

Kfm

2

)(
∂2h

∂η2

)
+
η

2

∂h

∂η
+
h

2
+ t

(
f
∂h

∂η
− h

∂f

∂η

)
= t

∂h

∂t
+Kfmt

(
2h+

∂2f

∂η2

)
(4.77)

Penelitian ini tidak dipengaruhi oleh parameter konveksi, sehingga

nilainya sama dengan nol (λ = 0), dengan mensubtitusikan

nilai parameter konveksi tersebut maka persamaan (4.76) dan

persamaan (4.77) dapat dituliskan sebagai berikut.

Persamaan momentum linier dapat dituliskan sebagai berikut:
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(1 +Kfm)

(
∂3f

∂η3

)
+
η

2

∂2f

∂η2
+ t

(
1−

(
∂f

∂η

)2

+ f
∂2f

∂η2

)
+ t

(
25

16
M

)
(
1− ∂f

∂η

)
+ kfm

(
∂h

∂η

)
= t

∂2f

∂t∂η

(4.78)

Persamaan momentum angular dapat dituliskan sebagai

berikut :(
1 +

Kfm

2

)(
∂2h

∂η2

)
+
η

2

∂h

∂η
+
h

2
+ t

(
f
∂h

∂η
− h

∂f

∂η

)
= t

∂h

∂t

+Kfmt

(
2h+

∂2f

∂η2

)
(4.79)

dengan kondisi batas:

jika t = 0; f = ∂f
∂η = h = s = 0 untuk setiap x, η.

jika t > 0; f = ∂f
∂η = 0, h = −n∂

2f
∂η2

, s = 1, pada η = 0
∂f
∂η = 1, h = s = 0 pada η −→ ∞.

Diasumsikan :
∂f

∂η
= f ′;

∂h

∂η
= h′ (4.80)

Dengan mensubtitusikan persamaan (4.80) ke persamaan

(4.78) dan (4.79) maka diperoleh persamaan sebagai berikut.

Persamaan Momentum Linier dapat dituliskan sebagai berikut:

(1 +Kfm)f
′′′ +

η

2
f ′′ + t(1− (f ′)2 + ff ′′) + t(

25

16
M)(1− f ′)

+Kfmh
′ = t

∂f ′

∂h
(4.81)
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Persamaan Momentum Angular dapat dituliskan sebagai

berikut :(
1 +

Kfm

2

)
h′′+

η

2
h′+

h

2
+ t(fh′−hf ′) = t

∂h

∂t
+Kfmt(2h+ f ′′)

(4.82)

dengan kondisi batas:

jika t = 0; f ′ = h = s = 0 untuk semua x, η.

jika t > 0; f ′ = 0, h = −nf ′′, s = 1, pada η = 0

f ′ = 1, h = s = 0 saat η −→ ∞.

F. Penyelesaian Numerik Model Matematika

Pada tahap ini akan dibahas tentang solusi numerik model

matematika dari fluida non-newtonian pada aliran darah manusia

melalui arteri menggunakan metode beda hingga skema Keller

Box. Langkah pertama dari metode ini adalah penyelesaian

notasi, kedua dilakukan diskritasi model, ketiga melakukan

pelinieran model, dan diselesaikan dengan eliminasi blok. Setelah

langkah-langkah tersebut terpenuhi maka akan dilakukan simulasi

model menggunakan software Matlab 2013a dengan menampilkan

output berupa profil kecepatan pada parameter bahan dan

parameter magnetik.

1. Penyelesaian Notasi

Pertama akan merubah persamaan-persamaan orde tinggi

yakni persamaan (4.81) dan (4.82) menjadi persamaan berorde

pertama. Misalkan :

f ′ = u (4.83)

u′ = g (4.84)
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h′ = w (4.85)

Dengan mensubstitusikan persamaan (4.83)-(4.85) ke persamaan

(4.81) dan (4.82), diperoleh persamaan sebagai berikut.

Persamaan Momentum Linier dapat dituliskan sebagai berikut:

(1+Kfm)g
′+
η

2
g+t(1−(u)2+fg)+t

(
25

16
M

)
(1−u)+Kfmw = t

∂u

∂h
(4.86)

Persamaan Momentum Angular dapat dituliskan sebagai

berikut :(
1 +

Kfm

2

)
w′ +

η

2
w +

h

2
+ t(fw − hu) = t

∂h

∂t
+Kfmt(2h+ g)

(4.87)

2. Diskretisasi Model

Tahapan selanjutnya setelah melakukan penyederhanaan

persamaan-persamaan menjadi orde pertama adalah

mendiskretisasi persamaan-persamaan menggunakan metode

numerik beda hingga pusat.

Pada persamaan linier (4.83)-(4.85) menggunakan titik pusat

(ηj− 1
2
, tn) yang terletak pada P1, P2, dan untuk persamaan (4.86)

dan (4.87) menggunakan titik tengah (ηj− 1
2
, tn−

1
2 ) yang terletak

pada segiempat P1, P2, P3, P4 yang terdapat pada gambar berikut :

Sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut:

fnj − fnj−1

lj
= un

j− 1
2

⇐⇒ 1

lj
(fnj − fnj−1) =

1

2
(unj − unj−1) (4.88)

unj − unj−1

lj
= gn

j− 1
2

⇐⇒ 1

lj
(unj − unj−1) =

1

2
(gnj − gnj−1) (4.89)
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Gambar 4.3. Skema Beda Hingga

hnj − hnj−1

lj
= wn

j− 1
2

⇐⇒ 1

lj
(hnj −hnj−1) =

1

2

(
wnj − wnj−1

)
(4.90)

Diskretisasi persamaan (4.86) dapat dituliskan sebagai berikut:

1

2

[
(L1)

n
j− 1

2

+ (L1)
n−1
j− 1

2

]
= tn−

1
2

unj− 1
2

− un−1
j− 1

2

kn


dengan

(L1)
n
j− 1

2
=[(1 +Kfm)g

′ +
η

2
g + t(1− (u)2 + fg) + t

(
25

16
M

)
(1− u) +Kfmw]

=(1 +Kfm)

(
gnj − gnj−1

lj

)
+
ηj− 1

2

2

(
gn
j− 1

2

)
+ tn[1−

(
un
j− 1

2

)2
+ fn

j− 1
2

gn
j− 1

2

] + tn
(
25

16
M

)
(1− un

j− 1
2

) +Kfm

(
wn
j− 1

2

)
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(L1)
n−1
j− 1

2

=[(1 +Kfm)g
′ +

η

2
g + t(1− (u)2 + fg) + t

(
25

16
M

)
(1− u)

+Kfmw]

=(1 +Kfm)

(
gn−1
j − gn−1

j−1

lj

)
+
ηj− 1

2

2
(gn−1
j− 1

2

) + tn−1[1−
(
un−1
j− 1

2

)2

+ fn−1
j− 1

2

gn−1
j− 1

2

] + tn−1

(
25

16
M

)(
1− un−1

j− 1
2

)
+Kfm

(
wn−1
j− 1

2

)
Sehingga diperoleh :

(1 +Kfm)

(
gnj − gnj−1

lj

)
+
ηj− 1

2

2

(
gn
j− 1

2

)
+ tn[1−

(
un
j− 1

2

)2
+ fn

j− 1
2

gn
j− 1

2

] + tn
(
25

16
M

)(
1− un

j− 1
2

)
+Kfm

(
wn
j− 1

2

)
+ (1 +Kfm)(

gn−1
j − gn−1

j−1

lj

)
+
ηj− 1

2

2

(
gn−1
j− 1

2

)
+ tn−1[1−

(
un−1
j− 1

2

)2

+ fn−1
j− 1

2

gn−1
j− 1

2

]

+ tn−1

(
25

16
M

)(
1− un−1

j− 1
2

)
+Kfm

(
wn−1
j− 1

2

)
= 2

tn−
1
2

kn

(
un
j− 1

2

)
− 2

tn−
1
2

kn

(
un−1
j− 1

2

)
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atau dapat ditulis sebagai :

(1 +Kfm)

(
gnj − gnj−1

lj

)
+
ηj− 1

2

2

(
gn
j− 1

2

)
+ tn[1−

(
un
j− 1

2

)2
+ fn

j− 1
2

gn
j− 1

2

+ tn
(
25

16
M

)(
1− un

j− 1
2

)
+Kfm

(
wn
j− 1

2

)
− 2

tn−
1
2

kn

(
un
j− 1

2

)
= −(1 +Kfm)

(
gn−1
j − gn−1

j−1

lj

)
−
ηj− 1

2

2

(
gn−1
j− 1

2

)
− tn−1[1−

(
un−1
j− 1

2

)2

− fn−1
j− 1

2

gn−1
j− 1

2

]− tn−1

(
25

16
M

)(
1− un−1

j− 1
2

)
−Kfm

(
wn−1
j− 1

2

)
− 2

tn−
1
2

kn(
un−1
j− 1

2

)
(4.91)

Diskretisasi persamaan (4.87) dapat dituliskan sebagai berikut :

1

2

[
(L2)

n
j− 1

2
+ (L2)

n−1
j− 1

2

]
= tn−

1
2

hnj− 1
2

− hn−1
j− 1

2

kn


Dengan

(L2)
n
j− 1

2

=[

(
1 +

Kfm

2

)
w′ +

η

2
w +

h

2
+ t(fw − hu)−Kfmt(2h+ g)]

=[

(
1 +

Kfm

2

)(
wnj − wnj−1

lj

)
+
ηj− 1

2

2

(
wn
j− 1

2

)
+

1

2

(
hn
j− 1

2

)
+ tn

(
fn
j− 1

2

wn
j− 1

2

− hn
j− 1

2

un
j− 1

2

)
−Kfmt

n
(
2hn

j− 1
2

+ gn
j− 1

2

)
]
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(L2)
n−1
j− 1

2

=[

(
1 +

Kfm

2

)
w′ +

η

2
w +

h

2
+ t(fw − hu)−Kfmt(2h+ g)]

=[

(
1 +

Kfm

2

)(
wn−1
j − wn−1

j−1

lj

)
+
ηj− 1

2

2

(
wn−1
j− 1

2

)
+

1

2(
hn−1
j− 1

2

)
+ tn−1

(
fn−1
j− 1

2

wn−1
j− 1

2

− hn−1
j− 1

2

un−1
j− 1

2

)
−Kfmt

n−1(
2hn−1

j− 1
2

+ gn−1
j− 1

2

)
]

Sehingga diperoleh :

[

(
1 +

Kfm

2

)(
wnj − wnj−1

lj

)
+
ηj− 1

2

2

(
wn
j− 1

2

)
+

1

2
(hn
j− 1

2

) + tn(fn
j− 1

2

wn
j− 1

2

− hn
j− 1

2

un
j− 1

2

)−Kfmt
n
(
2hn

j− 1
2

+ gn
j− 1

2

)
] + [

(
1 +

Kfm

2

)
(
wn−1
j − wn−1

j−1

lj

)
+
ηj− 1

2

2

(
wn−1
j− 1

2

)
+

1

2

(
hn−1
j− 1

2

)
+ tn−1(fn−1

j− 1
2

wn−1
j− 1

2

− hn−1
j− 1

2

un−1
j− 1

2

)−Kfmt
n−1

(
2hn−1

j− 1
2

+ gn−1
j− 1

2

)
] = 2

tn−
1
2

kn

(
hn
j− 1

2

)
− 2

tn−
1
2

kn

(
hn−1
j− 1

2

)
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atau dapat ditulis sebagai :

[

(
1 +

Kfm

2

)(
wnj − wnj−1

lj

)
+
ηj− 1

2

2

(
wn
j− 1

2

)
+

1

2

(
hn
j− 1

2

)
+ tn

(
fn
j− 1

2

wn
j− 1

2

− hn
j− 1

2

un
j− 1

2

)
−Kfmt

n
(
2hn

j− 1
2

+ gn
j− 1

2

)
]− 2

tn−
1
2

kn(
hn
j− 1

2

)
= −[

(
1 +

Kfm

2

)(
wn−1
j − wn−1

j−1

lj

)
−
ηj− 1

2

2

(
wn−1
j− 1

2

)
− 1

2

(
hn−1
j− 1

2

)
− tn−1

(
fn−1
j− 1

2

wn−1
j− 1

2

− hn−1
j− 1

2

un−1
j− 1

2

)
+Kfmt

n−1

(
2hn−1

j− 1
2

+ gn−1
j− 1

2

)
]− 2

tn−
1
2

kn

(
hn−1
j− 1

2

)
(4.92)

3. Pelinieran Model

Pada tahap ketiga ini, hasil dari diskretisasi model

diliniearisasikan dengan menggunakan metode Newton berikut

(Adhikari et al., 2014) :

f
(i+1)
j = f

(i)
j + δf

(i)
j

u
(i+1)
j = u

(i)
j + δu

(i)
j

g
(i+1)
j = g

(i)
j + δg

(i)
j

h
(i+1)
j = h

(i)
j + δh

(i)
j

w
(i+1)
j = w

(i)
j + δw

(i)
j

(4.93)



61

Dengan mensubtitusikan bentuk iterasi (4.93) ke persamaan

(4.88)-(4.92), sehingga diperoleh :

(δfj − δfj−1)−
lj
2
(δuj−δuj−1) = −

(
fnj − fnj−1

)
+
lj
2

(
unj − unj−1

)
(4.94)

(δuj − δuj−1)−
lj
2
(δgj − δgj−1) = −(unj − unj−1) +

lj
2
(gnj − gnj−1)

(4.95)

(δhj − δhj−1)−
lj
2
(δwj − δwj−1) = −(hnj −hnj−1)+

lj
2
(wnj −wnj−1)

(4.96)

Dapat ditulis persamaan momentum linier sebagai berikut :

(1 +Kfm)

(
δgj − δgj−1

lj

)
+
ηj− 1

2

2

(
δgj − δgj−1

2

)
+ tnun

j− 1
2(

δuj − δuj−1

2

)
− tn

(
δuj − δuj−1

2

)2

+ tnfn
j− 1

2

(
δgj − δgj−1

2

)
+ tngn

j− 1
2

(
δfj − δfj−1

2

)
+ tn

(
δfj − δfj−1

2

)(
δgj − δgj−1

2

)
+ tn

(
25

16
M

)(
δuj + δuj−1

2

)
+Kfm

(
δwj − δwj−1

2

)
− 2

tn−
1
2

kn(
δuj − δuj−1

2

)
= −(1 +Kfm)

(
gnj − gnj−1

lj

)
−
ηj− 1

2

2

(
gn
j− 1

2

)
− tn

[
1−

(
un
j− 1

2

)2
+ fn

j− 1
2

gn
j− 1

2

]
− tn

(
25

16
M

)(
1− un

j− 1
2

)
+ 2

tn−
1
2

kn

(
un
j− 1

2

)
+R1

(4.97)
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Dapat ditulis persamaan momentum angular sebagai berikut :(
1 +

Kfm

2

)(
δwj − δwj−1

lj

)
+
ηj− 1

2

2

(
δwj − δwj−1

2

)
+

1

2(
δhj − δhj−1

2

)
+ tnfn

j− 1
2

(
δwj − δwj−1

2

)
+ tnwn

j− 1
2

(
δfj − δfj−1

2

)
+ tn

(
δfj − δfj−1

2

)(
δwj − δwj−1

2

)
− tnhn

j− 1
2

(
δuj − δuj−1

2

)
− tnun

j− 1
2

(
δhj − δhj−1

2

)
− tn

(
δhj − δhj−1

2

)(
δuj − δuj−1

2

)
− 2tnKfm

(
δhj − δhj−1

2

)
− tnKfm

(
δgj − δgj−1

2

)
− 2

tn−
1
2

kn(
δhj − δhj−1

2

)
= −[

(
1 +

Kfm

2

)(
wnj − wnj−1

lj

)
−
ηj− 1

2

2

(
wn
j− 1

2

)
− 1

2

(
hn
j− 1

2

)
− tn

(
fn
j− 1

2

wn
j− 1

2

− hn
j− 1

2

un
j− 1

2

)
+Kfmt

n
(
2hn

j− 1
2

+ gn
j− 1

2

)
]

+ 2
tn−

1
2

kn

(
hn
j− 1

2

)
+R2

(4.98)

Selanjutnya menyederhanakan persamaan (4.94)-(4.98)

dengan cara menghilangkan orde tinggi yang terdapat pada

δf ij , δu
i
j , δg

i
j , δh

i
j dan δwij .

Sehingga diperoleh :

(δfj − δfj−1)−
lj
2
(δuj + δuj−1) = (r1)j (4.99)

(δuj − δuj−1)−
lj
2
(δgj + δgj−1) = (r2)j (4.100)

(δhj − δhj−1)−
lj
2
(δwj + δwj−1) = (r3)j (4.101)



63

(a1)jδgj + (a2)jδgj−1 + (a3)jδuj + (a4)jδuj−1 + (a5)jδfj

+ (a6)jδfj−1 + (a7)jδwj + (a8)jδwj−1 = (r4)j

(4.102)

(b1)jδwj + (b2)jδwj−1 + (b3)jδhj + (b4)jδhj−1 + (b5)jδfj

+ (b6)jδfj−1 + (b7)jδuj + (b8)jδuj−1 + (b9)jδgj + (b10)jδgj−1

= (r5)j

(4.103)
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dengan

(r1)j =−
(
fnj − fnj−1

)
+
lj
2
(unj + unj−1)

(r2)j =− (unj − unj−1) +
lj
2
(gnj + gnj−1)

(r3)j =− (hnj − hnj−1) +
lj
2
(wnj + wnj−1)

(r4)j =− (1 +Kfm)

(
gnj − gnj−1

lj

)
−
ηj− 1

2

2

(
gn
j− 1

2

)
− tn[1−

(
un
j− 1

2

)2
+ fn

j− 1
2

gn
j− 1

2

]− tn
(
25

16
M

)(
1− un

j− 1
2

)
−Kfm

(
wn
j− 1

2

)
+ 2

tn−
1
2

kn
(un
j− 1

2

)− (1 +Kfm)

(
gn−1
j − gn−1

j−1

lj

)
−
ηj− 1

2

2(
gn−1
j− 1

2

)
− tn−1

[
1−

(
un−1
j− 1

2

)2

− fn−1
j− 1

2

gn−1
j− 1

2

]
− tn−1

(
25

16
M

)
(
1− un−1

j− 1
2

)
−Kfm

(
wn−1
j− 1

2

)
− 2

tn−
1
2

kn

(
un−1
j− 1

2

)
(r5)j =− [

(
1 +

Kfm

2

)(
wnj − wnj−1

lj

)
−
ηj− 1

2

2

(
wn
j− 1

2

)
− 1

2

(
hn
j− 1

2

)
− tn

(
fn
j− 1

2

wn
j− 1

2

− hn
j− 1

2

un
j− 1

2

)
+Kfmt

n
(
2hn

j− 1
2

+ gn
j− 1

2

)
]

+ 2
tn−

1
2

kn

(
hn
j− 1

2

)
− [

(
1 +

Kfm

2

)(
wn−1
j − wn−1

j−1

lj

)
−
ηj− 1

2

2(
wn−1
j− 1

2

)
− 1

2

(
hn−1
j− 1

2

)
− tn−1

(
fn−1
j− 1

2

wn−1
j− 1

2

− hn−1
j− 1

2

un−1
j− 1

2

)
+Kfmt

n−1

(
2hn−1

j− 1
2

+ gn−1
j− 1

2

)
]− 2

tn−
1
2

kn

(
hn−1
j− 1

2

)
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(a1)j =

(
1 +Kfm

lj

)
+
ηj− 1

2

4
+ tnfn

j− 1
2

(a2)j =−
(
1 +Kfm

lj

)
+
ηj− 1

2

4
+ tnfn

j− 1
2

(a3)j =− tnun
j− 1

2

− 1

2

(
25

16
M

)
tn − tn−

1
2

kn

(a4)j =(a3)j

(a5)j =
tngn

j− 1
2

2

(a6)j =(a5)j

(a7)j =
Kfm

2

(a8)j =(a7)j

(b1)j =

(
1 +

Kfm

2

lj

)
+
ηj− 1

2

4
+ tnfn

j− 1
2

(b2)j =−

(
1 +

Kfm

2

lj

)
+
ηj− 1

2

4
+ tnfn

j− 1
2

(b3)j =
1

4
−
tnun

j− 1
2

2
−Kfmt

n − tn−
1
2

kn

(b4)j =(b3)j

(b5)j =
tnwn

j− 1
2

2

(b6)j =(b5)j

(b7)j =−
tnhn

j− 1
2

2

(b8)j =(b7)j

(b9)j =−
Kfmt

n

2

(b10)j =(b9)j
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Berdasarkan kondisi batas, maka dapat dinyatakan bahwa

δf0 = 0, δu0 = 0, δh0 = 0, δuM = 0, δhM = 0,

4. Teknik Eliminasi Blok

Persamaan (4.99)-(4.103) merupakan persamaan yang

diselesaikan menggunkan teknik eliminasi blok, elemen-elemen

pada blok triagonal adalah matrik blok. Dalam menyelesaikan

perlu ditentukan elemen-elemen matrik blok triagonal dengan

membentuknya menjadi tiga kondisi yaitu saat j = 1, j = M − 1

dan j =M

1. Kondisi pada saat j = 1, persamaan (4.84)-(4.88) dapat

dituliskan sebagai berikut :

(δf1 − δf0)−
lj
2
(δu1 + δu0) = (r1)1 (4.104)

(δu1 − δu0)−
lj
2
(δg1 + δg0) = (r2)1 (4.105)

(δh1 − δh0)−
lj
2
(δw1 + δw0) = (r3)1 (4.106)

(a1)1δg1 + (a2)1δg0 + (a3)1δu1 + (a4)1δu0 + (a5)1δf1

+ (a6)1δf0 + (a7)1δw1 + (a8)1δw0 = (r4)1

(4.107)

(b1)1δw1 + (b2)1δw0 + (b3)1δh1 + (b4)1δh0 + (b5)1δf1

+ (b6)1δf0 + (b7)1δu1 + (b8)1δu0 + (b9)1δg1 + (b10)1δg0

= (r5)1

(4.108)

Berdasarkan kondisi batas δf0 = 0, δu0 = 0, δh0 = 0, maka
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persamaan (4.104)-(4.108) dapat ditulisan sebagai berikut :

(δf1)−
l1
2
(δu1) = (r1)1 (4.109)

(δu1)−
l1
2
(δg1 + δg0) = (r2)1 (4.110)

(δh1)−
l1
2
(δw1 + δw0) = (r3)1 (4.111)

(a1)1δg1 + (a2)1δg0 + (a3)1δu1 + (a5)1δf1 + (a7)1δw1

+ (a8)1δw0 = (r4)1

(4.112)

(b1)1δw1 + (b2)1δw0 + (b3)1δh1 + (b5)1δf1 + (b7)1δu1

+ (b9)1δg1 + (b10)1δg0 = (r5)1

(4.113)

maka persamaan (4.109)-(4.113) dapat dibentuk dalam

matriks dibawah ini :


0 0 1 0 0

− l1
2 0 0 − l1

2 0

0 − l1
2 0 0 − l1

2

(a2)1 (a8)1 (a5)1 (a1)1 (a7)1

(b10)1 (b2)1 (b5)1 (b9)1 (b1)1




δg0

δw0

δf1

δg1

δw1



+


− lj

2 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

(a3)1 0 0 0 0

(b7)1 (b3)1 0 0 0




δu1

δh1

δf2

δg2

δw2

 =


(r1)1

(r2)1

(r3)1

(r4)1

(r5)1


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selanjutnya matrik dapat dituliskan sebagai berikut :

[A1][δ1] + [C1][δ2] = [r1]

2. Kondisi saat j = M − 1, dihasilkan persamaan sebagai

berikut :

(δfM−1 − δfM−2)−
lM−1

2
(δuM−1 + δuM−2) = (r1)M−1

(4.114)

(δuM−1 − δuM−2)−
lM−1

2
(δgM−1 + δgM−2) = (r2)M−1

(4.115)

(δhM−1 − δhM−2)−
lM−1

2
(δwM−1 + δwM−2) = (r3)M−1

(4.116)
(a1)M−1δgM−1 + (a2)M−1δgM−2 + (a3)M−1δuM−1

+ (a4)M−1δuM−2 + (a5)M−1δfM−1 + (a6)M−1δfM−2

+ (a7)M−1δwM−1 + (a8)M−1δwM−2 = (r4)M−1

(4.117)

(b1)M−1δwM−1 + (b2)M−1δwM−2 + (b3)M−1δhM−1

+ (b4)M−1δhM−2 + (b5)M−1δfM−1 + (b6)M−1δfM−2

+ (b7)M−1δuM−1 + (b8)M−1δuM−2 + (b9)M−1δgM−1

+ (b10)M−1δgM−2 = (r5)M−1

(4.118)
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dapat dinyatakan dalam bentuk matriks berikut :
0 0 −1 0 0

0 0 0 − lM−1

2 0

0 0 0 0 − lM−1

2

0 0 (a6)M−1 (a2)M−1 (a8)M−1

0 0 (b6)M−1 (b10)M−1 (b2)M−1




δgM−3

δwM−3

δfM−2

δgM−2

δwM−2



+


− lM−1

2 0 1 0 0

−1 0 0 − lM−1

2 0

0 −1 0 0 − lM−1

2

(a4)M−1 0 (a5)M−1 (a1)M−1 (a7)M−1

(b8)M−1 (b4)M−1 (b5)M−1 (b9)M−1 (b1)M−1



δuM−2

δhM−2

δfM−1

δgM−1

δwM−1

+


− lM−1

2 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

(a3)M−1 0 0 0 0

(b7)M−1 (b3)M−1 0 0 0




δuM−1

δhM−1

δfM

δgM

δwM



=


(r1)M−1

(r2)M−1

(r3)M−1

(r4)M−1

(r5)M−1


Secara sederhana bentuk matriks dapat dituliskan sebagai

berikut :

[Bj ][δj−1] + [Aj ][δj ] + [Cj ][δj+1] = [rj ]
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berlaku untuk setiap j = 2, 3, ...,M − 1.

3. Kondisi saat j =M , dihasilkan persamaan sebagai berikut :

(δfM − δfM−1)−
lM
2
(δuM + δuM−1) = (r1)M (4.119)

(δuM − δuM−1)−
lM
2
(δgM + δgM−1) = (r2)M (4.120)

(δhM − δhM−1)−
lM
2
(δwM + δwM−1) = (r3)M (4.121)

(a1)MδgM + (a2)MδgM−1 + (a3)MδuM + (a4)MδuM−1

+ (a5)MδfM + (a6)MδfM−1 + (a7)MδwM + (a8)MδwM−1

= (r4)M

(4.122)

(b1)MδwM + (b2)MδwM−1 + (b3)MδhM + (b4)MδhM−1

+ (b5)MδfM + (b6)MδfM−1 + (b7)MδuM + (b8)MδuM−1

+ (b9)MδgM + (b10)MδgM−1 = (r5)M

(4.123)

dapat dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai berikut :
0 0 −1 0 0

0 0 0 − lm
2 0

0 0 0 0 − lm
2

0 0 (a6)M (a2)M (a8)M

0 0 (b6)M (b10)M (b2)M




δgM−2

δwM−2

δfM−1

δgM−1

δwM−1


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+


− lm

2 0 1 0 0

−1 0 0 − lm
2 0

0 −1 0 0 − lm
2

(a4)M 0 (a5)M (a1)M (a7)M

(b8)M (b4)M (b5)M (b9)M (b1)M




δuM−1

δhM−1

δfM

δgM

δwM



=


(r1)M

(r2)M

(r3)M

(r4)M

(r5)M


secara sederhana dapat dinyatakan dengan [Bj ][δj−1] +

[Aj ][δj ] = [rj ] untuk j =M .

Secara sederhana bentuk matriks pada kondisi j = 1, 2, 3, ...,M

dapat ditulis sebagai berikut :

j =1; [A1][δ1] + [C1][δ2] = [r1]

j =2; [B2][δ1] + [A2][δ2] + [C2][δ3] = [r2]

j =3; [B3][δ2] + [A3][δ3] + [C3][δ4] = [r3]

...

j =M − 1; [BM−1][δM−2] + [AM−1][δM−1] + [CM−1][δM ] = [rM−1]

j =M ; [BM ][δM−1] + [AM ][δM ] = [rM ]

atau dapat dinyatakan dengan

Aδ = r (4.124)
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dengan

A =



[A1] [C1]

[B2] [A2] [C2]

[B3] [A3]
. . .
. . .

[BM−1] [AM−1] [CM−1]

[BM ] [AM ]



δ =



[δ1]

[δ2]
...

[δM−1]

[δM ]


, r =



[r1]

[r1]
...

[rM−1]

[rM ]


untuk menyelesaikan persamaan(4.124) diasumsikan A matriks

non singular dapat difaktorkan kedalam

A = LU (4.125)

dengan masing-masing L dan U sebagai berikut :

L =



[α1]

[B2] [α2]
. . .
. . .

[αM−1]

[BM ] [αM ]


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U =



[I] [T1]

[I] [T2]
. . .
. . .

[I] [TM−1]

[I]


dengan [I] adalah matriks identitas berode 5 x 5 dan [αj ] dan [Tj ]

adalah matriks ukuran 5 x 5 dengan unsur-unsurnya ditentukan

dengan persamaan sebagai berikut :

[α1] =[A1]

[A1][T1] =[C1]

[αj ] =[Aj ]− [Bj ][Tj−1], j = 2, 3, ...,M

[αj ][Tj ] =[Cj ], j = 2, 3, ...,M − 1

kemudian subtitusikan persamaan (4.125) ke persamaan (4.124)

diperoleh persamaan sebagai berikut :

LUδ = r (4.126)

Uδ = X , maka

LX = r (4.127)

dengan

X =



[X1]

[X2]
...

[XM−1]

[XM ]


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dimana [Xj ] merupakan matriks berukuran 5 x 1 yang memiliki

elemen-elemen yang diperoleh dari persamaan (4.127) yaitu :

[α1][X1] =[r1]

[αj ][Xj ] =[rj ]− [Bj ][Xj−1], j = 2, 3, ...M
(4.128)

setelah elemen X ditemukan selanjutnya menentukan

penyelesaian dari δ pada persamaan (4.126) menggunakan

persamaan berikut :

[δM ] =[XM ]

[δj ] =[Xj ]− [Tj ][δj+1], j = 1, 2, ...,M − 1

Perhitungan ini diulang terus menerus dan berhenti ketika telah

terpenuhi kriteria konvergensinya. Menurut Bradshaw, v =

(0, t) merupakan kriteria konvergen, sehingga iterasinya akan

dihentikan ketika |δv(0, t)| < ϵ dengan nilai ϵ yang sangat kecil

(Ghani, 2011).

G. Analisis Hasil Simulasi Numerik

Setelah diperoleh model matematika secara numerik dengan

metode beda hingga skema Keller Box maka langkah berikutnya

yakni simulasi menggunakan Matlab 2013a dengan menginputkan

model matematika yang telah diperoleh, serta memberikan variasi

parameter magnetik (M) dan variasi parameter bahan (K).

Penelitian ini juga dilakukannya simulasi untuk nilai n = 0 dan

n = 0.5, n adalah konstanta yang mempunyai nilai 0 ≤ n ≤
1. Jika n = 0 yang merupakan perbandingan komponen vektor

mikrorotasi terhadap gesekan fluida pada permukaan bernilai nol,
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maka suatu unsur mikrokutub yang berada didekat permukaan

benda tidak dapat berotasi. Sedangkan untuk n = 0.5 bagian

tensor tegangan menghilang hal ini disebut kelemahan konsentrasi

unsur mikro. Namun pada penelitian ini mempelajari pada saat

n = 0 dan n = 0.5, dengan kata lain karena aliran darah yang

diperiksa dilakukan pada konsentrasi pekat dan setengah pekat.

Dengan memilih partisi waktu sebanyak (t = 33), partisi η = 60,

δη = lj = 0.1 merupakan stepsize η dan δt = kn = 0.05

merupakan stepsize dari t, η menyatakan ketebalan lapisan batas

dan t adalah waktu.

1. Pengaruh Parameter Bahan Terhadap Kecepatan Aliran

Darah

Pengaruh parameter bahan terhadap kecepatan aliran darah,

dimana parameter bahan ini adalah parameter yang terdapat pada

fluida mikrokutub. Diberikan nilai parameter bahan sebesar K =

1,K = 2,K = 3 dan K = 4, dan pengaruh parameter magnetik

M = 1. Simulasi ini dilakukan pada fluida yang berkonsentrasi

pekat dan setengah pekat, sehingga diperoleh grafik matlab 2013a

berikut

Gambar (4.4) menggambarkan aliran darah berkonsentrasi

pekat. Kecepatan aliran darah mengalami kenaikan pada f ′ ≈ 0

sampai dengan f ′ ≈ 5.5 lalu kecepatannya menurun mulai f ′ ≈
5.5 sampai f ′ ≈ 1 . Pada diagram yang ditunjukkan gambar

(4.4) kecepatan aliran darah dengan variansi parameter bahan

menunjukkan bahwa laju aliran darah menurun seiring dengan

bertambahnya nilai variasi parameter bahan yang ditentukan. Hal

ini karena dengan bertambahnya parameter bahan dari fluida

mikrokutub, gesekan yang dihasilkan antara partikel aliran darah
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Gambar 4.4. Diagram kecepatan aliran darah dengan variansi
parameter bahan saat M = 1, n = 0

fluida mikrokutub semakin besar dan mengakibatkan kecepatan

aliran darah semakin menurun. Jika nilai variasi parameter bahan

semakin berkurang, maka laju aliran darah semakin meningkat.

Pada Diagram tersebut juga menunjukan perbedaan pengaruh

masing-masing variasi parameter bahan terhadap aliran darah.

Dapat dilihat bahwa aliran darah yang memiliki variasi parameter

bahan yang lebih tinggi, kecepatan aliran darah lebih lambat

dibandingkan aliran darah yang variasi parameter bahannya

rendah.

Selanjutnya melakukan simulasi untuk kecepatan aliran darah

berkonsentrasi setengah pekat dengan nilai variasi parameter

bahan sebesar K = 1,K = 2,K = 3 dan K = 4,

diberikan pengaruh parmeter magnetik sebesar M = 1. Hasil

simulasi menunjukkan bahwa kecepatan aliran darah ketika diberi
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pengaruh variasi parameter bahan menurun saat nilai variasi

parameter bahan semakin bertambah dan ketika nilai variasi

parameter bahan semakin berkurang, maka laju aliran darah

semakin meningkat. Tidak ada perbedaan yang signifikan antara

kecepatan aliran darah berkonsentrasi pekat dan setengah pekat.

Gambar 4.5. Diagram kecepatan aliran darah dengan variansi
parameter bahan saat M = 1, n = 0.5

2. Pengaruh Parameter Magnetik Terhadap Kecepatan

Aliran Darah

Pengaruh parameter magnetik terhadap kecepatan aliran

darah. Simulasi dilakukan menggunakan nilai variasi parameter

magnetik sebesar M = 1,M = 2,M = 3,M = 4, dan K = 1

sebagai parameter bahan. Simulasi dilakukan pada aliran darah

berkonsentrasi pekat dan setengah pekat, sehingga diperoleh.
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Gambar 4.6. Diagram kecepatan aliran darah dengan variansi
parameter magnetik saat M = 1, n = 0

Gambar (4.6) Kecepatan aliran darah mengalami kenaikan

pada f ′ ≈ 0 sampai dengan f ′ ≈ 5.5 lalu kecepatannya

menurun mulai f ′ ≈ 5.5 sampai f ′ ≈ 1. Diagram tersebut juga

merupakan simulasi kecepatan aliran darah dengan konsentrasi

pekat, diagram menunjukkan kecepatan aliran darah ketika

diberi pengaruh variasi parameter magnetik terjadi penurunan.

Hal ini terjadi karena adanya medan magnet, semakin besar

parameter magnet maka semakin lambat pergerakannya. M =
aσB2

0
ρfmU∞

menunjukkan bahwa parameter magnetik (M) berbanding

lurus dengan besar medan magnet ( B0 ), sehingga semakin

bertambahnya parameter magnetik maka medan magnet semakin

meningkat yang mengakibatkan kecepatan menurun pada aliran

darah. Jika nilai variasi parameter magnetik semakin berkurang,

maka laju aliran darah semakin meningkat. Pada Diagram tersebut
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juga menunjukan perbedaan pengaruh masing-masing variasi

parameter magnetik terhadap aliran darah. Dapat dilihat bahwa

aliran darah yang memiliki variasi parameter magnetik yang lebih

tinggi, kecepatan aliran darah lebih lambat dibandingkan aliran

darah yang variasi parameter magnetiknya rendah.

Gambar 4.7. Diagram kecepatan aliran darah dengan variansi
parameter magnetik saat M = 1, n = 0.5

Selanjutnya melakukan simulasi untuk kecepatan aliran darah

berkonsentrasi setengah pekat dengan variasi parameter magnetik

sebesar M = 1,M = 2,M = 3 dan M = 4 diberikan pengaruh

parameter bahan sebesar K = 1 .

Gambar (4.7) kecepatan aliran darah dengan pengaruh variasi

parameter magnetik menurun ketika nilai variansi parameter

magnetik semakin bertambah dan ketika nilai variasi parameter

magnetik semakin berkurang, maka laju aliran darah semakin

meningkat. Tidak ada perbedaan yang signifikan antara kecepatan



80

aliran darah berkonsentrasi pekat dan setengah pekat.

3. Pengaruh Parameter Magnetik Terhadap Kecepatan

Aliran Darah Fluida Mikrokutub

Simulasi dilakukan menggunakan nilai variasi parameter

magnetik sebesar M = 1,M = 2,M = 3 dan M = 4, diberikan

pengaruh parameter bahan sebesarK = 1. Nilai negatif kecepatan

aliran darah fluida mikrokutub fluida menunjukkan arah partikel

mikrokutub dalam fluida, yaitu berlawanan arah jarum jam.

Simulasi dilakukan pada aliran darah yang berkonsentrasi pekat

dan setengah pekat, sehingga diperoleh sebagai berikut.

Gambar 4.8. Diagram pengaruh parameter magnetik terhadap
kecepatan aliran darah fluida mikrokutub saat M =
1, n = 0

Gambar (4.8) adalah perbandingan rasio antara gesekan darah
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pada permukaan terhadap komponen vektor mikrorotasi adalah

nol. Dapat diamati ketika bertambahnya variasi parameter

magnetik maka semakin meningkat kecepatan aliran darah fluida

mikrokutub. Hal ini terjadi karena adanya medan magnet,

medan magnet semakin bertambah dengan bertambahnya variasi

parameter magnetik yang bekerja pada fluida mikrokutub. Dengan

bertambahnya medan magnet maka pergerakan muatan-muatan

listrik dalam parameter magnetik meningkat, sehingga fluida

mikrokutub bergerak lebih cepat. Jika nilai variasi parameter

magnetik semakin berkurang, maka laju aliran darah semakin

menurun.

Selanjutnya melakukan simulasi untuk kecepatan aliran darah

berkonsentrasi setengah pekat dengan nilai variasi parameter

magnetik sebesar M = 1,M = 2,M = 3 dan M = 4 diberikan

pengaruh parmeter bahan sebesar K = 1 maka diperoleh hasil

simulasi sebagai berikut.

Hasil simulasi (Gambar 4.9) menunjukkan bahwa kecepatan

aliran darah fluida mikrokutub meningkat sejalan dengan

bertambahnya nilai variasi parameter magnetik. Hal ini

disebabkan oleh medan magnet yang ada pada darah

sehingga menyebabkan penurunan kecepatan aliran darah

dan mengakibatkan peningkatan kecepatan aliran darah fluida

mikrokutub, dan ketika nilai variasi parameter magnetik semakin

berkurang maka laju aliran darah semakin menurun.
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Gambar 4.9. Diagram pengaruh parameter magnetik terhadap
kecepatan aliran darah fluida mikrokutub saat M =
1, n = 0.5



BAB V

PENUTUP

A. Kesimpulan

Berdasarkan analisis dan pembahasan mengenai penyelesaian

numerik fluida non-newtonian pada aliran darah manusia melalui

arteri, dapat diambil kesimpulan:

1. Bentuk matematika dari model aliran darah manusia

melalui arteri diperoleh dengan menurunkan persamaan

pembangun dimensional ke dalam bentuk persamaan

non-dimensional, lalu disederhanakan menggunakan

pendekatan aliran bebas dan disubtitusi fungsi alir,

selanjutnya diubah kedalam persamaan similaritas agar

mendapatkan bentuk akhir model matematika aliran fluida

non-newtonian pada aliran darah manusia melalui arteri.

Persamaan Momentum Linier dapat dituliskan sebagai

berikut :

(1 +Kfm)f
′′′ +

η

2
f ′′ + t(1− (f ′)2 + ff ′′) + t

(
25

16
M)(1− f ′

)
+Kfmh

′ = t
∂f ′

∂h
(5.1)

Persamaan Momentum Angular dapat dituliskan sebagai

berikut :(
1 +

Kfm

2

)
h′′+

η

2
h′+

h

2
+t(fh′−hf ′) = t

∂h

∂t
+Kfmt(2h+f

′′)

(5.2)

83
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2. Model matematika diselesaikan menggunakan metode

numerik beda hingga skema Keller Box. Dalam

skema Keller Box mempunyai empat langkah dalam

menyelesaiakan model matematika, yaitu :

(a) Penyelesaian Notasi.

Didapatkan persamaan momentum linier dan

momentum angular sebagai berikut.

Persamaan Momentum Linier :

(1 +Kfm)g
′ +

η

2
g + t(1− (u)2 + fg) + t

(
25

16
M

)
(1− u)

+Kfmw = t
∂u

∂h
(5.3)

Persamaan Momentum Angular :(
1 +

Kfm

2

)
w′+

η

2
w+

h

2
+t(fw−hu) = t

∂h

∂t
+Kfmt(2h+g)

(5.4)

(b) Diskretisasi Model.

i. Persamaan momentum dapat dilihat pada

persamaan (4.91).

ii. Persamaan momentum angular dapat dilihat pada

persamaan (4.92).

(c) Pelinieran Model.

i. Persamaan momentum dapat dilihat pada

persamaan (4.102).

ii. Persamaan momentum angular dapat dilihat pada

persamaan (4.103).
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(d) Teknik Eliminasi Blok.

i. Teknik eliminasi blok pada kondisi j = 1, dapat

dilihat pada persamaan (4.109)-(4.113).

ii. Teknik eliminasi blok pada kondisi j = M − 1,

dapat dilihat pada persamaan (4.114)-(4.118).

iii. Teknik eliminasi blok pada kondisi j = M , dapat

dilihat pada persamaan (4.119)-(4.123).

3. Hasil simulasi numerik menggunakan matlab 2013a

mengenai model matematika aliran fluida non-newtonian

pada aliran darah manusia melalui arteri menggunakan

variasi parameter magnetik dan variasi parameter bahan

pada aliran fluida dapat ditarik kesimpulan sebagai berikut:

(a) Semakin bertambahnya parameter bahan, maka

kecepatan aliran darah semakin menurun, hal ini

karena dengan bertambahnya parameter bahan maka

gesekan yang dihasilkan antara partikel aliran darah

semakin besar. Jika nilai variasi parameter bahan

semakin berkurang, maka laju aliran darah semakin

meningkat. Berlaku untuk konsentrasi pekat dan

setengah pekat.

(b) Semakin bertambahnya nilai parameter magnetik maka

kecepatan aliran darah semakin menurun, hal ini

terjadi karena adanya medan magnet. Jika nilai

variasi parameter magnetik semakin berkurang, maka

laju aliran darah semakin meningkat. Berlaku untuk

konsentrasi pekat dan setengah pekat.

(c) Semakin bertambahnya nilai parameter magnetik maka

kecepatan aliran darah fluida mikrokutub semakin
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meningkat, hal ini terjadi karena adanya medan

magnet. Jika nilai variasi parameter magnetik semakin

berkurang, maka laju aliran darah semakin menurun.

Berlaku untuk konsentrasi pekat dan setengah pekat.

B. Saran

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan, saran untuk

penelitian berikutnya adalah:

1. Penelitian ini dapat dikembangkan dengan menggunakan

pengaruh parameter-parameter non-dimensional lain.

2. Penelitian ini dapat dikembangkan pada aliran darah

manusia melalui arteri dengan adanya stenosis atau

sumbatan aliran darah.
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Lampiran 1. Transformasi Kondisi batas Dimensional ke Non

Dimensional

Pada penelitian ini menggunakan kondisi batas yaitu :

t = 0;u = v = N = 0, T = T∞ untuk setiap x, y

t > 0;u = v = 0, N = −n∂u∂y , T = Tw pada y = 0

u = ue(x), N = 0, T = T∞ pada y −→ ∞
dengan mengunakan variabel non-dimensional sebagai berikut

:

T =
T − T∞
Tw − T∞

;ue(x) =ue(x)U∞; y = Re1/2
y

a
;u =

u

U∞
;

N = Re−1/2 aN

U∞

maka diperoleh

T = T∞

T =
T − T∞
Tw − T∞

=
T∞ − T∞
Tw − T∞

= 0

T = Tw

T =
T − T∞
Tw − T∞

=
Tw − T∞
Tw − T∞

= 1

u = ue(x)

uU∞ = ue(x)U∞

u = ue
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N = 0

N =
a.0

Re−1/2U∞
= 0

N = −n∂u
∂y

N =
a

Re−1/2U∞
− n

∂u

∂y

N =
a

Re−1/2U∞
− n

∂uU∞

∂yaRe−1/2

N = −n∂u
∂y

sehingga kondisi batasnya menjadi :

t = 0;u = v = N = 0, T = 0 untuk setiap x, y

t > 0;u = v = 0, N = −n∂u∂y , T = 1 pada y = 0

u = ue(x), N = 0, T = 0, pada y −→ ∞

A. Mengubah persamaan dimensional ke persamaan

non-dimensional

Pada penelitian ini menggunakan variabel-variabel berikut :

x =
x

a
; y = Re1/2

y

a
;u =

u

U∞
; v = Re1/2

v

U∞
; t =

U∞t

a
; p =

p

ρfmU2
∞
;

N = Re−1/2 aN

U∞
; r =

r

a
;T =

T − T∞
Tw − T∞

; gx = −sinx; gy = cosx

sehingga diperoleh persamaan pembangun non-dimensional

berikut.
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1. Persamaan Kontinuitas

(
∂ru

∂x
+
∂rv

∂y

)
= 0(

∂(aruU∞)

∂(xa)
+
∂(arvU∞Re

−1/2)

∂(yaRe−1/2)

)
= 0(

∂ru

∂x

aU∞
a

+
∂rv

∂y

aU∞Re
−1/2

aRe−1/2

)
= 0(

∂ru

∂x
U∞ +

∂rv

∂y
U∞

)
= 0

U∞

(
∂ru

∂x
+
∂rv

∂y

)
= 0(

∂ru

∂x
+
∂rv

∂y

)
= 0

2. Persamaan Momentum Linier pada Sumbu-x

Menurut Leal (2007) bahwa nilai maksimum (T − T∞) kecil,

sehingga :

ρ∞
ρfm

= 1 + β(T − T∞) +O(T − T∞)2

Dengan menghilangkan bagian berorde tinggi maka diperoleh :

ρ∞
ρfm

= 1 + β(T − T∞)

untuk β(T − T∞) diperoleh :

ρ∞ − ρfm
ρfm

= −ρfmβ(T − T∞)
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atau

ρ∞ − ρfm = −ρfmβ(T − T∞)

β adalah koefisien panas yang didifinisikan sebagai berikut :

β = − 1

ρfm

(
∂ρfm
∂T

)
diperoleh persamaan momentum linier sumbu-x berikut :

ρfm

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂v

∂y

)
=− ∂p

∂x
+ (µfm + kfm)

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
− σ(b+B0)

2u− ρfmβ(T − T∞)gx

+ kfm
∂N

∂y

Perhitungan pada ruas kiri

ρfm

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)

= ρfm

∂(uU∞)

∂
(
at
U∞

) + uU∞
∂(uU∞)

∂(xa)
+

(
vU∞

Re1/2

)
∂(uU∞)

∂(yaRe−1/2)


= ρfm

(
∂u

∂t

U2
∞
a

+
∂u

∂x

uU2
∞
a

+
∂u

∂y

vU2
∞
a

)
= ρfm

U2
∞
a

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
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Perhitungan pada ruas kanan

=− ∂p

∂x
+ (µfm + kfm)

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
− σ(b+B0)

2u

− ρfmβ(T − T∞)gx + kfm
∂N

∂y

=−
∂(pρfmU

2
∞)

∂(xa)
+ (µfm + kfm)

∂2(uU∞)

∂(xa)2
+

∂2(uU∞)

∂
(

ya
Re1/2

)2


− σ(b+B0)
2uU∞ + ρfmβgT (Tw − T∞)sinx

+ kfm
∂(NU∞a

−1Re1/2)

∂(yaRe−1/2)

=−
ρfmU

2
∞

a

(
∂p

∂x

)
+ (µfm + kfm)

(
U∞
a2

)(
∂2u

∂x2
+Re

∂2u

∂y2

)
− σ(b+B0)

2uU∞ + ρfmβgT (Tw − T∞)sinx+ kfm
U∞Re

a2
∂N

∂y

Dengan menyamakan ruas kiri dan ruas kanan, maka diperoleh :

ρfm
U2
∞
a

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
=−

ρfmU
2
∞

a

(
∂p

∂x

)
+ (µfm + kfm)(

U∞
a2

)(
∂2u

∂x2
+Re

∂2u

∂y2

)
− σ(b+B0)

2

uU∞ + ρfmβgT (Tw − T∞)sinx

+ kfm
U∞Re

a2
∂N

∂y
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Kemudian kedua ruas dibagi dengan ρfm
U2
∞
a menghasilkan

persamaan sebagai berikut ;(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
=−

(
∂p

∂x

)
+ (1 +Kfm)µfm

1

ρfmaU∞(
∂2u

∂x2
+Re

∂2u

∂y2

)
− σa

ρfmU∞
(b+B0)

2u

+ λTsinx+Kfm
∂N

∂y(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
=−

(
∂p

∂x

)
+

1 +Kfm

Re

(
∂2u

∂x2
+Re

∂2u

∂y2

)
− σa

ρfmU∞
(b+B0)

2u+ λTsinx+Kfm
∂N

∂y(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
=−

(
∂p

∂x

)
+

(1 +Kfm)

Re

∂2u

∂x2
+ (1 +Kfm)

∂2u

∂y2

− σa

ρfmU∞
(b+B0)

2u+ λTsinx+Kfm
∂N

∂y

Dalam penelitian ini, diberikan asumsi b = 1
4B0 maka dapat

dituliskan sebagai berikut :

(b+B0)
2 =

(
1

4
B0 +B0

)2

(b+B0)
2 =

(
1

4
B0 +

4

4
B0

)2

(b+B0)
2 =

(
5

4
B0

)2

=
25

16
B2

0
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sehingga dapat dituliskan sebagai berikut :(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
=−

(
∂p

∂x

)
+

(1 +Kfm)

Re

∂2u

∂x2
+ (1 +Kfm)

∂2u

∂y2

− σa

ρfmU∞

(
25

16
B2

0

)
u+ λTsinx+Kfm

∂N

∂y(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
=−

(
∂p

∂x

)
+

(1 +Kfm)

Re

∂2u

∂x2
+ (1 +Kfm)

∂2u

∂y2

− 25

16
Mu+ λTsinx+Kfm

∂N

∂y

Dalam hal ini, kfm = Kfm.µfm ; U∞a = Re.vfm;M =
aσB2

0
ρfmU∞

λ = GR
Re2

dengan GR = βg(Tw−T∞)a3

v2fm

3. Persamaan Momentum Linier pada Sumbu-y

ρfm

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
=− ∂p

∂y
+ (µfm + kfm)

(
∂2v

∂x
+
∂2v

∂y

)
− σ(b+B0)

2v − ρfmβ(T − T∞)gy

− kfm
∂N

∂x
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Perhitungan pada ruas kiri

= ρfm

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)

= ρfm

∂
(
vU∞
Re1/2

)
∂
(
at
U∞

) + uU∞
∂
(
vU∞
Re1/2

)
∂(xa)

+

(
vU∞

Re1/2

) ∂
(
vU∞
Re1/2

)
∂
(

ya
Re1/2

)


= ρfm


(

U∞
Re1/2

)
(

a
U∞

) ∂v

∂t
+ uU∞

(
U∞
Re1/2

)
a

∂v

∂x
+

(
vU∞

Re1/2

) ( U∞
Re1/2

)
a

Re1/2

∂v

∂y


= ρfm

((
U2
∞

aRe1/2

)
∂v

∂t
+

(
uU2

∞
aRe1/2

)
∂v

∂x
+

(
vU2

∞
aRe1/2

)
∂v

∂y

)
= ρfm

U2
∞

aRe1/2

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
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Perhitungan pada ruas kanan

=− ∂p

∂t
+ (µfm + kfm)

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
− σ(b+B0)

2v

− ρfmβ(T − T∞)gy − kfm
∂N

∂x

=−
∂(pρfmU

2
∞)

∂(yaRe−1/2)
+ (µfm + kfm)

∂2
(
vU∞
Re1/2

)
∂(xa)2

+
∂2
(
vU∞
Re1/2

)
∂
(

ya
Re1/2

)2


− σ(b+B0)
2vU∞Re

1/2 − ρfmβgT (Tw − T∞)cosx

− kfm
∂
(

NU∞
aRe−1/2

)
∂(xa)

=− ρfm
U2
∞

aRe−1/2

∂p

∂y
+ (µfm + kfm)

U∞

a2Re−1/2

(
∂2v

∂x2
+Re

∂2v

∂y2

)
− σ(b+B0)

2vU∞Re
1/2 − ρfmβgT (Tw − T∞)cosx

− kfm
U∞

a2Re−1/2

∂N

∂x

Dengan menyamakan ruas kiri dan ruas kanan, maka diperoleh

persamaan sebagai berikut :

ρfm
U2
∞

aRe1/2

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
=− ρfm

U2
∞

aRe−1/2

∂p

∂y
+ (µfm + kfm)

U∞

a2Re−1/2

(
∂2v

∂x2
+Re

∂2v

∂y2

)
− σ(b+B0)

2vU∞Re
1/2 − ρfmβgT

(Tw − T∞)cosx− kfm
U∞

a2Re1/2
∂N

∂x
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Kemudian kedua ruas dibagi dengan ρfm
U2
∞

aRe−1/2 menghasilkan

persamaan sebagai berikut :

Re−1

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
=− ∂p

∂y
+

(1 +Kfm)

Re

(
∂2v

∂x2
+Re

∂2v

∂y2

)
− σa

ρfmU∞Re
(b+B0)

2v − λT

Re1/2
cosx

−
Kfm

Re

∂N

∂x
1

Re

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
=− ∂p

∂y
+

(1 +Kfm)

Re

∂2v

∂x2
− σa

ρfmU∞Re

(b+B0)
2v − λT

Re1/2
cosx+

(1 +Kfm)

Re2

∂2v

∂y2
−
Kfm

Re

∂N

∂x

Diketahui bahwa nilai (b+B0)
2 = 25

16B
2
0 sehingga dapat dituliskan

sebagai berikut :

1

Re

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
=− ∂p

∂y
+

(1 +Kfm)

Re

∂2v

∂x2
− σa

ρfmU∞Re

25

16
B2

0v −
λT

Re1/2
cosx+

(1 +Kfm)

Re2
∂2v

∂y2

−
Kfm

Re

∂N

∂x
1

Re

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
=− ∂p

∂y
+

(1 +Kfm)

Re

∂2v

∂x2
− 25

16
Re−1Mv

− λT

Re1/2
cosx+

(1 +Kfm)

Re2
∂2v

∂y2
−
Kfm

Re

∂N

∂x

Dalam hal ini, kfm = Kfmµfm;U∞.a = Re.vfm; M =
aσB2

0
ρfmU∞

;vfm =
µfm
ρfm
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4. Persamaan Momentum Angular

ρfmj

(
∂N

∂t
+ u

∂N

∂x
+ v

∂N

∂y

)
=γfm

(
∂2N

∂x2
+
∂2N

∂y2

)
− kfm

(
2N +

∂u

∂y
− ∂v

∂x

)
Perhitungan pada ruas kiri

ρfmj

(
∂N

∂t
+ u

∂N

∂x
+ v

∂N

∂y

)

=ρfmj
∂
(
NU∞Re1/2

a

)
(
∂ at
U∞

) + uU∞
∂
(
NU∞Re1/2

a

)
∂(xa)

+

(
vU∞

Re1/2

)
(
∂NU∞Re1/2

a

)
(
∂ ya
Re1/2

)
=ρfmj

(
U∞Re1/2

a

)
(

a
U∞

) ∂N

∂t
+ uU∞

(
U∞Re1/2

a

)
a

∂N

∂x
+

(
vU∞

Re1/2

)
(
U∞Re1/2

a

)
( a
Re1/2

) ∂N

∂y

=ρfmj

(
U2
∞Re

1/2

a2
∂N

∂t
+ u

U2
∞Re

1/2

a2
∂N

∂x
+ v

U2
∞Re

1/2

a2
∂N

∂y

)

=ρfmj

(
U2
∞Re

1/2

a2
)(
∂N

∂t
+ u

∂N

∂x
+ v

∂N

∂y

)
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Perhitungan pada ruas kanan

γfm

(
∂2N

∂x2
+
∂2N

∂y2

)
− kfm

(
2N +

∂u

∂y
− ∂v

∂x

)
=

(
µfm +

Kfmµfm
2

)
j

(
∂2NU∞Re

1/2

∂x2a2a
+
∂2NU∞Re

1/2

∂y2a2(Re1/2)a

)

− (Kfmµfm)

(
2
NU∞Re

1/2

a
+
∂uU∞Re

1/2

∂(ya)
− ∂vU∞

∂(xaRe1/2)

)

=

(
1 +

Kfm

2

)
µfmj

(
U∞Re

1/2

a3
∂2N

∂x2
+
∂2N

∂y2

)
−Kfmµfm(

U∞
a

2NRe1/2 +
U∞
a
Re1/2

∂u

∂y
− U∞

a
Re−1/2 ∂v

∂x

)
=

(
1 +

Kfm

2

)
µfmj

(
U∞Re

1/2

a3
∂2N

∂x2
+
∂2N

∂y2

)
−Kfmµfm

U∞Re
1/2

a

(
2N +

∂u

∂y
+

1

Re

∂v

∂x

)
Dengan menyamakan ruas kiri dan ruas kanan, maka diperoleh

persamaan sebagai berikut :

ρfmj

(
U2
∞Re

1/2

a2

)(
∂N

∂t
+ u

∂N

∂x
+ v

∂N

∂y

)
=

(
1 +

Kfm

2

)
µfmj(

U∞Re
1/2

a3
∂2N

∂x2
+
∂2N

∂y2

)
−Kfmµfm

U∞Re
1/2

a

(
2N +

∂u

∂y
+

1

Re

∂v

∂x

)
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Kemudian kedua ruas dibagi dengan U2
∞Re1/2

a2
menghasilkan

persamaan sebagai berikut :

ρfmj

(
∂N

∂t
+ u

∂N

∂x
+ v

∂N

∂y

)
=

(
1 +

Kfm

2

)
µfmj

U∞a

(
∂2N

∂x2
+
∂2N

∂y2

)
−Kfmµfm

U∞
a

(
2N +

∂u

∂y
+

1

Re

∂v

∂x

)
Membagi kedua ruas dengan ρfmj(

∂N

∂t
+ u

∂N

∂x
+ v

∂N

∂y

)
=

(
1 +

Kfm

2

)(
1

Re

∂2N

∂x2
+
∂2N

∂y2

)
−Kfm

(
2N +

∂u

∂y
+

1

Re

∂v

∂x

)
Dalam hal ini, µfm = ρfm.vfm;U∞.a = Re.vfm; j =

a.vfm
U∞

B. Penurunan Pada Fungsi Alir

Fungsi alir ini dinyatakan sebagai berikut :

u =
1

r

∂ψ

∂y

dan

v = −1

r

∂ψ

∂x
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1. Persamaan Kontinuitas

∂ru

∂x
+
∂rv

∂y
= 0

∂r

∂x

(
1

r

∂ψ

∂y

)
+
∂r

∂y

(
−1

r

∂ψ

∂x

)
= 0

∂2ψ

∂x∂y
=

∂2ψ

∂x∂y

2. Persamaan Momentum Linier

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
=−

(
∂p

∂x

)
+ (1 +Kfm)

∂2u

∂y2
−
(
25

16
M

)
(u− ue) + λTsinx+Kfm

∂N

∂y

Perhitungan pada ruas kiri

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
)

=
∂

∂t

(
1

r

∂ψ

∂y

)
+

(
1

r

∂ψ

∂y

)
∂

∂x

(
1

r

∂ψ

∂y

)
+

(
−1

r

∂ψ

∂x

)
∂

∂y

(
1

r

∂ψ

∂y

)
dengan menggunakan sifat turunan

∂(uv)

∂x
=
∂u

∂x
v + u

∂v

∂x

dan dengan

u =
1

r

∂ψ

∂y
, v = −1

r

∂ψ

∂x
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maka diperoleh :

=
∂

∂t

(
1

r

∂ψ

∂y

)
+

(
1

r

∂ψ

∂y

)(
− 1

r2
∂ψ

∂y
+

1

r

∂2ψ

∂x∂y

)
+

(
−1

r

∂ψ

∂x

)
∂

∂y

(
1

r

∂ψ

∂y

)
=
∂

∂t

(
1

r

∂ψ

∂y

)
− 1

r3
∂ψ

∂y

∂r

∂x

∂ψ

∂y
+

1

r2
∂ψ

∂y

∂2ψ

∂x∂y
− 1

r2
∂ψ

∂x

∂2ψ

∂y2

=
1

r

∂2ψ

∂t∂y
+

1

r2
∂ψ

∂y

∂2ψ

∂x∂y
− 1

r2
∂ψ

∂x

∂2ψ

∂y2
− 1

r3
∂

∂x

(
∂ψ

∂y

)2

Perhitungan pada ruas kanan

−
(
∂p

∂x

)
+ (1 +Kfm)

∂2u

∂y2
−
(
25

16
M

)
(u− ue) + λTsinx+Kfm

∂N

∂y

=ue
∂ue
∂x

+ (1 +Kfm)
∂2
(
1
r
∂ψ
∂y

)
∂y2

−
(
25

16
M

)(
1

r

∂ψ

∂y
− ue

)
+ λTue +Kfm

∂N

∂y

=ue
∂ue
∂x

+ (1 +Kfm)
1

r

∂3ψ

∂y3
−
(
25

16
M

)(
1

r

∂ψ

∂y
− ue

)
+ λTue

+Kfm
∂N

∂y

Maka diperoleh

1

r

∂2ψ

∂t∂y
+

1

r2
∂2ψ

∂x∂y
− 1

r2
∂ψ

∂x

∂2ψ

∂y2
− 1

r3
∂ψ

∂x

(
∂ψ

∂y

)2

= ue
∂ue
∂x

+ (1 +Kfm)

1

r

∂3ψ

∂y3
−
(
25

16
M

)(
1

r

∂ψ

∂y
− ue

)
+ λTue +Kfm

∂N

∂y
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3. Persamaan Momentum Angular

∂N

∂t
+ u

∂N

∂x
+ v

∂N

∂y
=

(
1 +

Kfm

2

)(
∂2N

∂y2

)
−Kfm

(
2N +

∂u

∂y

)
∂N

∂t
+

(
1

r

∂ψ

∂y

)
∂N

∂x
+

(
−1

r

∂ψ

∂x

)
∂N

∂y
=

(
1 +

Kfm

2

)(
∂2N

∂y2

)
−Kfm

(
2N +

(
1

r

∂ψ

∂y

)
∂

∂y

)
∂N

∂t
+

(
1

r

∂ψ

∂y

)
∂N

∂x
+

(
−1

r

∂ψ

∂x

)
∂N

∂y
=

(
1 +

Kfm

2

)(
∂2N

∂y2

)
−Kfm

(
2N +

1

r

∂2ψ

∂y2

)
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Lampiran 2. Transformasi Persamaan Similaritas

Dengan menggunakan fungsi alir sebagai berikut :

u = 1
r
∂ψ
∂y dan v = −1

r
∂ψ
∂x

Persamaan non dimensional yang telah diperoleh dirubah

ke persaman similaritas dengan mentransformasikan persamaan

tersebut ke dalam variabel similaritas berikut.

ψ = t1/2ue(x)r(x)f(x, η, t);η =
y

t1/2
;N = t−1/2ue(x)h(x, η, t);

T = s(x, η, t)

Persamaan Momentum Linier

1

r

∂2ψ

∂t∂y
+

1

r2
∂2ψ

∂x∂y
− 1

r2
∂ψ

∂x

∂2ψ

∂y2
− 1

r3
∂ψ

∂x

(
∂ψ

∂y

)2

= ue
∂ue
∂x

+ (1 +Kfm)
1

r

∂3ψ

∂y3
+

(
25

16
M

)(
ue −

1

r

∂ψ

∂y

)
+ λTue +Kfm

∂N

∂y
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Dengan

∂η

∂y
=
∂

∂y

( y

t1/2

)
=

1

t1/2

∂η

∂t
=
∂

∂t

( y

t1/2

)
= −1

2

y

t1/2
1

t
= −1

2

η

t
∂ψ

∂x
=
∂

∂x

(
t1/2ue(x)r(x)f(x, η, t)

)
=t1/2

∂

∂x
(ue(x)r(x)f(x, η, t))

=t1/2r(x)f(x, η, t)
∂ue(x)

∂x
+ ue(x)t

1/2f(x, η, t)
∂r(x)

∂x

+ ue(x)t
1/2r(x)

∂f(x, η, t)

∂x
∂ψ

∂y
=
∂ψ

∂η

∂η

∂y

=
∂

∂η
(t1/2ue(x)r(x)f(x, η, t))

1

t1/2

=t1/2ue(x)r(x)
1

t1/2
∂f(x, η, t)

∂η

=ue(x)r(x)
∂f(x, η, t)

∂η
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∂2ψ

∂y2
=
∂

∂y

(
∂ψ

∂y

)
=
∂

∂y

(
ue(x)r(x)

∂f(x, η, t)

∂η

)
=
∂

∂η

(
ue(x)r(x)

∂f(x, η, t)

∂η

)
∂η

∂y

=ue(x)r(x)
∂2f(x, η, t)

∂η2
1

t1/2

=
1

t1/2
ue(x)r(x)

∂2f(x, η, t)

∂η2

∂3ψ

∂y3
=
∂

∂y

(
∂2ψ

∂y2

)
=
∂

∂y

(
1

t1/2
ue(x)r(x)

∂2f(x, η, t)

∂η2

)
=
∂

∂η

(
1

t1/2
ue(x)r(x)

∂2f(x, η, t)

∂η2

)
∂η

∂y

=
1

t1/2
ue(x)r(x)

∂3f(x, η, t)

∂η3
1

t1/2

=
1

t
ue(x)r(x)

∂3f(x, η, t)

∂η3

∂2ψ

∂x∂y
=
∂

∂x

(
∂ψ

∂y

)
=
∂

∂x

(
ue(x)r(x)

∂f(x, η, t)

∂η

)
=
∂ue(x)r(x)

∂x

∂f(x, η, t)

∂η
+ ue(x)r(x)

∂2f(x, η, t)

∂x∂η

=
∂ue(x)

∂x
r(x) +

∂r(x)

∂x
ue(x)

∂f(x, η, t)

∂η
+ ue(x)r(x)

∂2f(x, η, t)

∂x∂η

=r(x)
∂ue(x)

∂x

∂f(x, η, t)

∂η
+ ue(x)

∂r(x)

∂x

∂f(x, η, t)

∂η

+ ue(x)r(x)
∂2f(x, η, t)

∂x∂η
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∂2

∂t∂y
=
∂

∂t

(
∂ψ

∂y

)
=
∂

∂t

(
ue(x)r(x)

∂f(x, η, t)

∂η

)
=
∂

∂η

(
ue(x)r(x)

∂f(x, η, t)

∂η

∂η

∂t
+ ue(x)r(x)

∂2f(x, η, t)

∂t∂η

)
=ue(x)r(x)

∂2f(x, η, t)

∂η2

(
−1

2

η

t

)
+ ue(x)r(x)

∂2f(x, η, t)

∂t∂η

=− ue(x)r(x)

t

η

2

∂2f(x, η, t)

∂η2
+ ue(x)r(x)

∂2f(x, η, t)

∂t∂η

Dapat ditulis bahwa ue(x) = ue, r(x) = r dan f(x, η, t) = f

Perhitungan pada ruas kiri

1

r

∂2ψ

∂t∂y
+

1

r2
∂ψ

∂y

∂2ψ

∂x∂y
− 1

r3
∂

∂x

(
∂ψ

∂y

)2

− 1

r2
∂ψ

∂x

∂2ψ

∂y2

=
1

r

(
−uer

t

η

2

∂2f

∂η2
+ uer

∂2f

∂t∂η

)
+

1

r2
uer

∂f

∂η(
r
∂ue
∂x

∂f

∂η
+ ue

∂r

∂x

∂f

∂η
+ uer

∂2f

∂x∂η

)
− 1

r3
∂

∂x

(
uer

∂f

∂η

)2

− 1

r2

(
t1/2fr

∂ue
∂x

+ t1/2uer
∂f

∂x
+ t1/2fue

∂r

∂x

)(
1

t1/2
uer

∂2f

∂η2

)
=

(
−1

r

uer

t

η

2

∂2f

∂η2
+

1

r
uer

∂2f

∂t∂η

)
+ (

1

r2
uer

2∂ue
∂x

(
∂f

∂η

)2

+
1

r2
(ue)

2r
∂r

∂x
(ue)

2r
∂r

∂x

(
∂f

∂η

)2

+
1

r2
(ue)

2r2
∂f

∂η

∂2f

∂x∂η
)

−

(
1

r3
∂

∂x

(
uer

∂f

∂η

)2
)

− 1

r2
t1/2fr

∂ue
∂x

∂2f

∂η2
uer

1

t1/2

− 1

r2
1

t1/2
fue

∂r

∂x

∂2f

∂η2
uer

1

t1/2
− 1

r2
t1/2uer

∂f

∂x

∂2f

∂η2
uer

1

t1/2
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=− ue
t

η

2

∂2f

∂η2
+ ue

∂2f

∂t∂η
+ ue

∂ue
∂x

(
∂f

∂η

)2

+
1

r
(ue)

2 ∂r

∂x

(
∂f

∂η

)2

+ (ue)
2∂f

∂η

∂2f

∂x∂η
− 1

r

∂r

∂x
(ue)

2

(
∂f

∂η

)2

− f
∂ue
∂x

∂2f

∂η2
ue

− f(ue)
2 ∂r

∂x

∂2f

∂η2
1

r
− (ue)

2∂f

∂x

∂2f

∂η2

Perhitungan pada ruas kanan

ue
∂ue
∂x

+ (1 +Kfm)
1

r

∂3ψ

∂y3
+

(
25

16
M

)(
ue −

1

r

∂ψ

∂y

)
+ λTue

+Kfm
∂N

∂y

=ue
∂ue
∂x

+ (1 +Kfm)
1

r

(
1

t
uer

∂3f

∂η3

)
+

(
25

16
M

)(
ue −

1

r
uer

∂f

∂η

)
+ λTue + kfm

(
ue
t

∂h

∂η

)
=ue

∂ue
∂x

+ (1 +Kfm)
ue
t

∂3f

∂η3
+ ue

(
25

16
M

)(
1− ∂f

∂η

)
+ λTue

+ kfm

(
ue
t

∂h

∂η

)
Dengan menyamakan ruas kiri dan ruas kanan, maka diperoleh

persamaan sebagai berikut :

− ue
t

η

2

∂2f

∂η2
+ ue

∂2f

∂t∂η
+ ue

∂ue
∂x

(
∂f

∂η
)2 +

1

r
(ue)

2 ∂r

∂x

(
∂f

∂η

)2

+ (ue)
2∂f

∂η

∂2f

∂x∂η
− 1

r

∂r

∂x
(ue)

2

(
∂f

∂η

)2

− f
∂ue
∂x

∂2f

∂η2
ue

− f(ue)
2 ∂r

∂x

∂2f

∂η2
1

r
− (ue)

2∂f

∂x

∂2f

∂η2
= ue

∂ue
∂x

+ (1 +Kfm)
ue
t

∂3f

∂η3

+ ue

(
25

16
M

)(
1− ∂f

∂η

)
+ λTue + kfm

(
ue
t

∂h

∂η

)
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Kemudian kedua ruas dibagi dengan ue
t menghasilkan persamaan

sebagai berikut :

⇐⇒ − η

2

∂2f

∂η2
+ t

∂2f

∂t∂η
+ t

∂ue
∂x

(
∂f

∂η
)2 +

uet

r

∂r

∂x

(
∂f

∂η

)2

+ uet
∂f

∂η

∂2f

∂x∂η
− uet

r

∂r

∂x

(
∂f

∂η

)2

− f
∂ue
∂x

∂2f

∂η2
t− f

uet

r

∂r

∂x

∂2f

∂η2
− uet

∂f

∂x

∂2f

∂η2
= t

∂ue
∂x

(1 +Kfm)

(
∂3f

∂η3

)
+ t

(
25

16
M

)(
1− ∂f

∂η

)
+ λTt+ kfm

(
∂h

∂η

)
⇐⇒ (1 +Kfm)

(
∂3f

∂η3

)
+ kfm

(
∂h

∂η

)
+
η

2

∂2f

∂η2
+ t(

∂2f

∂η2
+ λT

+

((
25

16
M

)(
1− ∂f

∂η

))
) +

∂uet

∂x

(
f
∂2f

∂η2
−
(
∂f

∂η

)2
)

= t
∂2f

∂t∂η
+ uet

(
∂f

∂η

∂2f

∂x∂η
− f

r

∂r

∂x

∂2f

∂η2
− ∂f

∂x

∂2f

∂η2

)
⇐⇒ (1 +Kfm)

(
∂3f

∂η3

)
+ kfm

(
∂h

∂η

)
+
η

2

∂2f

∂η2
+ t

(
25

16
M

)
(
1− ∂f

∂η

)
+ λst+

∂ue
∂x

t

(
1 + f

∂2f

∂η2
−
(
∂f

∂η

)2
)

= t
∂2f

∂t∂η

+ uet

(
∂f

∂η

∂2f

∂x∂η
− f

r

∂r

∂x

∂2f

∂η2
− ∂f

∂x

∂2f

∂η2

)
Persamaan Momentum Angular(

∂N

∂t
+

1

r

∂ψ

∂y

∂N

∂x
− 1

r

∂ψ

∂x

∂N

∂y

)
=

(
1 +

Kfm

2

)(
∂2N

∂y2

)
−Kfm

(
2N +

1

r

∂2ψ

∂y2

)
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Dengan,

∂N

∂t
=
∂

∂t

(
t−1/2ue(x)h(x, η, t)

)
=
∂(t−1/2ue(x)h(x, η, t)

∂η

∂η

∂t
+
∂

∂t

(
1

t1/2
ue(x)h(x, η, t)

)
=t−1/2ue(x)

∂h(x, η, t)

∂η

(
−1

2

η

t

)
+ t−1/2ue(x)

∂h(x, η, t)

∂t

− 1

2t3/2
ue(x)h(x, η, t)

=− η

2

1

t3/2
ue(x)

∂h(x, η, t)

∂η
+

1

t1/2
ue(x)

∂h(x, η, t)

∂t

− 1

2t3/2
ue(x)h(x, η, t)

∂N

∂x
=
∂

∂x

(
t−1/2ue(x)h(x, η, t)

)
=

1

t1/2
∂ue(x)

∂x
h(x, η, t) +

1

t1/2
ue(x)

∂h(x, η, t)

∂x

∂N

∂y
=
∂(t−1/2ue(x)h(x, η, t))

∂η

∂η

∂y

=t−1/2ue(x)
∂h(x, η, t)

∂η

1

t1/2

=
ue(x)

t

∂h(x, η, t)

∂η

∂2N

∂y2
=
∂

∂y

(
∂N

∂y

)
=
∂

∂η

(
ue(x)

t

∂h(x, η, t)

∂η

)
∂η

∂y

=
ue(x)

t

1

t1/2

(
∂2h(x, η, t)

∂η2

)
=
ue(x)

t3/2

(
∂2h(x, η, t)

∂η2

)
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Dapat ditulis bahwa h(x, η, t) = h

Perhitungan pada ruas kiri(
∂N

∂t
+

1

r

∂ψ

∂y

∂N

∂x
− 1

r

∂ψ

∂x

∂N

∂y

)
=− η

2

1

t3/2
ue(x)

∂h(x, η, t)

∂η
+

1

t1/2
ue(x)

∂h(x, η, t)

∂t

− 1

2t3/2
ue(x)h(x, η, t) +

1

r

(
ue(x)r(x)

∂f(x, η, t)

∂η

)
(

1

t1/2
∂ue(x)

∂x
h(x, η, t) +

1

t1/2
ue(x)

∂h(x, η, t)

∂x

)
− 1

r
(t1/2f(x, η, t)r(x)

∂ue(x)

∂x
+ t1/2ue(x)r(x)

∂f(x, η, t)

∂x

+ t1/2ue(x)f(x, η, t)
∂r(x)

∂x
)

(
ue(x)

t

∂h(x, η, t)

∂x

)
=− η

2

1

t3/2
ue
∂h

∂η
+

1

t1/2
ue
∂h

∂t
− 1

2t3/2
ueh+

ueh

t1/2
∂f

∂η

∂ue
∂x

+
u2e
t1/2

∂f

∂η

∂h

∂x

−

(
t1/2f

∂ue
∂x

+
t1/2uef

r

∂r

∂x
+ t1/2ue

∂f

∂x

)(
1

t
ue
∂h

∂η

)
=− η

2

1

t3/2
ue
∂h

∂η
+

1

t1/2
ue
∂h

∂t
− 1

2t3/2
ueh+

ueh

t1/2
∂f

∂η

∂ue
∂x

+
u2e
t1/2

∂f

∂η

∂h

∂x

− uef

t1/2
∂h

∂η

∂ue
∂x

− u2ef

t1/2r

∂h

∂η

∂r

∂x
− u2e
t1/2

∂h

∂η

∂f

∂x
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Perhitungan pada ruas kanan(
1 +

Kfm

2

)(
∂2N

∂y2

)
−Kfm

(
2N +

1

r

∂2ψ

∂y2

)
=

(
1 +

Kfm

2

)(
ue(x)

t3/2
∂2h(x, η, t)

∂η2

)
−Kfm(

2

(
ue(x)h(x, η, t)

t1/2

)
+

1

r

ue(x)r(x)

t1/2
∂2f(x, η, t)

∂η2

)
=

(
1 +

Kfm

2

)(
ue

t3/2
∂2h

∂η2

)
−Kfm

(
2

(
ueh

t1/2
+

ue

t1/2
∂2f

∂η2

))
=

(
1 +

Kfm

2

)(
ue

t3/2
∂2h

∂η2

)
−Kfm

ue

t1/2

(
2h+

∂2f

∂η2

)
Dengan menyamakan ruas kiri dan ruas kanan, maka diperoleh :

− η

2

1

t3/2
ue
∂h

∂η
+

1

t1/2
ue
∂h

∂t
− 1

2t3/2
ueh+

ueh

t1/2
∂f

∂η

∂ue
∂x

+
u2e
t1/2

∂f

∂η

∂h

∂x

− uef

t1/2
∂h

∂η

∂ue
∂x

− u2ef

t1/2r

∂h

∂η

∂r

∂x
− u2e
t1/2

∂h

∂η

∂f

∂x
=

(
1 +

Kfm

2

)(
ue

t3/2
∂2h

∂η2

)
−Kfm

ue

t1/2

(
2h+

∂2f

∂η2

)
Kemudian kedua ruas dibagi dengan ue

t3/2
menghasilkan persamaan
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sebagai berikut :

⇐⇒ − η

2

∂h

∂η
+ t

∂h

∂t
− h

2
+ th

∂f

∂η

∂ue
∂x

+ uet
∂f

∂η

∂h

∂x
− tf

∂h

∂η

∂ue
∂x

− uetf

r

∂h

∂η

∂r

∂x
− uet

∂h

∂η

∂f

∂x
=

(
1 +

Kfm

2

)(
∂2h

∂η2

)
−Kfmt

(
2h+

∂2f

∂η2

)
⇐⇒

(
1 +

Kfm

2

)(
∂2h

∂η2

)
+
η

2

∂h

∂η
+
h

2
+ t

∂ue
∂x

(
f
∂h

∂η
− h

∂f

∂η

)
= t

∂h

∂t
+ tue

(
∂f

∂η

∂h

∂x
− f

r

∂r

∂x

∂h

∂η
− ∂f

∂x

∂h

∂η

)
+Kfmt(

2h+
∂2f

∂η2

)
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Lampiran 3. Penurunan Kondisi Awal

∂f

∂η
= f ′;

∂h

∂η
= h′

Misalkan ue = sinx = 0; ∂ue∂x = cosx = 1

Persamaan Momentum Linier

⇐⇒ (1 +Kfm)

(
∂3f

∂η3

)
+
η

2

∂2f

∂η2
+
∂ue
∂x

t

(
1−

(
∂f

∂η

)2

+ f
∂2f

∂η2

)

+ t

(
25

16
M

)(
1− ∂f

∂η

)
+ kfm

(
∂h

∂η

)
= t

∂2f

∂t∂η
+ uet(

∂f

∂η

∂2f

∂x∂η
− f

r

∂r

∂x

∂2f

∂η2
− ∂f

∂x

∂2f

∂η2

)
⇐⇒ (1 +Kfm)

(
∂3f

∂η3

)
+
η

2

∂2f

∂η2
+ cosxt

(
1−

(
∂f

∂η

)2

+ f
∂2f

∂η2

)

+ t

(
25

16
M

)(
1− ∂f

∂η

)
+ kfm(

∂h

∂η
) = t

∂2f

∂t∂η

⇐⇒ (1 +Kfm)f
′′′ +

η

2
f ′′ + t(1− (f ′)2 + ff ′′) + t

(
25

16
M

)
(1− f ′)

+Kfmh
′ = t

∂f ′

∂h
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Persamaan Momentum Angular

⇐⇒
(
1 +

Kfm

2

)(
∂2h

∂η2

)
+
η

2

∂h

∂η
+
h

2
+ t

∂ue
∂x

(
f
∂h

∂η
− h

∂f

∂η

)
= t

∂h

∂t
+ tue

(
∂f

∂η

∂h

∂x
− f

r

∂r

∂x

∂h

∂η
− ∂f

∂x

∂h

∂η

)
+Kfmt(

2h+
∂2f

∂η2

)
⇐⇒

(
1 +

Kfm

2

)(
∂2h

∂η2

)
+
η

2

∂h

∂η
+
h

2
+ tcosx

(
f
∂h

∂η
− h

∂f

∂η

)
= t

∂h

∂t
+Kfmt

(
2h+

∂2f

∂η2

)
⇐⇒

(
1 +

Kfm

2

)
h′′ +

η

2
h′ +

h

2
+ t(fh′ − hf ′) = t

∂h

∂t
+Kfmt

(2h+ f ′′)

Maka didapat persamaan untuk menentukan kondisi awal yaitu:

⇐⇒ (1 +Kfm)f
′′′ +

η

2
f ′′ + t(1− (f ′)2 + ff ′′) + t

(
25

16
M

)
(1− f ′) +Kfmh

′ = t
∂f ′

∂h

⇐⇒
(
1 +

Kfm

2

)
h′′ +

η

2
h′ +

h

2
+ t(fh′ − hf ′) = t

∂h

∂t

+Kfmt(2h+ f ′′)

untuk t = 0, diperoleh persamaan berikut :

⇐⇒ (1 +Kfm)f
′′′ +

η

2
f ′′ +Kfmh

′ = 0

⇐⇒
(
1 +

Kfm

2

)
h′′ +

η

2
h′ +

h

2
= 0

Persamaan diubah menjadi persamaan orde satu dengan
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memisalkan f ′′ = s maka

(1 +Kfm)s
′ +

η

2
s+Kfmh

′ = 0

dan diketahui h = −nf ′′

(1 +Kfm)s
′ +

η

2
s−Kfmns

′ = 0

(1 +Kfm[1− n])s′ +
η

2
s = 0

dengan s′ = ds
dη maka

(1 +Kfm[1− n])
ds

dη
+
η

2
s = 0

dikali dη

(1 +Kfm[1− n])ds+
η

2
sdη = 0

dibagi 1
s

(1 +Kfm[1− n])ds

s
+
η

2
dη = 0
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kedua ruas diintegralkan

(1 +Kfm[1− n])ins+
η2

4
= c1

(1 +Kfm[1− n])ins = c1 −
η2

4

ins =
c1

(1 +Kfm[1− n])
− η2

4(1 +Kfm[1− n])

f ′′ = s = e
c1

(1+Kfm[1−n])
− η2

4(1+Kfm[1−n])

f ′ =

∫
(e

c1
(1+Kfm[1−n]) e

− η2

4(1+Kfm[1−n]) )dη

f ′ = e
c1

(1+Kfm[1−n])

∫
e
− η2

4(1+Kfm[1−n])dη

dengan menggunakan rumus integral eksponensial yang

mensubtitusikan fungsi error (erf)diperoleh :

f ′ =e
c1

(1+Kfm(1−n)) (

√
π

4 1
4(1+Kfm(1−n))

erf(

√
η2

4(1 +Kfm(1− n))
))

f ′ =
√
π(1 +Kfm(1− n))erf(

η

2
√
(1 +Kfm(1− n))

)e
c1

(1+Kfm(1−n))

+ c2

dengan menggunkan kondisi batas :

t ≥ 0 : f ′ = 0, h = −nf ′ pada saat η = 0

f ′ = 1, pada saat η → ∞
selanjutnya ditentukan nilai c2 dengan mensubtitusikan
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kondisi batas f ′ = 0 saat η = 0

f ′ =
√
π(1 +Kfm(1− n))erf(

η

2
√

(1 +Kfm(1− n))
)e

c1
(1+Kfm(1−n))

+ c2

c2 =0

saat f ′ = 1 pada saat η → ∞ diperoleh c1
e
(1+Kfm(1−n)) , dengan

erf(∞) = 1

f ′ =
√
π(1 +Kfm(1− n))erf(

η

2
√
(1 +Kfm(1− n))

)e
c1

(1+Kfm(1−n))

1 =
√
π(1 +Kfm(1− n))erf(∞)e

c1
(1+Kfm(1−n))

1 =
√
π(1 +Kfm(1− n))e

c1
(1+Kfm(1−n))

e
c1

(1+Kfm(1−n)) =
1√

π(1 +Kfm(1− n))

dengan mensubtitusikan c2 dan e
c1

(1+Kfm(1−n)) pada f ′ maka

diperoleh f ′ sebagai berikut :

f ′ =
√
π(1 +Kfm(1− n))erf(

η

2
√

(1 +Kfm(1− n))
)

1√
π(1 +Kfm(1− n))

f ′ =erf(
η

2
√

(1 +Kfm(1− n))
)
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untuk mendapatkan f maka f ′ diintegralkan

f =

∫
f ′dη

=

∫
erf(

η

2
√
(1 +Kfm(1− n))

)dη

=ηerf(
η

2
√

(1 +Kfm(1− n))
) + 2

√
(1 +Kfm(1− n))

π

(e
− η2

4(1+Kfm(1−n)) ) + c3

untuk memperoleh c3 maka disubtitusikan kondisi batas f ′ = 1

pada saat η → ∞

1 =ηerf(
η

2
√

(1 +Kfm(1− n))
) + 2

√
(1 +Kfm(1− n))

π

(e
− η2

4(1+Kfm(1−n)) ) + c3

c3 =− 1

dengan demikian diperoleh :

f =ηerf(
η

2
√

(1 +Kfm(1− n))
) + 2

√
(1 +Kfm(1− n))

π

(e
− η2

4(1+Kfm(1−n)) − 1)
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untuk mendapatkan f ′′ maka f ′ diturunkan

f ′′ =
d

dη
f ′

=
d

dη
erf(

η

2
√
(1 +Kfm(1− n))

)

=
1√

π(1 +Kfm(1− n))
e
− η2

4(1+Kfm(1−n))

untuk mendapatkan f ′′′ maka f ′′ diturunkan

f ′′′ =
d

dη
f ′′

=
d

dη

1√
π(1 +Kfm(1− n))

e
− η2

4(1+Kfm(1−n))

=− η

2(1 +Kfm(1− n))
√
π(1 +Kfm(1− n))

e
− η2

4(1+Kfm(1−n))

selanjutnya untuk mendapatkan h

h =− nf ′′

=− n
1√

π(1 +Kfm(1− n))
e
− η2

4(1+Kfm(1−n))

h′ =− nf ′′′

=
nη

2(1 +Kfm(1− n))
√
π(1 +Kfm(1− n))

e
− η2

4(1+Kfm(1−n))
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Lampiran 4. Scrip Matlab 2013a

clear all

clc

close all

format long

np = 60; %% banyak partisi eta

nt = 33; %% banyak partisi waktu

nt1 = 21; %% banyak partisi waktu untuk small time

na = 0;

%% Nilai Awal Parameter yang di Variasi

K = 1; %input(’input parameter bahan = ’);

M = 1; %input(’input parameter magnetik = ’);

%% Nilai awal partisi

deleta = 0.1; %step size dari eta

delt = 0.05; %step size dari waktu

%% Input Variasi Parameter

Parameter_bahan(1)=0;

Parameter_bahan(2)=1;

Parameter_bahan(3)=2;

Parameter_bahan(4)=3;

Parameter_bahan(5)=4;

magnetik(1)=0;

magnetik(2)=1;

magnetik(3)=2;

magnetik(4)=3;

magnetik(5)=4;
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for i=1:5

eta(1) = 0;

etac(1) = 0;

end

%% Penghitungan eta dan eta^{j-1/2}

for j = 2:np

eta(j) = eta(j-1) + deleta;

etac(j) = 0.5*(eta(j) + eta(j-1));

end

%% Penghitungan waktu t dan t^{n-1/2}

for n = 1:nt

if n == 1

t(1) = 0;

t1(1) = 0;

else

t(n) = t(n-1) + delt;

t1(n) = 0.5*(t(n) + t(n-1));

end

end

for i=1:5

k=1;

K = Parameter_bahan(i);

M = magnetik(i);

for n = 1:nt
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k = 1;

stop = 1;

while stop > 0.00001

%%initial condition

for j = 1:np

if n == 1

f(j,1,n) = eta(j)*erf(0.5*eta(j)/sqrt(1 + K

*(1 -na)))+ 2*sqrt((1 + K*(1 - na))

/pi)*(exp(-0.25*(eta(j)^2)/(1 + K\\

*(1 - na))) - 1);

u(j,1,n) = erf(0.5*eta(j)/sqrt(1 + K*(1 - na)));

v(j,1,n) = exp(-0.25*(eta(j)^2)/(1 + K*(1 -na)))

/sqrt(pi*(1 + K*(1 - na)));

h(j,1,n) = -na*exp(-0.25*(eta(j)^2)/(1 + K

*(1 -na)))/sqrt(pi*(1 + K*(1 - na)));

p(j,1,n) = na*eta(j)*exp(-0.25*(eta(j)^2)/(1 + K

*(1 -na)))/(sqrt(pi*(1 + K*(1 - na)))

*2*(1 + K*(1 - na)));

else

f(j,1,n) = ff(j,n-1);

u(j,1,n) = uu(j,n-1);

v(j,1,n) = vv(j,n-1);

h(j,1,n) = hh(j,n-1);

p(j,1,n) = pp(j,n-1);

end

end

for j = 2:np
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if n == 1

cfb(j,n) = 0; cub(j,n) = 0;

cvb(j,n) = 0; chb(j,n) = 0; cpb(j,n) = 0;

cdervb(j,n) = 0; cderpb(j,n) = 0;

cfvb(j,n) = cfb(j,n)*cvb(j,n);

cfpb(j,n) = cfb(j,n)*cpb(j,n);

chub(j,n) = chb(j,n)*cub(j,n);

cuub(j,n) = cub(j,n)^2;

else

cfb(j,n) = ffb(j,n-1);

cub(j,n) = uub(j,n-1);

cvb(j,n) = vvb(j,n-1);

chb(j,n) = hhb(j,n-1);

cpb(j,n) = ppb(j,n-1);

cuub(j,n) = cub(j,n)^2;

cdervb(j,n) = ddervb(j,n-1);

cderpb(j,n) = dderpb(j,n-1);

cfvb(j,n) = cfb(j,n)*cvb(j,n);

cfpb(j,n) = cfb(j,n)*cpb(j,n);

chub(j,n) = chb(j,n)*cub(j,n);

end

fb(j,k,n) = 0.5*(f(j,k,n) + f(j-1,k,n));

ub(j,k,n) = 0.5*(u(j,k,n) + u(j-1,k,n));

vb(j,k,n) = 0.5*(v(j,k,n) + v(j-1,k,n));

hb(j,k,n) = 0.5*(h(j,k,n) + h(j-1,k,n));

pb(j,k,n) = 0.5*(p(j,k,n) + p(j-1,k,n));

dervb(j,k,n) = (v(j,k,n) - v(j-1,k,n))/deleta;
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derpb(j,k,n) = (p(j,k,n) - p(j-1,k,n))/deleta;

fvb(j,k,n) = fb(j,k,n)*vb(j,k,n);

fpb(j,k,n) = fb(j,k,n)*pb(j,k,n);

hub(j,k,n) = hb(j,k,n)*ub(j,k,n);

uub(j,k,n) = ub(j,k,n)^2;

if n < nt1 + 1

a1(j,k) = ((1 + K)/deleta) + (0.25*etac(j))

+ (t1(n)*fb(j,k,n));

a2(j,k) = (-(1 + K)/deleta + 0.25*etac(j))

+ (t1(n)*fb(j,k,n));

a3(j,k) = (-(t1(n)*ub(j,k,n))) - 0.5*((25/16)

*M*t1(n)) - (t1(n)/delt);

a4(j,k) = a3(j,k);

a5(j,k) = (0.5)*t1(n)*vb(j,k,n);

a6(j,k) = a5(j,k);

a7(j,k) = 0.5*K;

a8(j,k) = a7(j,k);

b1(j,k) = ((1 + 0.5*K)/deleta)+(0.25*etac(j))

+(t1(n)*fb(j,k,n));

b2(j,k) = (-(1 + 0.5*K)/deleta)+(0.25*etac(j))

+(t1(n)*fb(j,k,n));

b3(j,k) = 0.25-((0.5)*t1(n)*ub(j,k,n))

-(t1(n)*K)-(t1(n)/delt);

b4(j,k) = b3(j,k);

b5(j,k) = (0.5)*t1(n)*pb(j,k,n);

b6(j,k) = b3(j,k);

b7(j,k) = -(0.5)*t1(n)*hb(j,k,n);

b8(j,k) = b5(j,k);
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b9(j,k) = -0.5*t1(n)*K;

b10(j,k)= b9(j,k);

r1(j,k) = f(j-1,k,n)-f(j,k,n)+deleta*ub(j,k,n);

r2(j,k) = u(j-1,k,n)-u(j,k,n)+deleta*vb(j,k,n);

r3(j,k) = h(j-1,k,n)-h(j,k,n)+deleta*pb(j,k,n);

r4(j,k) = -(1 + K)*dervb(j,k,n)-0.5*etac(j)

*vb(j,k,n)-t1(n)*(1-uub(j,k,n)+ ...

fvb(j,k,n)) - K*pb(j,k,n)-(25/16)

*M*t1(n)*(ub(j,k,n)-1)+2*t1(n)

*ub(j,k,n)/delt-(1 + K)*cdervb(j,n)- ...

0.5*etac(j)*cvb(j,n)-t1(n)*(1-cuub(j,n)

+cfvb(j,n))-K*cpb(j,n)-(25/16)*M*t1(n)

*(cub(j,n)-1)-2*t1(n)*cub(j,n)/delt;

%r5(j,k)=0;

r5(j,k) = -(1 + 0.5*K)*derpb(j,k,n)-0.5*etac(j)

*pb(j,k,n)-0.5*hb(j,k,n)-t1(n)

*(fpb(j,k,n)-hub(j,k,n)) ...

+t1(n)*K*(2*hb(j,k,n) + vb(j,k,n))

+2*t1(n)*hb(j,k,n)/delt- (1 + 0.5*K)

*cderpb(j,n)-0.5*etac(j)*cpb(j,n)

- 0.5*chb(j,n)...

-t1(n)*(cfpb(j,n)-chub(j,n)) + t1(n)

*K*(2*chb(j,n) + cvb(j,n)) -2*t1(n)

*chb(j,n)/delt;

else

a1(j,k) = ((1 + K)/deleta) + (fb(j,k,n));

a2(j,k) = (-(1 + K)/deleta ) + (fb(j,k,n));

a3(j,k) = (-ub(j,k,n))-(0.5*(25/16)*M)-(1/delt);
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a4(j,k) = a3(j,k);

a5(j,k) = (0.5)*vb(j,k,n);

a6(j,k) = a3(j,k);

a7(j,k) = 0.5*K;

a8(j,k) = a7(j,k);

b1(j,k) = ((1+0.5*K)/deleta)+(fb(j,k,n));

b2(j,k) = (-(1 + 0.5*K)/deleta)+(fb(j,k,n));

b3(j,k) = - ((0.25)*ub(j,k,n))-(K)-(1/delt);

b4(j,k) = b3(j,k);

b5(j,k) = (0.5)*pb(j,k,n);

b6(j,k) = b5(j,k);

b7(j,k) = -(0.5)*hb(j,k,n);

b8(j,k) = b7(j,k);

b9(j,k) = -0.5*K;

b10(j,k) = b9(j,k);

r1(j,k) = f(j-1,k,n)-f(j,k,n)+deleta*ub(j,k,n);

r2(j,k) = u(j-1,k,n)-u(j,k,n)+deleta*vb(j,k,n);

r3(j,k) = h(j-1,k,n)-h(j,k,n)+deleta*pb(j,k,n);

r4(j,k) = -(1 + K)*dervb(j,k,n)-(1-uub(j,k,n)+ ...

fvb(j,k,n))-K*pb(j,k,n)-(25/16)*M

*(ub(j,k,n)-1)+2*ub(j,k,n)/delt

- (1 + K)*cdervb(j,n) - ...

0.5*etac(j)*cvb(j,n) -(1-cuub(j,n)

+cfvb(j,n))-K*cpb(j,n)-(25/16)*M

*(cub(j,n)-1) -2*t1(n)*cub(j,n)/delt;

%r5(j,k)=0;

r5(j,k) = -(1+0.5*K)*derpb(j,k,n)-0.5*etac(j)

*pb(j,k,n)-0.5*hb(j,k,n)(fpb(j,k,n)

-hub(j,k,n)) ...
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+K*(2*hb(j,k,n)+vb(j,k,n)) +2*hb(j,k,n)

/delt-(1+0.5*K)*cderpb(j,n)-0.5*etac(j)

*cpb(j,n)-0.5*chb(j,n)...

-(cfpb(j,n) -chub(j,n))+K*(2*chb(j,n)

+ cvb(j,n)) -2*chb(j,n)/delt;

end

end

%%Matrices

a{2,k} = [0 0 1 0 0; -0.5*deleta 0 0 -0.5

*deleta 0; 0 -0.5*deleta 0 0 -0.5

*deleta; a2(2,k) a8(2,k) a5(2,k)

a1(2,k) a7(2,k); b10(2,k) b2(2,k)

b5(2,k) b9(2,k) b1(2,k)];

for j = 3:np

a{j,k} = [-0.5*deleta 0 1 0 0; -1 0 0 -0.5

*deleta 0; 0 -1 0 0 -0.5*deleta;

a4(j,k) 0 a5(j,k) a1(j,k) a7(j,k);

b8(j,k) b4(j,k) b5(j,k) b9(j,k)

b1(j,k)];

b{j,k} = [0 0 -1 0 0; 0 0 0 -0.5*deleta 0;

0 0 0 0 -0.5*deleta; 0 0 a6(j,k)

a2(j,k) a8(j,k); 0 0 b6(j,k)

b10(j,k) b2(j,k)];

end;

for j = 2:np

c{j,k} = [-0.5*deleta 0 0 0 0; 1 0 0 0 0;

0 1 0 0 0;a3(j,k) 0 0 0 0;b7(j,k)
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b3(j,k) 0 0 0];

end;

alfa{2,k} = a{2,k};

gamma{2,k} = inv(alfa{2,k})*c{2,k};

for j = 3:np

alfa{j,k} = a{j,k} - (b{j,k}*gamma{j-1,k});

gamma{j,k} = inv(alfa{j,k})*c{j,k};

end;

for j = 2:np

rr{j,k} = [r1(j,k); r2(j,k);r3(j,k);r4(j,k)

;r5(j,k)];

end;

ww{2,k} = inv(alfa{2,k})*rr{2,k};

for j = 3:np

ww{j,k} = inv(alfa{j,k})*(rr{j,k} - (b{j,k}

*ww{j-1,k}));

end;

%%backward sweep

delu(1,k) = 0;delu(np,k) = 0;

delh(1,k) = 0;delh(np,k) = 0;

delf(1,k) = 0;

dell{np,k} = ww{np,k};

for j = np-1:-1:2

dell{j,k} = ww{j,k}-(gamma{j,k}*dell{j+1,k});

end;

delv(1,k) = dell{2,k}(1,1);
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delp(1,k) = dell{2,k}(2,1);

delf(2,k) = dell{2,k}(3,1);

delv(2,k) = dell{2,k}(4,1);

delp(2,k) = dell{2,k}(5,1);

delh(1,k) = -na*delv(1,k);

for j = np:-1:3

delu(j-1,k) = dell{j,k}(1,1);

delh(j-1,k) = dell{j,k}(2,1);

delf(j,k) = dell{j,k}(3,1);

delv(j,k) = dell{j,k}(4,1);

delp(j,k) = dell{j,k}(5,1);

end;

%% Newton’s Method

for j = 1:np

u(j,k+1,n) = u(j,k,n) + delu(j,k);

h(j,k+1,n) = h(j,k,n) + delh(j,k);

f(j,k+1,n) = f(j,k,n) + delf(j,k);

v(j,k+1,n) = v(j,k,n) + delv(j,k);

p(j,k+1,n) = p(j,k,n) + delp(j,k);

end;

%%check for convergence of the iterations

stop = abs(delv(1,k));

kmax = k;

k = k+1;

end
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%shift profile

for j = 1:np

ff(j,n) = f(j,k,n);

uu(j,n) = u(j,k,n);

vv(j,n) = v(j,k,n);

hh(j,n) = h(j,k,n);

pp(j,n) = p(j,k,n);

end

for j = 1:np

ffb(j,n) = fb(j,kmax,n);

uub(j,n) = ub(j,kmax,n);

vvb(j,n) = vb(j,kmax,n);

hhb(j,n) = hb(j,kmax,n);

ppb(j,n) = pb(j,kmax,n);

ddervb(j,n) = dervb(j,kmax,n);

dderpb(j,n) = derpb(j,kmax,n);

end

end

if(i==1)

a11=u(:,kmax,nt)

b11=h(:,kmax,nt)

figure(1)

plot(eta,u(:,kmax,nt),’b’,’Linewidth’,2)

hold on;

figure(2)

plot(eta,h(:,kmax,nt),’b’, ’linewidth’, 2)

hold on;
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elseif(i==2)

a12=u(:,kmax,nt)

b12=h(:,kmax,nt)

figure(1)

plot(eta,u(:,kmax,nt),’g’,’Linewidth’,2)

hold on;

figure(2)

plot(eta,h(:,kmax,nt),’g’, ’linewidth’, 2)

hold on;

elseif(i==3)

a13=u(:,kmax,nt)

b13=h(:,kmax,nt)

figure(1)

plot(eta,u(:,kmax,nt),’r’,’Linewidth’,2)

hold on;

figure(2)

plot(eta,h(:,kmax,nt),’r’, ’linewidth’, 2)

hold on;

elseif (i==4)

a14=u(:,kmax,nt)

b14=h(:,kmax,nt)

figure(1)

plot(eta,u(:,kmax,nt),’c’,’Linewidth’,2)

hold on;

figure(2)

plot(eta,h(:,kmax,nt),’c’, ’linewidth’, 2)

hold on;

elseif(i==5)

a15=u(:,kmax,nt)
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b15=h(:,kmax,nt)

figure(1)

plot(eta,u(:,kmax,nt),’y’,’Linewidth’,2)

grid on;

hold on;

figure(2)

plot(eta,h(:,kmax,nt),’y’, ’linewidth’, 2)

hold on;

title(’Kurva Kecepatan aliran darah dengan

Variasi Parameter Bahan’)

title(’Kurva Kecepatan aliran darah dengan

Variasi Parameter Magnetik’)

legend(’K = 0’,’K = 1’,’K = 2’,’K = 3’,’K = 4’)

legend(’M = 0’,’M = 1’,’M = 2’,’M = 3’,’M = 4’)

xlabel(’\eta’)

ylabel(’ \partial f / \partial \eta ’)

grid on;

figure(2)

hold on;

title(’pengaruh parameter magnetik terhadap

kecepatan mikrokutub’)

legend(’M = 0’,’M = 1’,’M = 2’,’M = 3’,’M = 4’)

xlabel(’\eta’)

ylabel(’h’)

grid on;

end

end
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