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ABSTRAK

Aljabar max-plus merupakan semiring. Aljabar max-plus
sendiri adalah himpunan Rmax. Dimana Rmax adalah himpunan
R ∪ {ε}. R itu sendiri merupakan himpunan bilangan real
sedangkan ε didefinisikan sebagai ε = −∞. Terdapat beberapa
bentuk sistem persamaan linear dalam aljabar max-plus, salah
satunya A ⊗ x = b. Persamaan linear tersebut dapat diperluas
kedalam bentuk Persamaan Linear Dua sisi A ⊗ x = B ⊗ x.
Untuk mencari aljabar max-plus tersebut harus membentuk sistem

persamaan linear baru berbentukC⊗x = D⊗y. DimanaC =

[
A
B

]
dan D =

[
I
I

]
untuk I matriks identitas di aljabar max-plus. Sistem

persamaan linear ini akan dicari solusi penyelesaiannya dengan
menggunakan metode alternating. Sistem persamaan linear A ⊗
x = B ⊗ x ada yang mempunyai solusi penyelesaiannya dan
ada yang belum menemukan solusi penyelesaiannya sampai iterasi
ke-10.
Kata kunci : Aljabar Max-plus, Sistem Persamaan Linear Baru,

Metode Alternating
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Matematika adalah sebuah disiplin ilmu yang mempelajari pola

abstrak, struktur, ruang dan perubahan. Matematika mencakup

berbagai bidang dan topik, termasuk aljabar, geometri, analisis,

statistik, teori bilangan, logika, teori grafik, dan banyak lagi.

Masing-masing bidang tersebut memiliki fokus dan pendekatan

yang berbeda untuk mempelajari struktur dan konsep matematika

(Puspitasari, N. 2016).

Aljabar adalah cabang matematika yang mempelajari struktur

dan operasi pada objek matematika, seperti angka, variabel, fungsi,

dan himpunan. Tujuan utama aljabar adalah untuk mempelajari

pola dan hubungan antara objek-objek tersebut melalui operasi

matematika yang ditentukan (Kamaruddin, K., Panggabean, E. M.,

& Irvan, I. 2023).

Ada banyak bentuk dari aljabar di antaranya adalah Aljabar

Linear dan Aljabar Abstrak. Aljabar abstrak atau yang biasa

disebut sebagai struktur aljabar mengkaji tentang himpunan tak

kosong dengan operasi biner dan sifat-sifatnya (Kamaruddin, K.,

Panggabean, E. M., & Irvan, I. 2023).

Salah satu bentuk struktur aljabar baru yang muncul adalah

semiring dan salah satu contoh dari semiring adalah aljabar

max-plus. Aljabar max-plus merupakan semiring dari himpunan

R∪{−∞} dengan operasi biner
⊕

dan
⊗

yang masing-masing di

definisikan sebagai maksimum dan penjumlahan.

Aljabar max-plus analog dengan kajian pada aljabar liniear

1
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sehingga banyak sekali penelitian penelitian pada aljabar max-plus

yang kajianya analog dengan aljabar linear seperti, basis dalam

aljabar max-plus (Aminu. Butkovic. 2008), masalah dekomposisi

QR matriks (De Schutter, B., & De Moor, B. 2002) dan sistem

persamaan linear dua sisi A ⊗ x = B ⊗ y (Cunninghame, G. &

Butkovic, P. 2003).

Pada penelitian ini, penulis ingin mengkaji lebih dalam lagi

tentang penyelesaian sistem persamaan linear dua sisi yang ditulis

oleh Cunningham dan Butkovic (2003) dalam papernya yang

berjudul "The Equation Ax = By over (max,+)". Karena

tidak semua matriks dalam aljabar max-plus mempunyai invers

sehingga mengakibatkan penyelesaian sistem persamaan linear

ini berbeda dengan sistem persamaan linear pada aljabar linear

klasik. Cunningham dan Butkovic memperkenalkan dua sistem

persamaan linear dua sisi yaitu A⊗x = B⊗ y dan A⊗x = B⊗x.

Sistem persamaan linear ini diselesaikan dengan menggunakan

algoritma alternating. Algoritma alternating ini yang nantinya

akan digunakan untuk mencari solusi penyelesaian dari sistem

persamaan dua sisi. Metode alternating ini menggunakan metode

iterasi.

Berdasarkan latar belakang ini maka penulis tertarik untuk

mengkaji ulang tentang sistem persamaan linear dua sisi A⊗ x =

B ⊗ y dalam aljabar max-plus.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas maka rumusan masalah

yang diambil adalah bagaimana mencari penyelesaian sistem

persamaan dua sisi pada A⊗ x = B ⊗ x dalam aljabar max-plus?
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1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan untuk penulisan ini adalah untuk mencari penyelesaian

sistem persamaan dua sisi pada A ⊗ x = B ⊗ x dalam aljabar

max-plus.

1.4 Manfaat Penelitian

Hasil penelitian ini diharapkan dapat bermanfaat untuk

kemudian hari mengenai penyelesaian sistem persamaan linear

dua sisi dalam aljabar max-plus. Serta diharapkan dengan

aljabar max-plus ini memberikan kemudahan untuk mendapatkan

penyelesaian dari suatu sistem penyelesaian dua sisi, dalam hal ini

menggunakan metode alternating.



BAB II

LANDASAN PUSTAKA

2.1 Aljabar Max-Plus

Sebelum dijelaskan tentang definisi aljabar max-plus maka

akan diberikan terlebih dahulu definisi semiring sebagai berikut:

Definisi 2.1.1 Semiring (Majid, 2012)

Misal R adalah himpunan tak kosong dilengkapi dengan dua operasi

biner + dan × dinotasikan dengan (R,+,×), yang memenuhi

aksioma:

1. (R,+) merupakan monoid komutatif, yaitu ∀a, b, c ∈ R:

(a) Asosiatif a+ (b+ c) = (a+ b) + c

(b) Mempunyai elemen identitas

Ada 0 ∈ R sehingga a+ 0 = 0 + a = a,∀a ∈ R

(c) Komutatif

a+ b = b+ a

2. (R,×) merupakan monoid, yaitu ∀a, b, c ∈ R:

(a) Asosiatif

a× (b× c) = (a× b)× c

(b) Mempunyai elemen identitas

Ada 1 ∈ R sehingga a× 1 = 1× a = a,∀a ∈ R

3. (R,+,×) distributif, yaitu ∀a, b, c ∈ R:

4
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a× (b+ c) = (a× b) + (a× c)

(a+ b)× c = (a× c) + (b× c)

4. Elemen penyerap, yaitu ∀a ∈ R:

Ada 0 ∈ R sehingga 0× a = a× 0 = 0, a ∈ R.

Semiring (Majid, 2012)

Contoh 2.1.1 Diberikan himpunan Rmax dengan operasi ⊕ dan ⊗.

Dimana Rmax adalah himpunan R ∪ {ε}. R itu sendiri merupakan

himpunan bilangan real. ε didefinisikan sebagai ε = −∞,

sedangkan operasinya menyatakan maksimal. (Rmax,⊕,⊗)

merupakan semiring dengan elemen netral ε dan elemen satuan

adalah 0, karena ∀a, b, c ∈ Rmax berlaku:

1. (Rmax,⊕) merupakan monoid komutatif, yaitu ∀a, b, c ∈
Rmax :

(a) Asosiatif

(a⊕b)⊕c = max(max(a, b), c) = max(a,max(b, c)) =

a⊕ (b⊕ c)

(b) Mempunyai elemen identitas

a⊕ ε = max(a,−∞) = a,∀a ∈ Rmax

(c) Komutatif

a⊕ b = max(a, b) = max(b, a) = b⊕ a

2. (R,⊗) merupakan monoid, yaitu ∀a, b, c ∈ Rmax:

(a) Asosiatif

(a⊗ b)⊗ c = (a+ b) + c = a+ (b+ c) = a⊗ (b⊗ c)

(b) Mempunyai elemen identitas

a⊗ e = a+ 0 = 0 + a = e⊗ a,∀a ∈ Rmax
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3. (R,⊕,⊗) distributif, yaitu ∀a, b, c ∈ Rmax:

a⊗ (b⊕ c) = (a⊗ b)⊕ (a⊗ c)

(a⊕ b)⊗ c = (a⊗ c)⊕ (b⊗ c)

4. Elemen netral bersifat menyerap terhadap operasi ⊗, yaitu

∀a ∈ Rmax:

ε⊗ a = a⊗ ε = ε

Definisi 2.1.2 Aljabar Max-plus (Farlow, K.G. 2009)

Misal R adalah himpunan bilangan real ditambah dengan elemen

−∞ (R ∪ {−∞}) dilengkapi dengan dua operasi Biner ⊕ dan ⊗
yang didefinisikan sebagai berikut:

a⊕ b = max(a, b)

a⊗ b = a+ b

∀a, b ∈ R ∪ {−∞}
Misalkan :

2⊕ 3 = max(2, 3) = 3

2⊗ 3 = 2 + 3 = 5

2.2 Operasi Matriks dalam Aljabar Max-plus

Definisi 2.2.1 Penjumlahan Matriks (Farlow, K.G. 2009)

Diberikan dua buah matriks A,B ∈ Rm×n
max untuk penjumlahan

matriks yang dinotasikan dengan A⊕B di definisikan sebagai :
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[A⊕B]ij = aij ⊕ bij

= max(aij , bij)

Untuk i ∈ 1, 2, 3, ...,m dan j ∈ 1, 2, 3, ..., n.

Contoh 2.2.1 Diberikan dua buah matriks A ∈ R2×2
max , B ∈ R2×2

max.

misalkan A =

[
3 4

1 2

]
dan B =

[
1 2

3 4

]

A⊕B =

[
3 4

1 2

]
⊕

[
1 2

3 4

]

=

[
max(3, 1) max(4, 3)

max(1, 2) max(2, 4)

]

=

[
3 4

2 4

]

Definisi 2.2.2 Perkalian Matriks (Rudhito, M. A. 2020)

Diberikan dua buah matriks A ∈ Rm×p
max , B ∈ Rp×n

max untuk perkalian

matriks yang dinotasikan dengan A⊗B yang di definisikan sebagai

berikut :

[A⊗B]ij =

n⊕
l=1

(ail ⊗ blj)

Untuk i ∈ 1, 2, 3, ...,m dan j ∈ 1, 2, 3, ..., n.

Contoh 2.2.2 Diberikan dua buah matriks A ∈ R2×2
max , B ∈ R2×2

max.

misalkan A =

[
3 4

1 2

]
dan B =

[
1 2

3 4

]
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A⊗B =

[
3 4

1 2

]
⊗

[
1 2

3 4

]

=

[
max((3 + 1), (4 + 3)) max((3 + 2), (4 + 4))

max((1 + 1), (2 + 3)) max((1 + 2), (2 + 4))

]

=

[
max(4, 7) max(5, 8)

max(2, 5) max(3, 6)

]

=

[
7 8

5 6

]

Definisi 2.2.3 Transpos matriks aljabar max-plus (Farlow, K.G.

2009)

Transpos dari matriks A ∈ Rm×n
max dinotasikan dengan AT dan

didefinisikan sebagai:

[AT ]ij = [A]ji

Untuk i ∈ 1, 2, 3, ...,m dan j ∈ 1, 2, 3, ..., n.

Contoh 2.2.3 Diberikan matriks A ∈ R2×2
max

misalkan A =

[
3 4

1 2

]

maka transpos matriks AT =

[
3 1

4 2

]

Definisi 2.2.4 Matriks Identitas (Farlow, K.G. 2009)

Diberikan Matriks identitas Aljabar Max-plus n× n, I , didefinisikan

sebagai berikut:

[I]ij =

e = 0 jika i = j

ε jika i ̸= j
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Dengan kata lain, semua elemen pada diagonal utamanya sama

dengan 0, sedangkan elemen non diagonal utama bernilai ε = −∞.

Seperti,

I3×3 =

 0 −∞ −∞
−∞ 0 −∞
−∞ −∞ 0


Definisi 2.2.5 Perpangkatan Matriks (Farlow, K.G. 2009)

Diberikan matriks persegi dan k bilangan bulat positif, pangkat ke−
k pada A dinotasikan A⊗k yang didefinisikan :

A⊗k = A⊗A⊗A⊗A⊗ ...⊗A︸ ︷︷ ︸
sebanyak k

untuk k = 0, A⊗0 = I.

Definisi 2.2.6 Perkalian Matriks dengan Skalar (Farlow, K.G.

2009)

Diberikan sebarang matriks A ∈ Rm×n
max dan sebarang skalar

α ∈ Rmax, perkalian α⊗A didefinisikan sebagai:

[α⊗A]ij = α⊗ [A]ij

dengan i ∈ 1, 2, 3, ...,m dan j ∈ 1, 2, 3, ..., n

Contoh 2.2.4 Diberikan sebarang matriks A ∈ R2×2
max dan sebarang

skalar α ∈ Rmax

misalkan A =

[
3 4

1 2

]
dan α = 2
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[α⊗A]1,1 = α⊗A1,1 = 2⊗ 3 = 2 + 3 = 5

[α⊗A]1,2 = α⊗A1,2 = 2⊗ 4 = 2 + 4 = 6

[α⊗A]2,1 = α⊗A2,1 = 2⊗ 1 = 2 + 1 = 3

[α⊗A]2,2 = α⊗A2,2 = 2⊗ 2 = 2 + 2 = 4

Jadi hasil dari α⊗A adalah

α⊗A =

[
[α⊗A]1,1 [α⊗A]1,2

[α⊗A]2,1 [α⊗A]2,1

]
=

[
5 6

3 4

]

2.3 Sistem Persamaan Linear dalam Aljabar Max-Plus

Sistem persamaan linear dalam aljabar max-plus bentuk

umumnya adalah A ⊗ x = b dimana A ∈ Rm×n
max , x ∈

Rn
max b ∈ Rm

max. Sistem persamaan linear ini tidak selalu

mempunyai penyelesaian. Karena belum ada penelitian yang

menjelaskan bahwa sistem persamaan linear ini selalu mempunyai

penyelesaian.

Contoh 2.3.1 Diberikan suatu persamaan matriks A⊗ x = b yang

akan dicari penyelesaiannya. Matriks A =

[
2 3

4 5

]
dan b =

[
6

7

]

selesaikan

[
2 3

4 5

]
⊗

[
x1

x2

]
=

[
6

7

]
sistem persamaan tersebut ekuivalen dengan{

2⊗ x1 ⊕ 3⊗ x2 = 6

4⊗ x1 ⊕ 5⊗ x2 = 7
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{
−2⊗ (2⊗ x1 ⊕ 3⊗ x2) = −2⊗ 6

−4⊗ (4⊗ x1 ⊕ 5⊗ x2) = −4⊗ 7{
x1 ⊕ 1⊗ x2 = 4

x1 ⊕ 1⊗ x2 = 3
Disini kita dapat lihat bahwa 4 ̸= 3 sehingga sistem persamaan

linear ini tidak mempunnyai penyelesaian.

Akan tetapi sistem persamaan linear dalam aljabar max-plus

A ⊗ x = b mempunyai sub penyelesaian terbesar seperti pada

definisi berikut ini.

Definisi 2.3.1 (Rudhito, M. A. 2020)

Misalkan A ∈ Rm×n
max dan b ∈ Rm

max. Vektor x′ disebut sub

penyelesaian dari sistem persamaan linear A ⊗ x = b jika x′

memenuhi A⊗ x′ ≤ b.

Definisi 2.3.2 (Rudhito, M. A. 2020)

Sub penyelesaian x′′ dari sistem persamaan linear A⊗x = b disebut

sebagai subpenyelesaian terbesar untuk setiap x′ merupakan

subpenyelesaian dari persamaan A⊗ x = b berlaku x′ ≤ x′′.

Jaminan bahwa a⊗x = b mempunyai sub penyelesaian terbesar

akan di jelaskan pada teorema berikut ini.

Teorema 2.3.1 (Cunninghame, G. & Butkovic, P. 2003)

Misalkan A ∈ Rm×n
max dengan unsur-unsur setiap kolomnya tak

semuanya sama dengan −∞ dan b ∈ Rm
max. Subpenyelesaian

terbesar dari sistem persamaan linearA⊗x = bada dan merupakan

solusi penyelesaian jika x′′ memenuhi

−x′′ = max
i

{−bi, Aij}
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−x′′ = AT ⊗ (−b)

atau

x′′ = −(AT ⊗−b).

bukti :

{A⊗ x′′ ≤ b} ↔ {
⊕
j
Aij ⊗ x′′j ≤ bi, ∀i}

↔ {x′′j ≤ bi −Aij∀i, j}
↔ {x′′j ≤ min

i
(bi −Aij), ∀j}

↔ {−x′′ ≥ max
i

(−bi +Aij),∀j}

Sebaliknya, dapat diperiksa dengan cara yang sama bahwa vektor x

didefinisikan oleh −x = max
i

(−bi + Aij), adalah subpenyelesaian.

Oleh karena itu, x′′ adalah yang terbesar.

Contoh 2.3.2 Misalkan A ∈ R3×2
max dan b ∈ R3

max

A =

 3 0

−1 −∞
2 12

 dan b =

 13

9

12

.

Tentukan sub penyelesaian terbesar sistem persamaan linear

A⊗ x = b

solusi :
x′′ = −(AT ⊗−b)

= −

[
3 −1 2

0 −∞ 12

]
⊗

 −13

−9

−12




= −

[
−10⊕−10⊕−10

−13⊕−∞⊕ 0

]

=

[
10

0

]
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substitusi : x1 = 10 dan x2 = 0 3 0

−1 −∞
2 12

⊗

[
10

0

]
=

 13⊕ 0

9⊕−∞
12⊕ 12


=

 13

9

12


Diperoleh subpenyelesaian terbesar dari sistem persamaan

diatas adalah

[
10

0

]
. Karena

 3 0

−1 −∞
2 12

 ⊗

[
10

0

]
=

 13

9

12

,

maka

[
10

0

]
merupakan solusi penyelesaian sistem persamaan

tersebut.

2.4 Algoritma Alternating

Berikut ini akan dibahas mengenai salah satu metode untuk

mencari solusi penyelesaian dari sistem persamaan dua sisi yang

berbentuk A⊗ x = B ⊗ y dimana A,B ∈ Rm×n
max dan x, y ∈ Rn

max. .

Metode ini dikenalkan oleh Cunninghame dan Butkovic pada tahun

2003. Metode tersebut dinamakan metode Alternating. Metode

Alternating ini menggunakan metode iterasi, yaitu sebagai berikut:

Input : matriks A ∈ Rm×n
max B ∈ Rm×n

max , vektor x(0).

Output : Solusi (x, y) dari persamaan A⊗ x = B ⊗ y

langkah - langkah metode alternating :

1. Ambil sebarang vektor berhingga x

2. Tetapkan x = xr dimana r ∈ 0, 1, 2, ... sebagai iterasi
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3. Hitung ar = A⊗ xr

4. Hitung yr = −(BT ⊗(−ar)), dimana ar merupakan hasil dari

A⊗ xr

5. Hitung br = B ⊗ yr

6. Hitung xr = −(AT ⊗ (−br)), dimana b merupakan hasil dari

B ⊗ yr

7. Tentukan xr+1

8. Ulangi langkah-langkah tersebut hingga mememenuhi A ⊗
xr+1 = B ⊗ yr

9. Jika sudah mememenuhi persamaanA⊗xr+1 = B⊗yr maka

persamaan A ⊗ x = B ⊗ y mempunyai solusi penyelesaian,

sebaliknya jika tidak memenuhi persamaan A ⊗ x = B ⊗ y

maka tidak mempunyai solusi penyelesaian.



BAB III

Sistem Persamaan Linear A⊗ x = B ⊗ x

Sebelum memasuki pembahasan penyeleseaian sistem

persamaan linear dua sisi pada A ⊗ x = B ⊗ x dalam aljabar

max-plus dalam bab ini, Pertama diberikan penjelasan tentang

persamaan A ⊗ x = b yang mana solusi pada persamaan ini

akan digunakan pada persamaan A ⊗ x = B ⊗ x dimana

A ∈ Rm×n
max , x ∈ Rn

max b ∈ Rm
max.

3.1 Solusi sistem persamaan dua sisi A⊗ x = B ⊗ x

Misal diberikan sistem persamaan linear dua sisi homogen

sebagai berikut (Cunninghame, G. & Butkovic, P. 2003):

Ax = Bx. (3.1.1)

Untuk menyelesaikan persamaan (3.1.1) akan dimisalkan Ax = y

dan Bx = y. kemudian dibentuk sistem persamaan linear baru

yaitu: [
A⊗ x

B ⊗ x

]
=

[
y

y

]
(3.1.2)

agar persamaan di atas setara maka selanjutnya persamaan (3.1.2)

dapat dituliskan menjadi persamaan berikut :[
A

B

]
⊗ x =

[
I

I

]
⊗ y (3.1.3)

Dimana I adalah matriks identitas dari aljabar max-plus, dengan

elemen diagonal nol dan elemen luar diagonal sama dengan −∞,

15
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Kita bisa lihat pada persamaan (3.1.3) membentuk sistem

persamaan dua sisi C ⊗ x = D ⊗ y, dimana C =

[
A

B

]
dan

D =

[
I

I

]
sehingga dapat diselesaikan dengan menggunakan

algoritma alternating.Sebagai berikut:

Input : matriks C =

[
A

B

]
∈ Rm×n

max D =

[
I

I

]
∈ Rm×n

max , vektor x(0).

Output : Solusi (x, y) dari persamaan A⊗ x = B ⊗ x

langkah - langkah metode alternating :

1. Ambil sebarang vektor berhingga x

2. Tetapkan x = xr dimana r ∈ 0, 1, 2, ... sebagai iterasi

3. Hitung ar = C ⊗ xr

4. Hitung yr = −(DT⊗(−ar)), dimana ar merupakan hasil dari

C ⊗ xr

5. Hitung br = D ⊗ yr

6. Hitung xr = −(CT ⊗ (−br)), dimana b merupakan hasil dari

D ⊗ yr

7. Tentukan xr+1

8. Ulangi langkah-langkah tersebut hingga memenuhi C ⊗
xr+1 = D ⊗ yr

9. Jika sudah mememenuhi persamaanC⊗xr+1 = D⊗yr maka

persamaan A ⊗ x = B ⊗ x mempunyai solusi penyelesaian,

sebaliknya jika tidak memenuhi persamaan A ⊗ x = B ⊗ x

maka tidak mempunyai solusi penyelesaian.
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Contoh 3.1.1 Diberikan suatu persamaan matriks C ⊗ x = D ⊗ y

yang akan di dapatkan penyelesaiannya. Matriks A =

[
−1 0

1 1

]

dan B =

[
−2 1

1 0

]

Tentukan solusi dari A⊗x = B⊗x dimana C =

[
A

B

]
dan D =

[
I

I

]

C ⊗ x = D ⊗ y
−1 0

1 1

−2 1

1 0

⊗ x =


0 −∞

−∞ 0

0 −∞
−∞ 0

⊗ y

Ambil sebarang vektor x0 =

[
0

0

]
hitung iterasi 0
a0 = C ⊗ x0

=


−1 0

1 1

−2 1

1 0

⊗

[
0

0

]

=


0

1

1

1


hitung
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y0 = −(DT ⊗ (−a0))

=

[
0 −∞ 0 −∞

−∞ 0 −∞ 0

]
⊗


0

−1

−1

−1


= −

[
0

−1

]

=

[
0

1

]
hitung
b0 = D ⊗ y0

=


0 −∞

−∞ 0

0 −∞
−∞ 0

⊗

[
0

1

]

=


0

1

0

1


Hitung iterasi 1
x1 = −(CT ⊗ (−b0))

=

[
−1 1 −2 1

0 1 1 0

]
⊗


0

−1

0

−1


= −

[
0

1

]

=

[
0

−1

]
hitung
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a1 = C ⊗ x1

=


−1 0

1 1

−2 1

1 0

⊗

[
0

−1

]

=


−1

1

0

1


Hitung
y1 = −(DT ⊗ (−a1))

=

[
0 −∞ 0 −∞

−∞ 0 −∞ 0

]
⊗


1

−1

0

−1


= −

[
1

−1

]

=

[
−1

1

]
hitung
b1 = D ⊗ y1

=


0 −∞

−∞ 0

0 −∞
−∞ 0

⊗

[
−1

1

]

=


−1

1

−1

1


Hitung iterasi 2
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x2 = −(CT ⊗ (−b1))

= −

[
−1 1 −2 1

0 1 1 0

]
⊗


1

−1

1

−1


= −

[
0

2

]

=

[
0

−2

]
hitung
a2 = C ⊗ x2

=


−1 0

1 1

−2 1

1 0

⊗

[
0

−2

]

=


−1

1

−1

1


Dapat dilihat bahwa C ⊗ x2 = D ⊗ y1. Artinya pasangan (x, y)

yang memenuhi persamaan C ⊗ x = D ⊗ y adalah x2 =

[
0

−2

]

dan y1 =

[
−1

1

]

Jadi, persamaan C ⊗ x = D ⊗ y mempunyai solusi penyelesaian.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa nilai x2 dari persamaan

C ⊗ x = D ⊗ y dapat memenuhi nilai x dari persamaan
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A⊗ x = B ⊗ x. Dimana x = x2 =

[
0

−2

]
.

Maka langkah selanjutnya adalah memasukkan nilai

x =

[
0

−2

]
ke dalam persamaan A⊗ x = B ⊗ x.

A⊗ x = B ⊗ x[
−1 0

1 1

]
⊗

[
0

−2

]
=

[
−1

1

]
[
−2 1

1 0

]
⊗

[
0

−2

]
=

[
−1

1

]

Dapat dilihat bahwa A ⊗ x = B ⊗ x, artinya bahwa nilai x

memenuhi penyelesaian dalam persamaan dua sisi A⊗ x = B⊗ x

Akan tetapi tidak semua sistem persamaan linearA⊗x = B⊗x

mempunyai penyelesaian. Berikut ini merupakan contoh sistem

persamaan linear A ⊗ x = B ⊗ x yang tidak mempunyai

penyelesaian:

Contoh 3.1.2 Diberikan suatu persamaan matriks A⊗ x = B ⊗ x

yang akan dicari penyelesaiannya. Matriks A =

[
3 2

2 1

]
dan

B =

[
4 3

1 2

]
Tentukan solusi dari A ⊗ x = B ⊗ x dimana,

C =

[
A

B

]
dan D =

[
I

I

]

C ⊗ x = D ⊗ y
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
3 2

2 1

4 3

1 2

⊗ x =


0 −∞

−∞ 0

0 −∞
−∞ 0

⊗ y

Ambil sembarang vektor x0 =

[
3

2

]
hitung iterasi 0
a0 = C ⊗ x0

=


3 2

2 1

4 3

1 2

⊗

[
3

2

]

=


6

5

7

4


Hitung
y0 = −(DT ⊗ (−a0))

=

[
0 −∞ 0 −∞

−∞ 0 −∞ 0

]
⊗


−6

−5

−7

−4


= −

[
−6

−4

]

=

[
6

4

]
hitung
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b0 = D ⊗ y0

=


0 −∞

−∞ 0

0 −∞
−∞ 0

⊗

[
6

4

]

=


6

4

6

4


Hitung iterasi 1
x1 = −(CT ⊗ (−b0))

= −

[
3 2 4 1

2 1 3 2

]
⊗


−6

−4

−6

−4


= −

[
−2

−2

]

=

[
2

2

]
hitung
a1 = C ⊗ x1

=


3 2

2 1

4 3

1 2

⊗

[
2

2

]

=


5

4

6

4


Hitung
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y1 = −(DT ⊗ (−a1))

=

[
0 −∞ 0 −∞

−∞ 0 −∞ 0

]
⊗


−5

−4

−6

−4


= −

[
−5

−4

]

=

[
5

4

]
hitung
b1 = D ⊗ y1

=


0 −∞

−∞ 0

0 −∞
−∞ 0

⊗

[
5

4

]

=


5

4

5

4


Hitung iterasi 2
x2 = −(CT ⊗ (−b1))

= −

[
3 2 4 1

2 1 3 2

]
⊗


−5

−4

−5

−4


= −

[
−1

−2

]

=

[
1

2

]
hitung
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a2 = C ⊗ x2

=


3 2

2 1

4 3

1 2

⊗

[
1

2

]

=


4

3

5

4


Hitung
y2 = −(DT ⊗ (−a2))

=

[
0 −∞ 0 −∞

−∞ 0 −∞ 0

]
⊗


−4

−3

−5

−4


= −

[
−4

−3

]

=

[
4

3

]
hitung
b2 = D ⊗ y2

=


0 −∞

−∞ 0

0 −∞
−∞ 0

⊗

[
4

3

]

=


4

3

4

3


Hitung iterasi 3
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x3 = −(CT ⊗ (−b2))

= −

[
3 2 4 1

2 1 3 2

]
⊗


−4

−3

−4

−3


= −

[
−0

−1

]

=

[
0

1

]
hitung
a3 = C ⊗ x3

=


3 2

2 1

4 3

1 2

⊗

[
0

1

]

=


3

2

4

3


Hitung
y3 = −(DT ⊗ (−a3))

=

[
0 −∞ 0 −∞

−∞ 0 −∞ 0

]
⊗


−3

−2

−4

−3


= −

[
−3

−2

]

=

[
3

2

]
hitung
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b3 = D ⊗ y3

=


0 −∞

−∞ 0

0 −∞
−∞ 0

⊗

[
3

2

]

=


3

2

3

2


Hitung iterasi 4
x4 = −(CT ⊗ (−b3))

= −

[
3 2 4 1

2 1 3 2

]
⊗


−3

−2

−3

−2


= −

[
−1

0

]

=

[
1

0

]
hitung
a4 = C ⊗ x4

=


3 2

2 1

4 3

1 2

⊗

[
1

0

]

=


4

3

5

2


Hitung
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y4 = −(DT ⊗ (−a4))

=

[
0 −∞ 0 −∞

−∞ 0 −∞ 0

]
⊗


−4

−3

−5

−2


= −

[
−5

−3

]

=

[
5

3

]
hitung
b4 = D ⊗ y4

=


0 −∞

−∞ 0

0 −∞
−∞ 0

⊗

[
5

3

]

=


5

3

5

3


Hitung iterasi 5
x5 = −(CT ⊗ (−b4))

= −

[
3 2 4 1

2 1 3 2

]
⊗


−5

−3

−5

−3


= −

[
−1

−1

]

=

[
1

1

]



29

a5 = C ⊗ x5

=


3 2

2 1

4 3

1 2

⊗

[
1

1

]

=


4

3

5

3


Hitung

y5 = −(DT ⊗ (−a5))

= −

[
0 −∞ 0 −∞

−∞ 0 −∞ 0

]
⊗


−4

−3

−5

−3


= −

[
−1

−1

]

=

[
1

1

]
hitung
b5 = D ⊗ Y5

=


0 ∞

−∞ 0

0 −∞
−∞ 0

⊗

[
1

1

]

=


1

1

1

1


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Hitung iterasi 6
x6 = −(CT ⊗ (−b5))

=

[
3 2 4 1

2 1 3 2

]
⊗


−1

−1

−1

−1


= −

[
3

2

]

=

[
−3

−2

]
hitung
a6 = C ⊗ x6

=


3 2

2 1

4 3

1 2

⊗

[
−3

−2

]

=


0

−1

1

0


Hitung
y6 = −(DT ⊗ (−a6))

= −

[
0 −∞ 0 −∞

−∞ 0 −∞ 0

]
⊗


0

1

−1

0


= −

[
0

1

]

=

[
0

−1

]
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hitung
b6 = D ⊗ y6

=


0 −∞

−∞ 0

0 −∞
−∞ 0

⊗

[
0

−1

]

=


0

−1

0

−1


Hitung iterasi 7
x7 = −(CT ⊗ (−b6))

=

[
3 2 4 1

2 1 3 2

]
⊗


0

1

0

1


= −

[
4

3

]

=

[
−4

−3

]
hitung
a7 = C ⊗ x7

=


3 2

2 1

4 3

1 2

⊗

[
−4

−3

]

=


−1

−2

0

−1


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Hitung
y7 = −(DT ⊗ (−a7))

= −

[
0 −∞ 0 −∞

−∞ 0 −∞ 0

]
⊗


1

2

0

1


= −

[
1

2

]

=

[
−1

−2

]
hitung
b7 = D ⊗ y7

=


0 −∞

−∞ 0

0 −∞
−∞ 0

⊗

[
−1

−2

]

=


−1

−2

−1

−2


Hitung iterasi 8
x8 = −(CT ⊗ (−b7))

=

[
3 2 4 1

2 1 3 2

]
⊗


1

2

1

2


= −

[
5

4

]

=

[
−5

−4

]
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hitung
a8 = C ⊗ x8

=


3 2

2 1

4 3

1 2

⊗

[
−5

−4

]

=


−2

−3

−1

−2


Hitung
y8 = −(DT ⊗ (−a8))

= −

[
0 −∞ 0 −∞

−∞ 0 −∞ 0

]
⊗


2

3

1

2


= −

[
2

3

]

=

[
−2

−3

]
hitung
b8 = D ⊗ y8

=


0 −∞

−∞ 0

0 −∞
−∞ 0

⊗
[
−2 − 3

]

=


−2

−3

−2

−3


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Hitung iterasi 9
x9 = −(CT ⊗ (−b8))

=

[
3 2 4 1

2 1 3 2

]
⊗


2

3

2

3


= −

[
6

5

]

=

[
−6

−5

]
hitung
a9 = C ⊗ x9

=


3 2

2 1

4 3

1 2

⊗

[
−6

−5

]

=


−3

−4

−2

−3


Hitung
y9 = −(DT ⊗ (−a9))

= −

[
0 −∞ 0 −∞

−∞ 0 −∞ 0

]
⊗


3

4

2

3


= −

[
3

4

]

=

[
−3

−4

]



35

hitung
b9 = D ⊗ y9

=


0 −∞

−∞ 0

0 −∞
−∞ 0

⊗

[
−3

−4

]

=


−3

−4

−3

−4


Hitung iterasi 10
x10 = −(CT ⊗ (−b9))

=

[
3 2 4 1

2 1 3 2

]
⊗


3

4

3

4


= −

[
7

6

]

=

[
−7

−6

]
hitung
a10 = C ⊗ x10

=


3 2

2 1

4 3

1 2

⊗

[
−7

−6

]

=


−4

−5

−3

−4


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Dapat dilihat bahwa C ⊗ x ̸= D ⊗ y sampai pada iterasi ke-10

belum ditemukan solusi penyelesaian. Artinya pasangan (x, y)

yang memenuhi persamaanC⊗x = D⊗y belum ditemukan solusi

penyelesaiannya. Perhitungan lebih lanjut dapat dilakukan untuk

mengetahui apakah C ⊗ x = D ⊗ y memiliki solusi atau tidak.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Setelah mengkaji mengenai solusi persamaan dua sisi A⊗ x =

B ⊗ x dalam aljabar max-plus dapat disimpulkan:

Solusi sistem persamaan linear dua sisi A ⊗ x = B ⊗ x dapat

dicari dengan membentuk Sistem Persamaan Linear baru dimana

C ⊗ x dan D ⊗ y dimana C =

[
A

B

]
dan D =

[
I

I

]
untuk I matriks

identitas di aljabar max-plus. Selanjutnya Vektor x dicari dengan

menggunakan metode alternating dari persamaan C ⊗ x = D⊗ y.

Sistem persamaan linear A ⊗ x = B ⊗ x ada yang mempunyai

solusi penyelesaiannya dan ada yang belum menemukan solusi

penyelesaiannya sampai iterasi ke-10.

4.2 Saran

Berikut ini adalah saran untuk penelitian selanjutnya:

1. Bisa dilakukan penelitian lanjutan untuk mencari syarat

perlu dan syarat cukup agar sistem persamaan linearA⊗x =

B ⊗ y mempunyai solusi.

2. Membuat teorema tentang syarat perlu dan sayarat cukup

agar sistem persamaan linear homogen mempunyai

penyelesaian.
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