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ABSTRAK

Penelitian ini berfokus pada pencarian bentuk dan
pengidentifikasian karakteristik subgrup normal pada grup
dihedral Dyy. Suatu subgrup dikatakan normal apabila operasi
konjugasi antara elemen di grup dengan setiap elemen subgrup
tersebut menghasilkan elemen yang tetap berada di subgrup
itu sendiri. Grup dihedral Dy, adalah grup yang mempunyai
order sebanyak 20, sepuluh di antaranya adalah elemen rotasi
yang diputar berlawanan arah jarum jam dengan sudut sebesar
36° dan sepuluh yang lainnya adalah elemen refleksi dengan
sumbu simetri vertikal sebagai garis refleksi. Pada penelitian ini,
beberapa teorema digunakan untuk memperoleh hasil yang tepat.
Berdasarkan pembahasan, penulis mendapatkan tujuh bentuk
subgrup normal pada grup dihedral Dyy. Dari ketujuh bentuk
tersebut diperoleh karakteristik, yaitu empat bentuk subgrup
normal merupakan subgrup siklik dan tiga bentuk lainnya
bukanlah subgrup siklik. Dari karakterisasi subgrup normal
tersebut, diperoleh bahwa k|n jika dan hanya jika H = (r*)
subgrup normal pada D, dengan k,n bilangan bulat positif dan
n > 3. Dengan demikian grup dihedral D2, mempunyai subgrup
normal yang dibentuk oleh 7* dengan k|n.

Kata kunci : Grup Dihedral, Subgrup Normal, Kelas Konjugasi
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BAB1
PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Matematika adalah ilmu yang mempelajari struktur, alat,
dan prinsip yang mendasari perilaku dan hubungan di alam
semesta. Matematika mencakup banyak bidang termasuk aljabar,
geometri, analisis, statistika, teori bilangan, logika, topologi, dan
kombinatorika. Matematika digunakan dalam berbagai aspek,
mulai dari pemrosesan data hingga pengembangan aplikasi
pada komputer yang membantu pekerjaan manusia, fisika,
kriptografi, ekonomi, dan ilmu pengetahuan lainnya. Matematika
memungkinkan manusia untuk memahami dan memodelkan
dunia dengan cara yang sistematis dan logis. Dengan menggunakan
matematika, manusia dapat membuat prediksi, merancang sistem,
dan memecahkan masalah yang kompleks. Matematika juga
memainkan peranan penting dalam pengembangan dan inovasi
teknologi, karena sebagian besar teknologi modern didasarkan
pada prinsip-prinsip matematika.

Teori grup merupakan topik dalam matematika yang
mempelajari struktur aljabar yang disebut grup, salah satunya
adalah grup dihedral. Grup dihedral merupakan jenis grup yang
menarik karena penerapannya mencakup di berbagai bidang
ilmu, seperti seni dan kimia. Dalam bidang seni, grup dihedral
digunakan oleh Puspasari dkk. (2022) untuk mengklasifikasi
pola simetri yang terbentuk dalam desain Shibori, sebuah
teknik pencelupan kain yang menghasilkan motif simetris.
Dalam bidang kimia, Hamada (1989) menunjukkan bahwa grup



dihedral berperan dalam memahami simetri molekul etilena,
yang membantu analisis karakteristik molekul seperti polaritas
dan kekiralan. Dengan demikian, grup dihedral memberikan
kontribusi penting dalam memahami pola simetri pada berbagai
bidang.

Grup dihedral Ds,, dengan n > 3, adalah kelompok simetri
dari poligon beraturan (Gallian, 2021). Ada dua macam notasi
berbeda untuk grup dihedral. Pada geometri, grup dihedral
dinotasikan sebagai D,,, yang mana n menunjukkan jumlah sisinya.
Sedangkan dalam aljabar, notasinya adalah Dy, n > 3, dengan 2n
adalah order grup atau sebagai banyak elemen dalam himpunan
simetri-simetri poligon beraturan. Komponen grup dihedral Dy,
dibentuk dari refleksi (¢) dan rotasi (r) dengan sudut rotasi

sebesar %”

Himpunan dari rotasinya membentuk grup siklik
dengan order n. Dapat dikatakan pula bahwa rotasi (r) dan refleksi
(¢) adalah generator dari grup dihedral Ds,. Secara formal, grup

dihedral D,,, dapat dijabarkan sebagai berikut.

n

2 1 2 n—1
Doy, ={e,ryre, . r" g qroqre, .o qr T}

Penelitian tentang grup dihedral sebelumnya telah banyak
dilakukan. Muhammad dkk. (2020) melakukan penelitian yang
berfokus pada pembuktian sifat-sifat grup dihedral menggunakan
fungsi. Penelitian ini juga mengkaji elemen-elemen mana dari
grup tersebut yang bersifat komutatif, serta menentukan derajat
komutatifitasnya. Kemudian ada Cavior (1975) yang meneliti
tentang subgrup-subgrup dalam grup dihedral. Dalam papernya
disebutkan sebuah teorema yang menyatakan bahwa banyaknya
subgrup dalam grup dihedral D,, adalah hasil penjumlahan dari

banyaknya pembagi positif dari bilangan bulat positif n dengan



jumlah pembagi positifnya. Ada pula penelitian mengenai subgrup
non-normal dalam grup dihedral yang dilakukan oleh Rahin dkk.
(2020). Rahin dkk. (2020) meneliti mengenai graf dari dua
bentuk subgrup non-normal dalam beberapa grup dihedral, yaitu
Dg, Ds, D1g, D12, D14, dan D1g. Meskipun demikian, masih banyak
yang dapat dipelajari tentang grup dihedral sehingga membuka
peluang dilakukan penelitian lebih lanjut.

Sehubungan dengan bahasan di atas, penulis ingin mengkaji
serta menganalisa terkait "Subgrup Normal pada Grup Dihedral"
yang secara khusus mengacu pada artikel Subgroups and Normal
Subgroups of Dihedral Group up to Isomorphism oleh Gaurab
Bardhan, Palash Nath, dan Himangshu Chakraborty. Subgrup
normal pada grup dihedral adalah topik yang menarik untuk
dikaji karena bahasannya mengenai subgrup yang invarian atau
stabil terhadap operasi konjugasi (Schilling dan Piper, 1975)
pada grup yang tidak komutatif (Ruatakurey dkk., 2019). Dalam
penelitian yang dilakukan oleh Bardhan dkk. (2023), dibahas
tentang struktur dan banyaknya subgrup dari grup dihedral Dg
hingga D yang didapat melalui geometri dasar, teori grup, dan
teori bilangan. Dari hasil pengamatan, para peneliti tersebut
menemukan sebuah pola yang kemudian dapat digunakan untuk
membuktikan lemma dengan perspektif berbeda dari Cavior
(1975). Diselidiki juga mengenai subgrup normal dari D;s dan
D1, yang mana masing-masing memiliki sebanyak 7 dan 4 buah
subgrup normal. Namun dalam artikel tersebut tidak dibahas
mengenai subgrup normal pada grup dihedral D9y, yang mana
menjadi celah penelitian dan dapat dikaji lebih lanjut.

Dalam penelitian ini, penulis bermaksud untuk mengeksplorasi

mengenai bentuk serta identifikasi karakteristik subgrup normal



pada grup dihedral Dyy. Penelitian ini akan menggunakan
pendekatan yang sama dalam penelitian Bardhan dkk. (2023),
seperti penggunaan teorema-teorema yang diaplikasikan untuk
mencari subgrup normal pada grup dihedral Dsg. Dengan
demikian, penelitian ini diharapkan dapat memberikan wawasan
baru mengenai bentuk dan karakteristik subgrup normal di
dalam grup dihedral, khususnya pada grup dihedral D, serta
memperkaya kajian tentang struktur internal grup dihedral dalam

bidang teori grup.

B. Rumusan Masalah

Berkaitan dengan latar belakang yang telah disampaikan, dapat
dirumuskan pertanyaan yang menjadi fokus penelitian sebagai
berikut.

1. Bagaimana bentuk subgrup normal dalam grup dihedral
Dag?

2. Bagaimana karakteristik subgrup normal dalam grup

dihedral Doy?

C. Tujuan Penelitian

Terkait dengan rumusan masalah yang telah dipaparkan,

penulis menguraikan tujuan penelitian sebagai berikut.

1. Untuk mengetahui bentuk subgrup normal dalam grup
dihedral DQ().

2. Untuk mengetahui karakteristik subgrup normal dalam grup
dihedral Dyy.



D. Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan penulis untuk penelitian ini adalah
sebagai berikut.

1. Manfaat Teoritis

Hasil penelitian ini diharapkan akan memberikan wawasan
mendalam mengenai struktur grup dihedral, yang
merupakan salah satu jenis grup yang banyak diteliti
dalam teori grup dan dapat memberikan kontribusi dalam
pengembangan ilmu pengetahuan dengan dorongan untuk
mencapai prestasi, terutama dalam konteks penulisan

skripsi.

2. Manfaat Praktis

Manfaat praktis yang diharapkan penulis adalah sebagai
berikut.

(a) Bagi mahasiswa, penelitian ini dapat digunakan
sebagai sumber acuan dan bahan pembelajaran
untuk memperdalam pemahaman tentang teori grup,

khususnya grup dihedral.

(b) Bagi universitas, hasil penelitian ini dapat menambah
koleksi literatur akademik di perpustakaan universitas,

yang dapat diakses oleh mahasiswa dan dosen lainnya.

(c) Bagi dosen, penelitian ini dapat digunakan oleh dosen
sebagai tambahan bahan ajar dalam mata kuliah aljabar

abstrak atau teori grup.

(d) Bagi peneliti lain, penelitian ini dapat menjadi rujukan

bagi peneliti lain yang tertarik dalam bidang teori



grup atau yang sedang melakukan penelitian serupa.
Hasil penelitian ini dapat membuka peluang kolaborasi

penelitian di masa depan.

E. Metode Penelitian

Pada subbab ini akan dibahas mengenai metode penelitian
yang mencakup langkah-langkah yang diterapkan dalam penelitian

ini. Adapun langkah-langkahnya sebagai berikut.

1. Menelaah Artikel Utama
Penelitian dimulai dengan menelaah artikel tahun 2023
dengan judul Subgroups and Normal Subgroups of
Dihedral Group up to Isomorphism oleh Bardhan, Nath,
dan Chakraborty. Dalam langkah ini, penulis melakukan
penelaahan artikel tersebut dengan menerjemahkan dan
memahami artikel utama serta membuka materi-materi

terkait untuk memperkuat pemahaman dasar.

2. Mengidentifikasi Celah Penelitian
Berdasarkan hasil telaah terhadap artikel oleh Bardhan
(2023), penulis menemukan aspek yang belum dibahas,
yaitu terkait dengan grup dihedral Dy. Penelitian ini akan
mengeksplorasi bentuk serta mengidentifikasi karkteristik
subgrup normal pada grup Dy, yang tidak dicakup oleh

penelitian sebelumnya.

3. Pengumpulan Kajian Literatur yang Relevan
Langkah berikutnya adalah mencari dan mengumpulkan
literatur relevan yang mendukung penelitian ini. Literatur

yang dikaji meliputi sumber-sumber yang membahas



mengenai grup, subgrup normal, isomorfisma, dan grup
dihedral.

4. Analisis Subgrup Normal dalam Grup Dihedral Dy

Langkah ini melibatkan analisis mendalam terhadap
struktur grup dihedral Dyy. Pencarian subgrup normal
pada grup dihedral Dy ini menggunakan langkah yang sama
seperti penelitian dalam artikel utama. Pertama, penulis
mencari subgrup-subgrup dari grup dihedral Dyy. Langkah
selanjutnya, elemen-elemen dalam subgrup-subgrup
itu dianalisis kelas konjugasinya untuk menentukan
subgrup mana yang merupakan subgrup normal. Setelah
didapat bentuk-bentuk subgrup normalnya, penulis
mengidentifikasi karakteristik berdasarkan beberapa
teorema yang dibuktikan.

5. Menarik Kesimpulan

Pada langkah ini, penulis menarik kesimpulan dari hasil
analisis subgrup normal pada grup dihedral Dsy. Hasil
penelitian ini meliputi subgrup normal yang ditemukan
sesuai dengan teorema yang telah dibuktikan. Kesimpulan
ini menjawab rumusan masalah terkait bentuk-bentuk
subgrup normal serta karakteristik subgrup normal pada
grup dihedral Dsyj.

F. Sistematika Penulisan

Penelitian ini ditulis dalam empat bab dan beberapa subbab
agar keseluruhan isi lebih mudah dipahami. Berikut adalah

sistematika penulisan yang digunakan dalam penelitian ini.



1. BAB 1 PENDAHULUAN
Bab ini berisi enam subbab, yaitu latar belakang masalah,
rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian,

metode penelitian, dan sistematika penulisan.

2. BAB 2 LANDASAN TEORI
Bab ini menjelaskan dasar-dasar teoritis yang perlu
diketahui. = Terbagi menjadi tiga subbab, yaitu grup,
isomorfisma grup, dan grup dihedral, yang di dalam

masing-masing subbab tersebut dibagi lagi menjadi
subsubbab.

3. BAB 3 HASIL DAN PEMBAHASAN
Hasil penelitian yang diperoleh disajikan dalam bab ini.
Ada tiga subbab dengan subbab pertama berisi pengenalan
struktur grup dihedral D,y kemudian disusul dengan subbab
yang berisi langkah-langkah pencarian subgrup normal lalu
diakhiri dengan subbab yang berisi identifikasi karaketristik

dari subgrup normal yang didapat.

4. BAB 4 SIMPULAN DAN SARAN
Bab ini memberikan kesimpulan yang diambil dari penelitian
pada bab-bab sebelumnya dan saran untuk penelitian
selanjutnya yang dapat mengkaji topik yang lebih banyak
lagi.



BABII
LANDASAN TEORI

A. Grup

Sebelum konsep tentang grup dibahas lebih lanjut, terlebih
dahulu dijelaskan mengenai operasi biner, yang merupakan
dasar dari struktur aljabar. Pada bagian ini juga akan dibahas
konsep-konsep penting lainnya yang terkait dengan grup, yaitu
subgrup, grup siklik, kelas konjugasi, koset, dan subgrup normal.

Definisi 2.1.1 (Operasi Biner, e.g (Li dan Zhao, 2022))

Operasi biner * pada suatu himpunan tak kosong S adalah sebuah

fungsi
Sx8 =S, (a,b)— axb.

Suatu himpunan S yang dilengkapi operasi biner x disebut struktur

aljabar biner, atau struktur biner, dinotasikan dengan (S, x).

Contoh 2.1.2 Operasi Biner

Diberikan operasi * dengan operasi * didefinisikan sebagai

a+b
2

a*xb=

Tunjukkan bahwa operasi * adalah sebuah operasi biner pada
himpunan R.
Jawab:

1. Menunjukkan bahwa operasi * adalah sebuah fungsi

Ambil sebarang z,y € R dengan z = y sehingga
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w(@) =wxw =I5 = U — gy = «(y)

<

Maka * terdefinisi dengan baik.

2. Menunjukkan bahwa * adalah operasi biner

Ambil sebarang x,y € R sehingga

zHy =Y

: +
Maka z + y € R sehingga “7 € R.

Definisi 2.1.3 (Grup, e.g (Kurniawan dan Yulianto, 2021))
Sebuah grup adalah pasangan terurut (G, *) dengan G adalah suatu
himpunan tak kosong dan * adalah operasi yang didefinisikan pada
GG yang memenuhi sifat-sifat berikut.

1. Untuk semua x,y € G,z xy € G.
2. zx(y*z) = (x*y)=*zuntuk semua z,y, z € G.

3. Mempunyaielemene € G yang memenuhiexx = xdanzxe =
x untuk setiap x € G.

4. Untuk setiap x € G, ada y € G yang memenuhi x x y = e dan

Yy*x=e

Contoh 2.1.4 Grup

Himpunan D = {4™,m € Z} dengan operasi o yang didefinisikan
untuk sebarang 4, 4° dengan a, b € Z berlaku 4¢ o 4° = 49%%, Cek
apakah himpunan tersebut grup atau bukan.

Jawab:
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+ Cek apakah himpunan D tidak kosong
Telah diketahui bahwa D = {4™,m € Z}, jadi keberadaan

anggota D telah dijamin oleh pangkatnya yakni dari anggota
bilangan bulat, maka D # ().

+ Cek apakah himpunan D tertutup terhadap operasi o

Ambil sebarang anggota di D, misal 4™*,4™2 € D

4N o 4M2 — gmatme

Karena mq, mo € Z makamj+meo € Z,sehingga 4™ 04™2 ¢
D.Jadi, himpunan D tertutup terhadap operasi o.
Cek apakah operasi o pada himpunan D bersifat asosiatif

Ambil sebarang anggota di D, misal 41,42 4™3 ¢ D

(4™ 0 4™M2) o 48 = 4MTM2 o 4M3
— g(mitma+ms)
— gmit(mat+ms)
= 4™ o 4(ma+ms)

— 4M1 o gme2tms

maka,
(4m1 o 4m2) 04M3 — 4M1 o (4m2 o 4m3)

Jadi, operasi o pada himpunan D bersifat asosiatif.

+ Cek apakah himpunan D mempunyai elemen identitas
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Ambil sebarang anggota di D, misal 4™, 4% € D

4™ o e = 4™ o 4%
4™ o e = 4mtk

4m — 4m+k

sehingga m = m + k yang mana berarti ¥ = 0. Karena 0 € Z

maka D mempunyai elemen identitas yakni e = 4°.

+ Cek apakah setiap anggota himpunan D mempunyai invers

Ambil sebarang bilangan di D, misal 4™,4" < D. Telah
diketahui bahwa identitas di D adalah 4°, maka

4m o 4h =40
4m+h _ 40
sehingga m+h = 0, ini berarti A = —m. Karenam € Z maka

—m € Z dan untuk setiap anggota himpunan D mempunyai

invers.

.. Dapat disimpulkan bahwa D = {4™ m € Z} dengan operasi o
merupakan grup.

Definisi 2.1.5 (Order Grup, e.g (Suryanti, 2017))

Diberikan G merupakan grup. Banyaknya anggota suatu grup
disebut order. Suatu grup dinamakan grup berhingga jika ordernya
berhingga. Sebaliknya, jika ordernya tak berhingga, maka grup
tersebut dinamakan grup tak hingga. Dinotasikan |G| untuk
menunjukkan order dari G.
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Contoh 2.1.6 Order Grup
Grup bilangan bulat yang biasa dilambangkan dengan Z di bawah
operasi penjumlahan memiliki order tak hingga.

Definisi 2.1.7 (Order Elemen, e.g (Khanna dan Bhambri, 2020))
Misalkan (G, -) adalah sebuah grup dengan elemen e,a € G, e
adalah elemen identitas. Jika untuk a € G, terdapat bilangan bulat
positifterkecil m yang memenuhi o™ = e maka m disebut order dari
a. Dinotasikan dengan o(a) untuk menunjukkan order dari elemen

a.

Contoh 2.1.8 Order Elemen

Diberikan grup (Z,+). Elemen identitasnya, yakni 0, memiliki
order elemen 1, dinotasikan 0(0) = 1. Sedangkan elemen-elemen
lain di grup tersebut selain 0 memiliki order elemen tak terhingga
karena tidak ada bilangan bulat positif terkecil yang memenuhi
a+a+...+a=0,dengana € Z.

1. Subgrup

Definisi 2.1.9 (Subgrup, e.g (Clark, 2001))

Misalkan G adalah suatu grup. Subgrup dari G adalah himpunan
bagian H dari G dengan H juga merupakan grup di bawah operasi
biner yang sama di G dan memenuhi tiga syarat berikut:

1. Jikaa,b € H, makaab € H.
2. e€e H.
3. Jikaa € H,makaadaa™' € H.

Dinotasikan dengan H < G untuk menunjukkan bahwa H subgrup
dari G.
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Contoh 2.1.10 Subgrup
Himpunan (R, +) adalah grup. Cek apakah (2Z,+) subgrup dari
(R, +).
Jawab:
+ Cek apakah himpunan (27, +) tidak kosong
Ambil 4 € 27, karena 4 = 2(2k),2k € Z maka 27Z # (), dan
27 C 7.
« Cek apakah himpunan (27, +) tertutup terhadap operasi +

Ambil sebarang anggota di 2Z, misal a = 2k,b = 2] € 2Z
dengan k,l € Z

a+b=2k+2l
=2(k+1)

Karena k + [ € Z maka 2(k + [) € 2Z sehinggaa + b € 2Z.
Jadi himpunan (2Z, +) tertutup terhadap operasi +.
+ Cek apakah himpunan (27, +) mempunyai elemen identitas

Ambil sebarang anggota di 27, misal a = 2k dan b = 2m
dengan k,m € Z

at+e=a+b
2k +e =2k +2m
2k = 2k + 2m

yang memenuhi 2k = 2k + 2m adalah 2m = 0. Karena 0 €
Z dan 0 = 2(0) € 2Z, maka elemen identitas pada (2Z, +)
adalah 0.
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- Cek apakah setiap anggota (2Z, +) mempunyai invers

Ambil sebarang anggota di 2Z, misal a = 2k dan b = 2f
dengan k, f € Z. Telah diketahui bahwa identitas di (2Z, +)
adalah 0

a+b=0
2k+2f =0

ini berarti 2f = —2k. Karena —2k € 2Z (—k € Z) maka
—2k € 27 dan untuk setiap anggota (27Z,+) mempunyai

invers.

.. Dapat disimpulkan bahwa (27Z, +) merupakan subgrup.

2. Grup Siklik

Definisi 2.1.11 (Grup Siklik, e.g (Dummit dan Foote, 2004))

Sebuah grup G disebut grup siklik jika terdapat sebuah elemen a €
G, sedemikian sehingga setiap elemen GG dapat dinyatakan sebagai
sebuah pangkat dari a. Dalam hal ini, a disebut generator dari G.

Grup siklik dapat dinotasikan dengan G = (a) atau G = (a).

Dengan demikian, G disebut siklik jika sebuah elemen a € G
sedemikian sehingga G = {a"|n € Z}.

Contoh 2.1.12 Grup Siklik
Diberikan grup (Z, +). Grup (Z,+) adalah grup siklik. Elemen 1

dan —1 adalah generator untuk grup tersebut.

3. Kelas Konjugasi

Definisi 2.1.13 (Kelas Konjugasi, e.g (Gallian, 2021))
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Misalkan a dan b adalah elemen dari sebuah grup G. Dinyatakan
bahwa a dan b adalah konjugat dalam G (dan menyebut b sebagai

konjugat dari a) jika ada x dalam G sehingga b = xax~'. Kelas
konjugasi dari a adalah himpunan cl(a) = {zaz~'|z € G}.
Contoh 2.1.14 Kelas Konjugasi

Carilah kelas konjugasi dari elemen 3 di grup (3Z, +).

Jawab:

Diketahui 3Z2 = {...,—6,-3,0,3,6,...}. Kelas konjugasi

dari elemen 3 dalam grup (3Z,+) dapat ditentukan dengan
menganalisis semua hasil kali 232!, dengan 2 merupakan elemen
dari (3Z, +), seperti yang dijelaskan berikut ini:

.« —6+3+6=3
.+ —3+4+3+3=3
£ 0+34+3=3

+3+34(-3)=3

c 6+3+(—6)=3

Dapat disimpulkan bahwa himpunan kelas konjugasi dari elemen
3 € (3Z,+) adalah cl(3) = {3}.

4. Koset

Definisi 2.1.15 (Koset, e.g (Hill dan Thron, 2023))
Misalkan G adalah grup dan H adalah subgrup dari G. Koset kiri
dari H dengan g € G didefinisikan sebagai himpunan berikut:
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gH ={gh:h € H}.

Koset kanan dari H dengan g € G didefinisikan sebagai himpunan
berikut:

Hg={hg:he H}.

Contoh 2.1.16 Koset
Diberikan grup (3Z, +) yang dapat dituliskan sebagai:

3Z=1{..,—6,-3,0,3,6,...}
Diberikan (6Z, +) subgrup dari (3Z, +) dengan
6Z={...,—12,-6,0,6,12...}

Tentukan semua koset kanan dan koset kirinya.
Jawab:

+ Koset kanan

6Z + (—6) = {...,—18,—-12,-6,0,6,...}
6Z+ (—3)={...,—15,-9,-3,3,9,...}
6Z+0 = 6Z
6Z+3=1{...,—9,-3,3,915,...}
6Z+6={...,—6,0,06,12,18,...}

+ Koset kiri

—6+6Z=1{..,—18,-12,—6,0,6,...}
—3+6Z=1{..,—15,-9,-3,3,9,...}
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0+ 6Z = 6Z
34+46Z=1{..,—9,-3,3,9,15,...}
646Z={...,—6,0,6,12,18,...}

Hasilnya koset kanan adalah 6Z + (—6) = 6Z + 6 = 6Z + 0, dan
6Z + (—3) = 6Z + 3, ada dua koset berbeda. Sedangkan koset kiri,
—6+6Z =6+6Z =0+ 6Z,dan —3 + 6Z = 3 + 6Z, juga ada dua
koset yang berbeda.

Teorema 2.1.17 (Teorema Lagrange)

Misalkan G adalah grup berhingga dan H adalah subgrup dari G.
Maka |G|/|H| = |G : H| adalah banyak koset kiri yang berbeda
dari H di G. Secara khusus, banyak elemen di H harus membagi
banyak elemen di G.

Bukti. (Judson, 2012)

Grup G dapat dibagi menjadi [G : H]koset-kosetkiriyang berbeda.
Setiap koset kiri berisi | H| elemen. Karena tidak ada elemen dalam
G yang muncul di lebih dari satu koset kiri, jumlah total elemen
dalam G sama dengan jumlah koset kiri dikalikan dengan jumlah

elemen di setiap koset kiri. Dengan kata lain:

G| =[G : H] - |H].

5. Subgrup Normal

Definisi 2.1.18 (Subgrup Normal, e.g (Denton, 2013))
Suatu subgrup H dari grup G disebut normal dalam G jika gH =
H g untuk setiap g € G. Dengan kata lain, subgrup normal dari grup
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G adalah subgrup dengan koset kanan dan kiri persis sama. Notasi

dari subgrup normal yaitu <.

Li dan Zhao (2022) menyatakan bahwa ada beberapa kondisi
yang apabila salah satunya terpenuhi, subgrup dapat dikatakan
subgrup normal. Kondisi-kondisi tersebut dijelaskan dalam

teorema berikut.

Teorema 2.1.19 (e.g (Li dan Zhao, 2022))
Diberikan (G, -) adalah grup dan H < G. Maka tiga pernyataan
berikut ini ekuivalen:

(1) gHg~! C H,Vg € G (yaitu ghg™' € H,Yg € G,h € H);
(2) gHg™ ' = H,Vg € G;
(3) gH = Hg,Vg € G.

Catatan. ghg~! disebut konjugasi h € H dengan g € G.
Bukti.

1. (1) = (2).
Akan dibuktikan bahwa jika gHg~! C H, Vg € G maka
gHg™' = H.Untuk membuktikan bahwa gH¢~' = H, akan
ditunjukkan gH g~ C H dan H C gHg~!. Dari asumsi telah
diketahui bahwa gH¢~! C H maka hanya akan ditunjukkan
H CgHg .
Ambil sebarang h/ € H.Karena gHg~' C H, maka g 'h/g €
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H. Dengan demikian

h=g 'Wge H
gh=gg'WgeH
ghg™' =gg W99 ' € H

ghg ' =h' € H

h' = ghg~! € H yang berarti b/ = ghg~' € gHg™ .
Karena i’ € H maka H C gHg '. Dengan demikian
gHg ' =H.

. (2) = (3).

Akan dibuktikan bahwa jikagHg~! = H,Vg € G makagH =
Hyg, Vg € G. Untuk membuktikan bahwa gH = Hg, akan
ditunjukkan gH C Hgdan Hg C gH.

(a) gH C Hyg
Ambil sebarang h € H. Karena gHg~' = H, maka
ghg™! € H. Dengan kata lain ada h’ € H sehingga

ghg—l h/
ghg g ="h'g
gh="nyg

Oleh karena itu gH C Hg.

(b) Hg C gH
Ambil sebarang b’ € H. Karena gHg~! = H, maka
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ghg~! € H.Dengan kata lain ada h € H sehingga

g 'h'g=nh
99 'h'g = gh
h'g = gh

Oleh karena itu Hg C gH.
Maka terbukti gH = Hg.

3. (3)=(1).
Akan dibuktikan bahwa jika gH = Hg, Vg € G maka
gHg ' C H,Vg €G.
Ambil sebarang h € H. Karena gH = Hg maka gh = h/g

untuk b’ € H.
gh="Ng
ghg™! =Hgg™!

Karena i/ € H sehingga ghg~! € H. Dengan demikian
terbukti gHg~' C H.

Contoh 2.1.20 Subgrup Normal

Merujuk pada Contoh 2.1.16, telah ditunjukkan hasil dari koset
kanan dan koset kiri dan menghasilkan bahwa koset kanan dan
koset kiri sama (9gH = Hg). Sehingga dapat disimpulkan bahwa
(6Z,4+) < (3Z,+).
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B. Isomorfisma Grup

Pada subbab ini, dibahas mengenai konsep isomorfisma yang
memiliki keterkaitan erat dengan fungsi dan homomorfisma.
Sebelum memahami isomorfisma, diperlukan pemahaman
tentang fungsi sebagai dasar dalam mendefinisikan relasi
antara dua himpunan. Selanjutnya, konsep homomorfisma
juga diperkenalkan. Isomorfisma kemudian menjadi fokus utama
sebagai homomorfisma yang bersifat bijektif, yang menunjukkan

kesetaraan struktur antara dua grup.

1. Fungsi

Definisi 2.2.1 (Fungsi, e.g (Fine dkk., 2014))

Jika A dan B adalah dua himpunan yang tidak kosong, maka sebuah
fungsi dari A ke B adalah suatu korespondensi yang mengaitkan
setiap elemen a € A dengan elemen unik b € B. Biasanya diberikan
nama pada fungsi tersebut, seperti f, dan menggunakan notasi f :
A — B untuk menunjukkan bahwa fungsi ini memetakan dari A ke
B. Terkadang juga dapat ditulis A ENY:) Jikaa € Adan f(a) =,
maka dikatakan bahwa b adalah peta dari a di bawah f dan a disebut

sebagai prapeta dari b.

Jika f : A — B maka himpunan A disebut domain dari fungsi
tersebut sedangkan B adalah kodomainnya. Tidak semua elemen
dari B harus merupakan peta dari elemen A. Himpunan peta dari
elemen-elemen A dilambangkan dengan f(A) yang dapat ditulis

sebagai berikut.

f(A) ={f(a):a € A},

Peta selalu merupakan subset dari kodomain, f(A) C B.
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Contoh 2.2.2 Fungsi
Misalkan A = {1,2,3,4,5} dan B = {a, b, ¢, d}. Perhatikan fungsi

f:1—2a,2—>5b,3—>a,4—b5—a.

Maka peta dari f adalah f(A) = {a,b}. Untuk £ = {1,3,5},
petanya adalah f(E) = {a}. Tetapi prapeta dari F' = {c,d} adalah
kosong, f!(F) = () karena tidak ada apapun di A yang dipetakan
ke c atau d.

Definisi 2.2.3 (Klasifikasi Fungsi, e.g (Khanna dan Bhambri,
2020))

Sebuah fungsi f : A — B disebut satu-satu atau injektif jika
elemen-elemen yang berbeda dari f memiliki peta yang berbeda,
yaitux # y, x,y € A= f(x) # f(y).

Sebuah fungsi f : A — B disebut onto atau surjektif jika setiap
elemen dari B mempunyai prapeta di A, yaitu f(A) = B.

Sebuah fungsi f : A — B disebut bijektifjika fungsi tersebut bersifat
injektif dan surjektif.

Contoh 2.2.4 (Klasifikasi Fungsi)
Misalkan A = {1,2,3,4} dan B = {a, b, ¢, d, e}. Perhatikan fungsi
berikut.

f:1—=a,2—03—c4d4—d

Bentuk klasifikasi f adalah sebagai berikut.

Perhatikan bahwa:
c f1)=a
f(2)=0



24

L f@) =d

Dari hasil tersebut dapat disimpulkan bahwa Va, b € A dengan a #
b= f(a) # f(b) sehingga fungsi f termasuk fungsi injektif.

Definisi 2.2.5 (Komposisi Fungsi, e.g (Fine dkk., 2014))

Jika f: A— Bdang: B — C makakomposisigof =gf : A — C,
yang diberikan oleh g o f(a) = gf(a) = g(f(a)), secara simbolis
VENy:ENG) Sehingga g o f memiliki domain A dan kodomain C.

Contoh 2.2.6 Komposisi Fungsi
Misalkan G = R* adalah himpunan bilangan real tanpa 0 di bawah

operasi perkalian. Didefinisikan f dan g sebagai berikut.
1. f:R* — R* didenisikan sebagai f(x) = 2.
2. g : R* — R* didefinikan sebagai g(z) = 1.

Jawab:
Langkah pertama adalah terlebih dahulu dibuktikan bahwa f dan

g merupakan fungsi.

1. Fungsi f(z) = 2 dari R* — R* Ambil sebarang a,b € R*

dengan a = b sehingga

fla) = a®=0" = f(b).
Dengan demikian, f terdefinisi dengan baik.

2. Fungsi g(x) = idari R* — R* Ambil sebarang k,l € R*
dengan k = [ sehingga

=
Il
~|—
Il
Q
—
~
~—

g(k) =
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Dengan demikian, g terdefinisi dengan baik.

Langkah selanjutnya dihitung komposisi fungsinya, (g o f)(x) yang
berarti g(f(x)) sehingga

(9o f)() = g(f(2)) = g(2*) = 3.

Teorema 2.2.7 (e.g (Li dan Zhao, 2022))

Misalkan S merupakan suatu himpunan tak kosong. Diberikan
f, g, h adalah fungsi-fungsi yang memetakan elemen-elemen dari .S
ke elemen-elemen di S itu sendiri. Maka (f o g) o h = f o (goh).
Dengan kata lain, komposisi dari fungsi adalah asosiatif.

Bukti. Akan dibuktikan komposisi dari fungsi adalah asosiatif.
Diketahui bahwa f, g,h adalah fungsi-fungsi yang memetakan
elemen-elemen dari S ke S, dengan katalain f : S — S,g: S — S,
danh : S — S. Ambil sebarang a € S sehingga

Maka (fog)oh= fo(goh). |

2. Homomorfisma Grup

Definisi 2.2.8 (Homomorfisma, e.g (Hill dan Thron, 2023))
Suatu homomorfisma antara grup (G, *) dan (H,o) adalah suatu

fungsi f : G — H yang memenubhi:

f(g1%g92) = f(g1) o f(g2)
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untuk semua g1,9> € G. Daerah hasil dari f di H disebut peta
homomorfik dari f.

Contoh 2.2.9 Homomorfisma Grup

Diberikan (Z, +). Didefinisikan f : Z — Z dengan aturan a > 2a.
Cek bahwa f homomorfisma.

Jawab:

Langkah pertama adalah membuktikan bahwa f terdefinisi dengan
baik.

Ambil sebarang z,y € Z dengan = = y sehingga

Maka f terdefinisi dengan baik.
Kemudian ditunjukkan bahwa f homomorfisma.
Ambil sebarang a, b € Z, perhatikan bahwa

fla+0b) =2(a+0b)
=2a+2b
= f(a) + f(b)

Maka terbukti bahwa f homomorfisma.

3. Isomorfisma Grup

Definisi 2.2.10 (Isomorfisma, e.g (Gallian, 2021))

Suatu isomorfisma ¢ dari grup G ke grup G’ adalah fungsi yang
berkorespondensi satu-satu dari G ke G’ yang mempertahankan
operasi grup. Artinya:

¢(ab) = ¢(a)p(b) untuk semua a,bdiG.
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Jika ada isomorfisma dari G ke G’, dikatakan bahwa G dan G’
isomorfik dan ditulis G = G'.

Contoh 2.2.11 Isomorfisma

Diberikan (R, +) dan (R*,-). RT adalah himpunan bilangan real
positif. Didefinisikan R — R™ dengan aturan ¢ : 2%. Cek bahwa
R =R,

Jawab:

Ada tiga syarat yang harus dipenuhi untuk membuktikan dua grup
saling isomorfik, yaitu terbukti bahwa + dan - terdefinisi dengan
baik, homomorfisma, dan bijektif.

1. Akan dibuktikan bahwa ¢ terdefinisi dengan baik
Ambil sebarang a,b € R dengan a = b. Sehingga

¢(a) = 2% =2" = $(b)
Maka terbukti bahwa ¢ terdefinisi dengan baik.

2. Akan dibuktikan bahwa ¢ adalah homomorfisma

Ambil sebarang a, b € R, perhatikan bahwa

p(a +b) =200
—9a . 9b
= ¢(a)o(b)

Maka terbukti bahwa ¢ adalah homomorfisma.

3. Akan dibuktikan bahwa ¢ bijektif

Bijektif merupakan perpaduan dari fungsi injektif dan
surjektif. Oleh karenanya, akan ditunjukkan bahwa ¢ injektif

dan surjektif.
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(a) Akan ditunjukkan bahwa ¢ injektif
Ambil sebarang a,b € R, maka ¢(a) = ¢(b) sehingga
2¢ = 2% yang berarti « = b. Dengan itu ¢ adalah injektif.
(b) Akan ditunjukkan bahwa ¢ surjektif
Ambil sebarang b € R™ maka log,(b) € R sehingga
p(logy (b)) = 2°22(t) = p. Oleh karena itu, ¢ adalah
surjektif.

Maka terbukti bahwa ¢ bijektif.

Karena ¢ terbukti terdefinisi dengan baik, homomorfisma, dan
bijektif maka (R, +) dan (R*, -) saling isomorfik.

C. Grup Dihedral

Grup dihedral merupakan grup khusus dari grup simetri
karena grup dihedral adalah simetri-simetri dari poligon
beraturan. Untuk memahami konsep ini, terlebih dahulu
akan diperkenalkan konsep permutasi dan grup simetri
sebagai dasar. Permutasi digunakan untuk merepresentasikan
elemen-elemen dalam grup dihedral dalam bentuk fungsi bijektif,
yang memberikan gambaran lebih jelas tentang struktur grup
tersebut. Dengan pengenalan ini, pembahasan selanjutnya
mengenai sifat-sifat dan karakteristik grup dihedral akan menjadi
lebih mudah dipahami.

1. Permutasi dan Grup Simetri

Definisi 2.3.1 (Permutasi, e.g (Judson, 2012))
Untuk setiap himpunan S, fungsi satu-satu dan ontow : S — S
disebut sebagai permutasi dari .S.
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Notasi permutasi:
Misal T'= {1,2,...,n}

Contoh 2.3.2 Permutasi
Diberikan himpunan tak kosong I = {1,2,3}. Maka dapat
dibentuk fungsi bijektif pada I:

¢ aj

(123

=11 9 3
s ag:

(123

=11 3 9
* as:

(123

=13 21
*ay

(123

=19 1 3
* as

(123

=13 1 2
‘aﬁ

(1 23

=19 31
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Definisi 2.3.3 (Grup Simetri, e.g (Clark, 2001))

Untuk setiap n € N, himpunan S,, dari permutasi pada

[n] = {1,2,...n} merupakan sebuah grup di bawah komposisi
fungsi. S, disebut grup simetri derajat n.

Contoh 2.3.4 Grup Simetri

1 2 1 2
Diberikan [2] = {1,2}. Cek apakah Sy = {(1 2) ) <2 1)}

adalah grup.

1 2 1 2
[e)

1 2 2 1
1 2
1 2
1 2
2 1

Dari tabel Cayley tersebut, didapat:

Jawab:

+ Operasi o tertutup

+ Asosiatif, dijamin oleh Teorema 2.2.7
1 2 . . .
+ Elemen (1 2) adalah identitas di Sy

+ Elemen identitasnya invers dengan dirinya sendiri. Elemen
1 2
<2 1) invers dengan dirinya sendiri.
Maka S5 adalah grup.

Komposisi Dua Permutasi

Jika v dan  adalah elemen dari S5, maka v« didefinisikan sebagai



31

komposisi fungsi v dan k. Aturannya ditulis sebagai berikut
(Holmes, 2018).

vi(a) = v(k(a)), untuk setiap a € [n]

Contoh 2.3.5 Komposisi Dua Permutasi
1 2 3 1 2 3

Diberikanv = dank = . Komposisikan dua
1 3 2 3 21

permutasi tersebut.

Jawab:

1 2
Maka vk = 3 .
2 31

2. Grup Dihedral

Simetri-simetri dari setiap poligon beraturan bersisi n
membentuk sebuah grup (Hill dan Thron, 2023). Grup dihedral
ke-n didefinisikan sebagai grup simetri dari sebuah poligon
beraturan, yang biasanya dilambangkan dengan D, atau D,,
dengan n > 3. Grup dihedral, D,,, adalah grup dengan order 2n

(Hill dan Thron, 2023). Komponen grup dihedral D,, dibentuk

dari refleksi (¢) dan rotasi (r) dengan sudut rotasi sebesar 2.
Gambar berikut adalah ilustrasi grup dihedral Dg dengann = 4

yang merepresentasikan segi empat dengan rotasi sebesar sudut

90°, diputar berlawanan arah jarum jam dan refleksi dengan

sumbu diagonal 1 — 3 yang menjadi garis refleksi.
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2 1 1 4
rotasi
_—

3 4 2 3
2 1 4 1
refleksi
—_—

3 4 3 2

Gambar 2.1: Rotasi dan refleksi pada poligon beraturan

Berikut adalah pengkarakterisasian elemen-elemen refleksi
dan rotasi dalam grup dihedral. Telah dipahami sebelumnya bahwa
elemen-elemen grup dihedral terdiri dari n rotasi (Hill dan Thron,
2023):

id,—360 ,2~360 ,...,(n—l)-360 .
n n n
Rotasi sebesar @ dinotasikan dengan r yang dapat ditulis

perumumannya:

r* = rotasi dengan k - @ (k=1,2,3,...)

notasi r* berarti mengkomposisikan r sebanyak k kali dengan r itu
sendiri. Jika £ = 0 maka:
r0 = rotasi dengan 0 - 2% = id.

Berlaku juga untuk k¥ = n maka:

© .
3607 _ jq,

r™ = rotasi dengan n -
n

Elemen-elemen grup dihedral juga terdiri dari n refleksi yang
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dapat dituliskan himpunannya sebagai berikut (Hill dan Thron,
2023):

{s,sor,sor? ... sor" 1}

Himpunan elemen 2n dari D,, dapat dituliskan sebagai (Hill
dan Thron, 2023):

{id,r,7%,..., 7" L s,s0r, 8072, ... s0or" 1},
atau
{s?ork (j=0,1;k=0,1,...,n —1},
dengan notasi s = 7 = id. Setiap elemen dari grup D,, n >

3, terdiri dari semua komposisi dari dua elemen r dan s, yang
memenuhi relasi (Hill dan Thron, 2023):

1. »™ =id
2. s2=id

3. "Pos=so0or"Puntuk 0 < p < n.

4. ros=sor !

5. r"os = sor ! untuk setiap 0 < i < n.

Ada sebuah teorema yang dapat membantu untuk mengetahui
banyaknya keseluruhan subgrup dalam grup dihedral Ds,,. Berikut

adalah teoremanya.

Teorema 2.3.6 (Cavior, 1975)

Jumlah total subgrup dalam D,,, adalah sama dengan 7(n) + o(n),
dengan 7(n) adalah banyaknya pembagi positif dari bilangan bulat
n dan o(n) merupakan jumlah pembagi positif dari bilangan bulat

n.
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Bukti. Elemen Ds, terdiri dari n rotasi dan n refleksi. Subgrup
dalam D5,, memiliki dua tipe: (1) Subgrup yang hanya berisi rotasi,

dan (2) Subgrup yang berisi rotasi dan refleksi.

1. Subgrup yang hanya berisi rotasi
7(n) menotasikan banyaknya pembagi positif dari bilangan
bulat n. Misal d,n € Z" dan d membagi n maka
ada bilangan bulat positif m sehingga m = 7. Oleh
karena itu ada elemen r? yang membangun himpunan rotasi
{rd,r2d .. r"}. Himpunan tersebut adalah subgrup dan

menjelaskan beberapa hal.

(a) Setiap pangkat dari r yang merupakan pembagi dari n
membentuk subgrup dari elemen rotasi;

(b) Setiap kelipatan d yang bukan pembagi n membentuk

subgrup yang sama dengan r¢;

(c) Setiap pangkat dari r yang relatif prima dengan n

membentuk subgrup yang sama dengan r.

Jadi dapat disimpulkan bahwa jumlah subgrup dari Ds,, yang
hanya berisi rotasi (termasuk subgrup yang hanya berisi
elemen identitas) adalah sama dengan banyaknya pembagi
positif dari n.

2. Subgrup yang berisi rotasi dan refleksi
o(n) menotasikan jumlah pembagi positif dari bilangan bulat
n yang mana setara dengan banyak subgrup di grup dihedral
Dy, yang mengandung elemen refleksi. Misal p,n,d € Z*
dan d membagin, o(n) = p+ ddengan 0 < a; < d, a; =
1,2,...d. Elemen r? dan ¢r% membangun subgrup:

d ,.2d d 2d .
« e, rt et g qrt qret, L)
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d ,.2d d+1 )
< {e,rd r¥ L qrqritt L }; dan

. {e,rd,rzd,...,qrd_l,...}.

Setiap subgrup yang dihasilkan atau dibangun oleh r¢
dan gr% mencakup elemen-elemen tertentu dari himpunan
{q,qr,qr?,...,qr%"'}. Setiap kombinasi elemen refleksi
qr® dengan rotasi membentuk subgrup yang berbeda. Ini
memastikan bahwa setiap pembagi d menghasilkan tepat
d subgrup yang mengandung refleksi. Dengan demikian,
banyak subgrup yang mengandung refleksi sama dengan

jumlah pembagi dari n.

Dari penjelasan tersebut, jelas bahwa jumlah total subgrup dalam
D, adalah sama dengan 7(n) + o(n). [

Selanjutnya untuk memperjelas pemahaman mengenai
konsep-konsep yang telah dijelaskan akan diberikan sejumlah
contoh terkait order grup, order elemen, operasi dalam grup
dihedral, kelas konjugasi, koset, dan subgrup normal.

Contoh 2.3.7 Grup dihedral Dg dengan n = 4 merepresentasikan

segi empat. Himpunan anggotanya:
D8 - {ev ’I“, ,1427 7’3, q7 qru qr27 qTS}

Berikut adalah deskripsi dari elemen-elemen dalam Dsg:

e: elemen identitas.

r: elemen rotasi dengan sudut 90°, diputar berlawanan arah
jarum jam.

r?2: elemen rotasi dengan sudut 180°, diputar berlawanan arah

jarum jam.
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r3:  elemen rotasi dengan sudut 270°, diputar berlawanan arah
jarum jam.
q: elemen refleksi, pada elemen ini penulis memilih sumbu

diagonal tertentu sebagai garis refleksi.

gr: elemen yang dirotasikan 90° dahulu

direfleksikan sesuai garis refleksi.

gr-: elemen yang dirotasikan 180° dahulu

direfleksikan sesuai garis refleksi.

gr°: elemen yang dirotasikan 270° dahulu

direfleksikan sesuai garis refleksi.

kemudian

kemudian

kemudian

Elemen-elemen pada Dg dapat dituliskan bentuk permutasinya

sebagai berikut.
Rotasi Refleksi

NN

1 2 3 1 2 3 4
e = q:

1 2 3 1 4 3 2

1 2 3 1 2 3 4
r = qr =

2 3 4 4 3 2 1

—

3 4 . (1
T =
23q 2

, (1 2 3 4 , (1 2 3 4
4= qre =

341 2 3 21 4

2 2 3 4

1 1 4 3

Contoh 2.3.8 Order Grup dalam Grup Dihedral

Grup dihedral Dg, n = 4, memiliki 2n order grup yang mana berarti

Ds| = 8.

Contoh 2.3.9 Order Elemen dalam Grup Dihedral

Order dari elemen 73 di Dg adalah 4. Karena (r3)

o(r?) = 4.

= e maka
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Contoh 2.3.10 Operasi dalam Grup Dihedral
Diberikan grup dihedral Dg,n = 4, dengan himpunan anggota grup
dihedral Dg yang dapat dituliskan sebagai:

DS = {6, T, 7"27 7’3, q,qr, q7“2, q,r,S}
Hitung hasil dari r? o gr.

Jawab:

1 2 3 4 1 2 3 4
Telah diketahui: 2 = dan gr =
3 4 1 2 4 3 2 1

maka,

<
o
(o)
Q
S
Il
Y
W =
=N RN
=~ W = W
W = N
~
(o)
YUY
[N
W DN
N W
o
N~

yang mana hasil tersebut sama dengan ¢r3. Jadi, 72 o gr = gr3.

Contoh 2.3.11 Kelas Konjugasi dalam Grup Dihedral

Carilah kelas konjugasi dari elemen ¢ di grup dihedral Dsg.

Jawab:

Diketahui Dg = {e,r, 72,73, q,qr,qr?, qr®}. Kelas konjugasi dari
elemen ¢ di grup Dg dapat ditentukan dengan menganalisis semua
hasil kali zqz !, dengan = merupakan elemen dari Dg, seperti yang
dijelaskan berikut ini:

. eoqoeflzeoqoe:q

s rogorl=roqgord=gqr

. r2oqo(r2)—1:r2quT2:q



38

. r?’oqo(r?’)*l:r?’oqor:qﬁ

+ gogog l=qoqog=gq

« qroqogqr~t =grogqoqr=qr?

s qr?oqo(grt) Tt =qr?oqoqr’ =¢
s qriogqo(grt) Tt = qrloqoqr’ = qr?

Dapat disimpulkan bahwa himpunan kelas konjugasi dari elemen
q € Dgadalah cl(q) = {q, ¢r*}.

Contoh 2.3.12 Koset dalam Grup Dihedral
Diberikan grup dihedral Dg, n = 4, dengan himpunan anggota
grup dihedral Dg yang dapat dituliskan sebagai:

DS = {67T7 T27T37 q,qr, q7"2, qTB}

Diberikan L subgrup dari Dg dengan L = {e,r,r% r3}. Tentukan
koset kanan dan koset kirinya.

Jawab:

+ Koset kanan
Loe=1L
Lor={r,r?r e}
Lor?={r?r3 e}
Lord={rerr?}
Loq={qq q?qr}
Loqr={qr,q,qr* qr*}
Logr® = {qr?qr,q,qr°}
Logr? ={qr’,qr®,qr,q}
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+ Koset kiri
eol =1
roL={rr?r e}
r2o L = {r?,r3 e,r}
3oL ={r3err?}
go L ={q,qr,qr* qr’}
gro L ={qr,qr*,qr’,q}
gr?o L= {qr*,qr® q,qr}
qr®o L= {qr’,q,qr,qr*}

Pada koset kanan, Loe = Lor = Lor? = Lor®danLog =
Logr = Loqgr? = Lo qr®. Sedangkan pada koset kiri e o L =
rolL=r’ocL=r3cLdangoL=qroL=qr’ocL =qr30L.

Contoh 2.3.13 Subgrup Normal dalam Grup Dihedral

Merujuk pada Contoh 2.3.12, telah ditunjukkan hasil dari koset
kanan dan koset kiri dan menghasilkan bahwa koset kanan dan
koset kiri sama (¢gH = Hg). Sehingga dapat disimpulkan bahwa
L <« Ds.



BAB III
HASIL DAN PEMBAHASAN

A. Struktur Grup Dihedral D4

Diketahui grup dihedral Doy dengan n = 10 adalah grup yang
memiliki order grup sebanyak 20 (|Dyo| = 20). Grup dihedral

D,y merepresentasikan segi sepuluh. Anggotanya meliputi refleksi

(q) dan rotasi (r) dengan sudut rotasi sebesar %r = 3‘?8°

36°. Gambar berikut menunjukkan representasi grup dihedral Dy,

n = 10, dengan rotasi sebesar sudut 36°, diputar berlawanan
arah jarum jam dan refleksi terhadap sumbu simetri vertikal yang

membagi poligon menjadi dua bagian yang kongruen.

1
2 10
3 .
Rotasi
4 8
5 7
6
1
2 10 10 2
3 3
Refleksi
_—
4 8 8 4
5 7 7 5
6 6

Gambar 3.1: Rotasi dan refleksi pada segi sepuluh beraturan

40
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Himpunan anggota grup dihedral D9y dapat dituliskan sebagai

berikut.

2.3 .4 .5 .6 .7
D20:{65T7T o, T, T, T, T

8 .9 2 3 4 5 6
T4, qr, qr o, qr,gr -, qr-, qr,

qr’, qr®, qr'}.

Berikut adalah deskripsi dari elemen-elemen dalam Dsyg.

e

.

qr .

elemen identitas.

elemen rotasi dengan sudut 36°, diputar berlawanan arah
jarum jam.

elemen rotasi dengan sudut 72°, diputar berlawanan arah
jarum jam.

elemen rotasi dengan sudut 108°, diputar berlawanan arah
jarum jam.

elemen rotasi dengan sudut 144°, diputar berlawanan arah
jarum jam.

elemen rotasi dengan sudut 180°, diputar berlawanan arah
jarum jam.

elemen rotasi dengan sudut 216°, diputar berlawanan arah
jarum jam.

elemen rotasi dengan sudut 252°, diputar berlawanan arah
jarum jam.

elemen rotasi dengan sudut 288°, diputar berlawanan arah
jarum jam.

elemen rotasi dengan sudut 324°, diputar berlawanan arah
jarum jam.

elemen refleksi, pada elemen ini penulis memilih sumbu
simetri vertikal sebagai garis refleksi.

elemen yang dirotasikan 36° dahulu kemudian direfleksikan

sesuai garis refleksi.



qr= .

qr- .

qr- .

qr-

qr-

qr .

qr- .

qr-

elemen yang dirotasikan 72°
direfleksikan sesuai garis refleksi.
elemen yang dirotasikan 108°
direfleksikan sesuai garis refleksi.
elemen yang dirotasikan 144°
direfleksikan sesuai garis refleksi.
elemen yang dirotasikan 180°
direfleksikan sesuai garis refleksi.
elemen yang dirotasikan 216°
direfleksikan sesuai garis refleksi.
elemen yang dirotasikan 252°
direfleksikan sesuai garis refleksi.
elemen yang dirotasikan 288°
direfleksikan sesuai garis refleksi.
elemen yang dirotasikan 324°

direfleksikan sesuai garis refleksi.

Elemen-elemen pada Dy dapat

permutasinya sebagai berikut.

23456789 10
23 45 6 7 89 10

1 2 3 45 6 8 9 10
T =

23456 7 89 10 1

1 2 5 6 7 8 9 10

3 4 6 g8 9 10 1 2

—_

23456 7 89 10
4 56 789 1012 3

N——
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dahulu kemudian

dahulu kemudian

dahulu kemudian

dahulu kemudian

dahulu kemudian

dahulu kemudian

dahulu kemudian

dahulu kemudian

dituliskan bentuk
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rt = 5
5 6 7
1 2
rd =
(o3
1
r6 =
7
1
= ’
8 9 10
1 2
r® = X
9 10 1
1 2 3
rd =
(10 1 2
(1 2 3
7=\1 10 9
1 2
’r‘:
=110 o

=~

5 6
9 10

Qo

W

5 6

4 5
10 1

8 9 10
21 10 9

N——

7T 8 9 10
1 10 9 8

N——

7 8 9 10
10 9 8 7

N——
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3 4 5
10 9 8

9

6
8

6
7

O
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4
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O.‘)—‘
]
N—— N— 7 ~—

Setelah elemen-elemen dalam grup dihedral Dyq dituliskan

dalam bentuk permutasi,

berikut ini

disajikan contoh

pengoperasian antara elemen-elemen tersebut dan tabel Cayley

untuk mempermudah visualisasi hasil operasi antar elemen.

Contoh 3.1.1 Diberikan elemen r%,¢gr®> € D,y dengan bentuk

permutasinya:
A 12345 6 78 9 10
5 6 78 9 101 2 3 4

5 123 456 7 89 10
rU =
I 6 543 21109 8 7

Hasil komposisi dari r* o grr® adalah

ot

7’4(]7'

ot

T4q7'
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) atau yang

1

4
mana bentuk permutasi di atas adalah elemen ¢r. Jadirogr® = gr.

Pgr®(®) = r'(9) = 3
rgr®(9) = r(8) = 2
Pgr®(10)) = r(7) = 1

P (6) = (1) = 5
P (7)) = r(10)
23456 789 10

7"4q7“5(6)
rlqr®(7)
rlqr®(8)
1
10 9 8 7 6 5 4 3 2

rtqr®(9)
riqr®(10)

Maka 74 o ¢r® = (

Tabel 3.1: Bagian pertama dari tabel Cayley untuk grup dihedral

Dog: operasi komposisi antar elemen rotasi

r3 r4 ) 76

7,2

r

e

(@) N N < 0 © I~ ©
A S S S S S
0 O 6m/234567
- O N S
b~ o0 o N M < 0 O
A S S S &
(© I~ o0 O [ A IS S Ta)
A S A O S §
o © I~ 0 O a <
- S S R S S §

Mo © b0 oy gy g ™
T S s~ =

3456789€r2
S - N ~

Ny O 00 gy g
S~ S S &K & & & &

LM © ;0 3
TTTTTTTT

O LN M T W Y 0
S S & X & & & &

o

O LN M T © N~ O
S T
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Tabel 3.2: Bagian kedua dari tabel Cayley untuk grup dihedral Dog:
operasi komposisi elemen rotasi dengan refleksi

ol a o ¢ ¢ ¢t ¢° @ @ ¢® g
e | ¢ a @ ¢’ @ ¢° @ g’ ¢ ¢’
ol g ogqr g gt gt @ @t T gr®
(o U (S A T A ()
et et e g e e @ @t e @f
7“4 q'l”6 q7“7 qT8 q’l"g q qr q'l"2 q7“3 q’f4 q7"5
7'5 q7’5 qTG q7“7 q7“8 q7“9 q qr qu qr3 q’)"4
7"6 q'/”4 qTS qTG qT7 qT’S q'l”g q qr q7"2 qT'S
T7 q7“3 q7“4 q7“5 qTG qr7 q'l”g qrg q qr q7“2
7"8 q'f'Q qTS qTA q7‘5 qrﬁ q'l"7 q'f’s q'/“g q qr
7’9 qr qT2 q7'3 qT4 q7’5 q7’6 qT’7 qTS ng q

Tabel 3.3: Bagian ketiga dari tabel Cayley untuk grup dihedral Do:
operasi komposisi elemen refleksi dengan rotasi

] (& r 7"2 7"3 7"4 7'5 T6 T7 7"8 7"9

¢ |« o ¢ ¢ ot g ¢ et @ g
gr | qr g gq® @t @® @ T @® @? g
o | e et @ @t et @ e g
| e’ et @’ @® @t @t @’ g g @
ot |t e et e e e ¢ e @ g
a’ | e’ @® @t @t e’ g g @ @ !
g | ar® " @t e g g @? @ gt
o’ | et e o @ @ et @ @
o | ¢® e g o @ @ @t e @t g
o’ | ¢ q g @ e gt @ @ T @
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Tabel 3.4: Bagian keempat dari tabel Cayley untuk grup dihedral

Dog: operasi komposisi antar elemen refleksi

o q qr qrz q7‘3 q7‘4 q7"5 qr6 q’f‘7 7’8 7"9

q e T 7“2 7“3 T4 7‘5 ’I"6 7"7 7“8 7’9
qgr | e r r? r3 r o ro 7T g8
q7"2 7’8 7’9 (& T T2 7"3 T'4 7"5 7’6 7"7
grd | T8 e r r? r3 rd 5 b
q7‘4 7’6 7’7 7’8 T9 (& T ’F2 7”3 7’4 T5
qr® | % T r® rd e r r2 3t
q’l“6 7"4 7’5 T6 T7 T‘S Tg (& T TQ T3
qr” | 3ot P r6 r’ r® r? e roor?
gr® | 2 3t rd 70 r’ r® r? e r
q7"9 T ’I“2 7“3 7“4 7‘5 7‘6 1"7 7'8 7“9 (&

B. Identifikasi Subgrup Normal pada Grup Dihedral Dyg

Dalam subbab ini, dijelaskan mengenai langkah-langkah dalam
menentukan subgrup normal pada grup dihedral Doy.

Langkah pertama dalam menentukan subgrup normal
adalah mencari subgrup-subgrup dalam grup dihedral Dayg.
Ada dua teorema yang digunakan untuk membantu mencari
subgrup-subgrup dalam grup dihedral Dsy. Teorema yang pertama
adalah Teorema 2.3.6 yang dapat membantu untuk menentukan
jumlah total subgrup dalam grup dihedral Ds,. Teorema kedua
yang digunakan adalah teorema Lagrange (Teorema 2.1.17).
Teorema Lagrange digunakan untuk menguraikan subgrup
berdasarkan ordernya.

Subgrup-subgrup dalam grup dihedral D,y dapat dicari dengan
kedua teorema tersebut. Grup dihedral Dyy memiliki n = 10,
maka ada empat pembagi positif dari 10, yakni 1,2,5, dan 10.
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Jumlah keempat pembagi positifnya adalah 18. Dengan demikian
menurut Teorema 2.3.6 ada 22 subgrup dalam grup dihedral
Dog. Berikut adalah subgrup-subgrup dalam grup dihedral Dog
yang diuraikan berdasarkan order subgrupnya karena order dari
subgrup pasti membagi order grupnya sesuai dengan teorema
Lagrange (Teorema 2.1.17).

1. Order satu

c A= {e}
2. Order dua

« By = {e,r%} « By = {e,qr°}

« By ={e,q} + By = {e,qu}

« By ={e,qr

3 { } R ‘B9 — {6, q,r7}

« By = {e,qr?}

+ Bs = {e.qr”) + Bo={e.ary

+ Bg = {e,qr"} + By = {e,qr%}
3. Order empat

* Cl = {67TBaQa q?"S} ¢ 04 = {6,T5,q7"3,q7’8}

* 02 - {6, TB: qr, qrﬁ}

* C3 = {67 T57 qr27 qr7} * C5 = {67 T57 q7’4, qrg}

4. Order lima
« D= {e,r? rt r0 18}

5. Order sepuluh
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2 4
o By = {e,r,r? 3 0t pd 00 pT p8 9
_ 2.4 ,6 .8 2 4 6 .8
* E2_{6’T aT 7T )T aq7qr 7qT 7qr ’qT}

* E3 = {67 T2a T47 ’r67 T8a qr, qTB’ q7"5, qr7, qrg}
6. Order dua puluh
+ Dy

Langkah kedua adalah menentukan subgrup-subgrup mana
yang termasuk subgrup normal. Telah dituliskan sebelumnya
dalam Teorema 2.1.19 bahwa terdapat tiga kondisi yang apabila
salah satunya terpenuhi, subgrup dapat dikatakan subgrup normal.
Dalam langkah ini, digunakan kondisi yang pertama, yaitu
suatu subgrup dikatakan normal jika konjugasi setiap elemen
dalam subgrup tersebut dengan elemen-elemen di grup selalu
menghasilkan elemen yang tetap berada di dalam subgrup
tersebut. Adapun analisis konjugasi pada setiap elemen sebagai
berikut.

1. Subgrup berorder satu hanya ada {e}

Analisis kelas konjugasi dari e:

c coeoel=¢coecoe=ce

° 7“0607"71:7”060’/“9:6

s r2oeo(r)t=rlocord=ce

Maka cl(e) = {e} C {e}. Oleh karenanya subgrup tersebut

normal.

2. Subgrup berorder dua
Berikut adalah analisis kelas konjugasi dari elemen-elemen
di Bl, BQ, Bg, ey Bi1.
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(a) Kelas konjugasi dari elemen e
Hasil operasi konjugasi dari elemen identitas e akan
selalu menghasilkan dirinya sendiri seperti yang
telah dilakukan pada analisis kelas konjugasi subgrup

berorder satu.

(b) Kelas konjugasi dari elemen 7°
cecorPoel=ecordoe=1"
crordorl=rorPor?=1¢°

crlordo(r) Tt =rlordord =40
Maka cl(r%) = {r°}.

(c) Kelas konjugasi dari elemen ¢
1

*eoqoe T =eoqoe=¢(q

s rogort=roqor?=qrd
cr2oqo(r)t=r20qord® =qrf
crogo(r)t=rdogor’ =gt
s rtoqo(r)yt=rtoqort =qgr?
c ogo(rP)t=rSogor®=gq
c180go ()t =100gort = g8

Maka cl(q) = {q, qr?, qr*, qr%, qr®}.

(d) Kelas konjugasi dari elemen gr

« ecoqroet=coqroe=qr

L—yrogror?=q?

-1

s roqror-

cr2ogro(r®)t=rloqror® =qr’

1

s r3ogro(m)t=rdogror” =qr°



crtogro(r) Tl =rtogqrorS =g

Nl =rdoqror’®=gqr

crbogro(®)t=r0qror =g

« rPoqrol(r

Maka cl(gr) = {qr,qr3,qr°, qr7, qr°}.

(e) Kelas konjugasi dari elemen qr?

ceoqrioel=coqrioe=gq
crogriort=rogriord =g
cr2oqrio(r?)t=r2oqr?or® = gt
s rogrio()t=rdoqgrior” =gt
s rtogrio(r)t=rtoqr?ort = gr?
s rPoqrio ()t =rSogrior® =g
s r8ogrio ()t =roqgrtort = g8

Maka cl(qr?) = {q, qr?, qr, qr%, ¢r®}.

(f) Kelas konjugasi dari elemen qr3

ceoqricel=coqrioe=qr

. roqr3or_1:roqr3or9:qr9

s rlogrio ()l =r2ogriord ="
crdogrio ()l =rdogrior’ =g
c it ogrdo () = 1o grd o = g
s rPoqrio ()t =1Sogrdord =gr
cr8ogrdo ()t =r0o0grdort = grf

Maka cl(qr?) = {qr, qr3, 1%, qr7, qr°}.
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(8) Dapat disimpulkan bahwa cl(q) = cl(qr?) = cl(qr?) =
c(qr®) = cl(gr®) = {q,qr% qr*, qr® qr®} dan
c(qr) = cl(qr®) = cl(qr®) = cl(qr’) = cl(qr?) =
{gr,qr®, qr°,qr", qr"}.

Dengan itu, cl(q) = {q,qr? qr*, qr% qr®} bukanlah subset
dari By, By, Bs, Bs, Big dan cl(qr) = {qr,qr3,qr°, qr",qr’}
bukanlah subset dari B3, Bs, B7, By, B11. Namun cl(e) C B;
dan cl(r®) C B, oleh karena itu B; adalah satu-satunya

subgrup berorder dua yang merupakan subgrup normal.

. Subgrup berorder empat

Telah dianalisis sebelumnya kelas konjugasi dari elemen ¢
dan gr. Maka didapat cl(q) dan cl(gr) bukanlah subset dari
C1,Cq,...,Cs. Maka semua subgrup yang berorder empat
tidak ada yang termasuk subgrup normal.

. Subgrup berorder lima hanya ada D
Berikut adalah analisis elemen-elemen pada D.

(a) Kelas konjugasi dari elemen r2

. 607’206_12607’20627“2

crorfort=rorlor? =12

e 120120 (r2) "l =12 012 0p8 = 42

Maka cl(r?) = {r?}.

(b) Kelas konjugasi dari elemen r4

+eorfoel=cortoe=14

crorforl=rortor?=y4
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cr2orto (1)l =120t oS = ¢l

Maka cl(r#) = {rt}.

(c) Dapat disimpulkan bahwa hasil operasi konjugasi dari

elemen-elemen rotasi adalah dirinya sendiri.

Maka cl(e), cl(r?), cl(r?), cl(r%), cl(r®) adalah subset dari D
sehingga D adalah subgrup normal.

5. Subgrup berorder sepuluh
Telah disimpulkan sebelumnya bahwa hasil operasi
konjugasi dari elemen-elemen rotasi akan menghasilkan
dirinya sendiri. Maka kelas-kelas konjugasinya akan selalu
subset dengan subgrupnya sehingga subgrup FE; adalah
subgrup normal. Kemudian telah dianalisis sebelumnya
kelas konjugasi dari elemen ¢ dan ¢r, didapat cl(q) C FE»
dan cl(qr) C FEs, maka Ey dan E3 adalah subgrup normal.
Dengan demikian ketiga subgrup berorder sepuluh adalah

subgrup normal.

6. Subgrup berorder dua puluh
Semua kelas konjugasi dari seluruh elemen pada grup
dihedral Dy akan selalu subset dengan grupnya sehingga
Dy termasuk subgrup normal pada dirinya sendiri.

Dari analisis konjugasi yang telah dilakukan, didapat bahwa
banyaknya subgrup normal pada grup dihedral Dy, adalah tujuh
subgrup normal.
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C. Karakteristik Subgrup Normal pada Grup Dihedral D2g

Telah diketahui sebelumnya bahwa terdapat tujuh subgrup
normal dalam grup dihedral Dy, yang dituliskan sebagai berikut.

1. A= {e}

2. By = {e,r}

3. D ={e,r%r* r6 r8}

4. By = {e,r,r? r3 v r5 06 p7T 8 p91

5. By = {e,r2, 74,15 r8 q,qr%, qrt, qrb, r®}
6. B3 = {e,r?,r4,r5 v8 qr qr3, qr® qr’, qr'}

_ 2.3 ,.,4 .5 .6 .7 .8 .9 2 3 4
7. DQO—{(%T,T‘ L, e, T, T, T, T, T, q,qr, qr, gr, qr

Lqrd, qrS, qr, qr8, qr®}

Dari hasil tersebut diperoleh bahwa subgrup dari grup dihedral
yang dapat dibentuk dari elemen rotasi saja adalah subgrup
normal yang mana eksistensi subgrup ini dijamin oleh teorema

berikut.

Teorema 3.3.1 (e.g (Bardhan dkk., 2023))
Untuk setiap k

n, Dy, memiliki grup siklik order k.
Bukti. Akan dibuktikan bahwa Ds,, memiliki grup siklik order &
bila untuk setiap k|n.

Grup Ds, memiliki order 2n yang terdiri dari n rotasi dan n
refleksi. Pada pembuktian ini fokus kepada komponen rotasi. Grup

dihedral D5,, memiliki rotasi yang dihasilkan oleh r yaitu:

(ry ={e,r,r?, ... 1}
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2r
=

Diketahui bahwa k|n, ada m € Z" sehingga n = mk maka ada

dengan r" = e dan r adalah rotasi sebesar

elemen " sehingga (r"").

Untuk 7™ kembali ke identitas maka harus ada pengoperasian
sebanyak ¢ terhadap dirinya sendiri, yang dapat dituliskan (r™)! =
€.

Karena r"™ = e dalam hal ini berarti

n=mt

mk = mt

sehingga k = .
Dengan demikian (r™) adalah subgrup siklik yang dihasilkan oleh

r™ dan memiliki order k. [ |

Dari Teorema 3.3.1 dapat diidentifikasi karakteristik dari tujuh
subgrup normal tersebut. Subgrup normal A, By, D, dan E;
adalah subgrup normal yang elemen-elemennya hanya berupa
rotasi dan merupakan subgrup siklik karena dapat dinyatakan
secara berurutan sebagai (e), (r®), (r?), dan (r). Keempat subgrup
normal tersebut dapat dibangun hanya dengan satu elemen di
masing-masing subgrup normalnya saja, alias elemen-elemen
tersebut adalah generator.

Hal ini berbeda dengan tiga subgrup normal lainnya, yakni
FEsy, E3, dan Doy yang tidak dapat dibangun oleh hanya satu
elemennya saja karena elemen-elemennya berupa rotasi dan
refleksi. Ketiga subgrup normal tersebut adalah contoh subgrup
normal yang bukan merupakan subgrup siklik.

Dari karakterisasi subgrup normal pada grup dihedral Ds,

diperoleh lemma sebagai berikut.
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Lemma 3.3.2 Misal k, n bilangan bulat positif, n > 3. k|n jika dan
hanya jika H = (r*) subgrup normal pada D,,.
Bukti.

1. = (Pembuktian ke kanan)
Akan dibuktikan jika k|n maka H = (r*) subgrup normal
pada Doy,.
Diketahui bahwa k|n maka adam € Z* sehingga n = mk.
H = {e,r* r%* .. r(m=Dk} dengan order H yaitum = 2.
Kemudian akan ditunjukkan bahwa H subgrup normal
dengan Teorema 2.1.19 pada kondisi yang pertama, yaitu
gHg™' C H,¥g € G. Dalam hal ini Dy, adalah G. D,
memiliki dua bentuk elemen, yakni rotasi dan refleksi. Oleh

karena itu, maka

. jika g € Dy, adalah elemen rotasi dengan kata lain r/ €
D,,, sehingga untuk setiap h = 7% ¢ H dengan a =
0,1,2,...,(m — 1) maka

ghg™t = rlret(rl)=
— pfpthp=f
=rfecH
- jika ¢ € Ds, adalah elemen refleksi dengan kata lain

qr! € D,, sehingga untuk setiap h = r** ¢ H dengan
a=0,1,2,...,(m — 1) maka
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ghg™" = qrlr®(gr!)™!

= qrirokr—1y

r—° adalah invers dari r®, r—% ¢ H.
Jadi, H adalah subgrup normal. Maka dari itu (=) terbukti.

. < (Pembuktian ke kiri)

Akan dibuktikan jika H = (r*) subgrup normal pada D,
maka k|n.

Diketahui bahwa H = (r*) adalah subgrup siklik yang
normal. H adalah subgrup dari subgrup grup dihedral
yang hanya berisi seluruh elemen rotasinya saja. Misal
subgrup dari grup dihedral yang hanya berisi seluruh elemen
rotasinya saja dinotasikan R maka H < R. R juga
merupakan subgrup siklik, sehingga R dapat dinotasikan
dengan R = (r). R memiliki sebanyak n anggota yang
berbeda, sehingga (r!)" = e, karena order grup siklik sama
dengan order dari generatornya (n adalah bilangan bulat
positif terkecil sehingga " = e).

H sendiri dapat dituliskan sebagai berikut.

H = {e,rk ¢ . r(m=Dk} dengan |H| = m karena
H memiliki sebanyak m anggota yang berbeda sehingga
(rk)™ = e, dalam konteks ini m juga merupakan bilangan

bulat positif terkecil.

Denganssifatr™ = e, ini berarti r*™ = e. Karenar" = e, maka
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km harus menjadi kelipatan dari n, sehingga n = km dan ini
menunjukkan bahwa k|n. Oleh karena itu (<) terbukti.

Dengan demikian lemma ini terbukti. |

Karakterisasi empat subgrup normal di atas telah dibuktikan
dengan Lemma 3.3.2 bahwa setiap grup dihedral D, memiliki

subgrup normal yang dibentuk oleh r* dengan k|n.



BAB1V
SIMPULAN DAN SARAN

A. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, dapat
disimpulkan beberapa hal mengenai subgrup normal dalam grup
dihedral Do, yaitu:

1. Subgrup normal yang diperoleh dari analisis konjugasi
adalah sebanyak tujuh subgrup normal yang mana dapat
dituliskan sebagai berikut.

(a) A={e}

(b) By = {e,r°}

(c) D= {e,r? rt 10 +8}

(d) By = {e,r,r?r3,r4 r5 06 T 18 19}

(e) By ={e,r? r*,75 r8 q,qr? qrt, qrb, qr®}

() Ez = {e, 72,7475 8 qr.qr®, qr® qr”, qr®}

(8) Dog = {e,r, 72, r3, 74,05 v6 T 28 49 q qr,qr?, qr3, qr*

Lqrd,qr8, qr’, qr8, qr®}

2. Ada empat subgrup normal yang merupakan grup siklik,
yaitu A, By, D, dan F,. Tiga subgrup normal yang lain, yakni
Es, E3, dan Doy bukanlah grup siklik. Dari karakterisasi
subgrup normal tersebut, telah dibuktikan bahwa setiap
grup dihedral Ds, mempunyai subgrup normal yang
dibentuk oleh r* dengan k yang membagi n.
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B. Saran

Dalam penelitian ini, penulis hanya membahas mengenai
subgrup normal pada grup dihedral Dsy dan karakteristiknya.
Penulis menyarankan agar pembaca dapat melanjutkan penelitian
ini dengan mengkaji topik yang lebih banyak lagi, misalnya
mengenai grup dihedral yang lebih tinggi dan karakterisasi
subgrup normal terkait konsep lainnya.
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