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ABSTRAK

Penelitian ini membahas semigrup reguler pada matriks dalam
aljabar Max-Plus, sebuah struktur aljabar yang dilengkapi operasi
maksimum (@) dan penjumlahan (®). Fokus penelitian adalah
menunjukkan sifat semigrup reguler dalam himpunan matriks
M, (Ryax) berordo 2 x 2, di mana elemen reguler sebagai matriks
A yang memenubhi relasi A ® B ® A = A untuk suatu matriks B.
Hasil penelitian menunjukkan bahwa tidak semua matriks bersifat
reguler, tetapi sifat ini dapat ditemukan pada matriks segitiga atas,
segitiga bawah, dan matriks idempoten. Selain itu, elemen reguler
tidak selalu memiliki invers, yang membedakannya dari semigrup
reguler dalam aljabar klasik. Studi ini memberikan kontribusi
teoretis pada pengembangan aljabar Max-Plus, khususnya dalam
elemen reguler.

Kata kunci : aljabar max-plus, matriks aljabar max-plus, semigrup
reguler
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BAB1
PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Struktur aljabar merupakan cabang penting dalam matematika
yang mempelajari himpunan tak kosong dengan operasi biner.
Operasi biner adalah fungsi yang memetakan dua elemen dari
himpunan ke elemen lain dalam himpunan yang sama. Misal S
adalah suatu himpunan tak kosong, maka operasi biner pada S
didefinisikan sebagai fungsi: x : S x S — S, yang memenuhi V
a,b € S menghasilkan a x b € S. Operasi biner ini menjadi dasar
pembentukkan berbagai jenis struktur aljabar (Bylinski, 1989).

Salah satu bentuk struktur aljabar adalah grup. Grup adalah
himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan satu operasi biner
yang memenuhi aksioma-aksioma, yaitu asosiatif, memiliki elemen
identitas, dan memiliki elemen invers (Redfield, 1927). Jika
suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan operasi
biner memenuhi sifat asosiatif, maka struktur tersebut disebut
sebagai semigrup (Green, 1951). Elemen x dalam semigrup (.S, *)
dikatakan elemen reguler jika z x y x ¢ = x untuk setiapy € S
(Nambooripad, 1979). Suatu semigrup disebut reguler jika setiap
elemennya merupakan elemen reguler (Nambooripad, 1979).

Selain itu, terdapat struktur aljabar lain seperti ring. Ring
adalah himpunan tak kosong R yang dilengkapi dua operasi
biner yaitu penjumlahan (+) dan perkalian (x) yang memenuhi
sifat-sifat berikut himpunan tersebut membentuk grup abelian
terhadap penjumlahan, operasi perkalian bersifat asosiatif,

distributif terhadap penjumlahan, dan memiliki elemen identitas



perkalian (Nobusawa, 1964). Jika dalam operasi pertama tidak
mempunyai invers, maka struktur aljabar disebut semiring
(Hebisch & Weinert, 1996). Salah satu contoh semiring, yaitu
aljabar max-plus. Aljabar max-plus adalah struktur aljabar
yang terdiri dari himpunan bilangan real yang diperluas dengan
elemen —oo, dilengkapi dengan dua operasi biner, yaitu operasi
maksimum dilambangkan dengan (&) dan operasi penjumlahan
dilambangkan dengan (®) (Izhakian & Knebusch, 2013).

Semiring yang akan dikaji dalam penelitian ini adalah aljabar
Max-Plus. Selanjutnya, terdapat beberapa penelitian yang
membahas tentang semigrup reguler yang dibentuk oleh matriks
dalam aljabar Max-Plus diantaranya penelitian oleh Zur Izhakian
dan Stuart W. Margolis, (2010) dengan judul "Semigroup identities
in the monoid of two-by-two tropical matrices" menunjukkan bahwa
monoid M (T) dari matriks atas aljabar max-plus 2 x 2 merupakan
semigrup identitas. Selain itu, Selanjutnya pada penelitian Zur
Izhakian dan Eugenii Shustin, (2012) dengan judul "Idempotent
semigroups and tropical algebraic sets" membahas semigrup
idempoten dalam aljabar max-plus. Kemudian, penelitian Kramar
Fijavz, (2017) yang berjudul "Semigroups of max-plus linear
operators”. Penelitian ini membahas tentang sifat semigrup
yang beroperasi pada ruang linear Max-Plus. Penelitian tentang
struktur aljabar max-plus terus dilakukan hingga kini. Selanjutnya,
penelitian Aird, (2023) dalam artikelnya yang berjudul "Semigroup
identities of tropical matrix semigroups” membahas identitas
semigrup pada semigrup matriks max-plus.

Namun, penelitian tentang semigrup reguler atas matriks
dalam aljabar max-plus masih sangat terbatas. Kajian lebih lanjut

diperlukan untuk mengetahui apakah sifat-sifat reguler dalam



aljabar klasik juga berlaku pada matriks dalam aljabar max-plus.
Selain itu, penting untuk menentukan seperti apa matriks yang
merupakan elemen reguler dalam aljabar max-plus.

Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji sifat-sifat elemen
reguler pada semigrup matriks dalam aljabar max-plus. Fokus
utama penelitian ini adalah menemukan sifat-sifat dasar elemen
reguler pada semigrup matriks dalam aljabar max-plus. Oleh
karena itu, penelitian ini diberi judul "Semigrup Reguler atas
Matriks dalam Aljabar Max-Plus". Hasil penelitian ini diharapkan
dapat memberikan kontribusi bagi pengembangan teori aljabar

max-plus.

B. Rumusan Masalah

Bagaimana karakteristik matriks dalam aljabar max-plus yang
dapat dikategorikan sebagai elemen reguler dalam struktur

semigrup?

C. Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan karakteristik
matriks dalam aljabar max-plus yang dapat dikategorikan sebagai

elemen reguler dalam struktur semigrup.

D. Tinjauan Pustaka

Penelitian yang dilakukan oleh Izhakian dan Margolis (2010),
yang dipublikasikan dalam artikel berjudul "Semigroup Identities in

the Monoid of Two-by-Two Tropical Matrices" membahas struktur



monoid matriks 2 x 2 pada aljabar max-plus membentuk semigrup
identitas.

Penelitian Izhakian dan Shustin (2012) yang berjudul
"Idempotent Semigroups and Tropical Algebraic Sets" mendalami
konsep semigrup idempoten pada aljabar max-plus. Penelitian
ini memaparkan peran elemen idempoten dalam struktur
semigrup dan bagaimana sifat tersebut berhubungan dengan
teori aljabar max-plus secara umum. Temuan ini relevan dalam
mengidentifikasi elemen idempoten dalam semigrup reguler.

Penelitian FijavZ, Peperko, dan Sikolya (2017) dalam artikel
berjudul "Semigroups of Max-Plus Linear Operators” membahas
sifat semigrup operator linear pada ruang aljabar max-plus.
Penelitian ini memberikan wawasan tentang bagaimana operasi
semigrup dapat diterapkan pada ruang vektor max-plus, termasuk
sifat-sifat stabilitas dan keteraturan semigrup.

Penelitian Aird (2023) yang dipublikasikan dengan judul
"Semigroup Identities of Tropical Matrix Semigroups” membahas
identitas semigrup dalam matriks pada aljabar max-plus. Artikel
ini mengkaji berbagai identitas yang berlaku dalam semigrup
matriks dan bagaimana sifat identitas tersebut memengaruhi
struktur semigrup atas aljabar max-plus.

Hasil-hasil penelitian tersebut memberikan landasan teori
untuk memahami semigrup reguler pada aljabar max-Pplus,
khususnya dalam menganalisis sifat elemen reguler dan
idempoten. Dalam penelitian ini, fokus utama adalah
mengembangkan analisis elemen reguler pada matriks M,, (Ryax)
dengan operasi ® serta mengidentifikasi implikasi strukturalnya

terhadap sifat semigrup reguler.



E. Metode Penelitian

Penelitian ini merupakan penelitian kepustakaan (library
research) yang dilakukan dengan menelaah, menganalisis, dan
menyelidiki literatur, atau tulisan. Fokus utama penelitian ini
adalah mengkaji sifat-sifat semigrup reguler dalam himpunan
matriks M, (Ry,.x) dengan operasi ® pada aljabar max-plus.

Tahapan penelitian yang dilakukan meliputi:

1. Memahami konsep dasar semigrup, aljabar max-plus, dan

elemen reguler berdasarkan literatur yang relevan.

2. Menyusun definisi serta sifat dasar semigrup pada aljabar
max-plus, terutama sifat asosiatif dari operasi ®.

3. Mengidentifikasi elemen reguler X € M, (Ryax) yang
memenuhi persamaan X ® ¥ ® X = X untuk suatu Y €
Mn<Rmax)-

F. Batasan Masalah

Batasan masalah dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Matriks yang digunakan dalam penelitian ini terbatas pada
matriks ordo 2 x 2 dalam aljabar max-plus.

2. Penelitian difokuskan pada semigrup reguler atas matriks
dalam aljabar max-plus.



G. Sistematika Penulisan

Penulisan penelitian ini disusun berdasarkan sistematika
berikut:

- Bab 1: PENDAHULUAN
Pada bab ini mencakup latar belakang masalah, tujuan
penelitian, tinjauan pustaka, metodologi penelitian, dan

sistematika penulisan.

+ Bab 2: LANDASAN TEORI
Pada bab ini memuat teori-teori dasar yang digunakan dalam
pembahasan. Diataranya definisi semigrup, elemen reguler,
semigrup reguler dan aljabar max-plus.

- Bab 3: PEMBAHASAN
Bab ini membahas semigrup atas aljabar Max-Plus, semigrup
reguler pada matriks dalam aljabar max-plus, serta
pembuktian teorema terhadap matriks yang memenuhi

sifat elemen reguler dalam aljabar max-plus.

- Bab 4: PENUTUP
Bab ini berisi kesimpulan hasil penelitian dan saran untuk
lebih lanjut.



BABII
LANDASAN TEORI

Berikut ini akan dibahas definisi dan teorema teorema dasar
semigrup yang diambil dari buku "Nine Chapters on the Semigroup
Art" (Cain, 2020), selain itu, akan diberikan definisi dasar dari
aljabar max-plus yang diambil dari buku "Max Plus at Work
Modeling and Analysis of Synchronized Systems: A Course on
Max-Plus Algebra and its Aplications” (Heidergott dkk, 2006).

A. Semigrup

Sebelum memberikan definisi tentang semigrup, terlebih
dahulu menjelaskan operasi biner. Operasi biner didefinisikan
sebagai suatu hubungan antara dua elemen dalam satu himpunan.

Berikut adalah definisi dari operasi biner.

Definisi 2.1.1 Operasi Biner

Misal S adalah himpunan tak kosong dan x adalah fungsi x : S x
S — Sdengan x xy := x + y untuk setiap x,y € Z, maka operasi x
disebut operasi biner jika Vx,y € S berlaku:

xxy € S.

Contoh 2.1.2 Operasi Biner
Misal himpunan bilangan bulat Z dan operasi * didefinisikan

sebagai penjumlahan biasa:

rTxy=xr+y



Operasi ini merupakan operasi biner karena penjumlahan dua
bilangan bulat selalu menghasilkan bilangan bulat, yaitu:

Ve, y€Z, x+y€EZ

Menurut (Whitelaw, 1995) operasi biner asosiatif dan operasi
biner komutatif adalah sebagai berikut.

Definisi 2.1.3 Operasi Biner Asosiatif
Suatu operasi biner x pada himpunan S disebut asosiatif jika
memenubhi

(xxy)*xz=ax*(y*z)

untuk setiap x,y,z € S.

Contoh 2.1.4 Misal S adalah himpunan matriks berukuran 2 x 2
dengan operasi biner (+). Untuk setiap A4, B, C' € S dengan

ar ap B c1 c2
: —
as a4 C3 C4

Akan ditnjukkan bahwa operasi + pada himpunan .5, berlaku:

b1 b
bs by

A: s C:

(A+B)+C=A+(B+0).



Hitung

b1 by
bs by

ayp a2

<A+B>+o:<[ +

az a4

_CL1 +b1 az+bo
(a3 +b3  as+by

c1 €2
C3 C4
(a1 +b1) +c1 (az+b2) +co
(a3 +b3) +c3 (as+ba)+ca

1 C2
C3 C4
b1 +c1 ba+co
bs3+c3 bi+cy

A+ B+C)= |4 a2]+<[bl b2

az a4 bs by

ap az
= +
a3 a4

-al + (b1 4+c1) az+ (b2 + c2)
a3 + (bs+c3) ag+ (bs+ cq)

Karena penjumlahan bilangan bulat bersifat asosiatif:
(a1 +b1) +c1 =a1 + (b1 +¢1), danseterusnya.

Maka:
(A+B)+C=A+ (B+0C).

Definisi 2.1.5 Operasi Biner Komutatif
Suatu operasi biner x pada himpunan S dikatakan komutatif jika
untuk setiap x,y € S, memenubhi

TxY=Y*T.

Contoh 2.1.6 Misal S adalah himpunan matriks berukuran 2 x 2
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dengan operasi biner (+). Untuk setiap A, B € S dengan

ay a ’ B— bl b2 ’
az ag4 b3 b4

Akan ditnjukkan bahwa operasi + pada himpunan S, berlaku:

A=

A+ B=B-+ A.
Hitung
A+ B— (a1 as n by b _ (a1 +b1 ag + b .
(a3 a4 bs b4 (a3 +b3  as+bg
BiA— by by L® as) _ b1+ a1 by +az) .
103 b4 ag a4 b3 + a3 by +ay

Karena penjumlahan bilangan real bersifat komutatif:
a1 +by =b1 +ay, as+by=>by+ay, danseterusnya.

Maka:
A+ B=DB+ A.

Selanjutnya, operasi biner yang dilengkapi dengan sifat
tertentu akan membentuk suatu struktur baru, salah satunya
adalah semigrup yang didefinisikan sebagai berikut

Definisi 2.1.7 Semigrup
Himpunan tak kosong S dilengkapi dengan operasi biner x disebut
semigrup. Apabila operasi x memenuhi sifat asosiatif, yaitu (z * y) x

z=xx(yxz)Va,yz€S.
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Contoh 2.1.8 Misal S adalah himpunan matriks berukuran
2 x 2 dengan operasi biner (x). Himpunan S terdiri dari
matriks-matriks berikut:

g_ ) [ o bi1 b1z c11 12
ag1 azz) \ban b/ \ca c2
Akan ditunjukkan bahwa operasi (x) pada himpunan S memenuhi
sifat asosiatif yaitu untuk setiap elemen 4, B,C' € S
1. (AxB)xC=Ax(BxCQC)
2. Ax(CxB)=(AxC)xB

Misal:

g [0 e . B= bi1 b2 o= cn ciz)
az1 a2 bo1 b2 C21 €22

Untuk persamaan satu (A x B) x C' = A x (B x C)
HitungA x B:

b b
Ax g [0 a2 (bu b
a1 G2 ba1  bao
_ a11bi1 + ai2ba1r  aiibia + ai2b22
a21b11 + a22b21  a21b12 + azzbar
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Kemudian, hitung (A x B) x C:
(AxB)xC = (

a11b11 + a12b21  a11b12 + a12b22> " (Cn 012>

a1b11 + az2ba1  az1b12 + aznbao c21 €22

(a11b11 + a1abor)cir + (a11bi2 + aiabas)car
(a11b11 + a12b21)c12 + (a11b12 + ai2b2)cao
(a21b11 + azabor)cir + (a21b12 + azebas)car
(a21b11 + ag2b21)ci2 + (a21b12 + azebaz)car
arrbiicin + argbaicii + aribiacor + a12b22c21
ai1biiciz + arabaicia + ar1b12¢22 + ai2baacao

a21b11¢11 + ag2ba1c11 + ag1biacar + agabaicor

ag1b12c12 + abaacia + as1biacas + azeboacia

Selanjutnya, hitung B x C"

BuC — bi1 bi2 A biici1 + biacar  biiciz + biacas
ba1  bao C21 €22 barci1 + baacar  baicia + baocan
Lalu, hitung A x (B x C):

b b b b
Ax (BxC)= ailr  a12 o 11€11 + 012€21  011€C12 + 012C22
as1 a2 baic11 + baacar  boicia + baacoo

ari(biicin + biacar) + ara(baicin + baacar)
ar1(biiciz + biacaa) + ara(baiciz + bazcar)
azi(biicin + biacar) + aga(baicin + baacar)
az1(biiciz + biacaa) + aga(baicia + bazcar)
ai1biicii + arrbiacor + aizbaicir + ar2baacar
ai1biiciz + ar1biacaz + aizbaiciz + al2baacon

ag1biici1 + az1b1acar + agabaicin + al2byacoy

a21b11¢12 + a21b12C22 + agebaicio + agabaacas
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Untuk persamaandua A x (C' x B) = (AxC) x B
Hitung C x B

c11 ci12 bi1 b1 c11bi1 + c12b21  c11b12 + c12b22
CXB = X e

C21 €22 ba1  bao c21b11 + c22b21  c21b12 + co2b2o
Kemudian, hitung A x (C x B)

b b b b
Ax (Cx B)= ain diz) (€101 + Ci20a1 €012 F Ci2022
a1 a22 21011 + C22b21 21012 + 22022

a11(c11b11 + c12b21) + a12(co1b11 + ca2b21)
a11(c11b12 + c12b22) + a12(ca1b12 + c22b22)
az1(c11b11 + c12b21) + aga(co1bi1 + cabar)

ag1(c11b12 + c12b22) + aga(c21b12 + ca2baa

Selanjutnya hitung A x C'

a1l a12 11 €12 a11€11 + a12¢21  a11¢12 + a12C22
AxC = X =
a1 G22 21 €22 a21C11 + a22C21  A21C12 + G22C22
Lalu hitung (A x C) x B
aiici1 + aic21  aiici2 + ajac b1 b2
(AxC)x B= ( X

a1c11 + ag2C21  A21C12 + A22C22 ba1 b2

(a11¢11 + a12¢21)b11 + (a11¢12 + a12¢22)bay
aiici2 + ai2c22)ban

aiicii + ajacar)bia + )
az1¢12 + a2¢92)bay

~—~ T~

)
( )
(ag1c11 + agacor)bi1 +
( )

a1c11 + a22¢21)b12 + (az1c12 + azacan)ba

Sehingga diperoleh asosiatif.
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Sebelum melanjutkan ke konsep monoid, perlu dipahami
bahwa monoid adalah semigrup yang memiliki elemen identitas.
Berikut adalah definisi monoid.

Definisi 2.1.9 Monoid

Semigrup (S, ) dikatakan monoid jika ada elemen e iniada e € S
maka disebut elemen identitas yang memenuhiexx =z *xe =z, V
xeS.

Contoh 2.1.10 Misal (.5, x) adalah himpunan matriks 2 x 2 dengan

operasi perkalian matriks. Untuk setiap matriks A € S dengan

Akan ditunjukkan matriks identitas I berfungsi sebagai elemen
identitas. Dapat dilihat bahwa:

IxA:leab:ab:A,
0 1

dan _ -
AT — a b " 1 0 _|a b A
c d_ 01 c d

Karena I x A = Adan A x I = A, maka matriks / berfungsi
sebagai elemen identitas untuk operasi perkalian matriks. Dengan
demikian, himpunan matriks 2 x 2 dengan operasi perkalian
matriks membentuk monoid, di mana elemen identitasnya adalah
matriks identitas I.

Contoh 2.1.11 Himpunan bilangan bulat Z dengan operasi

penjumlahan (+) membentuk monoid. Operasi penjumlahan pada
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bilangan bulat bersifat asosiatif, dan elemen identitasnya adalah 0.

Definisi elemen idempoten dalam semigrup adalah sebagai
berikut.

Definisi 2.1.12 Idempoten

Misal S adalah semigrup dengan operasi biner x. Untuk setiap
elemen v € S dan 2? didefinisikan sebagai x x x. Elemen z €
S disebut idempoten jika x> = x. Himpunan elemen-elemen
idempoten dari S dinotasikan dengan E(S). Jika setiap elemen
dalam S adalah idempoten, maka S disebut sebagai semigrup

idempoten.

Contoh 2.1.13 Contoh Elemen Idempoten pada Matriks
Misal (5, x) adalah himpunan matriks ukuran 2 x 2 dengan operasi
perkalian matriks. Dipunyai matriks A

1
A= 0
01

10 10
X =
0 1 0 1

Karena A x A = A, maka A adalah elemen idempoten.

Sehingga diperoleh

10
0 1

Ax A= = A.

Contoh 2.1.14 Misal S = {0, 1} adalah semigrup dengan operasi
*dengan0x0 = 0,1 x1 = 1,dan0%x 1 = 1 x 0 = 0. S adalah

semigroup idempoten karena setiap elemen memenuhi a? = a.

Selanjutnya, perluasan konsep semigrup mencakup semigrup
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komutatif, di mana selain memenuhi sifat asosiatif, operasi

binernya juga bersifat komutatif.

Definisi 2.1.15 Semigrup komutatif
Semigrup komutatif (S, ) adalah semigrup, sedemikian sehingga
operasi biner x memenuhi sifat komutatif, yaitu Vz,y € S, berlaku

THhY =Y*xT.

Contoh 2.1.16 Misal dipunyai matriks A, B € S dengan A =
1

0 1
dan B = ) 0] . Akan ditunjukkan perkalian matriks A

dan B bersifat komutatif.

Hitung A x B:

g |F O[]0 1] _[ax0+0x1) (1x14+0x0)| _
0 1 10 (0x0+1x1) (0x1+4+1x0)

Kemudian, hitung B x A:

By A — 0 1 " L o] _ (0x14+1x0) (0x0+4+1x1) _
1 0 (01 (I1x140x0) (1x04+0x1)

Karena A x B = B x A, maka memenubhi sifat komutatif.

Dalam semigrup, invers kiri dan kanan adalah elemen yang
berfungsi untuk mengembalikan elemen semigrup ke bentuk
tertentu melalui operasi biner. Definisi ini akan dijelaskan sebagai
berikut.

Definisi 2.1.17 Invers Kanan
Misal (M, *) monoid. Elemen x’ € M disebut invers kanan dari x €
M apabila

/
rxx =1
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Definisi 2.1.18 Invers Kiri
Misal (M,*) monoid. Elemen x’ disebut invers kiri dari z € S
apabila

xxr=1

Contoh 2.1.19 Invers Kanan dan Invers Kiri dengan Operasi

Penjumlahan
Misal (M>(R), +) adalah monoid. Matriks A, B € M>(R) dengan
1 2 -1 =2
A= , B= .
0 0 0 O ]

Penjumlahan matriks A+ B dan B+ A, akan ditunjukkan B adalah

SRR

Dengan demikian, A + B = 0, maka B adalah invers kanan dari A.

invers kanan dari A

A+B=

Akan ditunjukkan A adalah invers kiri dari B

SRR

Karena B + A = 0, maka A juga berfungsi sebagai invers kiri dari

B+ A=

B. Dengan demikian, A dan B saling invers kanan dan invers kiri.
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Contoh 2.1.20 Invers Kanan dan Invers Kiri dengan Operasi
Perkalian
Misal (M2(R), x) adalah monoid. Matriks A, B € M R) dengan

2 —
A= 3 dan B = T3
5 7

] adalah matriks identitas. Akan

ditunjukkan A dan B merupakan invers kanan dan invers kiri.

Hitung A x B = I:
-7 3 10
X = =1
R

Karena A x B = I, maka A adalah invers kanan dari B.

2 3
5 7

Ax B=

Selanjutnya, hitung B x A = I:

P R R Y

Karena B x A = I, maka B adalah invers kiri dari A.

Bx A=

Oleh karena itu, A dan B saling merupakan invers kanan dan invers
kiri satu sama lain.

Dalam studi semigrup, elemen reguler membantu dalam
memahami struktur dan sifat semigrup. Elemen reguler
didefinisikan berdasarkan kemampuannya untuk memenuhi
kondisi tertentu yang berhubungan dengan operasi biner dalam
semigrup. Definisi mengenai elemen reguler dalam semigrup
adalah sebagai berikut:

Definisi 2.1.21 Elemen Reguler

Misal (S, x) adalah semigrup. Elemen x € S disebut elemen reguler
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jika terdapat elemen y € S berlaku
THRY*xT = T.

Contoh 2.1.22 Elemen Reguler pada Matriks 2 x 2 atas R

Misal dipunyai matriks A, B € S dengan A =

0
]danB =
1

a b

C

Hitung A x B:

€ S . Akan ditunjukkan A x B x A = A.

a b a b
X = .
c d c d
Kemudian, hitung A x B x A:

o R R

Karena A x B x A = A, maka matriks A adalah elemen reguler.

10
1

Ax B=

Ax Bx A=

Contoh 2.1.23 Elemen Reguler

Misal S = {0,1,2} adalah semigrup dengan operasi x yang
didefinisikan sebagai perkalian modulo 3, yaituVx,y € S,z xy =
(x -y) mod 3. Untuk x = 0, jelas bahwa O xyx 0 = 0,Vy €
S,sehingga 0 adalah elemen reguler. Untuk z = 1, (1xy)*1 = yx1 =
y, Vy € S,y bukan reguler, tetapi 1 adalah reguler karea terdapat
1 € S sedemikian sehingga 1 x 1 x 1 = 1. Namun, untuk = = 2,
karena 2 x y x 2 tidak selalu sama dengan 2 (misalnya, 2x1 %2 = 1),
2 bukan elemen reguler. Dengan demikian, elemen reguler dalam

semigrup ini adalah 0 dan 1.
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Sebelum mendefinisikan semigrup reguler dan semigrup
invers, perlu memahami konsep dasar yang mendasari kedua
konsep tersebut. Semigrup reguler adalah semigrup di mana
setiap elemen memiliki sifat tertentu yang memungkinkan adanya
elemen yang memenuhi kondisi khusus dalam struktur semigrup
tersebut. Salah satu konsep yang berkaitan erat dengan semigrup
reguler adalah invers, yang mengacu pada elemen yang memenuhi
kriteria tertentu dalam semigrup tersebut. Konsep ini akan

dijelaskan lebih lanjut melalui definisi dan proposisi berikut.

Definisi 2.1.24 Semigrup Reguler

Semigrup S disebut semigrup reguler jika setiap elemen S reguler.

Contoh 2.1.25 Semigrup Reguler dengan Matriks 2 x 2

Ambil sebarang matriks A, B € S dengan A =

1
] adalah
0

0
matriks idempoten, dan B = 0 1 adalah matriks identitas.

Akan ditunjukkan bahwa A dan B memenuhi sifat elemen reguler,
sehingga membentuk semigrup reguler.
Untuk menunjukkan bahwa A adalah elemen reguler, ditunjukkan
bahwa

Ax Bx A=A

SO

Hitung A x B:

AXx B=
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Kemudian, hitung A x B x A:

11
0 0

Ax Bx A=

b =bof

Karena A x B x A = A, maka A adalah elemen reguler.

Contoh 2.1.26 Semigrup Reguler

Diberikan semigrup S = {0, 1} dengan operasi penjumlahan yang
berlaku pada semigrup tersebut, yaitu0+0 = 0,04+1 = 1,140 = 1,
dan 1 + 1 = 0. Untuk membuktikan apakah S adalah semigrup
reguler, periksa setiap elemen x € S. Untuk x = 0, memiliki 0 +
y+ 0 =0+ 0 = 0, yang memenuhi kondisi reguler. Untuk x = 1,
memiliki 14+y+1 = 1, yang juga memenuhi kondisi reguler. Karena
setiap elemen x € S memenuhi x + y + = = z untuk semua y € S,

maka S adalah semigrup reguler.

Definisi 2.1.27 Elemen Invers pada Semigrup
Misal S adalah semigrup. Sebuah elemen ' € S dikatakan sebagai

invers dari x jika memenuhi kondisi x = x2'x dan x'z2' = /.

Contoh 2.1.28 Misal (.5, +) adalah semigrup. Matriks A,B € S
dengan
-1 =2
., B= .

Akan ditunjukkan bahwa B merupakan invers dari A dengan

1 2
0 0

A:

operasi penjumlahan matriks.
Untuk A = A + B + A adalah sebagai berikut
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A+B=

1 2 -1 =2 0 0
+ = :
0 0 0 0 0 0
Kemudian, tambahkan A ke hasil tersebut
12| |12
0 0/ [0 0
Dengan demikian, A = A + B + A terpenuhi.
Untuk B = B + A + B sebagai berikut

-1 -2 1 2 0 0
+ = .
0 0 0 0 0 0
Kemudian, tambahkan B ke hasil tersebut:
-1 =2 |-1 =2
0 0] |0 o0
Dengan demikian, B = B + A + B juga terpenuhi.
Oleh karena itu, B adalah invers dari A dalam semigrup matriks

00
00

A+ B+ A= = A.

B+A=

0 0
0 0

B+ A+ B= = B.

dengan operasi penjumlahan.

Contoh 2.1.29 Misal (5, x) adalah semigrup. Matriks A,B € S

dengan
1 2 1 -2
, B= .
0 1] [O 1]

Untuk menunjukkan B merupakan invers dari A dengan operasi

penjumlahan matriks.
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Untuk A = A x B x A sebaga berikut

R

Selanjutnya, kalikan hasil tersebut dengan A:

Ax B=

10 1 2 1 2
(Ax B)x A= X = = A.
0 1 0 1 0 1
Dengan demikian A = A x B x A terpenuhi.
Untuk B = B x A x B sebagai berikut.
1 -2 1 2 1
Bx A= X = 0 .
0 1 0 1 0 1
Kemudian, kalikan hasil tersebut dengan B:
1 0 1 -2 1 -2
(Bx A)x B= X = = B.
01 0 1 0 1

Dengan demikian, B = B x A x B juga terpenuhi.
Oleh karena itu, A dan B memenuhi kedua kondisi semigrup

invers.

Proposisi 2.1.30 S adalah semigrup. Untuk setiap elemen z €
S, elemen x memiliki invers jika dan hanya jika x adalah elemen
reguler.

Bukti. Jika x memiliki invers, maka x adalah elemen reguler.
Sebaliknya, jika x adalah elemen reguler, maka terdapat elemen

y € S yang memenuhi zyxr = x. Definisikan 2/ = yxy. Dengan



24

demikian,
'z = z(yry)xr = (vyz)yr = ayr = x
dan

v'zx’ = (yry)z(yzy) = y(zyz)yzy = yryzy = y(zyz)y = yoy = 2/,

membuktikan bahwa =’ adalah invers dari z. [ |

B. Aljabar Max-Plus

Sebelum mendefinisikan semiring dan aljabar Max-Plus,
perlu dipahami bahwa semiring adalah suatu himpunan tak
kosong dilengkapi dengan dua operasi biner, yaitu penjumlahan
dan perkalian, yang memenuhi aksioma asosiatif, elemen
identitas, distributif dan elemen nol, namun semiring pada
operasi penumlahan dan perkalian tidak memiliki invers. Salah
satu contoh semiring adalah aljabar max-plus yang merupakan
himpunan bilangan real R diberikan himpunan tak kosong
Rpaz = R U —oo dengan dua operasi biner yaitu operasi
maksimum () dan penjumlahan biasa (®). Untuk setiap
x,y € R U —oo, operasi maksimum (&) didefinisikan sebagai
r @&y = max(z,y), sedangkan operasi penjumlahan biasa (®)
didefinisikan sebagai + ® y = x + y. Dalam struktur ini, elemen
identitas untuk operasi ¢ adalah —oo, sedangkan untuk operasi
® adalah 0, (Bacelli, 2001). Aljabar max-plus memenuhi seluruh
aksioma semiring, berikut diberikan definisi semiring dan aljabar

max-plus.
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Definisi 2.2.1 Misal terdapat suatu himpunan tak kosong A dengan
dua operasi biner + dan x. Struktur (A, +, x) disebut semiring jika

memenuhi aksioma-aksioma berikut:

1. (A,+) adalah monoid komutatif dengan elemen identitas

yang dinotasikan dengan 0;

2. (A, x) merupakan monoid dengan elemen identitas yang

dinotasikan dengan 1;

3. Untuk setiap x,y,z € A, berlakux X (y+z2) =x xXy+x X 2
dan (x +y) X z = x X z + y X z (distributif kiri dan kanan);

4. Untuk setiap x € A, berlakuO x x =2 x 0=0.

Contoh 2.2.2 Misal terdapat himpunan R U {—oo} dengan dua

operasi biner, yaitu @ dan ®, yang didefinisikan sebagai berikut:
z @y = max(z,y),

TRQY=1+y,

untuk setiap =,y € R U {—oo}. Struktur aljabar Rypaxy = (R U
{—o0}, ®, ®) adalah semiring dan akan disebut aljabar max-plus.
Berdasarkan aksioma aksioma dari definisi 2.2.1 di dapatkan

pembuktian sebagai berikut.



1. Asosiatif
Untuk setiap z,y,z € RU {—o0}:

@ (y®z) =z dmax(y, 2)
= max(z, max(y, z))
= max(max(zx,y), 2)

=(zdy) D 2.

@ YRz) =z (y+z2)
=z+ (y+2)
=(r+y) +=2
=Ry =z

2. Identitas
Elemen identitas @ adalah —oo, karena:

x @ (—o0) = max(z, —00) = x,

(—00) @ x = max(—oo, ) = .
Elemen identitas ® adalah 0, karena:
r®0=z+0=rc,

0Rx=04+z=u=x.

3. Distributif kiri dan kanan
Operasi ® distributif terhadap &:

26
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« Distribusi Kkiri:

r® (y®2) =2 ®@max(y, 2)
=z + max(y, 2)
= max(z + y,x + 2)
=(z®y)®(r®2).

« Distribusi kanan:

(z@y) ®2z=max(z,y) @ 2
=max(z + 2,y + 2)
=(z®z)®(Y®2).

4. Elemen nol untuk ®
Untuk setiap x € RU {—o0}:

T ® (—00) = + (—o00) = —o0,

(—o0)®@z = (—0) +x = —00.

Dengan demikian, struktur Ryax = (R U {—o0}, ®, ®) memenuhi

semua aksioma semiring.

Contoh 2.2.3 Operasi dalam Aljabar Max-Plus
Misal x = 3 € Rpax dan y = 5 € Ryax, maka operasi maksimum
dan penjumlahan dalam aljabar Max-Plus adalah:

x®y=max(3,5) =5

TRQY=3+5=238
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Definisi 2.2.4 Semiring Idempoten

Suatu semiring (S,+, x) dikatakan idempoten jika operasi
penjumlahan (+) pada semiring bersifat idempoten, yaitu untuk
setiap elemen x € S, berlaku

T+ =1

Pada struktur aljabar max-plus, perpangkatan dalam aljabar
max-plus menurut (Rudhito, 2016) sebagai berikut.
Definisi 2.2.5 Untuk setiap y € Ruyax dan m € N, jika m # 0, maka

Y =yRyRye - @y =y+y+y+-+y.

m kali m kali

Sedangkan untuk m = 0, didefinisikan y®° = 0.

C. Matriks dalam Aljabar Max-Plus

Konsep aljabar max-plus dapat diterapkan pada matriks
berukuran x X y. Sebagai contoh, untuk sembarang z,y € N
matriks berukuran x x y dalam aljabar max-plus adalah matriks
yang elemen-elemennya merupakan anggota dari Ry,.., yang
dinotasikan sebagai REXY dalam konteks ini berlaku operasi ¢
dan ®. Terlebih dahulu dinotasikan [z] = {1,...,z} dan [y] =
{1,2,...,y}.

Operasi aritmatika dalam aljabar max-plus dapat diterapkan
pada matriks. Berdasarkan penjelasan (Farlow, 2009), operasi
ini pada matriks dalam aljabar max-plus memiliki aturan tertentu
yang dirumuskan sebagai berikut.

Definisi 2.3.1 Penjumlahan Matriks
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Misal terdapat dua matriks M dan N yang masing-masing
merupakan anggota dari Ry5%, di mana M = (m;;) dan N = (n;;).

Penjumlahan matriks M dan N dinyatakan dengan notasi
M@ N = max('mzj, nij)
dengan i diambil dari himpunan [z] dan j diambil dari himpunan [y].

Berikut contoh penjumlahan pada matriks dalam aljabar

max-plus.

Contoh 2.3.2 Penjumlahan pada Matriks dalam Aljabar

Max-Plus

) 5] 401 75

2 8 6 3 _2@6 8d 3
-max(4,1) max(7,5)
|max(2,6) max(8,3)

Cfa 7
608

Berikut ini adalah definisi perkalian matriks dan perkalian

] (2.1)

skalar dalam aljabar maksimum-plus:

Definisi 2.3.3 Perkalian Matriks dalam Aljabar Max-Plus
Misal terdapat matriks M dan N dalam aljabar max-plus. Misal o €
Rnax- Definisi perkalian matriks dan perkalian skalar dalam aljabar

max-plus dinyatakan sebagai berikut.

(M X N)z] = m]?X(mek + nkj) (2.2)
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dan
(Oé@M)ij = oz+mij. (2.3)

Berikut ini merupakan contoh perkalian pada matriks atas
aljabar max-plus.
Contoh 2.3.4 Perkalian pada Matriks

[1 4] H [ (1®5) 6 (4®?2)
®
2 B3®5)® (oo ®2)

3 —o0

[ max(1+5,4+2)
| max(3 +5, —oo +2)

_ [ max (6, 6) ]
| max(8, —oo)

g

Contoh 2.3.5 Perkalian Skalar dengan Matriks
I —oo| 341 34+ -
2 5| [3+2 345

s 7]

Matriks idempoten dalam aljabar max-plus didefinisikan

3®

sebagai berikut.

Definisi 2.3.6 Matriks Idempoten
Misal A € My(Ryax). Matriks A dikatakan idempoten jika A @ A =
A.

Contoh 2.3.7 Matriks Idempoten
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1
Misal matriks A € My(Rpax) dengan A = L Akan

ditunjukkan bahwa matriks A adalah idempoten. Diperoleh

A®A:(0 —1)@(0 —1)
-1 0 1 0
_ <max(0+0,—l+(—1) max(0+(—1),—1+0)>

)
max(—1+0,0+ (—1)) max(—1+ (—1),0+0)
( max(0,—2) max(—1, —1))

max(—1,—1) max(—2,0)

0 -1
-1 0
A=A

, maka A adalah idempoten.

Karena A

Dalam aljabar Max-Plus, matriks reguler memastikan setiap
baris memiliki elemen yang bukan elemen identitas. Berikut
diberikan definisi matriks reguler.

Definisi 2.3.8 Matriks Reguler

Sebuah matriks A € My(Ryax). Matriks A dikatakan reguler jika
pada setiap baris terdapat paling tidak satu elemen yang tidak sama
dengan identitas.

Contoh 2.3.9 Matriks Reguler

Misal A adalah matriks 2 x 2 dalam aljabar max-plus yang
didefinisikan
. ( 0 —oo)
—00 5

Matriks A disebut reguler karena setiap barisnya memiliki minimal
satu elemen yang tidak bernilai —oco.
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Definisi 2.3.10 Elemen Reguler dalam M;(Ry,,)
Sebuah matriks A € Ms(Ry,ax) dikatakan elemen reguler jika
terdapat matriks B € M (R,ax) diperoleh

A@B® A=A,

dengan operasi biner ® adalah operasi matriks dalam aljabar
max-plus, yaitu (A ® B);; = max(A;, + By;).

Relasi urutan pada matriks dalam aljabar max-plus,
sebagaimana dijelaskan oleh (Helena, 2016), dapat didefinisikan
sebagai berikut.

Definisi 2.3.11 Relasi Urutan Matriks atas Aljabar Max-Plus
Misal diberikan dua matriks A = (a;;) dan B = (b;;) € M2(Rpyax),
relasi B < A berlaku jika dan hanya jika

bij < a;j, untuk setiapidan j.

Contoh 2.3.12 Misal A, B adalah matriks dari M3(RR,,,,) dengan
operasi biner @ didefinisikan

(23 ()

Akan ditunjukkan B < A, untuk itu hitung A @ B:



son-(
g

20

max(3,0)

0 2
—00 b

max(5, —00)

max(—oo, —o0)  max(7,5)

)
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BAB III

SEMIGRUP REGULER ATAS MATRIKS DALAM ALJABAR
MAX-PLUS

A. Semigrup Atas Aljabar Max-Plus

Pada bab ini membahas semigrup reguler atas matriks dalam
aljabar max-plus. Sebelum membahas lebih lanjut mengenai
semigrup reguler atas matriks dalam aljabar max-plus, terlebih
dahulu membahas tentang semigrup atas aljabar max-plus.
langkah pertama yang perlu dilakukan adalah memastikan bahwa
himpunan matriks M,,(Ryax) dengan operasi ® memenubhi sifat
dasar semigrup. Berikut ini adalah definisi semigrup atas aljabar

max-plus.

Definisi 3.1.1 (Semigrup atas Aljabar Max-Plus) (Daviaud &
Kambites, 2016)

Misal M, (Ry,.x) adalah matriks berukuran n X n dengan
elemen elemennya di Ry, dilengkapi dengan operasi ®. Maka
(M, (Rpax), ®) disebut semigrup jika untuk setiap A, B, C €
M, (Rynax), berlaku (A® B)@ C = A® (B® C).

Contoh 3.1.2 Misal matriks A, B,C € Ms(R,,.,) dengan A =

b1 b
ai; a2 B = A TR I L DR N
as a2 ba1  b22 C21 €22
ditunjukkan bahwa MsR,,,, terhadap operasi ® bersifat (A® B)®
C=A®(Bx().

34
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HitungA x B:
b b
Ax B [ 02 o (01 012
as1 a9 ba1  bag

_ max (a1 + bi1,a12 + ba1) max(air + b1z, a1 + ba2)
max(agr + bi1, a2 + ba1) maz(a + biz, age + ba2)

Selanjutnya hitung
(A® B)® C
a a b b c c
_ noaiz| o (b b o |11 G2
a1 G2 ba1  bao C21 €22

(@11 ®b11) @ (@12 @ b21)  (a11 ® b12) & (a12 ® baa)

&
(a21 @ b11) ® (a22 @ ba1)  (az1 ® b12) ® (age @ bag)

C11 C12
C21 (€22

€11 €12
&
€21 C22

max (a1 + bi1,a12 + b21) max(a1r + bi2, a1z + be2)

| max(as + b1, aze +b21) max(az + biz, azz + bo2)
di1 dis C11 C12
c21 €22

do1  da2
(di1 ®c11) @ (di2 ® c21)  (d11 ® c12) B (d12 @ c22)
(do1 ® c11) @ (d22 ® ¢21)  (d21 ® c12) B (da2 ® c22)

®

max(di; + c11,d12 + c21) max(dir + c12,di2 + c22)

|max(da + c11,do2 + c21) max(dar + cr2,dao2 + ¢22)

_len 612]

_621 €22

(3.1)
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dengan

e11 =max(max(ai; + b1y, ar2 + ba1) + c11, max(ayy + bi2, a12 + ba2) + c21)
=max(max(ary + b1 + c11, a12 + ba1 + c11),
max (a1 + b12 + 21, a12 + bag + c21))
=max(a11 + b11 + c11,a12 + b1 + c12, a11 + b1z + ca1, @12 + o + c21)
e12 = max(max(ai1 + b1, a2 + ba1) + ci2, max(a1 + b2, a2 + ba2) + c22)
=max(max(aiy + bi1 + ci2, a12 + ba1 + c12),
max(ai1 + b2 + ca2, a12 + baz + c22))
=max(a11 + b1y + c12,a12 + ba1 + c12, a11 + b1a + 22, a12 + bz + c22)
= max(max(agy + b11, age + ba1) + c11, max(ag1 + b2, agz + baa) + c21)
=max(max(ag; + bi1 + c11, a2z + ba1 + c11),
max(ag1 + b2 + ca1, a2 + baz + c21))
=max(az + b1 + c11, ag2 + ba1 + ci1, ao1 + bi2 + c21, a2z + bz + ¢21)
eg2 =max(max(ag1 + b1y, aze + ba1) + c12, max(agy + bi2, azz + ba2) + c22)
=max(max(ag; + b11 + c12, a2z + ba1 + c12),
max(az1 + b2 + ca2, a2z + baz + c22))
(

=max(ag1, b11 + c12, a2 + ba1 + c12, ag1 + bi2 + c22, age + baz + c22)
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Diperhatikan juga:
A® (B®(C)

a a | b b c c
_ | @z ( o biof ofen e )
az a2 ba1  boo C21 €22

_ e mz) o (b11 ®c11) ® (b2 ®ca1) (b1 @ c12) B (b12 ® c22)
(a1 azz| | (b21 ®c11) ® (b2 @ ca1) (b1 ® c12) © (b2 @ c22)
_ | ez o max(by1 + c11,b12 + c21) max(byy + ci2, b1z + c22)
(a1 azz|  |max(ba1 + ci1,b22 + c21) max(bar + b1z, bao + c22)
_ e a2 o Jui o fi2
la21 az| |fa f2

(a11 ® f11) © (a12 @ fa1) (a1 ® fi2) © (a12 @ fa2)
| (a21 ® f11) & (a22 ® fa1) (@21 ® fi2) @ (a22 @ f22)
‘max(aiy + fi1,a12 + fa1) max(ay + fiz, ar2 + faz)
| max(as + fi1,a22 + f21) max(az1 + fi2, a22 + fo2)

{911 912
1921 922
(3.2)
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dengan:

g11 =max(ay; + max(byy + c11, b1z + c21), a12 + max(bay + c11, bag + c21))
=max(max(ai; + b1 + c11,a11 + bia + c21),
max(aj2 + ba1 + €11, a12 + bag + c21))
=max(a11 + b11 + c11,a11 + b1z + c21, @12 + ba1 + c11, a12 + b + ¢21)
g12 =max(ayy +max(biy + ci2, bi2 + c22), ar2 + max(ba1 + ci2, baz + c22))
=max(max(ai1 + b1 + 12, a11 + b1z + c22),
a12 + ba1 + c12,a12 + bag + c22))

max

=max(a11 + b11 + c12,a11 + bia + c22, a12 + ba1 + c12, ar2 + boo + c22)

(
(ma,
(
(
(
(ma,
(
(
=max(az; + max(biy + c11, b1z + c21), az2 + max(boy + c11, ba2 + c21))
—max(m x(azg1 + bi1 + c11, a21 + b2 + ca1),
max(age + ba1 + c11, agz + baa + c21))
=max(az1 + bi1 + ci11,a21 + b1z + ca1, az2 + bay + c11, a2z + baa + ¢21)
g22 =max(ag; + max(biy + c12, bi2 + c22), aga + max(bay + 12, baz + 22))
= max(max(ag; + b11 + c12, a21 + bi2 + c22),
max(age + ba1 + €12, a2z + baa + c22))
(

=max(a1 + b1 + c12, a21 + b1z + €22, a2 + ba1 + 12, a22 + bag + 22)

Jadi karena (1) = (2) maka M, (R,.x) bersifat asosiatif.
KarenaM,,(Rnax) bersifat asosiatif terhadap operasi @, maka
M, (Ryax) merupakan semigrup.

B. Semigrup Reguler atas Matriks dalam Aljabar Max-Plus

Setelah memahami semigrup atas aljabar max-plus,

selanjutnya mendalami konsep elemen reguler. Elemen reguler
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memiliki sifat khusus dalam semigrup yang memungkinkan
adanya elemen lain yang berinteraksi dengan elemen tersebut
sedemikian rupa sehingga menghasilkan elemen itu sendiri.

Berikut ini adalah definisi mengenai elemen reguler.

Definisi 3.2.1 (Elemen Reguler atas Aljabar Max-plus)

Misal (M, (Ryax), ®) adalah semigrup reguler. Elemen X €
M, (Ryax) disebut elemen reguler, ada elemen Y € M, (Rpyax)
sedemikian sehingga

XY X=X

0 2

Contoh 3.2.2 Misal matriks X = (
—o00 0

) € Mn(Rmax)a dan

0 -1
Y = ( 0 ) € M, (Rpyax), akan ditunjukkan X @ ¥ ® X:
—00

X®Y:'o 2]@[0 —1]
|—o0 0 -0 0
max(0+ 0,2 4 (—00)) max(0+ (—1),2+0)
| max(—o0o +0,0+ (—o0)) max(—oco+(—1),0+0)

_ [ max(0, —o0) max(—1,2)]

| max(—o0, —00) max(—00,0)

0 2

—o0o 0
Kemudian hitung
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XeYoX=(XoY)®X

[0 2 [o 2]
®
—oo 0

|—o 0
max(0+ 0,2 + (—00)) max(0+ 2,2 +0)
| max(—o0 + 0,0 + (—o00)) max(—oco+2,0+0)

[ max (0, —o0) max(2, 2) ]
| max(—00, —00) max(—0o0,0)
0 2

—c0 0|
Karena hasilnya X, maka X adalah elemen reguler.

Setelah memahami konsep elemen reguler pada semigrup atas
aljabar max-plus, langkah berikutnya adalah mengkaji konsep
semigrup reguler. Semigrup reguler yaitu setiap elemen dalam
semigrup tersebut merupakan elemen reguler. Oleh karena itu,

berikut ini definisi semigrup reguler atas aljabar max-plus.

Definisi 3.2.3 (Semigrup Reguler atas Aljabar Max-Plus)
Misal (M, (Rpax),®) disebut semigrup jika setiap elemen
(M,,(Rpax ), ®) adalah elemen reguler.

Berdasarkan Proposisi (2.1.30) dijelaskan bahwa semigrup
S dikatakan reguler jika dan hanya jika x mempunyai invers.
Dalam aljabar klasik, sifat reguler pada semigrup menyatakan
bahwa setiap elemen memiliki invers. Namun, di aljabar max-plus,
proposisi ini tidak berlaku. Sebagai contoh, matriks A merupakan
elemen reguler tetapi tidak memiliki invers. Hal ini dapat
ditunjukkan melalui contoh penyangkal berikut: Misal A, B €
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M5 (Rpax ), dengan

Akan ditunjukkan bahwa A elemen reguler.
Langkah  pertama  adalah  menghitung A ®  B:

N p— (0 —2)@(0 —7)
-3 0 -4 0
B <max(o 4+0,-2+ (—4)) max(0+ (=7), -2 + 0))
max(—3 + 0,0+ (—4)) max(—3+ (=7),0+0)
B (maX(O, —6) max(—7, —2))
max(—3,—4) max(—10,0
0 -2

-3 0
Langkah selanjutnya adalah menghitung A ® B ® A:

ARB® A= (0 _2> ® ( 0 _2>
-3 0 -3 0
~ (max(0+0,-2+(=3)) max(0+ (-2),-2+0
~ \max(—3+0,0+ (—3)) max(—3+ (—2),0+0)

_( max(0,-5) max(—2,-2)
~ \max(—3,-3) max(—5,0)

0 -2
-3 0
Karena A ® B ® A = A, maka A elemen reguler.

Setelah diketahui bahwa matriks A elemen reguler, selanjutnya
matriks yang memenubhi sifat elemen reguler, yaitu matriks segitiga
atas dan segitiga bawah. Berikut ini definisi mtriks segitiga atas

dan matriks segitiga bawah dalam aljabar max-plus.
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Definisi 3.2.4 (Matriks Segitiga Atas 2 x 2 dalam Aljabar Max-Plus)
Himpunan semua matriks segitiga atas berukuran 2 x 2
dilambangkan dengan UT5(Ry,.x) didefinisikan sebagai

UTy(Rpax) = { [_0 g] lae Rmax}.

0 1
Contoh 3.2.5 Matriks A = 0 merupakan matriks segitiga
—00

atas 2 x 2 dalam aljabar max-plus A € Ms(R,4z)-

Definisi 3.2.6 (Matriks Segitiga Bawah 2 x 2 dalam Aljabar
Max-Plus)

Himpunan semua matriks segitiga bawah berukuran 2 x 2
dilambangkan dengan LT5(R,,.x) didefinisikan sebagai

LT5(Rinax) = { [g _(;’o] 1be Rmax}.

Contoh 3.2.7 Matriks A = 5 (())O merupakan matriks

segittga bawah berukuran 2 x 2 dalam aljabar max-plus A €
MQRmax-

Setelah diketahui definisi matriks segitiga atas dan segitiga
bawah, langkah selanjutnya adalah membuktikan sifat tersebut
melalui dua teorema berikut.

Teorema 3.2.8 Jika A dan B adalah matriks segitiga dalam aljabar
max-plus, dengan A adalah matriks idempoten dan B < A maka
ARB® A=A

Bukti.
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Untuk Matriks Segitiga Atas

Ambil sebarang A = a(l)l € UTy(Ry4.) yang memenuhi
—00
- . 0 bn
A ® A = A selain itu terdapat matriks B = 0 €
—00

UT5 (R4, ) dengan by < aq;. Akan ditunjukkan bahwa A ® B ®

A=A
Diperoleh
0 all @ 0 bll
- 0 - 0
max(0 +0,a11 + (—o0)) max(0 + b11,a11 + 0) )

max(—oo + 0,0 + (—o0)) max(—oo + b11,0+ 0)

max(0,—o0)  max(bi1,a)
max(—o0, —o0) max(—00,0) |

Il
N~ N~

Karena b1; < a11, maka max(by1,a11) = a1; dengan demikian
0
A®B = ( ““) :
-0 0
Selanjutnya, karena A ® B = A, maka:

ARB®RA=A® A=A

Karena hasilnya adalah matriks A. Maka A elemen reguler. |
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Bukti.
Unuk Matriks Segitiga Bawah
Ambil sebarang A, B € LT5(Ry,ax), dengan

A 0 —o0 . B- 0 —oo’
asy 0 b21 0

di mana be; < a9y, dan A memenuhi A ® A = A. Akan ditunjukkan
bahwa A ® B ® A = A. Diperoleh

A®B— 0 —o0 - 0 —o
a1 0 b1 O
~ (max(0+0,—00+by;) max(0+ (—00), 00+ 0)
max(a21 + 0,0+ 621) Inax(a21 + (—OO), 0+ 0)

- 0 —0
max(agl, b21) O

Karena by < a1, maka max(asg1, b21) = a91, sehingga diperoleh:
A® B =A.
Selanjutnya, karena A ® B = A, maka:
ARB®R A=A A=A

Karena hasilnya adalah matriks A. Maka A elemen reguler. |

Setelah diketahui bahwa matriks segitiga atas dan segitiga
bawah memenubhi sifat elemen reguler, salah satu jenis matriks lain
yang juga memenuhi sifat elemen reguler adalah matriks Linde-de

la Puente. Matriks ini didefinisikan dengan elemen-elemen di



45

luar diagonal utama yang berada dalam interval tertentu. Berikut
diberikan definisi dan lemma terkait matriks Linde-de la Puente.

Definisi 3.2.9 (Matriks Linde-de la Puente) (Linde, & de la Puente
2015)

Untuk sembarang bilangan real r < 0, menyatakan dengan [2r, 1|,
matriks A € R"*™ sedemikian sehingga elemen diagonal a;; = 0
untuk setiap i € [n], elemen non-diagonal a;; € [2r,r] untuk i,j €
[n] dengan i # j disebut matriks Linde-de la Puente.

Contoh 3.2.10 (Matriks Linde-de la Puente)

-2
Misal r = —1 maka matriks A = 0 disebut matriks

Linde-de la puente karena a;; = 0,a;; € [2(—1, —1)],7 # j.

Lemma 3.2.11 (Matriks Linde-de la Puente) (Linde, & de la Puente
2015)
Untuk setiap dua matriks Linde-de la Puente A,B € M>(R),
Ms(R) € [2r,r]danr < Oberlaku A® B=B®A=A®B

b1 b
Bukti. Misal A — (“” a”) danB = [ "?) dimanaay, =

a a2 ba1 b2
a2 = b11 = bgg = 0, serta alg,agl,blg,bgl S [27‘, T]. Berdasarkan

definisi aljabar Max-Plus, diperoleh

A9B — max (a1 + bi1,a12 + ba1) max(ayy + big, arz + be2)
max(ag1 + bi1,a2 + b21) max(az; + biz, azs + b22)

Substitusi a1 = age = b1; = beg = 0, diperoleh:

A®B— max(0 + 0,a12 + b21) max(0 + by2,a12 + 0)
max(ag; + 0,0 + be1) max(az; + b12,0+0) '



46

Diperoleh

A@B— maX(O, a2 + le) maX(b12, a12) '
max(agl, bgl) max(a21 + b19, O)

Hitung B ® A: Dengan cara serupa, diperoleh:

BoA— maX(O, bio + a21) max(alg, b12) '
max (b1, asi) max(bo1 + a12,0)

Karena max dan operasi (+) dalam aljabar Max-Plus bersifat
komutatif, maka A ® B = B ® A. Hitung A ¢ B:

AeB— max(a11,b11) max(aiz,bi2) ‘
max (a1, bo1) max(asg, bao)

Substitusi a;; = age = b1 = by = 0, diperoleh:

A @ B— 0 max(alg, 512) '
max(ag1, ba1) 0

Dari hasil perhitungan A ® B, B ® A, dan A & B, diperoleh:
AR B=BRA=A®B.
Dengan demikian, Lemma terbukti. |

Contoh 3.2.12 Misal matriks A, B € M3(Rpax) dan Ma(Rpax)
adalah matriks Linde-de la Puente akan ditunjukkan A ® B =
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B A=A®B.

A®B:<o —4)@(0 —6)

-3 0 -5 0
_ (max(0+0,-4+(-5)) max(0+ (—6),—4+0)
~ \max(—3+0,0+ (=5)) max(—3+ (—6),0+0)

~ max(0,-9) max(—6,—4)
~ \max(—3,-5) max(—9,0)

(53

Karena matriks A, B € MsR bersifat komutatif, maka A ® B =
B ® A.
Berdasarkan lemma 3.2.11 matriks Linde-de la Puente dapat

diperoleh:

AR B=A®B

( 0 —4) ( 0 —6)

= P

-3 0 -5 0

[ max(0,0)  max(—4,—-6)
~ \max(—3,-5)  max(0,0)

(0 —4
S \-3 0
Dengan demikian A® B = A® B.

Berdasarkan definisi dan lemma mengenai matriks Linde-de
la Puente, bahwa jenis matriks ini memenubhi sifat elemen reguler.
Hal ini diperkuat melalui pembuktian bahwa untuk A, B € [2r, 7]
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dengan B < A, hubungan A® B® A = A selalu terpenuhi. Berikut
ini disajikan teorema yang menunjukkan bahwa matriks Linde-de

la Puente memenuhi sifat elemen reguler beserta pembuktiannya.

Teorema 3.2.13 Jika A, B € R?%2 R2%2 gdalah matriks Linde-de

max’ max

la Puentedan B < Amaka AQ B A=A
Bukti. Berdasarkan lemma 3.2.11 dijelaskan bahwa untuk matriks
Ms(Rpax) yang merupakan matriks Linde-de la Puente berlaku
hubungan A ® B = A @ B. Berdasarkan hal ini, kita dapat
menuliskan:

ARBRA=A® (B®A).

Karena B < A, maka diperoleh:
ARBRA=ARA.

Berdasarkan matriks Linde-de la Puente, dapat disimpulkan
bahwa:
ARBRA=Ad A=A.

Contoh 3.2.14 Misal matriks A, B € Ms(Ryax) dan Mo (Ryax)
adalah matriks Linde-de la Puente akan ditunjukkan AQ B A = A.

A9B®A=A® (Ba A)
( 0 —6) ( 0 —9> ( 0 —6)
= ® o
-5 0 -7 0 -5 0
(0 -6 . max(0,0)  max(—9,—6)
“\=5 0 max(—7,—5)  max(0,0)

Karena B < A maka diperoleh:
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ARBRA=ARA

diperoleh:
ARBRA=AdA

[ max(0,0)  max(—6,—6)
max(—5,—5)  max(0,0)
(0 -6
S \=5 0
Dengan demikian diperoleh A ® B® A = A.

Jadi di dalam aljabar max-plus himpunan yang memenuhi
semigrup reguler adalah himpunan semua matriks segitiga atas,

matriks segitiga bawah dan matriks Linnde-de la Puente.



BAB1V
PENUTUP

A. Kesimpulan

Semigrup dalam aljabar Max-Plus dibangun di atas himpunan
matriks M, (Ryax) dengan operasi ®, yang bersifat asosiatif.
Namun demikian, semigrup ini tidak bersifat reguler sepenuhnya
karena tidak semua elemen X pada himpunan tersebut memenubhi
relasi X ® ¥ ® X = X untuk sembarang Y. Penelitian ini
menunjukkan bahwa sifat idempoten pada matriks segitiga atas
UT,(Rpmax) dan matriks segitiga bawah L75(Ry.x) memenuhi
semigrup reguler, terutama melalui relasi A ® B ® A = A saat
B < A. Selain itu, matriks Linde-de la Puente juga memenuhi sifat
elemen reguler ketika B < A, dengan struktur yang ditentukan
oleh elemen-elemen di luar diagonal utama yang berada dalam
interval tertentu.

B. Saran

Pada skripsi ini, ruang lingkup yang dibahas terbatas pada
elemen reguler pada semigrup atas matriks pada aljabar max-plus.
Oleh karena itu, peneliti menyarankan untuk penelitian yang akan
datang mengkaji elemen reguler pada struktur semigrup lain atau
meneliti lebih lanjut sifat-sifat invers dan idempoten dalam aljabar
max-plus guna memperoleh pemahaman yang lebih mendalam
mengenai peran elemen-elemen tersebut dalam struktur semigrup

tersebut.
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