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ABSTRAK

Penelitian ini bertujuan untuk menganalisis estimasi
parameter regresi probit ordinal dengan pendekatan
Bayesian menggunakan algoritma Gibbs Sampling pada Indeks
Pembangunan Manusia (IPM) di Provinsi Jawa Tengah pada tahun
2024. Variabel prediktor yang digunakan dalam penelitian ini
yaitu Angka Harapan Hidup (AHH), Harapan Lama Sekolah (HLS),
Rata-rata Lama Sekolah (RLS), Tingkat Pengangguran Terbuka
(TPT) dan Tingkat Partisipasi Angkatan Kerja (TPAK), dengan IPM
sebagai variabel respon yang dikategorikan ke dalam tiga kategori.
Estimasi parameter dilakukan melalui algoritma Gibbs Sampling
dalam kerangka Markov Chain Monte Carlo (MCMC). Hasil estimasi
parameter menunjukkan bahwa HLS dan RLS berpengaruh
terhadap kategori IPM. Evaluasi konvergensi menggunakan trace
plot menunjukkan parameter yang signifikan sudah mencapai
distribusi stasioner. Uji Pearson Chi-Square menghasilkan
nilai 0,60 yang mengindikasikan model sesuai dengan data.
Model ini memiliki nilai koefisien determinasi McFadden R2

sebesar 0,8620, yang menunjukkan kemampuan model dalam
menjelaskan perubahan dari variabel HLS dan RLS terhadap
variabel IPM sangat besar. Dengan demikian, algoritma Gibbs
Sampling mampu menghasilkan estimasi parameter yang stabil
dan konsisten. Penelitian ini menyimpulkan bahwa peningkatan
kualitas pendidikan, khususnya HLS dan RLS, berkontribusi
signifikan dalam meningkatkan IPM di Provinsi Jawa Tengah.

Kata kunci: Regresi Probit Ordinal, Bayesian, algoritma Gibbs
Sampling, Indeks Pembangunan Manusia (IPM), Markov Chain
Monte Carlo (MCMC).
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BAB I

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Paradigma pembangunan yang dikenal sebagai pembangunan
manusia menempatkan manusia atau masyarakat sebagai tujuan
utama dan tujuan akhir dari semua kegiatan pembangunan.
Sasaran kegiatan tersebut meliputi memperoleh kontrol atas
sumber daya (pendapatan untuk mencapai hidup layak),
meningkatkan derajat kesehatan (usia hidup panjang dan sehat)
dan meningkatkan pendidikan (Sangkereng et al., 2019). Salah
satu aspek penting pembangunan adalah bahwa manusia dianggap
sebagai subjek pembangunan dan bahwa pembangunan dilakukan
dengan tujuan untuk membantu manusia atau masyarakat.
Keberhasilan dalam pembangunan manusia dapat dilihat dari
kualitas serta kemampuan masyarakat dalam mengelola dan
memanfaatkan sumber daya alam secara optimal (Tyas, 2015).
Indeks Pembangunan Manusia (IPM) merupakan suatu indikator
yang digunakan untuk mengukur pembangunan manusia yang
menjadi salah satu fokus pembangunan dari pemerintah (Riani,
2006).

Indeks Pembangunan Manusia (IPM) digunakan untuk
mengukur kinerja pemerintah dalam menerapkan kebijakan
ekonomi yang didasarkan pada tiga indikator yaitu indeks
kesehatan, indeks pendidikan dan standar hidup layak (Kuncoro,
2004). Indikator kesehatan diukur melalui Angka Harapan Hidup
(AHH), indikator pendidikan diukur dengan Harapan Lama
Sekolah (HLS) dan Rata-rata Lama Sekolah (RLS), sementara
pengukuran standar hidup layak dilakukan melalui Pengeluaran
Per Kapita (PPP) (Siswati, 2018). Dengan adanya Tingkat
Pengangguran Terbuka (TPT) yang rendah dan Tingkat Partisipasi
Angkatan Kerja (TPAK) yang tinggi, dapat meningkatkan
Pengeluaran Per Kapita (PPP) sehingga mampu berkontribusi pada
peningkatan standar hidup layak (UNDP, 2019). Di Provinsi Jawa
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Tengah sebagaimana terjadi di banyak daerah lain, IPM merupakan
indikator yang sangat penting untuk menilai efektivitas program
pembangunan dan kesejahteraan masyarakat (Yektiningsih,
2018). Pada tahun 2024 IPM Provinsi Jawa Tengah mencapai
73,87, meningkat 0,48 poin atau tumbuh 0,65% dibandingkan
capaian tahun 2023 sebesar 70,39 (BPS, 2024). Meskipun
demikian, IPM Provinsi Jawa Tengah masih menjadi yang terendah
diantara enam provinsi yang ada di Pulau Jawa dan masih dibawah
IPM Indonesia pada tahun 2024 yaitu sebesar 75,02 (BPS, 2024).
Ini menunjukkan gambaran mengenai tantangan yang dihadapi
daerah tersebut dalam mencapai pembangunan manusia yang
berkualitas.

Tantangan yang dimaksud dalam mencapai pembangunan
manusia yang berkualitas di Provinsi Jawa Tengah dapat dilihat
dari data Federasi Serikat Guru Indonesia (FSGI) dari Januari
- Juli 2024 mencatat ada sebanyak 5 kasus kekerasan berat
yang dialami oleh anak sekolah. Beberapa jenis kekerasan
yang terjadi mulai dari kekerasan fisik hingga kekerasan seksual.
Oleh sebab itu, sepanjang tahun 2024 masih banyak anak putus
sekolah yang memerlukan penanganan khusus dari pemerintah.
Salah satunya berdasarkan data Balai Besar Penjaminan Mutu
Pendidikan (BBPMP) Provinsi Jawa Tengah tercatat sebanyak
303 anak di Surakarta diketahui sebagai Anak Tidak Sekolah
(ATS) dan Anak Putus Sekolah (APS). Selain alasan ekonomi,
perundungan adalah faktor lain yang mendorong anak-anak
untuk tidak melanjutkan sekolah. Berdasarkan kondisi tersebut,
diperlukan suatu penelitian untuk mengetahui apa saja faktor yang
memengaruhi Indeks Pembangunan Manusia (IPM) di Provinsi
Jawa Tengah pada tahun 2024.

Indeks Pembangunan Manusia (IPM) terbagi menjadi empat
kategori menurut Badan Pusat Statistik yaitu rendah, sedang,
tinggi dan sangat tinggi (Pamungkas dan Widiyanto, 2022).
Keempat kategori tersebut akan menjadi variabel respon dalam
penelitian ini. Maka dari itu, diperlukan suatu metode statistik
yang dapat menganalisis faktor yang memengaruhi IPM dengan
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variabel respon berupa kategorik, salah satunya menggunakan
regresi probit ordinal. Analisis regresi yang disebut regresi probit
ini digunakan untuk menunjukkan bagaimana keterkaitan antara
variabel respon dengan skala pengukuran dikotomus (biner) dan
variabel prediktor yang skala pengukurannya bersifat dikotomus,
polikotomus atau kontinu (Tinungki, 2010). Regresi probit dapat
diklasifikasikan menjadi tiga yaitu regresi probit biner, regresi
probit multinomial dan regresi probit ordinal (Septadianti, 2016).
Berbeda dengan regresi probit biner, yang hanya dapat digunakan
untuk variabel dengan dua hasil (misalnya, "iya" atau "tidak"),
regresi probit ordinal dapat menangani variabel respon yang
kategorinya lebih dari dua (Greene, 2018). Selain itu, regresi
probit multinomial meskipun mampu menangani data kategorikal
dengan lebih dari dua kategori, tidak mempertimbangkan adanya
urutan di antara kategori-kategori tersebut, yang justru menjadi
fokus utama dalam regresi probit ordinal (Agresti, 2018). Oleh
karena itu, regresi probit ordinal menjadi pilihan yang lebih tepat
dan fleksibel untuk analisis data kategorikal yang melibatkan
banyak kategori dengan urutan atau peringkat yang jelas.

Terdapat beberapa metode pendugaan titik yang dapat
digunakan untuk mengestimasi parameter regresi probit ordinal,
yaitu metode momen, Maximum Likelihood Estimation (MLE),
dan metode Bayesian. Merujuk pada penelitian yang dilakukan
oleh Fikhri et al. (2014), nilai Mean Square Error (MSE) yang
dihasilkan oleh metode MLE lebih besar jika dibandingkan
dengan metode Bayesian. Dengan demikian, metode Bayesian
menghasilkan estimasi parameter µ yang lebih konsisten pada
distribusi Poisson dibandingkan metode MLE. Selain itu, (Nurlaila
et al., 2013) melakukan pengujian dengan membandingkan
metode MLE dan metode Bayes dalam pendugaan parameter
distribusi eksponensial. Hasilnya diperoleh metode Bayes dengan
perluasan distribusi Prior Jeffrey lebih efektif karena nilai bias
dan MSE yang lebih kecil dibandingkan dengan metode MLE.
Pengetahuan subjektif (prior) tentang distribusi peluang dari
parameter yang tidak diketahui digabungkan dengan data sampel
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dalam pendekatan Bayes. Distribusi posterior dihasilkan dengan
menggabungkan prior dan likelihood menggunakan teorema Bayes
(Diana, 2016). Distribusi posterior diperoleh dengan melibatkan
suatu proses pengintegralan yang kompleks, sehingga proses
tersebut didekati dengan proses pengintegralan Monte Carlo
dengan sifat Markov Chain.

Markov Chain Monte Carlo (MCMC) memungkinkan untuk
memperoleh sampel dari distribusi posterior yang sangat
kompleks dan multidimensi. Terdapat beberapa algoritma yang
digunakan dalam metode MCMC seperti Metropolish Hasting dan
Gibbs Sampling (Anifa et al., 2012). Banyak distribusi kondisional
penuh yang digunakan dalam Gibbs Sampling merupakan
distribusi yang umum dan telah diketahui teknik pengambilan
sampelnya, seperti distribusi normal, beta, dan gamma, sehingga
memudahkan proses implementasi serta membuat pengambilan
sampel lebih mudah dan efisien dibandingkan algoritma
Metropolis-Hastings yang memerlukan spesifikasi proposal
distribution (Fox, 2012). Menurut Robert (2004), Gibbs Sampling
sering kali lebih stabil dalam hal konvergensi dibandingkan
dengan Metropolish Hasting karena tidak memerlukan pemilihan
parameter langkah yang tepat. Gibbs Sampling juga telah terbukti
kesuksesannya dalam meringkas high-dimensional posterior
distribution yang sulit dilakukan oleh metode lainnya (Albert,
1992).

Berdasarkan hasil penelitian dari Ginting (2023) dengan
mengidentifikasi pengaruh Angka Harapan Hidup (AHH) dan
Harapan Lama sekolah (HLS) terhadap Indeks Pembangunan
Manusia (IPM) di Kabupaten Langkat dari tahun 2013 hingga 2022,
hasilnya menunjukkan bahwa variabel AHH dan HLS berpengaruh
terhadap IPM secara simultan (bersama-sama). Sementara
itu, Syahid (2022) melakukan analisis faktor-faktor yang
memengaruhi IPM di Provinsi Papua dan diperoleh kesimpulan
bahwa secara simultan Rata-rata Lama Sekolah (RLS), rata-rata
Pengeluaran Per Kapita (PPP), dan Tingkat Pengangguran Terbuka
(TPT) berpengaruh terhadap IPM di setiap kabupaten/kota di
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Provinsi Papua dari tahun 2018 hingga 2020. Selain itu, dalam
penelitian (Faelassuffa, 2021), dengan adanya produktivitas
yang baik akan meningkatkan nilai jual tenaga kerja, sehingga
Tingkat Partisipasi Angkatan Kerja (TPAK) memiliki pengaruh
terhadap IPM. Oleh karena dari penelitian sebelumnya diperoleh
faktor-faktor yang diduga memengaruhi Indeks Pembangunan
Manusia, sehingga faktor-faktor tersebut akan digunakan sebagai
variabel prediktor pada penelitian ini.

Berdasarkan latar belakang di atas, peneliti ingin mengkaji
mengenai faktor yang memengaruhi IPM menggunakan regresi
probit ordinal dengan metode estimasi parameter Bayesian karena
dalam penelitian sebelumnya metode Bayesian lebih konsisten
dibandingkan dengan metode MLE dan juga menggunakan
algoritma Gibbs Sampling karena kemudahan implementasinya
dibandingkan dengan Metropolish Hasting, terutama ketika
distribusi kondisional bersyarat dari parameter dapat dihitung
secara langsung. Dengan diketahuinya faktor pengaruh IPM, maka
harapannya dapat menjadi evaluasi pemerintah Provinsi Jawa
Tengah dalam meningkatkan IPM sehingga tidak lagi menjadi
provinsi di Pulau Jawa dengan IPM terendah (BPS, 2024).

B. Rumusan Masalah

Rumusan masalah yang akan menjadi fokus dalam penelitian
ini sebagai berikut:

1. Bagaimana hasil estimasi parameter regresi probit ordinal
dengan metode Bayesian menggunakan algoritma Gibbs
Sampling?

2. Apa saja faktor yang memengaruhi Indeks Pembangunan
Manusia Provinsi Jawa Tengah tahun 2024 dengan regresi
probit ordinal metode Bayesian menggunakan algoritma
Gibbs Sampling?
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C. Tujuan Penelitian

Berdasarkan permasalahan yang telah dirumuskan, maka
tujuan penelitian ini sebagai berikut:

1. Untuk mengetahui hasil estimasi parameter regresi probit
ordinal dengan metode Bayesian menggunakan algoritma
Gibbs Sampling.

2. Untuk mengetahui faktor apa saja yang memengaruhi
Indeks Pembangunan Manusia Provinsi Jawa Tengah tahun
2024 dengan regresi probit ordinal metode Bayesian
menggunakan algoritma Gibbs Sampling.

D. Manfaat Penelitian

Manfaat yang ingin dicapai melalui penelitian ini adalah
sebagai berikut:

1. Kontribusi terhadap perkembangan ilmu pengetahuan,
khususnya dalam bidang statistika Bayesian dan analisis data
multidimensi, dengan mengaplikasikan metode Bayesian
serta algoritma Gibbs Sampling pada estimasi parameter
regresi probit ordinal.

2. Peningkatan pemahaman mengenai hubungan antara
Indeks Pembangunan Manusia dengan faktor-faktor yang
memengaruhinya di Provinsi Jawa Tengah pada tahun 2024
melalui analisis regresi probit ordinal.

3. Hasil penelitian dapat menghasilkan informasi yang
berharga bagi pemerintah Provinsi Jawa Tengah
maupun pihak terkait untuk lebih memahami dinamika
pembangunan manusia serta faktor-faktor yang perlu
diperhatikan dalam perencanaan pembangunan daerah.

4. Implikasi kebijakan yang dapat dihasilkan dari pemahaman
lebih mendalam terhadap faktor-faktor yang memengaruhi
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Indeks Pembangunan Manusia di Provinsi Jawa Tengah,
sehingga dapat meningkatkan efektivitas program
pembangunan yang ada dan mengarahkan kebijakan
yang lebih tepat sasaran untuk meningkatkan kualitas hidup
masyarakat setempat.

E. Batasan Masalah

Adapun batasan masalah dalam penelitian ini adalah sebagai
berikut:

1. Penelitian ini hanya memusatkan pada estimasi parameter
regresi probit ordinal untuk Indeks Pembangunan Manusia
Provinsi Jawa Tengah tahun 2024.

2. Penggunaan metode Bayesian dalam penelitian ini dibatasi
pada algoritma Gibbs Sampling sebagai teknik utama dalam
mengestimasi parameter regresi.

3. Data yang dianaliss dalam penelitian ini terbatas pada data
sekunder yang tersedia di Provinsi Jawa Tengah pada tahun
2024, yang meliputi variabel-variabel yang relevan dengan
Indeks Pembangunan Manusia seperti Angka Harapan
Hidup, Harapan Lama Sekolah, Rata-rata Lama Sekolah,
Tingkat Pengangguran Terbuka dan Tingkat Partisipasi
Angkatan Kerja.

4. Penelitian ini tidak mempertimbangkan faktor-faktor
eksternal yang mungkin memengaruhi Indeks Pembangunan
Manusia di Provinsi Jawa Tengah, seperti faktor geografis,
politik, atau ekonomi yang lebih luas.



BAB II

LANDASAN PUSTAKA

A. Kajian Teori

1. Multikolinieritas

Multikolinieritas adalah keadaan di dalam regresi yang
hubungan antara variabel prediktornya sangat kuat (Sujarweni,
2015). Uji multikolinieritas bertujuan untuk menguji apakah
dalam model regresi terdapat korelasi yang tinggi antar variabel
prediktor (Ghozali, 2017). Pada penelitian ini, variabel prediktor
yang diuji meliputi Angka Harapan Hidup (AHH), Harapan
Lama Sekolah (HLS), Rata-rata Lama Sekolah (RLS), Tingkat
Pengangguran Terbuka (TPT), dan Tingkat Partisipasi Angkatan
Kerja (TPAK). Adanya hubungan korelatif antar variabel prediktor
dapat memengaruhi keakuratan estimasi parameter regresi,
sehingga menghasilkan error yang cukup besar. Maka dari itu,
multikolinieritas tidak diperbolehkan dalam analisis regresi.
Identifikasi adanya multikolinieritas dapat dilakukan dengan
menghitung nilai Variance Inflation Factor (VIF). Nilai VIF untuk
variabel xj dapat dihitung sebagai berikut (Gujarati, 2004):

V IFj =
1

1−R2
McF

(2.1)

untuk j = 1, 2, ..., p
dimana R2

McF adalah nilai koefisien determinasi McFadden
dari model regresi yang perhitungannya sesuai dengan Persamaan
(2.66) yang mengasumsikan salah satu variabel prediktor xj
sebagai respon, dengan sisanya berperan sebagai prediktor.
Multikolinieritas terjadi ketika nilai VIFnya lebih dari 10 (Hocking,
1996). Pembentukan variabel interaksi bisa menjadi salah satu
cara untuk menangani multikolinieritas dalam model regresi,
terutama ketika dua variabel prediktor sangat berkorelasi, namun

8
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memiliki hubungan non-linier atau efek gabungan yang signifikan
terhadap variabel prediktor.

2. Regresi Probit

Bliss (1934) yang pertama kali memperkenalkan regresi
probit, menyatakan bahwa probit berasal dari istilah statistik
probability unit yang artinya model regresi probit berhubungan
dengan unit-unit probabilitas (Agresti, 2007). Regresi probit
merupakan metode regresi yang digunakan untuk mengkaji
variabel respon yang bersifat kategorik dan variabel prediktor
yang bersifat kategorik, numerik, atau keduanya (Gujarati, 2004).

Model probit dikenal juga sebagai model normit karena
menggunakan pendekatan Fungsi Distribusi Kumulatif atau
Cumulative Distribution Function (CDF) dari distribusi normal
(Haslinda, 2020). Pendekatan melalui CDF diterapkan sebagai
solusi terhadap kelemahan yang terdapat pada model probabilitas
linier. Kelemahan tersebut terletak pada potensi nilai y yang
melebihi batas jangkauan variabel respon. Model probit
mengasumsikan bahwa peluang terjadinya suatu keberhasilan
ditentukan oleh variabel laten yang tidak dapat diamati secara
langsung, dengan batas nilai kritis tertentu yang menentukan
kategori hasil. Pemodelan regresi probit dapat dilihat dengan
mengawali model (Greene, 2012) sebagai berikut :

y∗ = x⊤β + ε (2.2)

dimana:

• y∗ : variabel laten kontinu yang tidak teramati

• β : vektor parameter koefisien dengan
β =

[
β0 β1 β2 . . . βp

]⊤
• x : vektor variabel prediktor dengan
x =

[
1 x1i x2i . . . xpi

]⊤
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• ε : error yang diasumsikan berdistribusi normal dengan
mean 0 dan standar deviasi 1 (N (0, 1))

Meskipun y∗ tidak teramati secara langsung, pengkategorian
y∗ dapat dilakukan dengan menetapkan threshold (ambang batas)
tertentu, misalnya γ. Oleh karena itu, variabel y∗ dapat
dikategorikan sebagaimana dijelaskan oleh (Greene, 2012) sebagai
berikut:

y =

{
0, jika y∗ ≤ γ

1, jika y∗ > γ
(2.3)

Probabilitas untuk y = 0 menunjukkan kemungkinan bahwa
suatu kejadian dikategorikan sebagai "gagal".

P (y = 0) = P (y∗ ≤ γ) = P (x⊤β + ε ≤ γ)

= P (ε ≤ γ − x⊤β)

= Φ(γ − x⊤β)

(2.4)

Probabilitas untuk y = 1 menunjukkan kemungkinan bahwa
suatu kejadian dikategorikan sebagai "sukses".

P (y = 1) = P (y∗ > γ) = 1− P (y∗ ≤ γ)

= 1− P (x⊤β + ε ≤ γ)

= 1− P (ε ≤ γ − x⊤β)

= 1− Φ(γ − x⊤β)

(2.5)

dengan Φ(z) = Φ(γ − x⊤β) dan z = γ − x⊤β adalah CDF
dari distribusi normal standar. CDF ini merepresentasikan peluang
kumulatif, yaitu probabilitas bahwa suatu variabel random yang
mengikuti distribusi normal standar (Z ∼ N (0, 1)) memiliki nilai
kurang dari atau sama dengan z.
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Secara matematis, CDF normal standar dituliskan sebagai
berikut:

Φ(z) =

∫ z

−∞

1√
2π

e−t2/2 dt (2.6)

Artinya, Φ(z) memberikan nilai peluang bahwa Z ≤ z, atau:

Φ(z) = P (Z ≤ z)

Dalam model regresi probit, nilai z = γ − x⊤β
merepresentasikan threshold dari variabel laten y∗, yang tidak
teramati, namun diasumsikan mengikuti distribusi normal
standar. Oleh karena itu, fungsi Φ(γ − x⊤β) digunakan untuk
menghitung probabilitas bahwa respons y jatuh ke dalam kategori
tertentu. Dengan demikian, fungsi CDF berperan penting dalam
menghubungkan prediktor x dengan probabilitas kejadian pada
variabel respon melalui distribusi normal standar.

3. Regresi Probit Ordinal

Model regresi probit ordinal berasal dari pengembangan model
regresi probit biner untuk menangani kasus dimana kategori
dari variabel respon lebih dari dua, misalnya tiga kategori yaitu
rendah, sedang, tinggi, dan sangt tinggi. Regresi probit ordinal
merupakan metode analisis untuk mengidentifikasi hubungan
antara variabel respon berskala ordinal dengan satu atau lebih
variabel prediktor yang dapat berupa dikotomus, polikotomus,
atau kontinu (Wardani, 2020).

Prinsip dasar pengukuran probabilitas dalam regresi
probit ordinal tetap menggunakan pendekatan biner dengan
membandingkan setiap kategori dengan kategori referensi,
meskipun regresi ini memiliki variabel respon dengan lebih dari
dua kategori. Kategori referensi dalam model regresi probit
ordinal digunakan untuk menghindari kesulitan mengidentifikasi
model dan juga memberikan interpretasi yang jelas tentang
koefisien untuk kategori lainnya. Oleh karena itu, meskipun
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menggunakan variabel respon multikategori, model probit ordinal
tetap mempertahankan struktur dasar dari regresi probit biner
(Long, 2006).

Pada regresi probit ordinal, Variabel y dalam model (2.2)
adalah variabel respon teramati dengan memberikan threshold
yaitu γ1 < γ2 < ... < γJ−1 pada y∗ dengan j = (1,2,...,J). Jadi
variabel respon y akan membentuk j kategori dengan penjelasan
sebagai berikut (Greene, 2008):

y =



1, jika y∗ ≤ γ1

2, jika γ1 < y∗ ≤ γ2

3, jika γ2 < y∗ ≤ γ3
...

J, jika y∗ > γJ−1

(2.7)

sehingga diperoleh model sebagai berikut:

P (y = 1) = Φ(γ1 − x⊤β) (2.8)

P (y = 2) = Φ(γ2 − x⊤β)− Φ(γ1 − x⊤β) (2.9)

P (y = 3) = Φ(γ3 − x⊤β)− Φ(γ2 − x⊤β) (2.10)

...

P (y = J) = Φ(γJ − x⊤β)− Φ(γJ−1 − x⊤β) (2.11)

P (y = J) = 1− Φ(γJ−1 − x⊤β) (2.12)
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dimana y = 1 untuk kategori terendah dan y = J untuk
kategori tertinggi.

4. Metode Pendugaan Bayesian

Pendugaan merupakan proses statistik yang digunakan
untuk menghasilkan sebuah hasil dugaan (estimate) dari suatu
parameter. Penduga statistik seperti rata-rata, persentase,
variansi, dan lainnya digunakan untuk mengestimasi sebuah
parameter (Harinaldi, 2012). Metode Bayesian menghasilkan
distribusi posterior dengan menggabungkan fungsi likelihood
dengan distribusi prior (Berger, 1985).

Dalam metode pendugaan Bayesian, data prior harus diketahui
terlebih dahulu distribusinya sebelum merumuskan distribusi
posteriornya (Irwanti et al., 2012). Selanjutnya distribusi
prior dan posterior dapat membantu menyelesaikan bagian yang
lebih kompleks dari sebuah solusi. Metode Bayesian adalah
suatu pendekatan untuk estimasi parameter atau pengujian
hipotesis yang didasarkan pada Teorema Bayes. Metode Bayesian
menggunakan Teorema Bayes untuk memperbarui keyakinan
tentang parameter θ berdasarkan data yang diamati y. Teorema
Bayes dinyatakan sebagai berikut (Kusrini, 2009):

P (θ | y) = P (y | θ)P (θ)

P (y)
(2.13)

dimana:

• P (θ | y) : probabilitas posterior dari parameter θ setelah
mengamati data y

• P (y | θ) : fungsi likelihood dari data y jika parameter θ
diketahui

• P (θ) : probabilitas prior dari parameter θ

• P (y) : probabilitas evidence atau marginal likelihood dari
data y
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Dalam konteks regresi ordinal Bayesian, parameter model θ
terdiri dari koefisien regresi β dan threshold γ, sehingga θ =
(β, γ) = (β1, β2, . . . , βp; γ1, γ2, . . . , γJ−1). Maka, bentuk Teorema
Bayes menurut Gelman et al. (2013) menjadi:

P (β, γ | y) = P (y | β, γ)P (β, γ)

P (y)
(2.14)

Setelah data diamati, Teorema Bayes digunakan untuk
memperbarui distribusi prior dari parameter (β, γ) menjadi
distribusi posterior P (β, γ | y). Dengan demikian, proses
pendugaan Bayesian terdiri dari menggabungkan informasi
sebelumnya (prior) dengan bukti empiris dari data melalui fungsi
likelihood, sehingga menghasilkan distribusi posterior. Proses
pendugaan Bayesian sebagai berikut:

1. Prior Distribution (Distribusi Prior)

Distribusi Prior adalah distribusi probabilitas yang
menggambarkan keyakinan awal terhadap suatu parameter
sebelum data diamati dan digunakan sebagai titik awal
dalam pendekatan inferensi Bayesian (Ainul et al., 2018).
Sebelum merumuskan distribusi posterior, ditentukan
distribusi priornya terlebih dahulu. Dalam pendekatan
Bayesian, terdapat berbagai jenis prior, antara lain prior
konjugat dan prior non-konjugat, prior informatif atau
non-informatif dan pseudo prior (Syafitri et al., 2021).

Menurut Box dan Tiao (1973) prior konjugat mengacu
pada acuan analisis model terutama dalam pembentukan
fungsi likelihoodnya, sehingga dalam penentuan prior
konjugat selalu dipikirkan mengenai penentuan pola
dari distribusi prior yang mempunyai bentuk konjugat
dengan fungsi densitas peluang pembangun likelihoodnya.
Sedangkan prior non-konjugat, yaitu apabila pemberian
prior pada suatu model tidak mengindahkan pada pola
pembentuk fungsi likelihoodnya. Penetapan prior informatif
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maupun non-informatif bergantung pada ada tidaknya
informasi sebelumnya yang relevan dengan karakteristik
distribusi data (Lancaster, 2004). Prior informatif mengacu
pada pemberian parameter dari distribusi prior yang telah
dipilih baik prior konjugat atau tidak. Sementara itu, prior
non-informatif merupakan distribusi yang dipilih tanpa
mengacu pada data sebelumnya dan tidak memberikan
informasi khusus mengenai parameter θ. Pseudo prior adalah
prior dalam model Bayesian yang nilainya ditentukan dengan
meniru atau menyamakan hasil dari metode frequentist
seperti estimasi Maximum Likelihood Estimation (MLE) dan
variansinya (Carlin dan Chib, 1995).

Prior untuk koefisien regresi β menggunakan distribusi
normal (Gelman et al., 2013)

β ∼ N (0, σ2) (2.15)

dengan mean 0 dan varians σ2.

Prior untuk threshold γ umumnya juga mengikuti
distribusi normal (Gelman et al., 2013)

γ ∼ N (0, σ2) (2.16)

dengan threshold γ1 < γ2 < ... < γJ−1 dimana j = (1,2,...,J).

2. Likelihood

Menurut Bain dan Engelhardt (1992), fungsi likelihood
merupakan fungsi dari parameter θ dan dinotasikan dengan
L(θ). Likelihood menentukan bagaimana data yang diamati
memengaruhi estimasi parameter dan membentuk dasar
proses inferensi posterior. Inferensi posterior adalah
proses pengambilan kesimpulan tentang parameter atau
hipotesis berdasarkan distribusi posterior dalam pendekatan
Bayesian (Kruschke, 2014). Tanpa likelihood, prior tidak bisa
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diperbarui dan tidak bisa membuat kesimpulan yang
didukung oleh data.

Fungsi likelihood menggambarkan tingkat kemungkinan
munculnya data yang diamati bergantung pada nilai
parameter yang belum diketahui. Bentuk umum dari
fungsi likelihood sebagai berikut (Casella dan Berger, 2002):

L(θ | y) = P (y | θ) (2.17)

L(β, γ|y, x) = P (y|x;β, γ) (2.18)

L(β, γ|y, x) = P (y = J |x;β, γ) (2.19)

dimana:

• L(θ | y) : fungsi likelihood dari parameter θ
berdasarkan data y

• P (y | θ) : probabilitas data y, dengan parameter θ tetap

Sehingga, fungsi likelihood berdasarkan probabilitas (2.11)
sebagai berikut (Greene, 2018):

L(β, γ|y, x) = Φ(γJ − x⊤β)− Φ(γJ−1 − x⊤β) (2.20)

dimana:

• Φ(·) : fungsi distribusi kumulatif normal standar

• x⊤β : kombinasi linier prediktor

• γJ : threshold atas untuk kategori j

• γJ−1 : threshold bawah untuk kategori j

Untuk mempermudah proses analisis dan perhitungan,
fungsi likelihood biasanya ditransformasikan menjadi
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log-likelihood melalui logaritma natural (ln) (Taboga, 2021).
Untuk membentuk fungsi ln-likelihood terhadap parameter
β dan γ, diperlukan turunan pertama dari fungsi likelihood.

• Turunan pertama ln-likelihood terhadap parameter β
Berdasarkan fungsi likelihood yang terdapat pada

Persamaan (2.20), maka bentuk fungsi ln-likelihood
sebagai berikut:

L(β, γ|y, x) = ln
[
Φ(γJ − x⊤β)− Φ(γJ−1 − x⊤β)

]
(2.21)

sehingga turunan parsial ln-likelihood terhadap
parameter β dengan menggunakan aturan rantai
diberikan oleh ∂L

∂β = 1
f(β) · ∂f(β)

∂β dengan

f(β) = Φ(γJ − x⊤β) − Φ(γJ−1 − x⊤β) maka (Casella
dan Berger, 2002):

∂L

∂β
=

1

Φ(γJ − x⊤β)− Φ(γJ−1 − x⊤β)

· ∂

∂β

[
Φ(γJ − x⊤β)− Φ(γJ−1 − x⊤β)

]
=

1

Φ(γJ − x⊤β)− Φ(γJ−1 − x⊤β)

·
(
∂Φ(γJ − x⊤β)

∂β
− ∂Φ(γJ−1 − x⊤β)

∂β

)
Turunan dari Φ(γJ − x⊤β) dan Φ(γJ−1 − x⊤β)

dihitung menggunakan aturan rantai dengan γ
dianggap konstan dan turunan dari −x⊤β terhadap
β adalah −x (Bishop, 2006). Menurut (Casella dan
Berger, 2002) diketahui bahwa turunan dari CDF
(Cumulative Distribution Function) normal standar yang
dilambangkan dengan Φ(z) adalah PDF (Probability
Density Function) normal standar yang dilambangkan
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ϕ(z). Secara matematis dapat dituliskan sebagai:

∂

∂z
Φ(z) = ϕ(z)

dengan z = (z1, z2) dimana z1 = γJ − x⊤β dan
z2 = γJ−1−x⊤β, maka hasil turunan dapat dinyatakan
sebagai berikut (Casella dan Berger, 2021):

∂Φ(γJ − x⊤β)

∂β
=

∂Φ(γJ − x⊤β)

∂γJ − x⊤β
· ∂γJ − x⊤β

∂β

= ϕ(γJ − x⊤β) · ∂

∂β
(γJ − x⊤β)

= ϕ(γJ − x⊤β) · (−x)

= −ϕ(γJ − x⊤β) · x
(2.22)

∂Φ(γJ−1 − x⊤β)

∂β
=

∂Φ(γJ−1 − x⊤β)

∂γJ−1 − x⊤β
· ∂γJ−1 − x⊤β

∂β

= ϕ(γJ−1 − x⊤β) · ∂

∂β
(γJ−1 − x⊤β)

= ϕ(γJ−1 − x⊤β) · (−x)

= −ϕ(γJ−1 − x⊤β) · x
(2.23)

Sehingga, turunan ln-likelihood terhadap parameter β
menjadi:
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∂L

∂β
=

1

Φ(γJ − x⊤β)− Φ(γJ−1 − x⊤β)

·
(
−ϕ(γJ − x⊤β) · x+ ϕ(γJ−1 − x⊤β) · x

)
=

ϕ(γJ−1 − x⊤β)− ϕ(γJ − x⊤β)

Φ(γJ − x⊤β)− Φ(γJ−1 − x⊤β)
· x

(2.24)

• Turunan pertama ln-likelihood terhadap parameter γ
Untuk memperoleh turunan pertama dari fungsi

ln-likelihood terhadap parameter γ, dilakukan turunan
parsial terhadap batas atas γJ dan batas bawah γJ−1

(Greene, 2012). Fungsi ln-likelihood berdasarkan fungsi
likelihood yang bergantung pada parameter γ, seperti
ditunjukkan pada Persamaan (2.21). Maka, turunan
parsial terhadap γJ dan γJ−1 adalah:

a. Turunan parsial terhadap γJ
Penurunan dilakukan dengan menerapkan

aturan rantai. Bentuk turunan parsial dari
fungsi ln-likelihood terhadap parameter γJ dapat
dituliskan sebagai berikut:

∂L

∂γJ
=

∂

∂γJ
ln
[
Φ(γJ − x⊤β)− Φ(γJ−1 − x⊤β)

]
=

1

Φ(γJ − x⊤β)− Φ(γJ−1 − x⊤β)

· ∂

∂γJ

[
Φ(γJ − x⊤β)− Φ(γJ−1 − x⊤β)

]
=

1

Φ(γJ − x⊤β)− Φ(γJ−1 − x⊤β)

·
(
∂Φ(γJ − x⊤β)

∂γJ
− ∂Φ(γJ−1 − x⊤β)

∂γJ

)
(2.25)
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Namun karena Φ(γJ−1 − x⊤β) tidak bergantung
pada γJ , maka:

∂Φ(γJ−1 − x⊤β)

∂γJ
= 0

Selanjutnya, gunakan aturan rantai untuk
menurunkan Φ(γJ − x⊤β) terhadap γJ . Dengan
demikian, turunan parsial dari Φ(γJ − x⊤β)
terhadap γJ adalah (Casella dan Berger, 2021):

∂Φ(γJ − x⊤β)

∂γJ
=

∂Φ(γJ − x⊤β)

∂(γJ − x⊤β)
· ∂(γJ − x⊤β)

∂γJ

= ϕ(γJ − x⊤β) · ∂

∂γJ
(γJ − x⊤β)

= ϕ(γJ − x⊤β) · 1
= ϕ(γJ − x⊤β)

(2.26)
Sehingga, turunan ln-likelihood terhadap γJ
menjadi:

∂L

∂γJ
=

ϕ(γJ − x⊤β)

Φ(γJ − x⊤β)− Φ(γJ−1 − x⊤β)
(2.27)

b. Turunan parsial terhadap γJ−1

Sama seperti sebelumnya, penurunan dilakukan
dengan menggunakan aturan rantai. Turunan
parsial dari fungsi ln-likelihood terhadap
parameter γJ−1 dapat dihitung sebagai berikut:
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∂L

∂γJ−1
=

∂

∂γJ−1
ln
[
Φ(γJ − x⊤β)− Φ(γJ−1 − x⊤β)

]
=

1

Φ(γJ − x⊤β)− Φ(γJ−1 − x⊤β)

· ∂

∂γJ−1

[
Φ(γJ − x⊤β)− Φ(γJ−1 − x⊤β)

]
=

1

Φ(γJ − x⊤β)− Φ(γJ−1 − x⊤β)

·
(
∂Φ(γJ − x⊤β)

∂γJ−1
− ∂Φ(γJ−1 − x⊤β)

∂γJ−1

)
(2.28)

Namun karena Φ(γJ −x⊤β) tidak bergantung pada
γJ−1, maka:

∂Φ(γJ − x⊤β)

∂γJ−1
= 0

Selanjutnya, gunakan aturan rantai untuk
menurunkan Φ(γJ−1 − x⊤β) terhadap γJ−1.
Dengan demikian, turunan parsial dari Φ(b)
terhadap γJ−1 adalah (Casella dan Berger, 2021):

∂Φ(γJ−1 − x⊤β)

∂γJ−1
=

∂Φ(γJ−1 − x⊤β)

∂(γJ−1 − x⊤β)
· ∂(γJ−1 − x⊤β)

∂γJ−1

= ϕ(γJ−1 − x⊤β) · ∂

∂γJ−1
(γJ−1 − x⊤β)

= ϕ(γJ−1 − x⊤β) · 1
= ϕ(γJ−1 − x⊤β)

(2.29)
Sehingga, turunan ln-likelihood terhadap γJ−1

menjadi:
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∂L

∂γJ−1
= − ϕ(γJ−1 − x⊤β)

Φ(γJ − x⊤β)− Φ(γJ−1 − x⊤β)
(2.30)

3. Posterior Distribution (Distribusi Posterior)

Setelah mendefinisikan prior dan mengetahui fungsi
likelihoodnya, pendekatan Bayesian untuk model ini dapat
dilanjutkan dengan menghitung distribusi posterior dari
parameter model menggunakan teorema Bayes. Distribusi
posterior merupakan fungsi densitas bersyarat parameter
β dan γ jika diketahui nilai observasi dari prediktor x dan
variabel respon y sehingga dapat dituliskan sebagai berikut
(Ainul et al., 2018):

P (β, γ|y, x) = P (y|x;β, γ).P (β, γ)

P (y|x)
(2.31)

P (β, γ|y, x) = P (y|x;β, γ).P (β).P (γ)

P (y|x)
(2.32)

dimana:

• P (β, γ|y, x) : probabilitas posterior

• P (y|x;β, γ) : fungsi likelihood

• P (β) : probabilitas prior untuk β

• P (γ) : probabilitas prior untuk γ

• P (y|x) : marginal likelihood

Marginal likelihood P (y|x) diperlukan secara teoritis
dalam perhitungan posterior, tetapi untuk pembangkitan
nilai atau penarikan sampel misalnya dengan algoritma
Gibbs Sampling tidak perlu menghitungnya secara eksplisit.
Hal ini karena marginal likelihood hanya bertindak sebagai
konstanta dan tidak memengaruhi hubungan antara data
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dan parameter dalam perhitungan relatif (Bishop, 2006).
Marginal likelihood P (y|x) akan hilang dalam perbandingan
rasio karena dalam perhitungan distribusi posterior secara
proporsional, yang menjadi fokus adalah hubungan antara
likelihood dan prior, bukan nilai absolut dari distribusi
posterior itu sendiri. Bentuk proporsional dari distribusi
posterior adalah (Soejoeti dan Soebanar, 1988):

P (β, γ|y, x) ∝ P (y|x;β, γ).P (β).P (γ) (2.33)

Distribusi posterior ini memberikan dasar untuk
menghitung estimator dan interval kepercayaan dari
parameter yang belum diketahui dalam pendekatan
Bayesian. Namun, distribusi posterior terlalu kompleks
untuk dihitung atau diintegrasikan secara analitik, sehingga
perlu dilakukan teknik penarikan sampel Markov Chain
Monte Carlo (MCMC) dengan algoritma Gibbs Sampling
untuk menarik sampel dari posterior secara tidak langsung
(Kruschke, 2014).

5. Markov Chain Monte Carlo (MCMC)

Markov Chain Monte Carlo (MCMC) merupakan teknik simulasi
yang digunakan untuk memperoleh distribusi posterior dalam
analisis Bayesian yang kompleks dan sulit dihitung secara langsung
(Ntzoufras, 2009). Untuk mendapatkan distribusi posterior yang
stasioner (stabil), MCMC menggunakan simulasi Monte Carlo
secara iteratif untuk menghasilkan data parameter yang sesuai
dengan proses Markov Chain. Berbeda dengan teknik simulasi
langsung yang tidak dapat menghasilkan sampel dari distribusi
posterior yang kompleks, MCMC memiliki karakteristik yang umum
dan fleksibel.

Salah satu cara untuk mengevaluasi konvergensi hasil estimasi
parameter posterior adalah dengan menganalisis pola dari trace
plot. Trace plot adalah grafik yang menunjukkan perubahan
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nilai parameter hasil simulasi MCMC terhadap sejumlah iterasi.
Iterasi awal dalam proses simulasi MCMC dikategorikan sebagai
burn-in period dan sengaja diabaikan karena nilai-nilai parameter
yang dihasilkan pada tahap tersebut belum mencerminkan
distribusi posterior yang sebenarnya. Estimasi burn-in period
dapat dilakukan dengan meninjau trace plot dari hasil simulasi
parameter atau fungsi tertentu dari parameter terhadap urutan
iterasi (Syafitri et al., 2021). Jika trace plot menunjukkan pola
yang acak dan tidak ada trend sistematik, maka parameter sudah
stabil dan mendekati distribusi posterior. Sebaliknya jika trace
plot menunjukkan fluktuasi yang besar atau trend yang jelas
maka rantai MCMC belum stabil dan dibutuhkan lebih banyak
iterasi. Salah satu algoritma dalam MCMC yang digunakan untuk
menghasilkan sampel dari distribusi posterior yang kompleks dan
sulit dihitung secara langsung adalah Gibbs Sampling (Gelman et
al., 2004).

6. Algoritma Gibbs Sampling

Gibbs Sampling merupakan salah satu metode untuk
menghasilkan variabel random dari distribusi marginal tanpa
perlu menghitung fungsi kepadatan distribusinya secara eksplisit
(Casella dan George, 1992). Proses ini bekerja secara iteratif
dengan memanfaatkan prinsip rantai Markov, dimana setiap
parameter dalam model diestimasi berdasarkan nilai parameter
lain yang diperoleh dari iterasi sebelumnya.

Algoritma Gibbs Sampling digunakan untuk
mendekati distribusi posterior dari parameter θ =
(β1, β2, ..., βp; γ1, γ2, ...γJ−1) berdasarkan data yang diamati
y. Dalam metode Gibbs Sampling, pengambilan sampel secara
langsung dari distribusi posterior bersama seluruh parameter
sering kali tidak memungkinkan karena bentuk distribusinya
yang kompleks. Sebagai alternatif, proses dilakukan dengan
menarik sampel secara berurutan dari distribusi kondisional
masing-masing parameter (Gelfand dan Smith, 1990). Distribusi
kondisional adalah distribusi probabilitas suatu variabel random,
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dengan asumsi bahwa nilai variabel dan parameter lain sudah
diketahui. Distribusi posterior kondisional dari parameter β
adalah (Gelman et al., 2013):

P (β|y, x, γ) ∼ N (µβ,Σβ) (2.34)

µβ dan Σβ merupakan parameter distribusi posterior yang
dihitung berdasarkan fungsi likelihood dari data dan distribusi
prior terhadap β yang mengikuti distribusi normal multivariat
dengan:

• µβ : mean dari distribusi posterior kondisional β

• Σβ : kovarians dari distribusi posterior kondisional β

Distribusi normal multivariat adalah distribusi probabilitas yang
menggeneralisasi distribusi normal satu variabel ke lebih dari satu
variabel random yang saling berkorelasi (Anderson, (2003).

Setelah membangkitkan nilai dari parameter β, selanjutnya
dihitung distribusi posterior kondisional dari parameter γ yaitu
(Gelman et al., 2013):

P (γ|y, x, β) ∼ N (µγ , σ
2
γ) (2.35)

µγ dan σ2
γ merupakan parameter yang dihitung dari data dan

distribusi posterior kondisional yang mengikuti distribusi normal
univariat dengan:

• µγ : mean dari distribusi posterior kondisional γ

• σ2
γ : varians dari distribusi posterior kondisional γ

Distribusi normal univariat adalah distribusi probabilitas kontinu
untuk satu variabel random, yang ditentukan oleh dua parameter
yaitu µ dan σ2 (Casella dan Berger, 2002).

Menurut Mahfiyah dan Agoestanto (2021), langkah-langkah
algoritma Gibbs Sampling adalah:
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1. Menentukan nilai awal untuk β dan γ yaitu
{
β(0), γ(0)

}
.

2. Membangkitkan sampel y∗(t)

Dalam model probit ordinal, variabel respon y tidak
dimodelkan secara langsung, melainkan dianggap sebagai
hasil kategorisasi dari variabel laten kontinu y∗ sebagaimana
dinyatakan dalam Persamaan (2.7) (McCullagh, 1980). Oleh
karena itu, dalam implementasi Gibbs Sampling, sampel
y∗ perlu disimulasikan dari distribusi kondisionalnya pada
setiap iterasi ke-t.

Agar sampel y∗ yang dihasilkan konsisten dengan kategori
y, maka y∗ harus diambil dari distribusi normal yang
dipangkas (truncated normal) sesuai dengan batas bawah
dan batas atas berdasarkan nilai threshold γ. Distribusi
truncated normal memungkinkan pengambilan sampel yang
valid secara probabilistik untuk variabel laten kontinu yang
tidak teramati secara langsung (Albert dan Chib, 1993). Hal
ini merupakan langkah penting dalam menjaga konsistensi
antara data yang diamati dengan variabel laten dalam setiap
iterasi Gibbs Sampling.

Distribusi normal terpotong (truncated normal) adalah
distribusi normal yang dibatasi pada interval [a, b], dimana
a adalah batas bawah dan b adalah batas atas (Robert,
2007). Artinya, nilai yang dihasilkan dari distribusi ini
akan selalu berada dalam interval tersebut. Karena batas
pemotongan ditentukan oleh threshold γ, maka intervalnya
adalah [γJ−1, γJ ], dengan J menunjukkan kategori ke-J dari
variabel respon y.

Jika variabel laten mengikuti distribusi normal sebagai
berikut:

y∗ ∼ N (µ, σ2), (2.36)

maka sampel y∗ yang dibangkitkan untuk kategori tertentu
berada dalam interval [γJ−1, γJ ], sehingga distribusinya
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menjadi (Albert dan Chib, 1993):

y∗ | (γJ−1 ≤ y∗ ≤ γJ) ∼ T N (µ, σ2; γJ−1, γJ). (2.37)

Dengan demikian, fungsi kepadatan probabilitas dari y∗

yang mengikuti distribusi normal adalah (Nisa dan Miasary,
2024):

f(y∗) =
1

σ
√
2π

exp

(
−1

2

(
y∗ − µ

σ

)2
)
, (2.38)

yang juga dapat dinyatakan dalam bentuk alternatif sebagai:

f(y∗) =
1

σ
ϕ

(
y∗ − µ

σ

)
, (2.39)

dengan ϕ(z) =
1√
2π

exp

(
−1

2
z2
)

adalah fungsi kepadatan

dari distribusi normal standar, dan z =
y∗ − µ

σ
adalah

bentuk standarisasi dari y∗.

Distribusi truncated normal antara a dan b diperoleh
dengan menormalkan distribusi normal biasa pada interval
tersebut, yaitu:

ftrunc(y
∗) =

f(y∗)

P (a ≤ y∗ ≤ b)
=

1

σ
ϕ

(
y∗ − µ

σ

)
Φ

(
b− µ

σ

)
− Φ

(
a− µ

σ

) , a ≤ y∗ ≤ b,

(2.40)

sehingga fungsi kepadatan probabilitas dari y∗ yang
mengikuti T N (µ, σ2; γJ−1, γJ) dituliskan sebagai (Burkardt,
2014):
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ftrunc(y
∗) =

1

σ
·

ϕ

(
y∗ − µ

σ

)
Φ

(
γJ − µ

σ

)
− Φ

(
γJ−1 − µ

σ

) , untuk y∗ ∈ [γJ−1, γJ ],

(2.41)

dimana:

• ϕ(·) adalah PDF (Probability Density Function) dari
distribusi normal standar.

• Φ(·) adalah CDF (Cumulative Distribution Function) dari
distribusi normal standar.

Pada setiap iterasi ke-t dalam Gibbs Sampling, sampel
y∗(t) perlu dibangkitkan dari distribusi truncated normal
sebagai bagian dari langkah pembaruan. Namun, karena
distribusi truncated normal tidak memiliki bentuk tertutup
yang memungkinkan pembangkitan sampel secara langsung
seperti pada distribusi normal standar serta bentuk PDF
yang kompleks, maka diperlukan metode numerik. Salah
satu metode yang umum digunakan adalah Inverse Transform
Sampling (Devroye, 1986). Metode ini dimanfaatkan
dalam Gibbs Sampling ketika distribusi kondisional yang
diperoleh sulit ditangani secara langsung, seperti truncated
normal. Dengan demikian, Gibbs Sampling berperan dalam
menentukan distribusi kondisional penuh, sedangkan
Inverse Transform Sampling digunakan untuk menghasilkan
sampel dari distribusi tersebut. Proses pembangkitan
sampel dengan Inverse Transform Sampling dilakukan
melalui langkah-langkah berikut (Robert, 2009):

(a) Melakukan standarisasi batas bawah (a) dan batas atas
(b) terhadap distrbusi normal standar:

α =
a− µ

σ
, β =

b− µ

σ
(2.42)
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maka hasil standarisasi dengan a = γJ−1 dan b = γJ
diperoleh sebagai berikut:

α =
γJ−1 − µ

σ
, β =

γJ − µ

σ
(2.43)

(b) Menghitung nilai CDF normal standar pada batas bawah
dan batas atas:

u1 = Φ(α), u2 = Φ(β) (2.44)

(c) Mengambil nilai acak u dari distribusi uniform pada
interval (u1, u2):

u ∼ uniform(u1, u2) (2.45)

(d) mentransformasi balik untuk memperoleh nilai dari
distribusi truncated normal:

y∗ = µ+ σ · Φ−1(u) (2.46)

Setelah memperoleh sampel y∗(t) untuk seluruh observasi
pada iterasi ke-t, nilai-nilai tersebut disusun dalam bentuk
vektor kolom sebagai berikut:

y∗(t) =


y
∗(t)
1

y
∗(t)
2

y
∗(t)
3
...

y
∗(t)
i

 (2.47)

dengan i menyatakan banyaknya observasi dan t
menunjukkan indeks iterasi.

3. Membangkitkan nilai β(t)

Nilai β(t) dibangkitkan dari Persamaan P (β|y, x, γ) untuk
setiap iterasi t = 1, 2, .., T . Dengan diketahuinya y∗(t),
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pembangkitan nilai β(t) dari distribusi posterior kondisional
yang mengikuti distribusi normal multivariat dilakukan
seperti pada Persamaan (2.34) (Gelman et al., 2013):

P (β(t)|y∗(t), x, γ(t−1)) ∼ N (µ
(t)
β ,Σ

(t)
β ) (2.48)

dengan:

• Kovarians posterior:

Σ
(t)
β =

(
x⊤x+Σ−1

0

)−1

=
(
x⊤x+ I−1

)−1
(2.49)

• Mean posterior:

µ
(t)
β = Σ

(t)
β

(
x⊤y∗ +Σ−1

0 µ
)

= Σ
(t)
β

(
x⊤y∗ + I−1µ

) (2.50)

diperoleh:

β(t) ∼ N
(
µ
(t)
β ,Σ

(t)
β

)
(2.51)

Supaya β(t) mudah dibangkitan, distribusi tersebut
diubah secara langsung dengan menggunakan dekomposisi
Cholesky. Dekomposisi Cholesky adalah teknik faktorisasi
matriks yang digunakan terutama untuk matriks
positif-definit dan sangat berguna dalam perhitungan
Bayesian seperti pengambilan sampel dari distribusi normal
multivariat (Gelman et al., 2013). Dekomposisi Cholesky
memfaktorkan matriks kovarians Σ

(t)
β menjadi Σ(t)

β = LL⊤,
dimana L adalah matriks segitiga bawah (Golub dan Van
Loan, 2013). Dengan hasil dekomposisi ini, kita dapat
membangkitkan β(t) melalui transformasi:
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β(t) = µ
(t)
β + L · z (2.52)

dimana:

• µ
(t)
β : mean posterior

• L : hasil dekomposisi Cholesky dari Σ
(t)
β (matriks

segitiga bawah)

• z : vektor acak dari N (0, I)

Bentuk umum dari matriks segitiga bawah L adalah:

L =


ℓ11 0 0 · · · 0
ℓ21 ℓ22 0 · · · 0
ℓ31 ℓ32 ℓ33 · · · 0

...
...

...
. . .

...
ℓi1 ℓi2 ℓi3 · · · ℓij

 (2.53)

Untuk menghitung elemen-elemen matriks L = [ℓij ],
dengan i menyatakan indeks baris dan j menyatakan indeks
kolom dari matriks segitiga bawah L pada dekomposisi
Cholesky, digunakan rumus umum sebagai berikut (Rue dan
Held, 2005):

• Untuk elemen diagonal utama:

ℓii =

√√√√Σ
(t)
βii −

i−1∑
k=1

ℓ2ik (2.54)

k adalah indeks penjumlahan pada operasi
∑

,
yang digunakan untuk menjumlahkan kuadrat
elemen-elemen dari baris ke-i pada kolom 1 hingga
i− 1 dari matriks L.

• Untuk elemen di bawah diagonal utama:
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ℓij =
1

ℓjj

(
Σ
(t)
βij −

j−1∑
k=1

ℓikℓjk

)
(2.55)

k adalah indeks penjumlahan pada operasi
∑

, yang
digunakan untuk menjumlahkan hasil kali elemen ℓik
dan ℓjk , dengan k bervariasi dari 1 hingga j − 1 dari
matriks L.

dimana:

• elemen diagonal utama : elemen yang indeks baris dan
kolomnya sama (i = j)

• elemen di bawah diagonal utama : elemen dengan
indeks baris lebih besar darip indeks kolom (i > j)

Proses dekomposisi Cholesky ini dilakukan secara
bertahap untuk menghitung setiap elemen ℓ11, ℓ21, . . . , ℓij .
Setelah seluruh elemen diagonal utama dan di bawah
diagonal utama berhasil dihitung, maka matriks segitiga
bawah L dapat dibentuk secara lengkap. Setelah itu, nilai
β(t) dapat dibangkitkan dari Persamaan (2.52) dengan z
adalah vektor variabel random yang mengikuti distribusi
normal standar multivariat.

4. Membangkitkan nilai γ(t)

Setelah β(t) diketahui, langkah selanjutnya adalah
menentukan distribusi posterior kondisional dari γ(t)

seperti pada Persamaan (2.35):

γ(t) | y∗, x, β(t) ∼ N (µ(t)
γ , σ2 (t)

γ ) (2.56)

Untuk setiap threshold γ, dihitung nilai maksimum dan
minimum dari batas tersebut. Untuk memisahkan kategori
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J dan J + 1 digunakan nilai dari y∗ (Albert dan Chib, 1993):

a = max{y∗(t) | y = J}, b = min{y∗(t) | y = J + 1}
(2.57)

lalu diambil sampel γ(t) dari distribusi unifom:

γ(t) ∼ uniform(a, b) (2.58)

ulangi langkah tersebut untuk j = 1, 2, ..., J − 1. Sehingga
diperoleh:

γ(t) =
(
γ
(t)
1 , γ

(t)
2 , γ

(t)
2 , . . . , γ

(t)
J−1

)
(2.59)

Setelah membangkitkan nilai γ(t) dari nilai β(t) dan
y∗(t), maka proses iterasi dilanjutkan dengan kembali
memperbarui variabel laten y∗(t+1) menggunakan nilai
terkini β(t) dan γ(t). Selanjutnya, parameter regresi β(t+1)

diperbarui berdasarkan nilai y∗(t+1) yang baru, diikuti
dengan pembaruan parameter ambang γ(t+1). Siklus ini
terus berulang hingga iterasi mencapai konvergen.

5. Memeriksa konvergensi menggunakan trace plot

Pemeriksaan konvergensi menggunakan trace plot
diperlukan untuk memastikan bahwa rantai MCMC telah
mencapai distribusi stasioner. Jika trace plot menunjukkkan
pola yang acak dan tidak ada trend sistematik, maka
parameter sudah stabil dan mendekati distribusi posterior
(Gelman et al., 2013).

Gambar 2.1. Trace Plot dengan Iterasi Konvergen
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Gambar 2.1. trace plot tersebut menunjukkan bahwa iterasi
sudah konvergen karena tidak ada trend naik atau trend turun.

Gambar 2.2. Trace Plot dengan Iterasi Tidak Konvergen

Gambar 2.2. trace plot menunjukkan iterasi yang tidak
konvergen karena terdapat trend naik.

7. Uji Signifikansi Parameter Secara Simultan

Uji simultan terhadap koefisien model dilakukan untuk
mengetahui signifikansi koefisien regresi β maupun threshold γ
terhadap variabel respon secara simultan atau bersama-sama,
dengan perumusan hipotesis sebagai berikut:

H0 : β1 = β2 = ... = βp = 0 dan γ1 = γ2 =, ... = γJ−1 = 0
H1 : terdapat setidaknya satu βm ̸= 0 atau γj ̸= 0, dimana

m = 1, 2, 3, ..., p dan j = 1, 2, 3, ..., J − 1
Statistik uji G2 yang dikenal sebagai Likelihood Ratio Test

(LRT), digunakan untuk menguji signifikansi parameter model
secara simultan, dan dirumuskan sebagai berikut (Hosmer dan
Lemeshow, 1989):

G2 = −2[logL(β̂0, γ̂0)− logL(β̂, γ̂)] (2.60)

dimana:

logL(β̂, γ̂) = log
[
Φ(γJ − x⊤β)− Φ(γJ−1 − x⊤β

]
(2.61)

logL(β̂0, γ̂0) = log [Φ(γJ)− Φ(γ−1)] (2.62)
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dengan L(β̂, γ̂) adalah fungsi likelihood untuk model yang
menggunakan variabel prediktor dan L(β̂0, γ̂0) adalah fungsi
likelihood yang diasumsikan β = 0 atau tidak ada pengaruh dari
variabel prediktor.

Daerah kritisnya : Tolak H0 jika nilai G2 > χ2
α,v atau P −

value < α. Statistik uji G2 mengikuti distribusi chi-kuadrat (χ2)
dengan tingkat signifikansi α dan derajat kebebasan v, dengan v =
p yaitu jumlah koefisien regresi β yang diuji.

8. Uji Signifikansi Parameter Secara Parsial

Apabila hasil uji signifikansi simultan menunjukkan penolakan
terhadap H0, maka dilanjutkan dengan pengujian secara parsial.
Uji ini bertujuan untuk mengevaluasi pengaruh masing-masing
parameter β dan γ secara terpisah, dengan hipotesis yang
dirumuskan sebagai berikut:

Untuk koefisien regresi β,
H0 : β1 = β2 = ... = βp = 0
H1 : terdapat setidaknya satu βm ̸= 0
Untuk threshold γ,
H0 : γ1 = γ2 = ... = γJ−1 = 0
H1 : terdapat setidaknya satu γj ̸= 0
Uji signifikansi parameter secara parsial dilakukan dengan

menggunakan statistik uji Wald Agresti (2013), sebagai berikut:

W =

(
β̂

SE(β̂)

)2

(2.63)

dengan:

SE(β̂) =

√
var(β̂) (2.64)

dimana:

• W : statistik uji Wald
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• SE : standard error dari β̂

Keputusan untuk menolak H0 diambil ketika nilai statistik uji
berada di luar batas kritis, yaitu |W | > Zα/2, atau saat P -value <
α.

9. Uji Kesesuaian Model

Uji kesesuaian model digunakan untuk mengevaluasi apakah
model regresi probit ordinal simultan yang diperoleh telah sesuai,
dalam arti tidak terdapat perbedaan yang signifikan antara data
observasi dengan hasil prediksi model. Hipotesis yang digunakan
dalam pengujian ini adalah sebagai berikut (Maslihah dan Nisa,
2024):

H0 : model yang dihipotesiskan fit dengan data, artinya tidak
terdapat perbedaan antara hasil observasi dengan kemungkinan
hasil prediksi model

H1 : model yang dihipotesiskan tidak fit dengan data, artinya
terdapat perbedaan antara hasil observasi dengan kemungkinan
hasil prediksi model

Salah satu pendekatan yang umum digunakan untuk menguji
kesesuaian ini adalah statistik uji Pearson. Statistik uji Pearson Ĉ
diformulasikan (Hosmer dan Lemeshow, 1989):

Ĉ =

g∑
k=1

(ok − nk π̄k)
2

nk π̄k(1− π̄k)
(2.65)

dengan:

ok =
∑
i∈Gk

I(yi = j)

π̄k =
1

nk

∑
i∈Gk

π̂ij

dimana:

• ok: jumlah observasi pada kelompok ke-k dengan nilai aktual
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yi = j, dihitung menggunakan fungsi indikator I(yi = j)
(bernilai 1 jika benar, 0 jika tidak)

• π̄k: mean probabilitas prediksi bahwa yi = j dalam
kelompok ke-k, di mana π̂ij adalah probabilitas prediksi
bahwa observasi ke-i berada pada kategori ke-j

• nk: banyaknya observasi dalam kelompok ke-k

• g: jumlah kelompok

H0 ditolak jika nilai statistik uji Ĉ lebih besar daripada nilai
kritis χ2

(α,g−2) atau P − value < α yang menyatakan bahwa model
tidak fit artinya terdapat perbedaan antara hasil observasi dengan
kemungkinan hasil prediksi model (Liu dan Zhang, 2017).

10. Nilai Koefisien Determinasi McFadden (R2
McF )

Untuk mengetahui seberapa besar pengaruh variabel prediktor
terhadap variabel respon digunakan koefisien determinasi
(R-squared). Koefisien determinasi merupakan pengujian untuk
mengetahui persentase perubahan variabel respon (y) yang
disebabkan oleh variabel prediktor (x) (Sujarweni, 2015).
Nilai R-squared yang tinggi mengindikasikan bahwa variabel
prediktor dalam model memiliki kemampuan yang baik dalam
menjelaskan variasi yang terjadi pada variabel respon. Sebaliknya,
nilai R-squared yang rendah menunjukkan bahwa kontribusi
variabel prediktor dalam menjelaskan variabilitas respon relatif
lemah. Untuk regresi linier menggunakan koefisien determinasi
R-squared, sedangkan untuk regresi probit menggunakan
McFadden R-Squared. Nilai McFadden R-Squared berkisar antara 0
dan 1 dan dapat dirumuskan sebagai berikut (Ghozali, 2017):

• Jika nilai McFadden R-Squared semakin mendekati 1, maka
semakin besar kemampuan model dalam menjelaskan
perubahan dari variabel prediktor terhadap variabel respon.
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• Jika nilai McFadden R-Squared semakin mendekati 0, berarti
semakin kecil kemampuan model dalam menjelaskan
perubahan dari variabel prediktor terhadap variabel respon.

Nilai McFadden R-Squared dapat dihitung menggunakan
Persamaan berikut (Drapper dan Smithh, 1992):

R2
McF = 1− ln

(
LM

L0

)
(2.66)

dimana :

• LM adalah nilai estimasi fungsi likelihood dari model yang
melibatkan variabel prediktor

• L0 adalah fungsi likelihood yang diasumsikan β = 0 atau
tidak ada pengaruh dari variabel prediktor

• R2
McF adalah nilai koefisien determinasi McFadden

11. Indeks Pembangunan Manusia (IPM)

Konsep pembangunan manusia berfokus pada manusia sebagai
tujuan utama pembangunan, bukan semata sebagai sarana untuk
mencapai tujuan pembangunan lainnya (Bonaraja, 2021). Menurut
UNDP (United Nations Development Programe), pembangunan
manusia merupakan suatu proses untuk memperbanyak
pilihan-pilihan yang dimiliki oleh manusia. Dimana pilihan-pilihan
tersebut terdiri dari tiga komponen dasar, yaitu untuk berumur
panjang dan sehat, untuk memiliki ilmu pengetahuan, dan yang
ketiga untuk mempunyai akses terhadap sumber daya yang
dibutuhkan sehingga dapat menjalani kehidupan yang layak (HDR,
2014). Oleh karena itu, Indeks Pembangunan Manusia (IPM)
didefinisikan sebagai suatu indeks komposit yang dirancang
untuk mengukur capaian pembangunan manusia dengan mengacu
pada beberapa komponen dasar kualitas hidup manusia. Indeks
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kesehatan, indeks pendidikan dan standar hidup layak adalah tiga
komponen utama dalam mengukur taraf kesejahteraan manusia.

Ketiga komponen utama penyusun IPM memiliki cakupan
makna yang luas karena masing-masing dipengaruhi oleh berbagai
faktor yang saling terkait. Pengukuran indeks kesehatan dalam
IPM dapat dilakukan menggunakan indikator Angka Harapan
Hidup (AHH) saat lahir. Nilai AHH diperoleh berdasarkan dua
komponen utama, yaitu jumlah Anak Lahir Hidup (ALH) dan
Anak Masih Hidup (AMH). Sementara itu, pengukuran indeks
pendidikan mencakup dua indikator, yaitu Harapan Lama Sekolah
(HLS) dan Rata-rata Lama Sekolah (RLS). HLS dihitung untuk
penduduk usia 7 tahun ke atas dengan asumsi bahwa kemungkinan
anak untuk terus melanjutkan pendidikan setara dengan peluang
bersekolah penduduk lain pada usia yang sama saat ini. RLS adalah
jumlah tahun yang dihabiskan oleh penduduk usia 15 tahun ke atas
untuk bersekolah secara formal. Adapun untuk mengukur indeks
standar hidup layak digunakan indikator Tingkat Pengangguran
Terbuka (TPT) dan Tingkat Partisipasi Angkatan Kerja (TPAK) yang
mewakili pencapaian pembangunan untuk kehidupan yang layak
(Maumere, 2016).

B. Kajian Pustaka

1. Penelitian-Penelitian Terdahulu

Penelitian terdahulu terkait analisis Indeks Pembangunan
Manusia (IPM) yang dijadikan dasar dalam pemilihan
variabel-variabel yang akan digunakan sebagai faktor-faktor
yang memengaruhi IPM sebagai berikut:

a). Penelitian yang dilakukan oleh Ginting (2023) dengan
menganalisis pengaruh Angka Harapan Hidup (AHH)
dan Harapan Lama sekolah (HLS) terhadap IPM di
Kabupaten Langkat dari tahun 2013 sampai 2022, hasilnya
menunjukkan bahwa variabel AHH dan HLS berpengaruh
terhadap IPM secara simultan.
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b). Syahid (2022) melakukan analisis faktor-faktor yang
memengaruhi IPM di Provinsi Papua. Diperoleh kesimpulan
bahwa secara simultan, variabel Rata-rata Lama Sekolah
(RLS), Rata-rata Pengeluaran Per Kapita (PPP) dan Tingkat
Pengangguran Terbuka (TPT) terbukti berpengaruh
terhadap IPM di seluruh kabupaten dan kota di Provinsi
Papua selama periode 2018 hingga 2020.

c). Tingkat Partisipasi Angkatan Kerja (TPAK) dikaji sebagai
faktor yang memengaruhi Indeks Pembangunan Manusia
(IPM), dengan kesimpulan bahwa produktivitas yang tinggi
dapat meningkatkan daya saing tenaga kerja di pasar,
sehingga TPAK diperkirakan berpengaruh terhadap IPM
(Faelassuffa, 2021).

d). Manurung dan Hutabarat (2021) melakukan pengujian
pengaruh angka Harapan Lama Sekolah (HLS), Rata-rata
Lama Sekolah (RLS), Pengeluaran Per Kapita (PPP) terhadap
Indeks Pembangunan Manusia di Indonesia pada tahun 2019
sampai 2020. Dari penelitian tersebut diperoleh kesimpulan
bahwa angka HLS, RLS dan PPP berpengaruh terhadap IPM
dengan kontribusi tertinggi adalah variabel HLS diikuti RLS
sedangkan kontribusi paling kecil dari variabel PPP.

Penelitian ini memiliki persamaan dengan penelitian-penelitian
sebelumnya dalam hal penggunaan variabel prediktor yang diduga
berpengaruh terhadap Indeks Pembangunan Manusia (IPM),
yaitu Angka Harapan Hidup (AHH), Harapan Lama Sekolah
(HLS), Rata-rata Lama Sekolah (RLS), Tingkat Pengangguran
Terbuka (TPT), dan Tingkat Partisipasi Angkatan Kerja (TPAK).
Perbedaannya terletak pada pendekatan yang digunakan, dimana
variabel-variabel tersebut dipilih berdasarkan hasil signifikan dari
penelitian terdahulu, dengan harapan memberikan kontribusi
yang relevan dalam konteks wilayah dan periode yang dianalisis
dalam penelitian ini.



BAB III

METODOLOGI PENELITIAN

A. Sumber Data

Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data sekunder
yang diperoleh dari BPS Provinsi Jawa Tengah mengenai Indeks
Pembangunan Manusia (IPM) beserta faktor-faktor yang diduga
memengaruhinya pada tahun 2024. Data IPM sebagai variabel
respon sedangkan data Angka Harapan Hidup (AHH), Harapan
Lama Sekolah (HLS), Rata-rata Lama Sekolah (RLS), Tingkat
Pengangguran Terbuka (TPT) dan Tingkat Partisipasi Angkatan
Kerja (TPAK) sebagai variabel prediktor.

B. Variabel Penelitian

Berdasarkan pada penelitian terdahulu yang telah dibahas
dalam bab sebelumnya, penelitian ini menggunakan sejumlah
variabel yang diduga berpengaruh terhadap Indeks Pembangunan
Manusia (IPM). Variabel yang digunakan terdiri atas satu variabel
respon yang dikategorikan ke dalam empat kategori serta lima
variabel prediktor. Rincian susunan variabel yang dianalisis dalam
konteks IPM di Provinsi Jawa Tengah pada tahun 2024 disajikan
pada Tabel 3.1.

Tabel 3.1. Variabel Penelitian

Variabel Keterangan Satuan
y Indeks Pembangunan Manusia (IPM) Persen
x1 Angka Harapan Hidup (AHH) Tahun
x2 Harapan Lama Sekolah (HLS) Tahun
x3 Rata-rata Lama Sekolah (RLS) Tahun
x4 Tingkat Pengangguran Terbuka (TPT) Persen
x5 Tingkat Partisipasi Angkatan Kerja (TPAK) Persen

41
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Penjelasan mengenai variabel-variabel yang digunakan dalam
penelitian ini diuraikan sebagai berikut:

1. Indeks Pembangunan Manusia (IPM)

Indeks Pembangunan Manusia (IPM) merupakan
indeks komposit yang mengukur pembangunan manusia
berdasarkan tiga indikator, yaitu indikator kesehatan,
indikator pendidikan dan standar hidup layak (Kuncoro,
2004). Berdasarkan rentang nilainya, IPM diklasifikasikan
menjadi empat kategori, yaitu:

Tabel 3.2. Nilai IPM dan Kategorinya

Nilai IPM Kategori
IPM < 60 Rendah
60 ≤ IPM < 70 Sedang
70 ≤ IPM < 80 Tinggi
IPM ≥ 80 Sangat Tinggi

2. Angka Harapan Hidup (AHH)

Angka Harapan Hidup (AHH) menunjukkan umur
rata-rata yang dicapai seseorang dalam kondisi mortalitas
yang sesuai di masyarakatnya. AHH yang rendah di suatu
daerah menunjukkan bahwa pembangunan kesehatan
belum berhasil, sementara AHH yang tinggi menunjukkan
bahwa pembangunan kesehatan di daerah tersebut berhasil
(Ginting, 2023). AHH adalah standar untuk mengukur
rata-rata usia hidup masyarakat atau kelompok. Bayi dengan
AHH tinggi memiliki peluang hidup yang lebih panjang, yang
dapat berdampak positif pada rata-rata harapan hidup
penduduk secara keseluruhan. Perhitungan Angka Harapan
Hidup (AHH) menggunakan pendekatan demografis melalui
tabel kehidupan (life table) yang didasarkan pada data
jumlah penduduk dan kematian menurut kelompok umur.
Dari data ini dihitung probabilitas bertahan hidup pada
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setiap usia, lalu dihitung total tahun hidup seluruh individu
dalam suatu kohor atau kelompok individu. AHH diperoleh
dengan membagi total tahun hidup tersebut dengan jumlah
penduduk pada usia nol tahun.

3. Harapan Lama Sekolah (HLS)

Harapan Lama Sekolah (HLS) adalah angka partisipasi
sekolah berdasarkan usia. Indikator ini menunjukkan berapa
lama seorang anak diharapkan belajar (dalam tahun) pada
usia tertentu di masa depan (Herdiansyah, 2020). Angka
ini diperoleh dengan membagi total jumlah penduduk yang
bersekolah pada usia tertentu pada tahun tertentu dengan
jumlah total penduduk yang bersekolah pada usia tersebut
pada tahun tersebut.

4. Rata-rata Lama Sekolah (RLS)

Jumlah tahun rata-rata yang dihabiskan oleh individu
untuk menyelesaikan seluruh jenjang pendidikan formal
yang pernah mereka ikuti dikenal sebagai Rata-rata Lama
Sekolah (RLS) (Gaol et al., 2024). Angka ini menunjukkan
jumlah tahun yang dihabiskan oleh masyarakat usia 15
tahun ke atas untuk bersekolah secara formal. RLS
mendeskripsikan bahwa semakin tinggi tingkat pendidikan
masyarakat suatu wilayah, semakin baik pula IPMnya. RLS
diartikan sebagai estimasi rata-rata lamanya waktu yang
dihabiskan oleh seseorang untuk menempuh pendidikan
formal yang diukur dalam satuan tahun.

5. Tingkat Pengangguran Terbuka (TPT)

Setiap negara pasti akan mengalami pengangguran
baik dalam bentuk sosial dan ekonomi (Sukirno, 2016).
Pengangguran terbuka adalah kondisi dimana seseorang
belum bekerja tetapi sedang berusaha memperoleh
pekerjaan. Pengangguran terjadi karena pertumbuhan
angkatan kerja lebih besar dari lapangan pekerjaan yang
tersedia. Salah satu indikator penting dalam bidang
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ketenagakerjaan yaitu tingkat pengangguran yang dapat
digunakan untuk menentukan seberapa besar jumlah
pekerja yang dapat diserap oleh lapangan kerja yang
tersedia (Rambe et al., 2019).

6. Tingkat Partisipasi Angkatan Kerja (TPAK)

Tingkat Partisipasi Angkatan Kerja (TPAK) menjadi
salah satu indikator kesejahteraan dalam penilaian Indeks
Pembangunan Manusia (IPM). TPAK dapat digunakan
untuk mengetahui berapa banyak penduduk yang memiliki
peluang untuk bekerja. Jumlah angkatan kerja yang tinggi
dapat menyebabkan potensi penduduk yang ingin bekerja
juga tinggi. Hal ini telah menunjukkan bahwa perekonomian
suatu daerah berkembang dengan baik (Sari dan Sugiharti,
2022).

C. Metode Analisis Data

Metode analisis data yang digunakan dalam penelitian
ini bertujuan untuk mengidentifikasi faktor-faktor yang
memengaruhi variabel respon dengan menerapkan model regresi
probit ordinal berbasis pendekatan Bayesian melalui Algoritma
Gibbs Sampling. Tahapan penelitian yang akan dilakukan sebagai
berikut:

1. Mengumpulkan data sekunder yang diperoleh dari Badan
Pusat Statistik (BPS) Provinsi Jawa Tengah.

2. Melakukan pengujian terhadap asumsi tidak adanya
multikolinieritas antar variabel prediktor. Jika terdapat
multikolinieritas, maka dilakukan penanganan untuk
mengatasi multikolinieritas dengan pembentukan variabel
interaksi. Jika tidak terdapat multikolinieritas, maka dapat
dilanjutkan dengan analisis regresi probit ordinal.

3. Estimasi parameter regresi probit ordinal dengan metode
Bayesian menggunakan algoritma Gibbs Sampling dan
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pembentukan model lengkap dengan semua variabel
prediktor berupa Angka Harapan Hidup (AHH), Harapan
Lama Sekolah (HLS), Rata-rata Lama Sekolah (RLS), Tingkat
Pengangguran Terbuka (TPT) dan Tingkat Partisipasi
Angkatan Kerja (TPAK).

4. Melakukan uji signifikansi parameter secara simultan
dengan Likelihood Ratio Test dan parsial dengan uji Wald.
Jika hasil uji simultan menunjukkan bahwa parameter
berpengaruh terhadap model, maka dilanjutkan dengan uji
parsial untuk mengevaluasi pengaruh setiap parameter.
Namun, jika tidak signifikan secara simultan, maka
uji parsial tidak dilanjutkan. Apabila dalam uji parsial
terdapat parameter yang tidak signifikan, maka dilakukan
evaluasi ulang terhadap multikolinieritas dengan hanya
mempertimbangkan variabel-variabel yang signifikan.

5. Untuk memastikan apakah model yang dibentuk telah sesuai,
dilakukan uji Pearson yang bertujuan mengidentifikasi
adanya perbedaan antara nilai observasi dan hasil prediksi
dari model.

6. Melakukan uji koefisien determinasi McFadden untuk
mengetahui seberapa besar pengaruh variabel prediktor
terhadap variabel respon.

7. Interpretasi hasil estimasi model regresi probit ordinal

D. Alur Penelitian

Langkah-langkah penelitian disajikan secara ringkas dalam
diagram alir penelitian pada Gambar 3.1.
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Gambar 3.1. Diagram Alir Penelitian



BAB IV

HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas mengenai estimasi parameter regresi
probit ordinal dengan metode Bayesian menggunakan algoritma
Gibbs Sampling pada Indeks Pembangunan Manusia (IPM) di Jawa
Tengah pada tahun 2024. Setelah mendapatkan model dari hasil
estimasi parameternya, maka dapat ditentukan faktor apa saja
yang memengaruhi IPM di daerah tersebut. Berikut merupakan
hasil penelitian dan pembahasannya.

A. Identifikasi Multikolinieritas

Dalam analisis statistik yang berkaitan dengan pembentukan
model, penting untuk memastikan terpenuhinya asumsi bebas
multikolinieritas. Pengujian terhadap multikolinieritas dilakukan
untuk mendeteksi adanya hubungan yang kuat antar variabel
prediktor yang dapat menyebabkan hasil analisis menjadi bias
atau tidak akurat. Untuk mengidentifikasi multikolinieritas pada
penelitian ini dilakukan dengan cara melihat nilai VIF (Variance
Inflation Factor) berdasarkan Lampiran 3 yang disajikan pada
Tabel 4.1.

Tabel 4.1. Nilai VIF Berdasarkan Hasil Uji Multikolinieritas

Variabel VIF
x1 4,368856
x2 8,943120
x3 9,125712
x4 2,499289
x5 2,188210

Berdasarkan Tabel 4.1, seluruh variabel prediktor memiliki
nilai VIF kurang dari 10, sehingga dapat disimpulkan bahwa
tidak terjadi multikolinieritas antar variabel prediktor dalam
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penelitian ini. Tidak ditemukannya interkolerasi antar variabel
prediktor menunjukkan bahwa asumsi bebas multikolinieritas
telah terpenuhi. Oleh karena itu, analisis dapat dilanjutkan pada
tahap estimasi parameter model lengkap dengan seluruh variabel
prediktor. Estimasi parameter dilakukan dengan menghitung nilai
posterior dari parameter regresi β dan threshold γ melalui iterasi
Gibbs Sampling.

B. Estimasi Parameter Regresi Probit Ordinal dengan
Metode Bayesian Gibbs Sampling

Proses estimasi parameter regresi probit ordinal dengan
pendekatan Bayesian diawali dengan membangkitkan sampel
variabel laten y∗ dari distribusi posterior kondisionalnya. Sampel
y∗ ini diperlukan sebagai prasyarat untuk mengestimasi parameter
regresi β dan threshold γ pada setiap iterasi. Pendekatan
ini mengikuti kerangka kerja Gibbs Sampling, dimana setiap
parameter diperbarui secara bergantian berdasarkan distribusi
posterior penuhnya. Berikut merupakan langkah-langkah
pembangkitan sampel pada iterasi pertama pada algoritma
Gibbs Sampling.

1. Menentukan nilai awal β(0) dan γ(0)

Untuk model regresi probit ordinal dengan tiga kategori pada
variabel respon (y = 1, 2, 3), diperlukan dua threshold, yaitu γ1
dan γ2, yang berfungsi untuk memisahkan ketiga kategori tersebut.
Kedua nilai threshold ini harus memenuhi syarat:

γ1 < γ2 (4.1)

Kategori dari variabel respon y ditentukan berdasarkan nilai dari
variabel laten y∗ sebagaimana ditunjukkan pada Persamaan (2.7)
yaitu:



49


y = 1 jika y∗ ≤ γ1

y = 2 jika γ1 < y∗ ≤ γ2

y = 3 jika y∗ > γ2

(4.2)

Sebagai langkah awal dalam proses estimasi parameter
menggunakan Gibbs Sampling, diperlukan penetapan nilai awal
untuk parameter-parameter model. Nilai awal untuk parameter
β yang terdiri dari enam parameter yaitu satu intercept dan lima
variabel prediktor, diasumsikan bernilai nol:

β(0) =
(
β
(0)
0 , β

(0)
1 , β

(0)
2 , β

(0)
3 , β

(0)
4 , β

(0)
5

)
= (0, 0, 0, 0, 0, 0) (4.3)

Sementara itu, nilai awal untuk parameter threshold γ ditentukan
sebagai berikut:

γ
(0)
1 = 0, γ

(0)
2 = 1 (4.4)

Berdasarkan Persamaan (4.2), maka pengkategorian variabel
respon y menjadi: 

y = 1 jika y∗ ≤ 0

y = 2 jika 0 < y∗ ≤ 1

y = 3 jika y∗ > 1

(4.5)

Penetapan nilai-nilai awal ini dilakukan dengan asumsi bahwa
variabel laten y∗ mengikuti distribusi normal standar, dengan
mean 0 dan standar deviasi 1.

2. Membangkitkan sampel y∗(1)

Sebelum membangkitkan nilai β(1) dan γ(1), proses iterasi
diawali dengan membangkitkan sampel y∗(1). Seperti yang
sudah dijelaskan sebelumnya, regresi probit ordinal memiliki
dua threshold yaitu γ1 dan γ2 yang memisahkan ketiga kategori
berdasarkan Persamaan (4.5), sehingga:
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• Jika y = 1, maka y∗(1) ∈ (−∞, 0]

• Jika y = 2, maka y∗(1) ∈ (0, 1]

• Jika y = 3, maka y∗(1) ∈ (1,+∞)

Untuk menghasilkan nilai y∗(1) yang sesuai dengan kategori
y, dibutuhkan nilai mean µ dari distribusi normal standar yang
menjadi dasar pembangkitan y∗(1). Nilai µ dihitung berdasarkan
kombinasi linier antara vektor parameter regresi β(1) dengan
vektor prediktor x, yang dapat dinyatakan sebagai:

µ = x⊤β
(1)

(4.6)

Namun, karena nilai β(1) pada iterasi pertama belum tersedia,
maka dalam perhitungan µ digunakan nilai awal yang telah
ditetapkan sebelumnya, yaitu β(0). Secara eksplisit, perhitungan
nilai µ untuk iterasi pertama sebagai berikut:

µ = x⊤β(0)

=
[
1 xi1 xi2 xi3 xi4 xi5

]


β
(0)
0

β
(0)
1

β
(0)
2

β
(0)
3

β
(0)
4

β
(0)
5


= 1 · β(0)

0 + xi1 · β(0)
1 + xi2 · β(0)

2 + xi3 · β(0)
3 + xi4 · β(0)

4 + xi5 · β(0)
5

= 0 + xi1 · 0 + xi2 · 0 + xi3 · 0 + xi4 · 0 + xi5 · 0
µ = 0

(4.7)
Perhitungan ini dilakukan untuk setiap observasi i =

1, 2, . . . , 35 dan hasil µ = 0 digunakan untuk membangkitkan
nilai y∗(1) dari distribusi truncated normal.

Untuk iterasi pertama, sampel y∗(1) dibangkitkan berdasarkan
kategori y dengan menggunakan pendekatan Inverse Transform
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Sampling. Dalam proses ini digunakan CDF dari distribusi normal
standar, dengan asumsi bahwa σ = 1, dan threshold yang
digunakan seperti pada Persamaan (4.4) dengan mean pada
Persamaan (4.7). Berdasarkan keterangan tersebut, pembangkitan
sampel y∗(1) dilakukan melalui langkah-langkah berikut:

a). Jika y = 1, maka nilai y
∗(1)
1 diasumsikan berasal dari

distribusi truncated normal T N (0, 1;−∞, 0), yakni
distribusi normal standar dengan µ = 0, σ = 1, serta
batas bawah γJ−1 = −∞ dan batas atas γJ = 0.
Maka, langkah-langkah pembangkitan y

∗(1)
1 menggunakan

pendekatan Inverse Transform Sampling dilakukan sebagai
berikut:

• Melakukan standarisasi batas bawah (γJ−1) dan batas
atas (γJ) terhadap distribusi normal standar:

α =
γJ−1 − µ

σ
=

−∞− 0

1
= −∞

β =
γJ − µ

σ
=

0− 0

1
= 0

• Menghitung nilai CDF normal standar pada batas bawah
dan atas:

u1 = Φ(α) = Φ(−∞) = 0

u2 = Φ(β) = Φ(0) = 0, 5

• Mengambil nilai acak u dari distribusi uniform pada
interval (u1, u2) = (0; 0, 5):

u ∼ uniform(0; 0, 5)

u ≈ 0, 349

• Melakukan transformasi balik untuk memperoleh nilai
dari distribusi truncated normal:
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y
∗(1)
1 = µ+ σ · Φ−1(u)

= 0 + 1 · Φ−1(0, 349)

= Φ−1(0, 349) ≈ −0, 39

(4.8)

b). Jika y = 2, maka nilai y
∗(1)
2 berasal dari distribusi

truncated normal T N (0, 1; 0, 1), yaitu distribusi normal
standar dengan µ = 0, σ = 1, serta batas bawah γJ−1 = 0
dan batas atas γJ = 1. Maka, langkah-langkah pembangkitan
y
∗(1)
2 menggunakan pendekatan Inverse Transform Sampling

dilakukan sebagai berikut:

• Melakukan standarisasi batas bawah (γJ−1) dan batas
atas (γJ) terhadap distribusi normal standar:

α =
γJ−1 − µ

σ
=

0− 0

1
= 0

β =
γJ − µ

σ
=

1− 0

1
= 1

• Menghitung nilai CDF normal standar pada batas bawah
dan atas:

u1 = Φ(α) = Φ(0) = 0, 5

u2 = Φ(β) = Φ(1) ≈ 0, 841

• Mengambil nilai acak u dari distribusi uniform pada
interval (u1, u2) = (0, 5; 0, 841):

u ∼ uniform(0, 5; 0, 841)

u ≈ 0, 792

• Melakukan transformasi balik untuk memperoleh nilai
dari distribusi truncated normal:
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y
∗(1)
2 = µ+ σ · Φ−1(u)

= 0 + 1 · Φ−1(0, 792)

= Φ−1(0, 792) ≈ 0, 812

(4.9)

c). Jika y = 3, maka nilai y∗(1)3 berasal dari distribusi truncated
normal T N (0, 1; 1,∞), yaitu distribusi normal standar
dengan µ = 0, σ = 1, serta batas bawah γJ−1 = 1 dan
batas atas γJ = ∞. Maka, langkah-langkah pembangkitan
y
∗(1)
3 menggunakan pendekatan Inverse Transform Sampling

dilakukan sebagai berikut:

• Melakukan standarisasi batas bawah (γJ−1) dan batas
atas (γJ) terhadap distribusi normal standar:

α =
γJ−1 − µ

σ
=

1− 0

1
= 1

β =
γJ − µ

σ
=

∞− 0

1
= ∞

• Menghitung nilai CDF normal standar pada batas bawah
dan atas:

u1 = Φ(α) = Φ(1) ≈ 0, 841

u2 = Φ(β) = Φ(∞) = 1

• Mengambil nilai acak u dari distribusi uniform pada
interval (u1, u2) = (0, 841; 1):

u ∼ uniform(0, 841; 1)

u ≈ 0, 890

• Melakukan transformasi balik untuk memperoleh nilai
dari distribusi truncated normal:
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y
∗(1)
3 = µ+ σ · Φ−1(u)

= 0 + 1 · Φ−1(0, 890)

= Φ−1(0, 890) ≈ 1, 227

(4.10)

Berdasarkan perhitungan tersebut, diperoleh nilai y∗(1) adalah:

y∗(1) =



y∗1
y∗2
y∗3
y∗4
...

y∗33
y∗34
y∗35


=



0, 812
0, 812
0, 812
−0, 39

...
1, 227
0, 812
0, 812


(4.11)

3. Membangkitkan nilai β(1)

Setelah nilai variabel laten y∗(1) berhasil dibangkitkan
pada langkah sebelumnya, tahap selanjutnya dalam proses iterasi
Gibbs Sampling adalah membangkitkan nilai parameter β(1) dari
distribusi posterior kondisional yang mengikuti distribusi normal
multivariat seperti pada Persamaan (2.48) dengan t = 1 untuk
iterasi pertama, sehingga:

P (β(1)|y∗(1), x, γ(0)) ∼ N (µ
(1)
β ,Σ

(1)
β ) (4.12)

Dari probabilitas pada Persamaan (4.12), matriks kovarians
posterior Σ

(1)
β dan mean posterior µ

(1)
β dihitung berdasarkan

Persamaan (2.49) dan (2.50) sebagai berikut:

Σ
(1)
β =

(
x⊤x+ I−1

)−1
(4.13)

µ
(1)
β = Σ

(1)
β (x⊤y∗ + I−1µ) (4.14)
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a). Kovarians Posterior Σ(1)
β

Langkah pertama untuk mengetahui nilai Σ
(1)
β adalah

dengan menghitung transpose dari matriks x yang terdiri
dari satu intercept dan lima variabel prediktor dari 35
observasi. Matriks x⊤ dapat dihitung dari matriks x yang
sudah diketahui pada Lampiran 1 sebagai berikut:

x =



1 x11 x12 x13 x14 x15
1 x21 x22 x23 x24 x25
1 x31 x32 x33 x34 x35
1 x41 x42 x43 x44 x45
...

...
...

...
...

...
1 x35,1 x35,2 x35,3 x35,4 x35,5



x =



1 74, 97 12, 69 7, 40 7, 83 67, 95
1 74, 34 13, 34 7, 91 6, 18 68, 03
1 74, 19 12, 03 7, 36 4, 96 74, 47
1 74, 70 11, 83 6, 87 5, 57 73, 38
...

...
...

...
...

...
1 75, 01 13, 25 9, 28 5, 88 69, 61


(4.15)

x⊤ =



1 1 1 1 · · · 1
x11 x21 x31 x41 · · · x35,1
x12 x22 x32 x42 · · · x35,2
x13 x23 x33 x43 · · · x35,3
x14 x24 x34 x44 · · · x35,4
x15 x25 x35 x45 · · · x35,5


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x⊤ =



1 1 1 1 · · · 1
74, 97 74, 34 74, 19 74, 70 · · · 75, 01
12, 69 13, 34 12, 03 11, 83 · · · 13, 25
7, 40 7, 91 7, 36 6, 87 · · · 9, 28
7, 83 6, 18 4, 96 5, 57 · · · 5, 88
67, 95 68, 03 74, 47 73, 38 · · · 69, 61

 (4.16)

Kemudian menghitung perkalian dari matriksx⊤ yang sudah
diperoleh dengan matriks x sebagai berikut:

x⊤x =



35 2651, 93 458, 01 291, 71 154, 09 2580, 81
2651, 93 200996, 08 34736, 27 22153, 96 11654, 28 195505, 59
458, 01 34736, 27 6022, 80 3857, 15 2017, 50 33717, 10
291, 71 22153, 96 3857, 15 2495, 29 1278, 94 21433, 36
154, 09 11654, 28 2017, 50 1278, 94 738, 45 11295, 46
2580, 81 195505, 59 33717, 10 21433, 36 11295, 46 190688, 61


(4.17)

Karena sudah diketahui bahwa Σ0 = I , maka Σ−1
0 untuk

matriks x berukuran 6× 6 adalah:

Σ−1
0 = (I6)

−1 = I6 =



1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 (4.18)

Selanjutnya menghitung penjumlahan dari matriks x⊤x
dengan matriks I6 sebagai berikut:
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x⊤x+I6 =



36 2651,93 458,01 291,71 154,09 2580,81
2651,93 200997,08 34736,27 22153,96 11654,28 195505,59
458,01 34736,27 6023,81 3857,15 2017,49 33717,10
291,71 22153,96 3857,15 2496,29 1278,94 21433,36
154,09 11654,28 2017,49 1278,94 739,45 11295,46
2580,81 195505,59 33717,10 21433,36 11295,46 190689,61


(4.19)

Setelah itu, invers dihitung dari matriks x⊤x + I6 untuk
memperoleh matriks kovarians posterior sebagai berikut:

Σ
(1)
β = (x⊤x+ I−1

6 )−1

=



0,9971 −0,0127 0,0019 0,0065 −0,0054 −0,0013
−0,0127 0,0106 −0,0262 −0,0010 −0,0032 −0,0058
0,0019 −0,0262 0,1978 −0,0972 −0,0167 0,0038
0,0065 −0,0010 −0,0972 0,0868 0,0175 0,0074
−0,0054 −0,0032 −0,0167 0,0175 0,0202 0,0032
−0,0013 −0,0058 0,0038 0,0074 0,0032 0,0043


(4.20)

b). Mean Posterior µ(1)
β

Oleh karena semua nilai yang diperlukan untuk
menghitung mean posterior sudah diperoleh dari
perasamaan (4.7), (4.11), (4.16), (4.18) dan (4.20) maka
perhitungan µ

(1)
β = Σ

(1)
β

(
x⊤y∗(1) + I−1µ

)
pada Persamaan

(4.14) dapat diawali dengan menghitung perkalian antara
matriks x⊤ dan nilai y∗(1) sebagai berikut:
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x⊤y∗ =



26, 474
2014, 64819
353, 47032
231, 78299
113, 58533
1948, 54184

 (4.21)

Selanjutnya menghitung perkalian antara matriks I6 dengan
µ sebagai berikut:

I−1µ =



1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1





0
0
0
0
0
0

 =



0
0
0
0
0
0

 (4.22)

Kemudian menghitung penjumlahan antara x⊤y∗(1) dengan
I−1µ sebagai berikut:

x⊤y∗(1) + I−1µ =



26, 474
2014, 64819
353, 47032
231, 78299
113, 58533
1948, 54184

 (4.23)

Setelah itu, menghitung perkalian antara matriks Σ
(1)
β

dengan x⊤y∗ + I−1µ untuk memperoleh vektor mean
posterior sebagai berikut:
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µ
(1)
β = Σ

(1)
β · (x⊤y∗ + I−1µ) =



−0, 1571
−0, 1387
0, 1612
0, 3258
0, 0932
0, 0812

 (4.24)

Setelah diketahui bahwa parameter β(1) mengikuti distribusi
normal multivariat dengan vektor mean posterior µ(1)

β dan matriks

kovarians posterior Σ(1)
β , yaitu

β(1) ∼ N (µ
(1)
β ,Σ

(1)
β ),

maka nilai β(1) dapat diambil secara acak dari distribusi posterior
ini sebagai bagian dari proses pembangkitan dalam algoritma
Gibbs Sampling. Untuk mempermudah pembangkitan sampel dari
distribusi tersebut, digunakan dekomposisi Cholesky. Dengan hasil
dekomposisi ini, nilai β(1) dapat dibangkitkan melalui Persamaan
(2.52), yaitu:

β(1) = µ
(1)
β + L · z (4.25)

dengan z ∼ N (0, I), yaitu vektor acak normal standar danL adalah
matriks segitiga bawah yang dapat dihitung dari Σ

(1)
β . Karena

Σ
(1)
β sudah diketahui dari Persamaan (4.20), maka dekomposisi

Cholesky dapat langsung dilakukan untuk memperoleh matriks L
berukuran 6× 6, sebagai berikut:

L =



ℓ11 0 0 0 0 0
ℓ21 ℓ22 0 0 0 0
ℓ31 ℓ32 ℓ33 0 0 0
ℓ41 ℓ42 ℓ43 ℓ44 0 0
ℓ51 ℓ52 ℓ53 ℓ54 ℓ55 0
ℓ61 ℓ62 ℓ63 ℓ64 ℓ65 ℓ66

 (4.26)

Untuk menghitung elemen-elemen L = [ℓij ] pada dekomposisi
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Cholesky dari Persamaan (4.26), digunakan rumus umum pada
Persamaan (2.54) untuk elemen diagonal utama dan Persamaan
(2.55) untuk elemen di bawah diagonal utama. Proses dekomposisi
Cholesky ini dilakukan secara bertahap untuk menghitung setiap
elemen ℓ11, ℓ21, ℓ22, . . . , ℓ66, dimulai dari baris pertama hingga
baris keenam, dengan urutan perhitungan sebagai berikut:

• Baris 1

ℓ11 =

√
Σ
(1)
11 =

√
0, 9971 ≈ 0, 99854895

• Baris 2

ℓ21 =
Σ
(1)
21

ℓ11
=

−0, 0127

0, 99854895
≈ −0, 01271846

ℓ22 =

√
Σ
(1)
22 − ℓ221

=
√

0, 0106− (−0, 01271846)2

=
√
0, 0106− 0, 0001617592

=
√

0, 0104382408 ≈ 0, 10216771

• Baris 3

ℓ31 =
Σ
(1)
31

ℓ11
=

0, 0019

0, 99854895
≈ 0, 00190276

ℓ32 =
Σ
(1)
32 − ℓ31ℓ21

ℓ22

=
−0,0262− (0,00190276 · (−0,01271846))

0,10216771

=
−0,0262− (−0,0000242002)

0,10216771

=
−0,0261757998

0,10216771
≈ −0,25620423
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ℓ33 =

√
Σ
(1)
33 − (ℓ231 + ℓ232)

=
√
0,1978− ((0,00190276)2 + (−0,25620423)2)

=
√
0,1978− (0,0000036205 + 0,0656406075)

=
√
0,1978− 0,065644228

=
√
0,132155772 ≈ 0,36353235

• Baris 4

ℓ41 =
Σ
(1)
41

ℓ11
=

0, 0065

0, 99854895
≈ 0, 00650945

ℓ42 =
Σ
(1)
42 − ℓ41ℓ21

ℓ22

=
−0,0010− (0,00650945 · (−0,01271846))

0,10216771

=
−0,0010− (−0,0000827902)

0,10216771

=
−0,0009172098

0,10216771
≈ −0,00897749

ℓ43 =
Σ
(1)
43 − (ℓ41ℓ31 + ℓ42ℓ32)

ℓ33

=

−0,0972−

(
0,00650945 · 0,00190276
+ (−0,00897749) · (−0,25620423)

)
0,36353235

=
−0,0972− (0,0000123859 + 0,0023000709)

0,36353235

=
−0,0995124568

0,36353235
≈ −0,27373756
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ℓ44 =

√
Σ
(1)
44 − (ℓ241 + ℓ242 + ℓ243)

=

√√√√0, 0868−

(
(0, 00650945)2 + (−0, 00897749)2

+ (−0, 27373756)2

)

=

√√√√0, 0868

(
− 0, 0000423729 + 0, 0000805953

+ 0, 0749322518

)

=
√

0, 0868− 0, 07505522

=
√
0, 01174478 ≈ 0, 10837334

• Baris 5

ℓ51 =
Σ
(1)
51

ℓ11
=

−0, 0054

0, 99854895
≈ −0, 00540785

ℓ52 =
Σ
(1)
52 − ℓ51ℓ21

ℓ22

=
−0,0032− ((−0,00540785) · (−0,01271846))

0,10216771

=
−0,0032− 0,0000687795

0,10216771

=
−0,0032687795

0,10216771
≈ −0,03199425
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ℓ53 =
Σ
(1)
53 − (ℓ51ℓ31 + ℓ52ℓ32)

ℓ33

=

−0,0167−

(
(−0,00540785) · 0,00190276
+ (−0,03199425) · (−0,25620423)

)
0,36353235

=
−0,0167− ((−0,0000102898) + 0,0081970622)

0,36353235

=
−0,0167− 0,0081867724

0,36353235

=
−0,0248867724

0,36353235
≈ −0,06845821

ℓ54 =
Σ
(1)
54 − (ℓ51ℓ41 + ℓ52ℓ42 + ℓ53ℓ43)

ℓ44

=

0,0175−

(−0,00540785) · 0,00650945
+ (−0,03199425) · (−0,00897749)

+ (−0,06845821) · (−0,27373756)


0,10837334

=

0,0175−

(
(−0,0000352021) + 0,0002872281

+ 0,0187395834

)
0,10837334

=
0,0175− 0,0189916094

0,10837334

=
−0,0014916094

0,10837334
≈ −0,01376361
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ℓ55 =

√
Σ
(1)
55 − (ℓ251 + ℓ252 + ℓ253 + ℓ254)

=

√√√√0,0202−

(
(−0,00540785)2 + (−0,03199425)2

+ (−0,06845821)2 + (−0,01376361)2

)

=

√√√√0,0202−

(
0,0000292448 + 0,001023632

+ 0,0046865265 + 0,000189437

)
=
√
0,0202− 0,0059288403

=
√
0,0142711597 ≈ 0,11946196

• Baris 6

ℓ61 =
Σ
(1)
61

ℓ11
=

−0, 0013

0, 99854895
≈ −0, 00130189

ℓ62 =
Σ
(1)
62 − ℓ61ℓ21

ℓ22

=
−0,0058− ((−0,00130189) · (−0,01271846))

0,10216771

=
−0,0058− 0,000016558

0,10216771

=
−0,005816558

0,10216771
≈ −0,05693147
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ℓ63 =
Σ
(1)
63 − (ℓ61ℓ31 + ℓ62ℓ32)

ℓ33

=

0,0038−

(
(−0,00130189) · 0,00190276
+ (−0,05693147) · (−0,25620423)

)
0,36353235

=
0,0038− ((−0,0000024772) + 0,0145860834)

0,36353235

=
0,0038− 0,0145836062

0,36353235

=
−0,0107836062

0,36353235
≈ −0,0296634

ℓ64 =
Σ
(1)
64 − (ℓ61ℓ41 + ℓ62ℓ42 + ℓ63ℓ43)

ℓ44

=

0,0074−

(−0,00130189) · 0,00650945
+ (−0,05693147) · (−0,00897749)

+ (−0,0296634) · (−0,27373756)


0,10837334

=

0,0074−

(
(−0,0000084746) + 0,0005111017

+ 0,0081199867

)
0,10837334

=
0,0074− 0,0086226138

0,10837334

=
−0,0012226138

0,10837334
≈ −0,01128151
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ℓ65 =
Σ
(1)
65 − (ℓ61ℓ51 + ℓ62ℓ52 + ℓ63ℓ53 + ℓ64ℓ54)

ℓ55

=

0,0032−


(−0,00130189) · (−0,00540785)

+ (−0,05693147) · (−0,03199425)

+ (−0,0296634) · (−0,06845821)

+ (−0,01128151) · (−0,01376361)


0,11946196

=

0,0032−

(
0,0000070404 + 0,0018214797

+ 0,0020307033 + 0,0001552743

)
0,11946196

=
0,0032− 0,0040144977

0,11946196

=
−0,0008144977

0,11946196
≈ −0,00681805

ℓ66 =

√
Σ
(1)
66 − (ℓ261 + ℓ262 + ℓ263 + ℓ264 + ℓ265)

=

√√√√√√0,0043−

(−0,00130189)2 + (−0,05693147)2

+ (−0,0296634)2 + (−0,01128151)2

+ (−0,00681805)2



=

√√√√√√0,0043−

0,0000016949 + 0,0032411923

+ 0,0008799173 + 0,0001272725

+ 0,0000464858


=
√

0,0043− 0,0042965628

=
√

0,0000034372 ≈ 0,00185397

Setelah seluruh elemen diagonal utama dan di bawah diagonal
utama, yaitu ℓ11, ℓ21, ℓ22, . . . , ℓ66, berhasil dihitung melalui
dekomposisi Cholesky terhadap matriks kovarians Σ

(1)
β , maka

matriks segitiga bawah L dapat dibentuk secara lengkap. Matriks
L diperoleh sebagai berikut:
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L =



0,99855 0 0 0 0 0
−0,01272 0,10217 0 0 0 0
0,00190 −0,25620 0,36353 0 0 0
0,00651 −0,00898 −0,27374 0,10837 0 0
−0,00541 −0,03199 −0,06846 −0,01376 0,11946 0
−0,00130 −0,05693 −0,02966 −0,01128 −0,00682 0,00185


(4.27)

Sebagai langkah verifikasi, matriks L dapat diuji dengan
menghitung kembali Σ(1)

β = LL⊤, kemudian dibandingkan dengan

nilai Σ
(1)
β yang telah diperoleh sebelumnya untuk memastikan

kesesuaian.

L⊤ =



0,99855 −0,01272 0,00190 0,00651 −0,00541 −0,00130
0 0,10217 −0,25620 −0,00898 −0,03199 −0,05693
0 0 0,36353 −0,27374 −0,06846 −0,02966
0 0 0 0,10837 −0,01376 −0,01128
0 0 0 0 0,11946 −0,00682
0 0 0 0 0 0,00185


(4.28)

Σ
(1)
β = L.L⊤ =



0,9971 −0,0127 0,0019 0,0065 −0,0054 −0,0013
−0,0127 0,0106 −0,0262 −0,0010 −0,0032 −0,0058
0,0019 −0,0262 0,1978 −0,0972 −0,0167 0,0038
0,0065 −0,0010 −0,0972 0,0868 0,0175 0,0074
−0,0054 −0,0032 −0,0167 0,0175 0,0202 0,0032
−0,0013 −0,0058 0,0038 0,0074 0,0032 0,0043


Setelah verifikasi menunjukkan kesesuaian, langkah

selanjutnya adalah membangkitkan nilai β(1) = µ
(1)
β + L.z,

dengan z adalah vektor variabel random yang mengikuti distribusi
normal standar multivariat sebagai berikut:
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z =



−1, 0856
0, 9973
0, 2830
−1, 5063
−0, 5786
1, 6514

 (4.29)

Setelah z diambil secara acak dari z ∼ N (0, I), maka:

L · z =



−1, 08304
0, 10664
−0, 19184
−0, 27210
−0, 05961
−0, 04942

 (4.30)

Dengan diperolehnya L · z dan µ
(1)
β dari perhitungan

sebelumnya, maka nilai β(1) dapat ditentukan sebagai berikut:

β(1) = µ
(1)
β + L · z

=



−0,1571
−0,1387
0,1612
0,3258
0,0932
0,0812

+



−1,08304
0,10664
−0,19184
−0,27210
−0,05961
−0,04942

 =



−1,24014
−0,03206
−0,03064
0,05370
0,03359
0,03178


(4.31)

4. Membangkitkan nilai γ(1)

Setelah memperoleh nilai β(1), langkah selanjutnya adalah
membangkitkan nilai γ(1), yaitu parameter threshold yang
digunakan dalam klasifikasi kategori pada model regresi
probit ordinal. Sebagaimana telah dijelaskan sebelumnya,
pengkategorian variabel respon y berdasarkan nilai laten y∗(1)
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mengikuti aturan pada Persamaan (4.2).
Dalam rangka menjaga konsistensi klasifikasi, nilai γ(1)1 harus

dipilih sedemikian rupa sehingga tidak terjadi tumpang tindih
antara observasi pada kategori y = 1 dan kategori y = 2. Dengan
demikian, γ(1)1 dibangkitkan dari distribusi uniform yang dibatasi
oleh nilai maksimum y∗(1) dari kategori 1 dan nilai minimum y∗(1)

dari kategori 2 seperti pada Persamaan (2.57):

γ
(1)
1 ∼ uniform

(
max{y∗(1)|y = 1}, min{y∗(1)|y = 2}

)
= uniform(−0, 39; 0, 812)

γ
(1)
1 ≈ 0, 20 (4.32)

Hal serupa diterapkan pada pembangkitan sampel γ
(1)
2 agar

tidak terjadi kesalahan klasifikasi antara kategori y = 2 dan
kategori y = 3. Oleh karena itu, γ(1)2 dibangkitkan dari distribusi
uniform yang dibatasi oleh nilai maksimum y∗(1) dari kategori 2
dan nilai minimum y∗(1) dari kategori 3 seperti pada Persamaan
(2.57):

γ
(1)
2 ∼ uniform

(
max{y∗(1)|y = 2}, min{y∗(1)|y = 3}

)
= uniform(0, 812; 1, 227)

γ
(1)
2 ≈ 1, 03 (4.33)

Sebagai hasil dari proses pembangkitan ini, diperoleh nilai
threshold dari iterasi pertama sebagai berikut:

γ(1) = (0, 20, 1, 03) (4.34)

Setelah memperoleh nilai parameter β(1) dan γ(1), langkah
selanjutnya adalah membangkitkan kembali nilai variabel laten
y∗(2) dengan menggunakan β(1) dan γ(1). Proses ini kemudian
dilakukan secara berulang hingga iterasi mencapai konvergen.
Hasil uji konvergensi menggunakan trace plot sebagaimana
Lampiran 19, terlihat bahwa trace plot tidak ada trend naik
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atau turun yang signifikan, sehingga kondisi konvergen tercapai.
Hasil estimasi parameter β dan γ berdasaran trace plot dengan
menggunakan seluruh variabel prediktor disajikan pada Lampiran
12. Estimasi dilakukan dengan mengikuti langkah-langkah yang
sama seperti pada iterasi pertama. Adapun nilai estimator dari
parameter β̂ dan γ̂ diperoleh sebagai berikut:

Estimator parameter β

β̂ =


β̂1
β̂2
β̂3
β̂4
β̂5

 =


0, 3462
1, 5675
1, 6243
−0, 7141
0, 0732

 (4.35)

Estimator parameter γ

γ̂ =

[
γ̂1
γ̂2

]
=

[
−4, 8202
5, 4702

]
(4.36)

Setelah memperoleh estimasi awal dari parameter model,
yaitu koefisien regresi β dan threshold γ, langkah selanjutnya
adalah melakukan pengujian signifikansi parameter terhadap
model tersebut. Pengujian ini bertujuan untuk mengevaluasi
apakah parameter-parameter yang telah diestimasi secara statistik
signifikan dalam menjelaskan hubungan antara variabel prediktor
dan variabel respon ordinal.

C. Uji Signifikansi Parameter Model Regresi Probit Ordinal
dengan Metode Bayesian Gibbs Sampling

1. Uji Signifikansi Parameter Secara Simultan

Uji simultan dilakukan untuk mengetahui apakah seluruh
parameter dalam model secara bersama-sama berpengaruh
signifikan terhadap variabel respon. Langkah awal dilakukan
dengan menghitung nilai log-likelihood dari model penuh dan
model terbatas, sebagaimana diperoleh melalui proses estimasi
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parameter pada Lampiran 6 sebagai berikut:

• logL(β̂, γ̂) = −2, 1667 (model penuh)

• logL(β̂0, γ̂0) = −161, 1810 (model terbatas)

Hipotesis yang diuji:

H0 : β1 = β2 = · · · = βp = 0 dan γ1 = γ2 = · · · = γJ−1 = 0

H1 : Setidaknya terdapat satu βm ̸= 0 atau γj ̸= 0

Dalam analisis ini, digunakan statistik uji Likelihood Ratio Test
(G2) yang dirumuskan pada Persamaan (2.60) sebagai berikut:

G2 = −2
[
logL(β̂0, γ̂0)− logL(β̂, γ̂)

]
= −2 [−161, 1810− (−2, 1667)]

= −2×−159, 0143

= 318, 0286

(4.37)

Perhitungan ini sesuai dengan hasil pada Lampiran 6 dengan
nilai P-value = 0. Karena nilai dari G2 > χ2

α,v dengan α = 0, 10
dan v = 5 yaitu 318, 0286 > 9, 236 dan P − value < α yaitu 0 <
0, 10 maka H0 ditolak, artinya semua parameter β berpengaruh
signifikan secara simultan. Setelah itu, dilakukan uji signifikansi
parameter secara parsial.

2. Uji Signifikansi Parameter Secara Parsial

Untuk menguji signifikansi masing-masing parameter β̂ secara
parsial, digunakan uji Wald. Uji ini memerlukan estimator
parameter regresi β̂ dan nilai Standard Error (SE) dari β̂. Estimator
parameter β̂ diperoleh berdasarkan Persamaan (4.35), sedangkan
nilai SE dan P-value masing-masing koefisien tersedia pada
Lampiran 7, sebagai berikut:
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Tabel 4.2. Nilai Estimator,Standard Error (SE) dan P-value untuk Uji
Wald Model Lengkap

Estimator Nilai Estimator SE P-value
β̂1 0,3462 0,7816 0,6579
β̂2 1,5675 0,7449 0,0353
β̂3 1,6243 0,8153 0,0463
β̂4 -0,7141 0,5403 0,1862
β̂5 0,0732 0,5550 0,8951

Hipotesis yang diuji adalah sebagai berikut:
H0 : β1 = β2 = . . . = βp = 0
H1 : Terdapat setidaknya satu βm ̸= 0
Statistik uji Wald dihitung berdasarkan Persamaan (2.63)

berikut:

W =

(
β̂

SE(β̂)

)2

Hasil perhitungan statistik uji untuk setiap parameter β̂ sebagai
berikut:

1). Parameter β̂1:

W1 =

(
0, 3462

0, 7816

)2

= 0, 1963 (4.38)

2). Parameter β̂2:

W2 =

(
1, 5675

0, 7449

)2

= 4, 4235 (4.39)

3). Parameter β̂3:

W3 =

(
1, 6243

0, 8153

)2

= 3, 9688 (4.40)
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4). Parameter β̂4:

W4 =

(
−0, 7141

0, 5403

)2

= 1, 7468 (4.41)

5). Parameter β̂5:

W5 =

(
0, 0732

0, 5550

)2

= 0, 0174 (4.42)

Penentuan keputusan dilakukan dengan membandingkan nilai
statistik uji terhadap batas kritis dari distribusi normal standar
pada tingkat signifikansi α = 0, 10, yaitu Z0,10/2 = Z0,05 = 1, 645
sesuai dengan perhitungan pada Lampiran 14. Interpretasi hasil
uji Wald sebagai berikut:

1.) W1 = 0, 1963 < 1, 645 dan P − value = 0, 6579 >
0, 10 sehingga H0 gagal ditolak, artinya parameter β̂1 tidak
berpengaruh signifikan.

2.) W2 = 4, 4235 > 1, 645 dan P − value = 0, 0353 <
0, 10 sehingga H0 ditolak, artinya parameter β̂2 berpengaruh
signifikan.

3.) W3 = 3, 9688 > 1, 645 dan P − value = 0, 0463 <
0, 10 sehingga H0 ditolak, artinya parameter β̂3 berpengaruh
signifikan.

4.) W4 = 1, 7468 > 1, 645 tetapi P − value = 0, 1862 >
0, 10 sehingga H0 gagal ditolak, artinya parameter β̂4 tidak
berpengaruh signifikan.

5.) W5 = 0, 0174 < 1, 645 dan P − value = 0, 8951 >
0, 10 sehingga H0 gagal ditolak, artinya parameter β̂5 tidak
berpengaruh signifikan.

Dengan demikian, berdasarkan uji signifikansi parsial, hanya
parameter β̂2 dan β̂3 yang berpengaruh signifikan terhadap
variabel respon pada tingkat signifikansi 10%.
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Setelah dilakukan perhitungan uji Wald terhadap
masing-masing parameter regresi β̂, diperoleh bahwa hanya
β̂2 dan β̂3 yang memiliki pengaruh signifikan terhadap variabel
respon. Oleh karena itu, proses estimasi parameter perlu diulang
dengan memasukkan hanya variabel-variabel yang signifikan
tersebut. Langkah ini bertujuan untuk membentuk model regresi
probit ordinal yang lebih efisien, dengan struktur model yang
lebih sederhana namun tetap mampu menangkap hubungan
yang relevan antara variabel prediktor dan respon. Model hasil
penyederhanaan ini diharapkan menjadi model terbaik yang dapat
memberikan estimasi parameter yang lebih stabil dan interpretasi
yang lebih jelas.

D. Estimasi Parameter Model Regresi Probit dengan β2 dan
β3

Berdasarkan hasil uji signifikansi parameter menggunakan
uji Wald, diperoleh bahwa hanya parameter β̂2 dan β̂3 yang
memberikan pengaruh signifikan terhadap variabel respon.
Oleh karena itu, proses pemodelan ulang dilakukan dengan
mempertimbangkan kedua parameter tersebut, guna memperoleh
model regresi probit ordinal yang lebih optimal dan efisien. Proses
estimasi dilakukan mengikuti langkah-langkah yang sama seperti
pada estimasi model lengkap dengan melibatkan lima variabel
prediktor. Estimasi ini dilaksanakan secara iteratif hingga rantai
Markov mencapai kondisi konvergen. Berikut adalah hasil uji
konvergensi menggunakan trace plot sebagaimana Lampiran 13.
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Gambar 4.1. Trace Plot Model Terbaik

Berdasarkan Gambar 4.2. terlihat bahwa trace plot tidak
terdapat trend naik maupun turun yang konsisten, sehingga
kondisi konvergen tercapai. Maka, hasil estimasi parameter β dan
γ dari trace plot tersebut dengan 25.000 iterasi dan 5.000 burn-in,
sebagaimana ditunjukkan pada Lampiran 8 sebagai berikut:

Estimator Parameter β

β̂ =

[
β̂2
β̂3

]
=

[
1, 1656
1, 9306

]
(4.43)

Estimator Parameter γ

γ̂ =

[
γ̂1
γ̂2

]
=

[
−3, 7632
4, 8245

]
(4.44)

Nilai parameter β̂ mengindikasikan seberapa kuat hubungan
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antara variabel prediktor dengan peluang suatu observasi masuk
ke dalam kategori tertentu pada variabel respon, sedangkan
nilai γ berperan sebagai threshold pada variabel laten y∗ yang
memisahkan antar kategori ordinal. Selanjutnya, dilakukan
pengujian signifikansi terhadap parameter β̂ dari model untuk
memastikan kontribusi statistik masing-masing prediktor
terhadap model secara keseluruhan.

E. Uji Signifikansi Parameter Model Regresi Probit denganβ2
dan β3

1. Uji Signifikansi Parameter Secara Simultan

Uji simultan dengan Likelihood Ratio Test (G2) dihitung
berdasarkan perbedaan antara log-likelihood model terbatas
(model null) yang hanya memuat intercept dan threshold, serta
model penuh (model terbaik) yang mencakup seluruh parameter
yang signifikan. Nilai log-Likelihood tersebut diperoleh melalui
proses estimasi parameter pada Lampiran 9 sebagai berikut:

• logL(β̂, γ̂) = −3, 0765 (model terbaik)

• logL(β̂0, γ̂0) = −22, 2944 (model null)

Berdasarkan nilai log-Likelihood tersebut, diperoleh nilai
statistik G2 sebagai berikut:

G2 = −2
[
logL(β̂0, γ̂0)− logL(β̂, γ̂)

]
= −2 [−22, 2944− (−3, 0765)]

= −2× (−19, 2179)

= 38, 4358

(4.45)

Hasil perhitungan tersebut sesuai dengan yang ditampilkan
pada Lampiran 9, dengan P-value = 0. Karena nilai G2 yang
diperoleh yaitu 38, 4862 lebih besar dari nilai kritisχ2

0,10,2 = 4, 605,
makaH0 ditolak. Sehingga, dapat diketahui bahwa secara simultan,
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parameter β yang digunakan dalam model memberikan pengaruh
terhadap variabel respon.

2. Uji Signifikansi Parameter Secara Parsial

Sebelum melakukan uji signifikansi parameter menggunakan
statistik uji Wald, nilai Standard Error (SE) dan P -value yang
digunakan dalam perhitungan ini diperoleh dari hasil estimasi
parameter model terbaik yang ditunjukkan pada Lampiran 8,
sebagaimana dirangkum pada Tabel 4.3 berikut:

Tabel 4.3. Nilai Estimator, Standard Error (SE) dan P-value untuk
Uji Wald Terbaik

Estimator Nilai Estimator SE P-value
β̂2 1,1656 0,6694 0,0816
β̂3 1,9306 0,7472 0,0098

Berdasarkan nilai tersebut, perhitungan statistik uji Wald untuk
setiap parameter β̂ dilakukan sebagai berikut:

1). Parameter β̂2

W2 =

(
β̂2

SE(β̂2)

)2

=

(
1, 1656

0, 6694

)2

= 3, 029 (4.46)

Karena nilai W2 > Zα/2 = 1.645 dan P -value = 0, 0816 <

α = 0, 10, maka H0 ditolak. Dengan demikian, parameter β̂2
berpengaruh signifikan secara parsial terhadap model.

2). Parameter β̂3

W3 =

(
β̂3

SE(β̂3)

)2

=

(
1, 9306

0, 7472

)2

= 6, 679 (4.47)
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Karena nilai W3 > Zα/2 = 1, 645 dan P -value = 0, 0098 <
α = 0, 10, maka H0 ditolak. Hal ini menunjukkan bahwa
parameter β̂3 juga berpengaruh signifikan secara parsial
terhadap model.

Berdasarkan hasil pengujian parameter β secara parsial,
diperoleh bahwa β̂2 dan β̂3 signifikan, sehingga variabel
Harapan Lama Sekolah (HLS) dan Rata-rata Lama Sekolah
(RLS) berpengaruh terhadap Indeks Pembangunan Manusia
(IPM) di Provinsi Jawa Tengah tahun 2024.

F. Uji Kesesuaian Model

Untuk menguji apakah model yang dibangun sesuai dengan
data, dilakukan uji Pearson Ĉ . Hasil uji pada Lampiran 10
menunjukkan bahwa nilai statistik uji Pearson Ĉ yang diperoleh
adalah 0,60 dan χ2

(α,g−2) = χ2
(0,10,3−2) = 2, 7055. Karena Ĉ <

χ2
(α,g−2) = 0, 60 < 2, 7055 atau P − value > α = 0, 7413 > 0, 10,

maka model fit. Artinya, tidak terdapat perbedaan antara hasil
observasi dengan kemungkinan hasil prediksi. Dengan kata lain,
prediksi model tidak berbeda secara signifikan dari data aktual.

Ini menunjukkan bahwa model memiliki kemampuan
representasi yang baik dan dapat dipercaya dalam menjelaskan
keterkaitan antara variabel prediktor dengan variabel respon
ordinal. Keberhasilan Gibbs Sampling dalam memberikan estimasi
parameter yang konvergen dan hasil uji kesesuaian yang baik
mengindikasikan bahwa model yang telah dibangun dinyatakan
memenuhi syarat kelayakan untuk digunakan pada tahap analisis
berikutnya.

G. Uji Koefisien Determinasi McFadden (R2
McF )

Dalam analisis regresi probit ordinal dengan pendekatan
Bayesian Gibbs Sampling, salah satu ukuran yang penting untuk
mengevaluasi sejauh mana model dapat menjelaskan variabel
respon adalah McFadden R-Squared. Ukuran ini digunakan untuk
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mengetahui seberapa besar pengaruh variabel prediktor terhadap
variabel respon. Semakin mendekati nilai satu, McFadden
R-Squared menunjukkan bahwa kemampuan model dalam
menjelaskan perubahan variabel prediktor terhadap variabel
respon semakin besar.

Berdasarkan hasil perhitungan pada Lampiran 11, diperoleh
nilai McFadden R2 sebesar 0,8620, artinya variabel Harapan Lama
Sekolah (HLS) dan Rata-rata Lama Sekolah (RLS) memengaruhi
Indeks Pembangunan Manusia (IPM) sebesar 86,20% dan 13,80%
dijelaskan oleh variabel lain yang tidak dimasukkan dalam model.
Karena nilai 0,8620 mendekati 1, maka kemampuan model dalam
menjelaskan perubahan dari variabel HLS dan RLS terhadap
variabel IPM sangat besar.

H. Interpretasi Hasil Estimasi Model Regresi Probit Ordinal

Berdasarkan hasil estimasi model regresi probit ordinal,
diperoleh bahwa variabel Harapan Lama Sekolah (HLS) dan
Rata-rata Lama Sekolah (RLS) berpengaruh terhadap klasifikasi
Indeks Pembangunan Manusia (IPM). Model variabel laten yang
terbentuk dituliskan sebagai berikut:

y∗ = 1,1656x2 + 1,9306x3 + ε, (4.48)

dengan:

1,1656x2 + 1,9306x3 = x⊤β (4.49)

dimana:

• x2 : variabel Harapan Lama Sekolah (HLS)

• x3 : variabel Rata-rata Lama Sekolah (RLS)

variabel y∗ merupakan variabel laten yang tidak teramati secara
langsung, dan ε mengikuti distribusi normal standar.

Klasifikasi IPM berdasarkan nilai y∗ dibagi ke dalam tiga
kategori sebagai berikut:
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y = 1 : y∗ ≤ −3,7632,

y = 2 : − 3,7632 < y∗ ≤ 4,8245,

y = 3 : y∗ > 4,8245.

(4.50)

Sehingga, model probabilitas dari masing-masing kategori IPM
dirumuskan sebagai berikut:

P̂ (y = 1) = Φ(γ1 − x⊤β) = Φ(−3,7632− (1,1656x2 + 1,9306x3)),

P̂ (y = 2) = Φ(γ2 − x⊤β)− Φ(γ1 − x⊤β)

= Φ(4,8245− (1,1656x2 + 1,9306x3))− Φ(−3,7632

− (1,1656x2 + 1,9306x3)),

P̂ (y = 3) = 1− Φ(γ2 − x⊤β) = 1− Φ(4,8245− (1,1656x2 + 1,9306x3))
(4.51)

Ketika variabel HLS sebesar −0, 43288466 dan variabel RLS
sebesar −0, 67931612 seperti pada data hasil standarisasi di
Lampiran 6, maka nilai x⊤β berdasaran Persamaan (4.49) dapat
dihitung:

x⊤β = 1,1656x2 + 1,9306x3

= 1,1656 · (−0, 43288466) + 1,9306 · (−0, 67931612)

= −0, 504308 + (−1, 311765)

= −1, 816073

sehingga, probabilitas masing-masing kategori IPM sebagai
berikut:
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P̂ (y = 1) = Φ(γ1 − x⊤β)

= Φ(−3,7632− (−1, 816073))

= Φ(−1, 947127)

= 0, 0258

P̂ (y = 2) = Φ(γ2 − x⊤β)− Φ(γ1 − x⊤β)

= Φ(4,8245− (−1, 816073))− Φ(−3,7632− (−1, 816073))

= Φ(6, 640573)− Φ(−1, 947127)

= 1− 0, 0258

= 0, 9742

P̂ (y = 3) = 1− Φ(γ2 − x⊤β)

= 1− Φ(4,8245− (−1, 816073))

= 1− Φ(6, 640573)

= 1− 1 = 0

dengan y = 1 untuk kategori sedang, y = 2 untuk kategori tinggi
dan y = 3 untuk kategori sangat tinggi.

Hasil probabilitas menunjukkan bahwa peluang suatu
kabupaten/kota di Jawa Tengah berada pada kategori IPM
sedang sebesar 0,0258, tinggi sebesar 0,9742, dan sangat tinggi
mendekati nol. Hal ini mengindikasikan bahwa kabupaten/kota
tersebut cenderung berada pada kategori IPM tinggi.

Berdasarkan hasil model regresi probit ordinal pada Persamaan
(4.48), dapat disimpulkan bahwa jika Harapan Lama Sekolah
(HLS) meningkat satu satuan, maka nilai variabel laten y∗ akan
bertambah sebesar 1,1656. Peningkatan ini akan meningkatkan
peluang suatu daerah berada pada kategori IPM yang lebih tinggi.
Hal yang sama berlaku untuk Rata-rata Lama Sekolah (RLS). Setiap
kenaikan satu satuan pada RLS akan menaikkan variabel laten y∗

sebesar 1,9306, sehingga juga meningkatkan kemungkinan daerah
tersebut masuk ke kategori IPM yang lebih tinggi.



BAB V

PENUTUP

A. Kesimpulan

Berdasarkan hasil analisis yang telah dilakukan
menggunakan model regresi probit ordinal dengan pendekatan
Bayesian melalui algoritma Gibbs Sampling, maka dapat
disimpulkan:

1. Proses estimasi parameter menghasilkan estimasi model
regresi probit ordinal sebagai berikut:

y∗ = 1,1656x2 + 1,9306x3 + ε,

dengan fungsi probabilitas tiap kategori adalah:

P̂ (y = 1) = Φ(γ1 − x⊤β) = Φ(−3,7632− (1,1656x2 + 1,9306x3)),

P̂ (y = 2) = Φ(γ2 − x⊤β)− Φ(γ1 − x⊤β)

= Φ(4,8245− (1,1656x2 + 1,9306x3))− Φ(−3,7632

− (1,1656x2 + 1,9306x3)),

P̂ (y = 3) = 1− Φ(γ2 − x⊤β) = 1− Φ(4,8245− (1,1656x2

+ 1,9306x3))

Model tersebut menunjukkan bahwa koefisien regresi untuk
variabel x2 (Harapan Lama Sekolah) dan x3 (Rata-rata Lama
Sekolah) bernilai positif. Hal ini mengindikasikan bahwa
peningkatan kedua variabel tersebut berkontribusi dalam
meningkatkan probabilitas suatu wilayah untuk berada pada
kategori Indeks Pembangunan Manusia (IPM) yang lebih
tinggi.
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2. Berdasarkan hasil uji signifikansi parameter secara parsial,
diperoleh bahwa faktor yang berpengaruh terhadap IPM
Provinsi Jawa Tengah tahun 2024 adalah Harapan Lama
Sekolah (HLS) dan Rata-rata Lama Sekolah (RLS).

B. Saran

Bagi instansi pemerintah Provinsi Jawa Tengah, khususnya
yang bergerak di bidang perencanaan pembangunan daerah,
disarankan untuk memberikan perhatian lebih pada peningkatan
kualitas dan aksesibilitas pendidikan, mengingat Harapan Lama
Sekolah (HLS) dan Rata-rata Lama Sekolah (RLS) terbukti
berpengaruh signifikan terhadap Indeks Pembangunan Manusia
(IPM). Penelitian ini menggunakan pendekatan Bayesian dengan
algoritma Gibbs Sampling untuk estimasi parameter regresi.
Kedepannya, disarankan untuk mengeksplorasi metode sampling
lain seperti Metropolis-Hastings atau Hamiltonian Monte Carlo,
serta membandingkan pendekatan Bayesian dengan pendekatan
frekuentis agar hasil analisis lebih komprehensif. Selain itu,
penambahan variabel lain seperti tingkat kemiskinan, pengeluaran
per kapita, atau akses kesehatan dapat memberikan gambaran
yang lebih menyeluruh terhadap IPM. Evaluasi konvergensi
juga dapat diperkuat dengan diagnostik tambahan seperti
Gelman-Rubin atau ACF untuk memastikan kestabilan hasil
estimasi.
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Lampiran 1. Data Penelitian IPM Menurut Kabupaten/Kota
di Provinsi Jawa Tengah Tahun 2024 dan Faktor yang Diduga
Berpengaruh

No. Kabupaten/ Y X1 X2 X3 X4 X5
Kota (Persen) (Tahun) (Tahun) (Tahun) (Persen) (Persen)

1. Cilacap 72,55 74,97 12,69 7,40 7,83 67,95
2. Banyumas 74,52 74,34 13,34 7,91 6,18 68,03
3. Purbalingga 70,97 74,19 12,03 7,36 4,96 74,47
4. Banjarnegara 69,62 74,70 11,83 6,87 5,57 73,38
5. Kebumen 72,48 75,22 13,39 7,87 5,07 77,37
6. Purworejo 75,16 75,64 13,55 8,65 3,89 73,72
7. Wonosobo 70,63 74,25 11,81 6,90 4,02 74,97
8. Magelang 72,10 74,68 12,62 7,83 3,55 77,72
9. Boyolali 75,96 76,44 12,67 8,17 3,16 75,25

10. Klaten 78,16 77,31 13,43 9,29 3,97 74,24
11. Sukoharjo 79,30 78,01 13,92 10,01 3,65 68,21
12. Wonogiri 72,54 76,82 12,61 7,68 2,40 77,75
13. Karanganyar 78,11 77,91 13,73 9,26 3,47 74,57
14. Sragen 75,53 76,18 12,93 7,88 3,53 74,54
15. Grobogan 72,02 75,25 12,48 7,29 3,23 76,56
16. Blora 71,42 74,92 12,60 7,26 3,67 73,51
17. Rembang 72,53 74,98 12,30 7,73 2,84 74,50
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No. Kabupaten/ Y X1 X2 X3 X4 X5
Kota (Persen) (Tahun) (Tahun) (Tahun) (Persen) (Persen)

18. Pati 74,10 76,56 12,98 7,82 3,87 76,75
19. Kudus 77,21 77,07 13,28 9,35 3,19 75,53
20. Jepara 74,32 76,21 12,86 8,27 3,34 71,94
21. Demak 74,57 75,79 13,36 8,28 4,75 72,36
22. Semarang 75,67 76,15 13,06 8,16 3,73 79,29
23. Temanggung 71,86 75,94 12,62 7,53 2,35 78,06
24. Kendal 74,34 74,73 13,00 7,74 5,01 76,85
25. Batang 70,73 75,01 12,17 7,08 5,67 77,91
26. Pekalongan 71,95 74,25 12,46 7,48 3,30 76,38
27. Pemalang 68,65 74,23 12,02 6,56 6,63 72,24
28. Tegal 71,70 74,25 12,96 7,36 7,53 73,49
29. Brebes 70,18 74,18 12,45 6,41 8,35 71,92
30. Magelang 82,15 77,54 14,62 11,43 4,40 67,66
31. Surakarta 84,41 77,91 15,07 11,25 4,61 67,42
32. Salatiga 85,72 78,27 15,46 11,48 3,86 70,72
33. Semarang 85,24 78,23 15,57 11,05 5,82 69,88
34. Pekalongan 77,21 74,79 12,89 9,34 4,91 76,06
35. Tegal 77,50 75,01 13,25 9,28 5,88 69,61

Sumber: Badan Pusat Statistik Provinsi Jawa Tengah
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Lampiran 2. Data Penelitian Indeks Pembangunan Manusia
dengan Kategori Ordinal pada Variabel Respon

No. Kabupaten/ Kategori Y X1 X2 X3 X4 X5
Kota (Tahun) (Tahun) (Tahun) (Persen) (Persen)

1. Cilacap 2 74,97 12,69 7,40 7,83 67,95
2. Banyumas 2 74,34 13,34 7,91 6,18 68,03
3. Purbalingga 2 74,19 12,03 7,36 4,96 74,47
4. Banjarnegara 1 74,70 11,83 6,87 5,57 73,38
5. Kebumen 2 75,22 13,39 7,87 5,07 77,37
6. Purworejo 2 75,64 13,55 8,65 3,89 73,72
7. Wonosobo 2 74,25 11,81 6,90 4,02 74,97
8. Magelang 2 74,68 12,62 7,83 3,55 77,72
9. Boyolali 2 76,44 12,67 8,17 3,16 75,25

10. Klaten 2 77,31 13,43 9,29 3,97 74,24
11. Sukoharjo 2 78,01 13,92 10,01 3,65 68,21
12. Wonogiri 2 76,82 12,61 7,68 2,40 77,75
13. Karanganyar 2 77,91 13,73 9,26 3,47 74,57
14. Sragen 2 76,18 12,93 7,88 3,53 74,54
15. Grobogan 2 75,25 12,48 7,29 3,23 76,56
16. Blora 2 74,92 12,60 7,26 3,67 73,51
17. Rembang 2 74,98 12,30 7,73 2,84 74,50
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No. Kabupaten/ Kategori Y X1 X2 X3 X4 X5
Kota (Tahun) (Tahun) (Tahun) (Persen) (Persen)

18. Pati 2 76,56 12,98 7,82 3,87 76,75
19. Kudus 2 77,07 13,28 9,35 3,19 75,53
20. Jepara 2 76,21 12,86 8,27 3,34 71,94
21. Demak 2 75,79 13,36 8,28 4,75 72,36
22. Semarang 2 76,15 13,06 8,16 3,73 79,29
23. Temanggung 2 75,94 12,62 7,53 2,35 78,06
24. Kendal 2 74,73 13,00 7,74 5,01 76,85
25. Batang 2 75,01 12,17 7,08 5,67 77,91
26. Pekalongan 2 74,25 12,46 7,48 3,30 76,38
27. Pemalang 1 74,23 12,02 6,56 6,63 72,24
28. Tegal 2 74,25 12,96 7,36 7,53 73,49
29. Brebes 1 74,18 12,45 6,41 8,35 71,92
30. Magelang 3 77,54 14,62 11,43 4,40 67,66
31. Surakarta 3 77,91 15,07 11,25 4,61 67,42
32. Salatiga 3 78,27 15,46 11,48 3,86 70,72
33. Semarang 3 78,23 15,57 11,05 5,82 69,88
34. Pekalongan 2 74,79 12,89 9,34 4,91 76,06
35. Tegal 2 75,01 13,25 9,28 5,88 69,61
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Lampiran 3. Uji Multikolinieritas pada Data Penelitian
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Lampiran 4. Tahap Preprocessing Data
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Lampiran 5. Estimasi Parameter Regresi Probit Ordinal
Bayesian dengan Gibbs Sampling pada IPM Provinsi Jawa
Tengah Tahun 2024
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Lampiran 6. Uji Signifikansi Parameter Secara Simultan
dengan Likelihood Ratio Test



103

Lampiran 7. Uji Signifikansi Parameter Secara Parsial dengan
Uji Wald
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Lampiran 8. Estimasi Parameter Regresi Probit Ordinal
Bayesian dengan Gibbs Sampling untuk Parameter yang
Signifikan
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Lampiran 9. Uji Signifikansi Parameter Secara Simultan untuk
Model Terbaik
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Lampiran 10. Uji Kesesuaian Model dengan Pearson Ĉ
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Lampiran 11. Uji Koefisien Determinasi McFadden
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Lampiran 12. Trace Plot Model Penuh
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Lampiran 13. Trace Plot Model Terbaik
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Lampiran 14. Nilai Z pada Uji Signifikansi Parameter Secara
Parsial
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