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ABSTRAK

Berdasarkan karakteristiknya, fluida diklasifikasikan
menjadi dua jenis utama, yaitu fluida Newtonian dan
non-Newtonian. Dalam penelitian ini, jenis fluida yang
digunakan adalah fluida Casson, yang termasuk dalam
kategori non-Newtonian. Fluida Casson memiliki sifat
tegangan luluh, artinya fluida tidak akan mengalir hingga
tegangan geser yang diterapkan melebihi batas tertentu.
Penelitian ini membahas profil kecepatan dan temperatur
dari fluida Casson yang mengalir melalui media berpori
dengan membangun model matematika berdasarkan tiga
persamaan fundamental, yaitu persamaan kontinuitas,
momentum, dan energi. Model yang dihasilkan diselesaikan
secara numerik menggunakan metode Keller-Box untuk
menganalisis pengaruh variasi parameter porositas (ϕ),
parameter magnetik (M), parameter konveksi (λ), dan
parameter Casson (β) terhadap profil kecepatan dan
temperatur fluida Casson. Hasil dari simulasi numerik
menunjukkan bahwa dengan peningkatan nilai variasi
parameter porositas (ϕ) dan variasi parameter magnetik
(M) maka profil kecepatan fluida Casson akan menurun
sedangkan temperatur fluida Casson akan semakin
meningkat. Kemudian, semakin tinggi nilai variasi
parameter konveksi (λ) dan variasi parameter Casson
(β), maka profil kecepatan fluida Casson akan semakin
meningkat, tetapi temperaturnya akan menurun.

Kata kunci : Fluida Casson, Media Berpori, Keller-Box
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BAB I

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Fluida didefinisikan sebagai zat yang mudah berubah

bentuk, mampu mengalir, dan sangat dipengaruhi oleh

gaya geser (Wijaya, 2022). Perubahan bentuk akibat gaya

geser ini dikenal sebagai deformasi (Arsita et al., 2024).

Fluida umumnya terbagi menjadi dua jenis, yaitu cairan dan

gas (Irfan & Supriyatna, 2024). Berdasarkan karakteristik

alirannya, fluida juga dapat diklasifikasikan menjadi fluida

Newtonian dan non-Newtonian. Fluida Newtonian adalah

jenis fluida yang alirannya tidak dipengaruhi oleh besar

kecilnya tegangan geser, contoh dari jenis ini adalah air,

udara, dan etanol. Sementara itu, fluida non-Newtonian

menunjukkan perilaku aliran yang berubah tergantung pada

besar tegangan geser yang diterapkan. Beberapa contoh

fluida non-Newtonian antara lain cat, pelumas, lumpur, dan

darah (Arsita et al., 2024). Terdapat sejumlah aplikasi yang

didasarkan pada teori fluida non-Newtonian dalam sistem

fluida biologi. Fluida paling penting dalam tubuh kita adalah

darah, yang memiliki sifat yang sangat rumit (Sharma dan

Yadav, 2017). Darah dapat dikategorikan sebagai fluida

Casson (Eldabe et al., 2021).

Salah satu jenis fluida non-Newtonian yang paling tepat

untuk mendeskripsikan fluida seperti darah, madu, jeli

1
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adalah fluida Casson. Fluida ini berperilaku seperti padatan

elastis dan memiliki rantai molekul yang menghubungkan

partikel-partikel di dalamnya (Sohail et al., 2020). Selain

itu, fluida Casson juga mengalami penipisan geser dengan

tiga asumsi. Pertama, ketika tidak ada geseran, fluida

ini memiliki viskositas yang sangat tinggi. Kedua, fluida

ini tidak akan mengalir atau mengalami perubahan tetap

sampai tegangan yang diterapkan melebihi nilai tertentu,

tegangan yang melebihi nilai tertentu disebut tegangan

luluh (yield stress). Ketiga, ketika laju geser sangat tinggi,

viskositas fluida Casson menjadi sangat rendah sehingga

hampir tidak berpengaruh (Sohail et al., 2020). Model fluida

Casson sering kali dapat dijelaskan dengan lebih baik dalam

menggambarkan bagaimana suatu fluida dapat mengalir

dan merespon tegangan yang tidak dapat dijelaskan dengan

model yang hanya menggambarkan fluida yang beriperilaku

viskos dan elastis atau biasa disebut fluida viskoelastis

(Reddy et al., 2017).

Model fluida Casson sering digunakan untuk

mempelajari aliran darah. Darah merupakan salah

satu cairan sistem peredaran darah manusia. Darah

berperan dalam sistem peredaran darah atau transportasi

tubuh manusia, dimana darah akan mengalir ke seluruh

tubuh untuk memberikan oksigen dan nutrisi ke seluruh

sel dan jaringan dalam tubuh (Norasia et al., 2024).

Sistem peredaran darah, yang dikenal sebagai sistem

kardiovaskular, terjadi ketika darah dipompa ke seluruh
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tubuh atau ke paru-paru. Dalam proses ini terdapat

pembuluh darah yang membantu aliran darah. Bentuk

pembuluh darah yaitu seperti tabung kecil yang mempunyai

fungsi sama seperti pipa air yang dikenal dalam kehidupan

sehari-hari (Arsita et al., 2024).

Terdapat tiga jenis pembuluh darah terdiri dari arteri,

kapiler, dan vena. Arteri membawa darah dari jantung

ke kapiler di seluruh tubuh, sedangkan vena membawa

darah dari kapiler di seluruh tubuh kembali ke jantung, dan

kapiler merupakan penghubung arteri dan vena (Setiadi,

2020). Pembuluh darah dalam sistem peredaran darah

manusia merupakan contoh terbaik dari media berpori

dalam sistem biologis (Sharma dan Yadav, 2017). Media

berpori merupakan bahan yang terdiri dari bagian padat

dengan rongga-rongga yang saling terhubung. Salah satu

sifat utama dari media berpori adalah porositas. Porositas

adalah perbandingan antara ruang kosong (rongga) dengan

total volume media tersebut. Salah satu penelitian awal

mengenai aliran fluida dalam media berpori didasarkan

pada hukum Darcy, yang menjelaskan bagaimana fluida

mengalir melalui bahan berpori (Sharma & Yadav, 2017).

Profil kecepatan merupakan pola sebaran kecepatan

fluida pada setiap titik di penampang melintang suatu

aliran. Dalam kajian mekanika fluida, kecepatan biasanya

dinyatakan dalam bentuk komponen kartesian (u, v, w),

yang masing-masing merepresentasikan kecepatan fluida

sepanjang sumbu x, y,dan z (White, 2009). Profil kecepatan
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sangat penting dalam analisis aliran fluida karena membantu

memahami dan memprediksi perilaku fluida dalam berbagai

kondisi aliran (Ruslan, 2020).

Penelitian tentang fluida Casson telah dilakukan oleh

banyak peneliti. Salah satu contohnya adalah penelitian oleh

Eldabe et al (2021) yang membahas aliran fluida Casson

dengan transfer panas dan massa melalui media berpori

di sepanjang permukaan yang menyusut. Penelitian ini

menunjukkan bahwa profil kecepatan meningkat dengan

bertambahnya bilangan Hartmann, tetapi menurun dengan

meningkatnya parameter medan listrik. Sedangkan

temperatur meningkat seiring bertambahnya bilangan

Eckert, tetapi menurun dengan bertambahnya bilangan

Prandtl. Selanjutnya, Endalew et al (2023), membahas

fluida Casson disekitar pelat miring dengan percepatan yang

semakin meningkat dengan laju yang semakin cepat seiring

waktu. Penelitian ini menunjukkan bahwa peningkatan

kemiringan pelat mengakibatkan profil kecepatan

fluida menurun namun gesekan permukaan meningkat.

Sedangkan bilangan Prandtl meningkatkan tegangan

geser namun menurunkan temperatur, profil kecepatan

dan laju transfer panas. Ramzan et al (2021) membahas

aliran konveksi bebas magnetohidrodinamika (MHD)

umum dari fluida Casson pada media berpori di bawah

pengaruh medan magnet, dengan mempertimbangkan efek

gradien temperatur dan konsentrasi. Tujuannya untuk

memberikan solusi eksak untuk efek Dufour pada aliran
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MHD fluida Casson fraksional dan menganalisis berbagai

parameter yang digunakan. Penelitian ini menunjukkan

bahwa kondisi isotermal meningkatkan profil kecepatan

dan temperatur. Sementara penggunaan derivatif fraksional

menurunkan hasil konsentrasi, temperatur, dan profil

kecepatan, yang menunjukkan efektivitasnya dalam

mengontrol parameter yang digunakan. Das et al (2024)

membahas aliran fluida Casson dengan transfer panas

dan massa melalui media berpori di atas permukaan

yang menyusut dengan pengaruh medan magnet, radiasi

termal, dan hisap atau tiupan. Penelitian ini menunjukkan

bahwa parameter magnetik meningkatkan gerakan fluida,

sedangkan porositas meningkatkan profil kecepatan,

dan bilangan Prandtl menurunkan temperatur. Terakhir,

Ganga et al (2021) membahas aliran lapisan batas MHD

tiga dimensi dari fluida Casson di atas permukaan yang

meregang, dengan konduktivitas termal variabel dan

pembangkitan panas. Persamaan diselesaikan secara

numerik menggunakan metode Runge-Kutta orde keempat.

Penelitian ini menunjukkan bahwa parameter Hartman

dan Casson menurunkan profil kecepatan. Sedangkan

parameter pembangkitan panas dan konduktivitas termal

meningkatkan temperatur namun menurun dengan

parameter rasio dan parameter porositas.

Berdasarkan penelitian sebelumnya, peneliti tertarik

untuk mendalami perilaku fluida Casson yang mengalir

melalui media berpori. Penelitian ini fokus pada analisis
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profil kecepatan dan temperatur yang dipengaruhi oleh

porositas, medan magnet, konveksi, serta Casson dengan

membangun sebuah model matematika. Selanjutnya, model

tersebut akan diselesaikan secara numerik menggunakan

metode Keller-Box yang diimplementasikan melalui

perangkat lunak MATLAB 2013a.

B. Rumusan Masalah

Dengan mempertimbangkan latar belakang yang telah

disampaikan, perumusan masalah dalam penelitian adalah:

1. Bagaimana menyusun model matematika dari fluida

Casson melalui media berpori yang mempengaruhi

profil kecepatan dan temperatur?

2. Bagaimana profil kecepatan dan temperatur pada

model aliran fluida Casson yang dipengaruhi

parameter porositas, medan magnet, konveksi,

dan Casson yang diselesaikan secara numerik dengan

menggunakan metode Keller-Box?

3. Bagaimana parameter porositas, medan magnet,

konveksi, dan Casson mempengaruhi profil

kecepatan dan temperatur dari fluida Casson dengan

menggunakan software MATLAB 2013a?
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C. Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mencapai

beberapa hal berikut:

1. Menyusun model matematika untuk menggambarkan

fluida Casson melalui media berpori yang

mempengaruhi profil kecepatan dan temperatur.

2. Menganalisis profil kecepatan dan temperatur dalam

aliran fluida Casson yang dipengaruhi oleh parameter

porositas, medan magnet, konveksi, serta Casson yang

diselesaikan secara numerik menggunakan metode

Keller-Box.

3. Menganalisis parameter porositas, medan magnet,

konveksi, dan Casson yang mempengaruhi profil

kecepatan serta temperatur fluida Casson dengan

menggunakan perangkat lunak MATLAB 2013a.

D. Batasan Masalah

Dalam penelitian ini, diterapkan beberapa batasan, yaitu:

1. Fluida yang digunakan dalam penelitian ini

merupakan fluida Casson.

2. Media berpori digunakan sebagai objek utama dalam

penelitian ini.
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3. Untuk memperoleh solusi numerik, digunakan metode

Keller-Box yang diimplementasikan dengan bantuan

perangkat lunak MATLAB 2013a.

4. Parameter yang digunakan adalah parameter

porositas, medan magnet, konveksi, dan Casson.

E. Manfaat Penelitian

1. Bagi penulis diharapkan dapat memperluas wawasan

dan pengetahuan tentang penelitian yang berkaitan

dengan matematika terapan, terutama dalam

pemodelan aliran fluida Casson non-Newtonian.

2. Bagi lembaga diharapkan dapat menjadi sumber

pembelajaran kuliah tambahan, terutama tentang

fluida Casson non-Newtonian.

3. Bagi pembaca diharapkan dapat menggunakannya

sebagai referensi untuk penelitian selanjutnya.



BAB II

LANDASAN PUSTAKA

A. Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah suatu bentuk persamaan

yang memuat turunan satu atau lebih peubah tak bebas

terhadap satu atau lebih peubah bebas suatu fungsi

(Ubaidillah, 2020). Persamaan Diferensial (PD) dibagi

menjadi dua, yaitu Persamaan Diferensial Biasa (PDB)

dan Persamaan Diferensial Parsial (PDP) (Murtafi’ah &

Apriandi, 2018). Persamaan diferensial parsial adalah

sebuah persamaan matematis yang menghubungkan

peubah-peubah bebas x1, x2, x3, .., xn dengan fungsi

u = u(x1, x2, ..., xn) beserta turunan-turunan parsialnya

(Gunawan, 2021).

B. Fluida

Fluida merupakan suatu zat yang mengalami deformasi

atau perubahan secara terus-menerus ketika dikenai gaya

berupa tegangan geser (Romdani, 2024). Berdasarkan

pengertian ini, fluida diklasifikasikan menjadi dua jenis

utama, yaitu cairan dan gas. Salah satu karakteristik

utama fluida adalah kemampuannya untuk mengalir, yang

disebabkan oleh ketidakmampuannya mempertahankan

atau mengembalikan bentuk aslinya ketika dikenai tegangan

9
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geser (Yolantari et al., 2023). Tegangan geser sendiri adalah

jenis tegangan yang timbul akibat dua gaya yang bekerja

berlawanan arah namun tidak sejajar pada satu bidang

(Haslinda, 2023). Berdasarkan hukum Newton, tegangan

geser dalam fluida sebanding dengan laju perubahan

kecepatan terhadap arah vertikal, yang dikenal sebagai

gradien kecepatan. Hubungan ini dijelaskan secara

matematis melalui viskositas sebagai koefisien pengait

antara keduanya (Arsita et al., 2024):

τ =
F

A
≈ du

dy

τ = µ
du

dy

µ =
τ
du
dy

dengan

τ = tegangan geser fluida (N/m2)

F = gaya geser (N)

A = luas permukaan (m2)

µ = viskositas mutlak atau dinamik fluida (N.s/m2)
du
dy = laju perubahan kecepatan fluida

Berdasarkan karakteristiknya fluida terbagi menjadi dua,

yaitu fluida Newtonian dan non-Newtonian.
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1. Fluida Newtonian dan Non-Newtonian

Fluida Newtonian adalah jenis fluida yang mengalir

secara kontinu dan tidak dipengaruhi oleh tegangan geser

yang diberikan padanya (Trimulyono dan Supriyatna, 2024).

Contoh fluida Newtonian antara lain air, udara, dan etanol.

Sebaliknya, fluida non-Newtonian merupakan fluida yang

tidak mengalir secara kontinu ketika dikenai gaya geser

(Asim et al., 2023). Pada fluida non-Newtonian, hubungan

antara tegangan geser dan laju deformasi atau gradien

kecepatan terhadap sumbu-y bersifat tidak linear, sehingga

viskositas fluida berubah tergantung pada besar tegangan

geser yang bekerja (Kusumaningsih et al., 2022). Contoh

umum dari fluida non-Newtonian antara lain madu, darah,

lemak, dan minyak (Anwar et al., 2021). Salah satu jenis

fluida non-Newtonian yang banyak dikaji adalah fluida

Casson (Widodo & Eviloka, 2022).

2. Fluida Casson

Fluida Casson didefinisikan sebagai fluida penipisan

geser yang diasumsikan mempunyai viskositas atau

kekentalan tak terbatas pada laju geser nol, tegangan luluh

dibawahnya tidak ada aliran yang terjadi, dan jika tegangan

geser melebihi tegangan luluh maka viskositas akan menjadi

nol atau fluida tersebut akan mengalir (Prakash et al., 2016).

Contoh fluida Casson adalah jeli, pasta gigi, jus buah pekat,

sup tomat, madu, sampo, darah, dan lain-lain (Awais et

al., 2021). Darah manusia terdiri dari berbagai zat seperti
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fibrinogen, sel darah merah manusia, protein, dan globulin

dalam plasma basa berair, sehingga darah dianggap sebagai

fluida Casson (Anwar et al., 2021). Dengan demikian, fluida

Casson memainkan peran penting dalam ilmu biologi dan

teknik (Das & Dey, 2024).

3. Aliran Fluida

Aliran fluida dapat diklasifikasikan sebagai aliran tunak

atau tidak tunak berdasarkan perubahan kedalaman dan

kecepatan sepanjang waktu (Hendratta & Tengkudu).

a. Aliran Tunak

Aliran tunak merupakan aliran yang memiliki sifat

fluida seperti kecepatan, tekanan dan massa jenis di

setiap titik, namun konstan terhadap waktu. Aliran ini

dapat dinyatakan melalui rumusan berikut:

∂u

∂t
= 0,

∂p

∂t
= 0,

∂ρ

∂t
= 0 (2.1)

dengan

u = kecepatan (m/s)

p = tekanan (N/m2)

ρ = massa jenis (kg/m3)

t = waktu (s)
∂u
∂t = laju perubahan kecepatan terhadap waktu
∂p
∂t = laju perubahan tekanan terhadap waktu
∂ρ
∂t = laju perubahan massa jenis terhadap waktu
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b. Aliran Tidak Tunak

Aliran tidak tunak merupakan aliran dengan sifat

fluida yang mengalami perubahan terhadap waktu.

Misalnya

∂u

∂t
̸= 0, atau

∂p

∂t
̸= 0, atau

∂ρ

∂t
̸= 0 (2.2)

dengan

u = kecepatan (m/s)

p = tekanan (N/m2)

ρ = massa jenis (kg/m3)

t = waktu (s)
∂u
∂t = laju perubahan kecepatan terhadap waktu
∂p
∂t = laju perubahan tekanan terhadap waktu
∂ρ
∂t = laju perubahan massa jenis terhadap waktu

C. Bilangan Reynolds

Bilangan Reynolds merupakan bilangan tak dimensi

yang diperoleh dari perbandingan antara massa jenis

aliran, kecepatan aliran, dan diameter penampang terdahap

viskositas fluidanya (Riani et al., 2023). Bilangan reynols

dapat dirumuskan sebagai berikut:

Re =
U∞a

ν
(2.3)
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dimana

U∞ = kecepatan fluida pada aliran bebas (m/s)

a = panjang karakteristik (m)

ν = viskositas kinematik pada fluida (m2/s)

Aliran fluida dibagi menjadi tiga jenis, yaitu aliran laminar,

aliran transisi, dan aliran turbulen. Jenis aliran ini diperoleh

dari penelitian yang dilakukan oleh Osborne Reynold pada

tahun 1883 yang membagi aliran menjadi tiga kategori.

Berikut adalah kategorinya (Ghazali et al. , 2023).

a. Aliran Laminar

Jenis aliran dengan nilai bilangan Reynolds di bawah

2300 dikenal sebagai aliran laminar, di mana fluida

bergerak halus di atas lapisan lain. (Re < 2300)

b. Aliran Transisi

Proses aliran transisi adalah pergeseran dari aliran

laminer menjadi aliran turbulen. Kondisi transisi

ini dipengaruhi oleh kecepatan, viskositas fluida,

dan berbagai faktor geometri aliran. Nilai bilangan

Reynolds berkisar antara 2300 dan 4000 (2300 ≤
Re ≤ 4000).

c. Aliran Turbulen

Aliran turbulen adalah jenis aliran di mana pergerakan

partikel dalam zat cair sangat tidak teratur karena

partikelnya bercampur dan bergerak di antara

berbagai lapisan. Akibatnya, dalam skala yang luas,
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terjadi pertukaran momentum di antara komponen

fluida yang berbeda. Nilai bilangan Reynolds dalam

aliran ini lebih dari 4000 (Re > 4000).

D. Pemodelan Matematika

Model matematika merupakan representasi dari suatu

permasalahan nyata dalam bentuk struktur matematis

untuk memudahkan proses analisis dan pemecahan masalah

(Widowati & Sutimin, 2007). Salah satu pendekatan yang

digunakan untuk merepresentasikan sistem kompleks

ke dalam model matematika disebut sebagai pemodelan

matematika (Aprilia & Panjaitan, 2022). Pemodelan

matematika juga diaplikasikan dalam berbagai disiplin

ilmu, salah satunya adalah fisika yang memanfaatkan model

matematis untuk menjelaskan hukum-hukum alam (Asim et

al., 2023). Dalam bidang fisika terdapat sebuah pembahasan

yaitu fluida.

E. Media Berpori

Aliran darah di dalam tubuh dipengaruhi oleh kerja

jantung serta pembuluh darah yang berperan dalam

mengedarkan darah ke seluruh tubuh (Kusyani et al., 2024).

Pembuluh darah terbagi menjadi tiga jenis yaitu arteri,

vena, dan kapiler. Arteri membawa darah yang kaya oksigen

ke seluruh tubuh; vena merupakan pembuluh darah yang

mengalirkan darah yang kaya karbondioksida dari tubuh ke
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jantung ; dan kapiler merupakan pembuluh darah terkecil

yang berasal dari percabangan arteriol atau arteri terkecil

(Widowati & Rinata, 2020). Arteri mempunyai dinding yang

kuat dan elastis yang tersusun dari 3 lapisan yaitu Tunika

intima/Interna, Tunika media, Tunika eksterna/adventisia

(Sa’adah, 2018). Tunika intima adalah lapisan bagian dalam

pembuluh yang terdapat endothelium berpori yang bersifat

sebagai penghalang selektif untuk zat yang akan memasuki

atau meninggalkan aliran darah. Setelah lapisan bagian

dalam terdapat lapisan bagian tengah yang terdiri dari otot

polos dan jaringan elastis, atau yang disebut dengan tunika

media. Lapisan paling luar dikenal sebagai tunika eksterna,

yang tersusun dari jaringan ikat yang longgar. Gambar 4.3

menunjukkan simulasi pembuluh darah.

Gambar 2.1: Pembuluh Darah
Sumber: researchoutreach.org

Darah menunjukkan sifat fluida non-Newtonian karena

viskositasnya berubah tergantung pada laju geser. Sifat

darah yang tidak mengikuti hukum fluida Newtonian

disebabkan oleh keberadaan partikel seperti sel darah

https://researchoutreach.org/articles/sickle-cell-disease-studying-arteries-doppler-ultrasound/
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merah, putih, dan trombosit (Fatahian, E., et al, 2018).

Aliran darah pada pembuluh darah besar dengan laju geser

yang tinggi menyerupai fluida Newtonian, sedangkan pada

pembuluh darah kecil dengan laju geser menyerupai fluida

non-Newtonian (Jalili et al, 2023). Gambar 2.2 menunjukkan

aliran darah yang melewati arteri berpori. Media berpori

merupakan zat dengan permukaan keras yang dipenuhi

pori-pori, sehingga fluida dapat mengalir melalui pori-pori

tersebut (Wajihah & Sankar , 2021). Ketika darah yang

mengalir secara laminar, maka kecepatan aliran pada bagian

tengah dan dinding arteri akan setara (Irawati, L., 2010)

Gambar 2.2: Aliran Darah Melewati Arteri Berpori
Sumber: kerajaanbiologi.com

F. Porositas

Salah satu karakteristik penting dari media berpori

adalah porositas, yaitu kemampuan benda untuk

menyimpan atau menyerap fluida melalui ruang-ruang

kosong yang terbentuk di antara partikel-partikel padatnya

(Kemon & Laitupa, 2022). Porositas suatu benda memiliki

https://www.kerajaanbiologi.com/perbedaan-arteri-dan-vena/
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keterkaitan erat dengan permeabilitas, yaitu kemampuan

suatu media berpori untuk mengalirkan fluida melalui

pori-pori yang saling terhubung satu sama lain (Wahyudi et

al., 2022).

Perilaku fluida dalam media berpori pertama kali

dikenalkan oleh Henry Darcy pada tahun 1856. Oleh karena

itu persamaan fundamental yang menggambarkan aliran

fluida melalui media berpori dikenal sebagai hukum Darcy

(Nield & Bejan, 2019). Aliran fluida dalam media berpori

memiliki peranan penting dalam mengkaji interaksi antara

aliran fluida dan media berpori (Elsanoose et al., 2022).

Berdasarkan hukum Darcy, terdapat hubungan linear antara

gradien tekanan dan kecepatan aliran fluida dalam media

berpori atau dapat ditulis sebagai berikut (Elsanoose et al.,

2022).

∇P = − µ

K∗V

dengan

P = tekanan (N/m2)

µ = viskositas mutlak atau dinamik fluida (N.s/m2)

K∗ = permeabilitas

V = kecepatan Darcy (m/s)

G. Magnetohidrodinamika (MHD)

Magnetodrodinamika (MHD) gabungan dari kata

magneto yang artinya medan magnet, hidro yang artinya
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cairan atau fluida, dan dinamika yang artinya pergerakan

(Mayagrafinda & Widodo, 2022). Magnetodrodinamika

merupakan cabang ilmu yang membahas perilaku aliran

fluida konduktif listrik yang terpengaruh oleh adanya medan

magnet yang diinduksikan dalam fluida tersebut (Pamela

et al., 2023). Contoh fluida yang dapat dikonduksi adalah

plasma, logam cair, dan air garam atau elektrolit. MHD

memiliki prinsip dasar yang menyatakan bahwa medan

magnet dapat menginduksi arus listrik ketika melintasi

fluida konduktif yang sedang bergerak, yang kemudian

menghasilkan gaya Lorentz pada fluida serta menyebabkan

perubahan terhadap arah dan kekuatan medan magnet itu

sendiri (Sahaya et al., 2016).

H. Konveksi

Konveksi merupakan proses perpindahan panas yang

terjadi antara permukaan benda padat dan fluida yang

bergerak di sekitarnya (Riupassa & Allo, 2019). Dalam fluida,

mekanisme utama perpindahan panas berlangsung melalui

konveksi. Konveksi terbagi menjadi dua jenis, yaitu alami

dan paksa. Konveksi alami dipicu oleh perbedaan suhu

yang menyebabkan perbedaan massa jenis, sehingga fluida

bergerak tanpa bantuan gaya luar. Sementara itu, konveksi

paksa terjadi ketika aliran fluida digerakkan secara mekanis,

seperti melalui kipas atau pompa (Laila, 2016).
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I. Lapisan Batas (Boundary Layer)

Lapisan batas atau boundary layer merupakan lapisan

tipis dari permukaan padat terbatas di area sempit di dekat

permukaan yang tidak seragam dari suatu objek dengan

gradien kecepatan, dan efeknya dipengaruhi oleh tegangan

geser akibat adanya viskositas (Salamba & Iskandar, 2020).

Pengaruh aliran tersebut dinyatakan dengan tegangan geser

(shear stress), yang disebabkan oleh gradien kecepatan yang

sangat besar (Hariyadi, 2017). Menurut Naibaho (2020),

lapisan batas (boundary layer) terdiri dari 3 bagian yakni

: Lapisan batas laminar, lapisan batas transisi dan lapisan

batas turbulen.

Gambar 2.3: Klasifikasi Lapisan Batas
Sumber: Velocity distribution in the boundary layer – ResearchGate

Pada Gambar 2.3, terlihat bahwa aliran fluida laminar

dalam lapisan batas bergerak secara perlahan di antara

lapisan-lapisannya. Dengan kata lain, garis-garis aliran

pada lapisan batas laminar bersifat sejajar satu sama

lain. Namun, dalam lapisan batas turbulen, gerakan

acak partikel fluida menyebabkan perubahan kecepatan

baik dalam arah sejajar maupun tegak lurus terhadap

https://www.researchgate.net/figure/elocity-distribution-in-the-boundary-layer-U-undisturbed-flow-velocity-d-thickness_fig4_363866659
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aliran. Perubahan kecepatan tegak lurus terhadap aliran

menyebabkan perpindahan massa dan momentum yang

signifikan antara lapisan-lapisan fluida.

J. Hukum-Hukum Fisika yang Berkaitan dengan Fluida

Casson

Pemodelan matematika berbasis metode komputasi

pada umumnya didasarkan pada persamaan dasar dalam

dinamika fluida, yaitu persamaan kontinuitas, momentum,

dan energi. Ketiga persamaan ini merepresentasikan

prinsip-prinsip dasar fisika (Norasia et al., 2022)

a. Hukum Kekekalan Massa

Hukum kekekalan massa merupakan prinsip dalam

mekanika yang menyatakan bahwa massa suatu sistem

yang tidak berubah-ubah atau konstan, dapat ditulis

dengan persamaan sebagai berikut:

DMsys

Dt
= 0 (2.4)

dengan

Msys = massa suatu sistem (kg)
DMsys

Dt
= laju perubahan massa

suatu sistem terhadap waktu

b. Hukum Kekekalan Momentum

Hukum kekekalan momentum menyatakan bahwa
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jika terdapat gaya total yang mempengaruhi sebuah

sistem, momentum dalam sistem tersebut akan

berubah sesuai dengan gaya yang diberikan, dan

dapat dinyatakan dengan persamaan berikut.

∑
F = m · a = m

dV

dt
=

d

dt
(mV )sys (2.5)

dengan

F = gaya (N)

m = massa (kg)

a = percepatan (m/s2)
dV
dt = laju perubahan kecepatan terhadap waktu

c. Hukum Kekekalan Energi

Hukum kekekalan energi, yang juga dikenal sebagai

hukum pertama termodinamika, menyatakan bahwa

perubahan energi total dalam suatu sistem hanya

dapat berubah jika ada energi yang masuk ke sistem

berupa kalor atau energi yang keluar dari sistem dalam

bentuk usaha, dapat ditulis dengan persamaan sebagai

berikut:

∆E = ∆Q−∆W (2.6)
dengan

∆E = total perubahan energi

∆Q = total perubahan panas

∆W = total perubahan usaha
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K. Metode Beda Hingga

Metode beda hingga adalah metode numerik yang

digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial

parsial (PDP) dengan menerapkan pendekatan Deret

Taylor (Arifin, 2021). Persamaan diferensial parsial dapat

diturunkan melalui Deret Taylor sebagai berikut (Palupi et

al., 2018).

f(x+∆x) = f(x) +
∂f

∂x

∆x

1!
+
∂2f

∂x2
∆x2

2!
+ ... (2.7)

f(x−∆x) = f(x)− ∂f

∂x

∆x

1!
− ∂2f

∂x2
∆x2

2!
+ ... (2.8)

Berdasarkan pendekatan Deret Taylor, terdapat

tiga metode beda hingga yang umum digunakan untuk

menyelesaiakan solusi turunan pertama dalam persamaan

diferensial parsial, yakni beda maju, beda mundur, dan beda

pusat. Dapat dituliskan sebagai berikut (Tukan et. al., 2024):

1. Pendekatan Beda Maju

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
(2.9)

2. Pendekatan Beda Mundur

f ′(x) =
f(x)− f(x− h)

h
(2.10)
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3. Pendekatan Beda Pusat

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
(2.11)

L. Metode Keller-Box

Keller mengembangkan metode Keller-Box. Metode

ini telah terbukti sangat akurat untuk masalah parabola

dan menjadi metode umum yang paling fleksibel (Ramya

et al., 2018). Salah satu cara yang paling populer untuk

menyelesaikan masalah nilai batas adalah dengan metode

ini. (Jamshed & Nisar, 2021). Berikut ini adalah tahapan

penyelesaian dengan menggunakan metode Keller-Box:

(Al-Shibani et al., 2012).

1. Tahapan yang pertama yaitu persamaan diferensial

yang berorde tinggi diubah menjadi orde satu. Berikut

diberikan contoh persamaan diferensial orde dua yaitu

persamaan difusi yang diselesaikan menggunakan

metode Keller-box, sebagai berikut:

∂u

∂t
= α

∂2u

∂x2
(2.12)

dengan

u = kecepatan difusi

α = koefisien difusi termal

t = waktu

x = posisi
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dengan memisalkan

j =
∂u

∂x
(2.13)

Maka persamaan (2.12) bisa dinyatakan sebagai:

∂u

∂t
= α

∂j

∂x
(2.14)

2. Tahap berikutnya adalah mendiskritisasikan model

dengan menerapkan metode beda hingga pusat.

Merujuk pada Gambar 2.4, perbedaan pusat dalam

ruang diaplikasikan pada persamaan (2.13) di titik (n,

i− 1
2) pada segmen v1v2, sedangkan untuk persamaan

(2.14) dilakukan diskritisasi menggunakan perbedaan

pusat dalam ruang dan waktu di titik (n − 1
2 , i −

1
2)

dari daerah v1v2v3v4, sehingga menghasilkan bentuk

berikut.

uni − uni−1

∆xi
= jn

i− 1
2

un
i− 1

2

− un−1
i− 1

2

∆tn
= α

j
n− 1

2
i − j

n− 1
2

i−1

∆xi

(2.15)
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Gambar 2.4: Metode Keller-Box

dengan menggunakan bentuk persamaan berikut.

jn− 1
2
=

1

2
(jn + jn−1)

tj− 1
2
=

1

2
(ti + ti−1)

(2.16)

maka persamaan (2.15) menjadi

uni − uni−1

∆xi
=
jni + jni−1

2

un
i− 1

2

− un−1
i− 1

2

∆tn
=

1

2

(
α(jni − jni−1)

∆xi
+
α(jn−1

i − jn−1
i−1 )

∆xi

)
(2.17)

3. Setelah proses diskritisasi selesai dilakukan, tahap
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selanjutnya adalah menerapkan linearisasi dengan

metode Newton. Adapun bentuk iterasi dari metode

Newton dituliskan sebagai berikut:

f
(i+1)
j = f

(i)
j + δf

(i)
j

h
(i+1)
j = h

(i)
j + δh

(i)
j

g
(i+1)
j = g

(i)
j + δg

(i)
j

s
(i+1)
j = s

(i)
j + δs

(i)
j

u
(i+1)
j = u

(i)
j + δu

(i)
j

(2.18)

dengan (i) merupakan iterasi dimana 1 ≤ i ≤ np +

1 dan np merupakan partisi pada sumbu y. Dengan

memisahkan variabel delta dan mengabaikan ordo

yang lebih tinggi, maka diperoleh persamaan yang

bersifat linier.

4. Metode eliminasi blok merupakan langkah akhir yang

digunakan untuk menyelesaikan sistem persamaan

linear yang telah dibentuk, di mana sistem tersebut

direpresentasikan dalam bentuk matriks tridiagonal

dengan setiap elemennya berupa matriks blok.

(a) Mengidentifikasi setiap elemen matriks

tridiagonal.

(b) Metode dekomposisi LU digunakan untuk

faktorisasi matriks tridiagonal.
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M. Penelitian Terdahulu

Beberapa penelitian sebelumnya yang relevan dan dapat

dijadikan bahan analisis dalam penelitian ini antara lain:

1. Pada tahun 2021, Eldabe et al melakukan penelitian

yang berjudul "Elegtromagnetic Steady Motion

of Casson Fluid with Heat and Mass Transfer

Through Porous Medium Past a Shrinking Surface".

Penelitian ini mengkaji aliran fluida Casson dengan

transfer panas dan massa melalui media berpori di

sepanjang permukaan yang menyusut. Penelitian

ini mempertimbangkan efek pembangkitan panas,

disipasi viskos, difusi termal, dan reaksi kimia.

Model matematis yang digunakan dijelaskan dalam

persamaan PDE yang kemudian diubah menjadi ODE

dan diselesaikan secara numerik. Hasil penelitian

menunjukkan pengaruh parameter fisik terhadap

distribusi kecepatan, suhu, dan konsentrasi, yang

diilustrasikan secara grafis. Persamaan penelitian

Eldabe et al dengan penelitian ini terletak pada

penggunaan fluida Casson dalam media berpori

serta pengaruh medan magnet terhadap kecepatan

dan temperatur. Perbedaannya, penelitian ini hanya

berfokus pada kecepatan dan temperatur dengan

mempertimbangkan porositas, medan magnet,

konveksi, dan parameter Casson, tanpa melibatkan

transfer massa atau efek fisis lainnya.
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2. Pada tahun 2023, Endalew dan Sarkar melakukan

penelitian yang berjudul “Modeling and Analysis of

Unsteady Casson Fluid Flow due to an Exponentially

Accelareting Plate with Thermal and Solutal Convective

Boundary Conditions”. Penelitian ini membahas

aliran fluida Casson akibat percepatan eksponensial

pelat miring dengan mempertimbangkan konveksi

termal dan solutal, serta kondisi batas. Metode

transformasi Laplace digunakan untuk memperoleh

solusi analitik yang divalidasi dengan MATLAB.

Hasil penelitian menunjukkan bahwa kemiringan

pelat menurunkan kecepatan fluida, sedangkan gaya

apung dan radiasi termal meningkatkan kecepatan

dan temperatur. Parameter Casson meningkatkan

kecepatan dan mengurangi gesekan lokal. Selain itu,

koefisien Prandtl dan transfer massa berpengaruh

signifikan terhadap tegangan geser, temperatur,

serta angka Nusselt dan Sherwood. Persamaan

penelitian Endalew dan Sarkar dengan penelitian

ini terletak pada penggunaan profil kecepatan dan

temperatur fluida Casson dengan pengaruh konveksi

dan parameter Casson. Sedangkan perbedaannya,

penelitian ini tidak mempertimbangkan percepatan

pelat, konveksi solutal, radiasi, maupun transfer

massa, serta difokuskan pada aliran fluida Casson

melalui media berpori secara numerik.

3. Pada tahun 2021, Ramzan et al melakukan
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penelitian yang berjudul “Unsteady free convective

magnetohydrodynamics flow of a Casson fluid through

a channel with double diffusion and ramptemperature

andconcentration”. Penelitian ini membahas aliran

konveksi bebas magnetohidrodinamika (MHD)

umum dari fluida casson yang mengalir melalui

saluran berpori di bawah pengaruh medan magnet.

Dengan mempertimbangkan efek gradien temperatur

dan konsetrasi. Penelitian ini bertujuan untuk

memberikan solusi eksak untuk efek Dufour

pada aliran MHD fluida Casson fraksional dan

menganalisis berbagai parameter seperti angka

Prandtl, angka Schmidt, rasio buoyancy, generasi

panas, dan porositas mempengaruhi profil kecepatan,

temperatur, dan konsentrasi fluida. Hasil penelitian ini

menunjukkan bahwa kondisi isotermal menghasilkan

kecepatan dan temperatur yang lebih tinggi

dibandingkan kondisi dinding yang dirampungkan.

Penggunaan derivatif fraksional menunjukkan hasil

konsentrasi, temperatur, dan kecepatan yang lebih

rendah dibandingkan dengan derivatif biasa, yang

mengindikasikan efekticitas derivatif fraksional

dalam mengontrol parameter-parameter tersebut.

Persamaan penelitian Ramzan et al dengan penelitian

ini terletak pada penggunaan fluida Casson dalam

media berpori, serta pengaruh medan magnet,

porositas, dan konveksi terhadap profil kecepatan
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dan temperatur. Adapun perbedaannya, penelitian ini

tidak menggunakan pendekatan derivatif fraksional,

serta tidak mempertimbangkan efek Dufour maupun

transfer massa.

4. Pada tahun 2022, Das dan Dey melakukan penelitian

yang berjudul “Casson Fluid Flow Past a Shrinking

Surface with Heat and Mass Transfers”. Penelitian ini

membahas aliran fluida Casson dengan transfer panas

dan massa melalui media berpori di atas permukaan

yang menyusut dengan pengaruh medan magnet,

radiasi termal, dan hisap atau tiupan. Penelitian

ini menunjukkan bahwa parameter magnetik

meningkatkan gerakan fluida, sedangkan porositas

meningkatkan profil kecepatan. Angka Prandtl

menurunkan temperatur, dan parameter fluida Casson

mempengaruhi temperatur dan konsentrasi yang

membantu pengembangan kecepatan fluida. Angka

Schmidt mengurangi profil konsentrasi, dan proses

hisap meningkatkan kecepatan fluida. Persamaan

penelitian Das dan Dey dengan penelitian ini terletak

pada penggunaan fluida Casson dalam media berpori

di atas permukaan menyusut, serta pengaruh medan

magnet terhadap profil kecepatan dan temperatur.

Perbedaannya, penelitian ini tidak melibatkan efek

transfer massa, radiasi termal, hisap/tiupan, maupun

pengaruh angka Schmidt.

5. Pada tahun 2021, Ganga et al melakukan
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penelitian yang berjudul "Three Dimensional MHD

Casson Fluid Flow Over a Strecthing Surface with

Variable Thermal Conductivity". Penelitian ini

mengkaji model matematika aliran lapisan batas

magnetohidrodinamika tiga dimensi (MHD) dari fluida

Casson di atas permukaan yang meregang, dengan

konduktivitas termal variabel dan pembangkitan

panas. Persamaan diselesaikan secara numerik

menggunakan metode Runge-Kutta orde keempat

dengan teknik tembakan. Penelitian ini menyimpulkan

bahwa parameter Hartman dan Casson mengurangi

kecepatan aliran fluida dalam lapisan batas. Parameter

pembangkitan panas dan konduktivitas termal

meningkatkan temperatur, sedangkan rasio parameter

dan parameter porositas mengurangi temperatur.

Persamaan penelitian Ganga et al dengan penelitian ini

terletak pada penggunaan fluida Casson dalam media

berpori serta pengaruh medan magnet terhadap

profil kecepatan dan temperatur. Sementara itu,

perbedaannya terletak pada pendekatan tiga dimensi

dengan permukaan peregangan serta keterlibatan

konduktivitas termal variabel dan pembangkitan

panas, yang tidak menjadi fokus dalam penelitian ini.



BAB III

METODOLOGI PENELITIAN

A. Jenis Penelitian

Jenis penelitian ini adalah studi literatur tentang

pemodelan matematika. Penelitian ini dilakukan dengan

mengamati, mempelajari, menggali dan mengidentifikasi

semua informasi yang terkandung dalam literatur, seperti

membaca, buku referensi, dan temuan penelitian lainnya.

B. Tahap Penelitian

Beberapa tahapan yang dapat diimplementasikan pada

penelitian ini dapat dijelaskan berikut:

1. Studi Literatur

Pada tahap ini, model matematika yang

menggambarkan aliran fluida Casson melalui

media berpori dianalisis, dengan profil kecepatan

dan temperatur yang dipengaruhi oleh berbagai

parameter. Setiap model matematika memiliki sifat

yang unik, sehingga penelitian mendalam penting

dilakukan sebelum merancang model yang sesuai

untuk penelitian.

2. Penyelesaian Model Matematika

33
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Dalam tahap ini, penyelesaian model matematika

dilakukan melalui serangkaian langkah penting yang

diambil oleh peneliti, antara lain:

(a) Penelitian ini memanfaatkan beberapa

persamaan dasar untuk menyusun model

matematika aliran fluida Casson melalui media

berpori. Persamaan yang digunakan meliputi

persamaan kontinuitas, persamaan momentum,

serta persamaan energi.

(b) Penentuan kondisi batas yang sesuai untuk

persamaan mendasar dari model yang dievaluasi,

terutama kondisi batas yang sesuai yang terkait

dengan aliran fluida Casson dalam media berpori.

(c) Selanjutnya, persamaan dasar berdimensi

disederhanakan dengan mensubstitusikan

variabel tak berdimensi, sehingga diperoleh

bentuk persamaan tak berdimensi yang lebih

sederhana.

i. Persamaan tak berdimensi disederhanakan

melalui penerapan pendekatan lapisan

batas, sehingga menghasilkan bentuk

persamaan yang lebih ringkas.

ii. Selanjutnya, persamaan tak berdimensi

diubah menjadi persamaan similaritas

dengan menggunakan fungsi aliran, yang

dikenal sebagai fungsi alir.
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iii. Setelah melalui proses tersebut, diperoleh

bentuk persamaan similaritas yang

diaplikasikan pada aliran fluida Casson

melalui media berpori.

3. Penyelesaian Numerik

Pada langkah ini, solusi numerik dilakukan dengan

menggunakan metode Keller-Box. Teknik ini

digunakan untuk memecahkan model matematika

yang terkait dengan masalah numerik yang berkaitan

dengan aliran fluida non-Newtonian, khususnya aliran

fluida Casson melalui media berpori.

4. Simulasi Numerik

Algoritma MATLAB digunakan untuk mensimulasikan

model matematika aliran fluida Casson dalam media

berpori. Setelah program dibuat dan dijalankan,

input harus dimasukkan dan hasilnya akan dianalisis.

Selanjutnya, hasil output program akan dibandingkan

untuk memastikan validasi model matematika yang

dihasilkan. Simulasi akan dilakukan dengan mengubah

nilai beberapa variabel dan parameter input melalui

program yang dikembangkan.

5. Analisis Hasil dan Pembahasan

Analisis dilakukan terhadap hasil simulasi untuk

menemukan solusi numerik paling baik yang berkaitan

dengan aliran fluida Casson di dalam media berpori,
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yang meliputi profil kecepatan dan temperatur. Dari

evaluasi tersebut, akan ditarik kesimpulan terkait

permasalahan yang dikaji.

C. Alir Penelitian

Mulai

Studi Literatur

Penyelesaian Model Matematika

Penyelesaian Numerik

Simulasi Numerik

Analisis Hasil dan Pembahasan

Selesai



BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

A. Persamaan Pembangun Dimensional

Pada bab ini, peneliti akan menjelaskan persamaan dasar

yang digunakan dalam membangun model matematika

untuk aliran fluida Casson melalui media berpori, yang

mempengaruhi profil kecepatan dan temperatur. Pemodelan

ini didasarkan pada persamaan dimensional sebagai

landasannya. Berikut disajikan persamaan yang dimaksud.

1. Persamaan Kontinuitas

Persamaan kontinuitas disusun berdasarkan prinsip

hukum kekekalan massa, yang dapat dijelaskan sebagai

berikut.

m = konstan→ dMsys

dt
= 0 (4.1)

dengan M dalam system dinyatakan sebagai berikut

Msys =

∫
sys

ρf d∀ (4.2)

dimana

Msys = massa suatu sistem

ρf = massa jenis fluida

∀ = volume fluida

37
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Kemudian substitusi persamaan (4.2) ke dalam

persamaan (4.1) diperoleh.

dMsys

dt
=

d

dt

∫
sys

ρfd∀ = 0 (4.3)

Menurut teori transportasi Reynolds, persamaan berikut

dapat digunakan untuk menunjukkan laju perubahan massa

suatu sistem terhadap waktu.

dMsys

dt
=

∂

∂t

∫
cv
ρf d∀+

∫
cs
ρf V · n̂dV (4.4)

atau

d

dt

∫
sys

ρf d∀ =
∂

∂t

∫
cv
ρf d∀+

∫
cs
ρf V · n̂ dV (4.5)

dengan

cv = control volume (volume kendali, d∀)
cs = control surface (dV)

ρf = massa jenis fluida

V = volume kendali pada kecepatan fluida

n̂ = vektor normal keluar masuk dari volume kendali

dV = luas bidang pada permukaan fluida
∂

∂t

∫
cv
ρf d∀ = jumlah besaran dalam volume kendali∫

cs
ρf V · n̂ dV = jumlah besaran yang masuk dan keluar dari

bidang permukaan kendali
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dengan mensubstitusikan persamaan (4.5) ke

persamaan (4.3) maka didapatkan.

∂

∂t

∫
cv
ρfd∀+

∫
cs
ρfV · n̂dV = 0 (4.6)

dimana∫
cs
ρfVn̂dV =

∑
mkeluar −

∑
mmasuk (4.7)

Dengan mengambil elemen dari fluida yang berbentuk

kubus dimana ρ sebagai pusat kubus yang bergerak ke arah

u, v, z dengan dimensi δx, δy, δz, seperti yang ditunjukkan

pada Gambar 4.1 berikut.

Gambar 4.1: Aliran Fluida yang Masuk dan yang Keluar
Volume Kendali

Sumber: Versteeg & Malalasekera, An Introduction to CFD, 2nd ed.
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Jumlah aliran fluida sepanjang sumbu x diperoleh

sebagai berikut:

∑
mmasuk −

∑
mkeluar =

(
ρfu+

∂

∂x
ρfu

δx

2

)
δyδz

−
(
ρfu− ∂

∂x
ρfu

δx

2

)
δyδz

=
∂

∂x
ρfuδxδyδz (4.8)

Jumlah aliran fluida pada sumbu y dapat dituliskan

sebagai berikut ini:

∑
mmasuk −

∑
mkeluar =

(
ρfv +

∂

∂y
ρfv

δy

2

)
δxδz

−
(
ρfv −

∂

∂y
ρfv

δy

2

)
δxδz

=
∂

∂y
ρfvδxδyδz (4.9)

Dan jumlah aliran pada sumbu z dapat dituliskan sebagai

berikut:∑
mmasuk −

∑
mkeluar =

(
ρfw +

∂

∂z
ρfw

δz

2

)
δxδy

−
(
ρfw − ∂

∂z
ρfw

δz

2

)
δxδy

=
∂

∂z
ρfwδxδyδz (4.10)

Maka didapatkan total aliran fluida dari persamaan (4.8),
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persamaan (4.9), dan persamaan (4.10) sebagai berikut.

∂ρf
∂t

δxδyδz +

[
∂

∂x
ρfu+

∂

∂y
ρfv +

∂

∂z
ρfw

]
δxδyδz = 0

(4.11)

Kemudian persamaan (4.11) dikalikan dengan 1
δxδyδz ,

maka diperleh:

∂ρf
∂t

+
∂

∂x
ρfu+

∂

∂y
ρfv +

∂

∂z
ρfw = 0 (4.12)

atau ditulis dalam notasi vektor berikut.

∂ρf
∂t

+∇ · (ρfV) = 0 (4.13)

Penelitian ini mengasumsikan bahwa aliran fluida

bersifat tak termampatkan (incompressible), sehingga

perubahan massa jenis fluida terhadap waktu sangat kecil

(
∂ρf
∂t = 0). Dengan demikian, persamaan (4.13) dapat

disederhanakan menjadi:

∇.V = 0 (4.14)

atau dapat dituliskan

∂ū

∂x̄
+
∂v̄

∂ȳ
+
∂w̄

∂z̄
= 0 (4.15)

Dengan asumsi bahwa penelitian ini dilakukan hanya

dalam dua dimensi, ∂w̄
∂z dapat diabaikan, sehingga pada
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persamaan (4.15) dapat ditulis sebagai berikut.

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 (4.16)

2. Persamaan Momentum

Persamaan momentum dibangun dari hukum kedua

Newton, yang menyatakan sebagai berikut.

∑
F = m.a = m

dV

dt
=

d

dt
(mV)sys (4.17)

dengan mVsys adalah massa yang bergerak dengan

kecepatan dalam suatu sistem dinyatakan dalam persamaan

sebagai berikut:

mVsys =

∫
sys

V dMsys =

∫
sys

ρfV d∀ (4.18)

Substitusikan persamaan (4.18) ke dalam persamaan

(4.17), diperoleh :

∑
F =

d

dt

∫
sys

ρfV d∀ (4.19)

Menurut teorema pengangkutan Reynolds, perubahan

momentum suatu sistem dari waktu ke waktu dapat

dijelaskan dengan cara berikut.

∂

∂t

∫
cv
ρfV d∀+

∫
cs
ρfV · (Vn̂)dV =

∑
F (4.20)

Persamaan (4.20) dapat dinyatakan dengan teorema
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Divergensi sebagai berikut.

ρf

(
∂V

∂t
+V · (∇V)

)
δxδyδz =

∑
F (4.21)

Di mana
∑
F merupakan kumpulan gaya yang terdapat

dalam fluida. Gaya-gaya yang diterapkan dalam penelitian

ini untuk fluida Casson meliputi gaya permukaan (Fp),

gaya magnetik (Fm), dan gaya gravitasi (Fg), yang dapat

dinyatakan sebagai berikut:

ρf

(
∂V

∂t
+V · (∇V)

)
δxδyδz = Fp − Fm + Fg (4.22)

Pada penelitian ini diasumsikan hanya menggunakan

dua arah sumbu yakni sumbu x dan sumbu y, maka

persamaan (4.22) adalah:

ρf

(
∂V

∂t
+V · (∇V)

)
δxδy = Fp − Fm + Fg (4.23)

a) Gaya Permukaan

Gaya permukaan adalah gaya yang dibentuk oleh

tekanan dan viskositas. Seperti yang ditunjukkan pada

gambar (4.2), gaya permukaan dapat ditinjau dengan

mengambil sebagian elemen dari fluida berbentuk

kubus dengan pusat gaya pada (σ dan τ), dimana σ

sebagai tegangan normal dan τ sebagai tegangan geser.
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Gambar 4.2: Gaya Permukaan Elemen Fluida
Sumber: aquaenergyexpo.com

Gaya permukaan pada sumbu-x dapat dirumuskan

sebagai berikut.

Fpx =
∂(σxx)

∂x
+
∂(τyx)

∂y

Sedangkan gaya permukaan pada sumbu-y dapat

dinyatakan sebagai berikut:

Fpy =
∂(σyy)

∂y
+
∂(τxy)

∂x

Dengan demikian, dapat dituliskan gaya permukaan

(Fp) total pada sumbu x dan y sebagai berikut:

Fp = Fpxi + Fpyi (4.24)

https://kh.aquaenergyexpo.com/wp-content/uploads/2023/08/6-Differential-Analysis-of-Fluid-Flow.pdf
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Fp =

(
∂(σxx)

∂x
+
∂(τyx)

∂y

)
i+

(
∂(σyy)

∂y
+
∂(τxy)

∂x

)
j

(4.25)

Penelitian ini mengasumsikan bahwa fluida Casson

yang digunakan bersifat tidak dapat dimampatkan

(incompressible) dan sesuai dengan sifat fluida casson

yaitu fluida tidak dapat mengalir sampai tegangan

gesernya melebihi tegangan luluh. Didefinisikan fluida

Casson yang tidak dapat dimampatkan (Eldabe et al.,

2021).

τij =


2

(
kc +

τ0√
2πc

)
eij , jika π > πc

2

(
kc +

τ0√
2πc

)
eij , jika π < πc

(4.26)

dengan

τij = komponen tegangan geser fluida Casson

kc = koefisien viskositas fluida Casson

τ0 = tegangan luluh fluida Casson

πc = nilai ambang dari tegangan geser

Karena fluida Casson tidak dapat mengalir atau

mengalami perubahan tetap sampai tegangan yang

diterapkan melebihi nilai tertentu, maka digunakan

τij pada bagian π > πc. Pada penelitian ini juga
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melibatkan parameter Casson yang dilambangkan

dengan β, dengan didefinisikan sebagai berikut.

β = kc+

√
2πc

τ0

Rumus untuk tegangan normal dan tegangan geser

yang terjadi dalam fluida Casson adalah sebagai

berikut.

Rumus tegangan Normal dapat dituliskan

σxx = −p+ 2µ

(
1 +

1

β

)
∂u

∂x
(4.27)

σyy = −p+ 2µ

(
1 +

1

β

)
∂v

∂y
(4.28)

Dan untuk tegangan Geser dapat dituliskan

τxy = τyx = µ

(
1 +

1

β

)(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
(4.29)

Persamaan (4.27)–(4.29) disubstitusikan ke

persamaan (4.25), sehingga didapatkan:

Fp =

(
∂

∂x

(
−p+ 2µ

(
1 +

1

β

)
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

((
µ

(
1 +

1

β

))
(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)))
i+

(
∂

∂y

(
−p+ 2µ

(
1 +

1

β

)
∂v

∂y

)

+
∂

∂x

((
µ

(
1 +

1

β

)) (
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)))
j
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=

(
− ∂p

∂x
+

∂

∂x

(
2µ

(
1 +

1

β

)
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

((
µ

(
1 +

1

β

))
(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)))
i+

(
− ∂p

∂y
+

∂

∂y

(
2µ

(
1 +

1

β

)
∂v

∂y

)
+

∂

∂x

((
µ

(
1 +

1

β

))(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)))
j

=

(
− ∂p

∂x
+ 2µ

(
1 +

1

β

)
∂2u

∂x2
+

(
µ

(
1 +

1

β

))
(
∂2u

∂y2
+

∂2v

∂x∂y

))
i+

(
− ∂p

∂y
+ 2µ

(
1 +

1

β

)
∂2v

∂y2

+

(
µ

(
1 +

1

β

))(
∂2u

∂x∂y
+
∂2v

∂x2

))
j

Berikut ini diperoleh total dari tegangan normal dan

tegangan geser.

2µ

(
1 +

1

β

)
∂2u

∂x2
+

(
µ

(
1 +

1

β

))(
∂2u

∂y2
+

∂2v

∂x∂y

)
=

(
µ

(
1 +

1

β

))(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
+

(
µ

(
1 +

1

β

))
(
∂2u

∂x2
+

∂2v

∂x∂y

)
=

(
µ

(
1 +

1

β

))(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
+

(
µ

(
1 +

1

β

))
(
∂

∂x

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

))
=

(
µ

(
1 +

1

β

))
∇2V +

(
µ

(
1 +

1

β

))
(∇2V)
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=

(
µ

(
1 +

1

β

))
∇2V (4.30)

Sehingga didapatkan gaya permukaan (Fp) pada

sumbu x dan y sebagai berikut:

Fpx = −
∂ρf
∂x

+ µ

(
1 +

1

β

)
∂2u

∂x2
(4.31)

Fpy = −
∂ρf
∂y

+ µ

(
1 +

1

β

)
∂2v

∂y2
(4.32)

atau dapat ditulis

Fp = −∇p+ µ

(
1 +

1

β

)
∇2V (4.33)

b) Gaya Magnetik

Dalam penelitian ini terdapat pengaruh magnetik

pada fluida Casson. Interaksi antara medan magnet

dan muatan listrik yang bergerak menghasilkan gaya

total yang dikenal dengan gaya Lorentz. Karena

medan magnet dalam penelitian ini berasal dari media

berpori, maka sesuai dengan hukum Darcy digunakan

bentuk µ
K∗V. Maka gaya magnetik tersebut dapat

dirumuskan sebagai berikut:

Fm = J ×B − µ

K∗V (4.34)

Di mana J menyatakan kerapatan arus, dan B adalah

medan magnet total dalam sistem. Mengacu pada
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hukum Ohm, kerapatan arus dapat ditentukan melalui

persamaan berikut.

J = σ(E +V ×B) (4.35)

Dalam hal ini, σ adalah konduktivitas listrik, E adalah

medan listrik eksternal, danE = 0 karena aliran fluida

tidak memiliki medan listrik eksternal.

Persamaan (4.35) disubstitusikan ke dalam

persamaan (4.34) sehingga diperoleh.

Fm = σ(V ×B)×B − µ

K∗V (4.36)

Langkah selanjutnya adalah mensubstitusikanB = b+

B0 ke dalam persamaan (4.36), di mana b merupakan

medan magnet yang diinduksi oleh aliran fluida, dan

B0 merupakan medan magnet yang berasal dari media

bermagnet. Dengan substitusi tersebut, diperoleh:

Fm = σ(V × (b+B0))× (b+B0)−
µ

K∗V

= σ(V ×B0)× (B0)−
µ

K∗ (u, v, w)

= σ(V ×B0)×B0 −
µ

K∗ (u, v, w) (4.37)
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dengan

(V ×B0) =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

u v w

0 0 B0

∣∣∣∣∣∣∣ = (vB0)i− (uB0)j+ 0k

(4.38)

Kemudian,

(V×B0)×B0 =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

vB0 −uB0 0

0 0 B0

∣∣∣∣∣∣∣ = −uB2
0i−vB2

0j+0k

(4.39)

Mensubstitusikan persamaan (4.39) ke dalam

persamaan (4.37) sehingga diperoleh gaya magnet

berikut ini.

Fm = σ(−uB2
0 ,−vB2

0 , 0)−
µf
K∗ (u, v, w)

Fm = −σB2
0V −

µf
K∗V (4.40)

c) Gaya Gravitasi

Gaya gravitasi turut berperan dalam mempengaruhi

aliran fluida yang melewati media berpori. Gaya

gravitasi didefinisikan sebagai berikut.

Fg = ρfg (4.41)

Berdasarkan persamaan (4.33), tekanan p dapat

dituliskan sebagai p = py + pl, di mana py merupakan



51

tekanan dinamik dan pl adalah tekanan hidrostatik.

Gradien tekanan yang ditimbulkan oleh tekanan

hidrostatik dapat dirumuskan secara matematis

sebagai berikut.

∇pl = ρtak hingga g (4.42)

Di mana ρtak hingga merepresentasikan kerapatan

fluida di luar wilayah lapisan batas. Selanjutnya,

bentuk dari −∇p pada Persamaan (4.33) dapat

dijabarkan sebagai berikut.

−∇py −∇pl = −∇py − ρtak hingga g (4.43)

Kemudian notasi py ditulis tanpa subskrip ′y′. Setelah

itu persamaan (4.33), (4.40), (4.43) disubstitusi ke

dalam persamaan (4.23), maka diperoleh persamaan

momentum sebagai berikut.

ρf

(
∂V

∂t
+V(V∇)

)
= −∇p+ µ

(
1 +

1

β

)
∇2v

+ σB2
0V +

µ

K∗V − (ρf − ρtak hingga) g

(4.44)

dimana g = (gx, gy, 0).

Melalui pendekatan Boussinesq, dimana variabel

dalam persamaan momentum dapat diabaikan,

kecuali massa jenis. Pendekatan ini diterapkan pada

persamaan (4.44) untuk menyederhanakan pengaruh
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variasi kerapatan akibat perubahan temperatur, yang

memicu aliran karena adanya gaya gravitasi dan

tekanan hidrostatis. Menurut Leal (1992), selisih

maksimum antara (T̄ − Ttak hingga) bernilai kecil,

sehingga hal ini sesuai dengan prinsip pendekatan

Deret Taylor yang dijelaskan berikut:

ρtak hingga
ρf

= 1+θ(T̄−Ttak hingga)+O(T̄−Ttak hingga)2

(4.45)

Dengan mengabaikan suku-suku berorde lebih tinggi,

maka persamaan (4.45) dapat disederhanakan

menjadi.

ρtak hingga
ρf

= 1 + θ(T̄ − Ttak hingga)

ρtak hingga − ρf
ρf

= θ(T̄ − Ttak hingga) (4.46)

dimana koefisisen ekspansi panasnya didefinisikan

sebagai berikut.

θ = − 1

ρf

(
∂ρf
∂T

)
p

Dengan menyubstitusikan Persamaan (4.46) ke

dalam Persamaan (4.44), diperoleh bentuk akhir dari
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persamaan momentum.

ρf

(
∂V

∂t
+V(V∇)

)
= −∇p+ µ

(
1 +

1

β

)
∇2V

+ σB2
0V +

µ

K∗V − ρfθ(T̄ − Ttak hingga)g

(4.47)

dengan g = (gx, gy, gz)

3. Persamaan Energi

Hukum pertama termodinamika digunakan untuk

menyusun persamaan energi, yang dinyatakan sebagai

berikut.

∆E = ∆Q−∆W (4.48)

Dengan menerapkan teorema transportasi Reynolds

pada persamaan (4.48), dapat dinyatakan sebagai berikut.

∂

∂t

∫∫∫
cv
ρf e d∀+

∫∫
cs
ρf eV · n̂ dH = Q̇− Ẇ (4.49)

dimana e adalah energi, Q̇ adalah laju perubahan

panas melalui permukaan, Ẇ adalah laju usaha, V adalah

kecepatan fluida, dan H adalah surface.

Dengan menerapkan teorema Divergensi Gauss terhadap

integral permukaan dalam persamaan (4.49), maka

persamaan tersebut dapat ditransformasikan menjadi
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integral volume sebagai berikut∫∫∫
cv
ρf
∂e

∂t
d∀+

∫∫∫
cs
ρf∇ · (eV) d∀ = Q̇− Ẇ

atau dapat dituliskan(∫∫∫
cv
ρf

(
∂e

∂t
+∇ · eV

)
d∀
)

= Q̇− Ẇ (4.50)

karena
∇ · (eV) = V · e∇+ e∇ ·V

= V · e∇

Dari persamaan (4.14)∇·V = 0, maka∇·(eV) = V·e∇.

Sehingga persamaan (4.50) menjadi.(∫∫∫
cv
ρf

(
∂e

∂t
+V · ∇e

)
d∀
)

= Q̇− Ẇ(∫∫∫
cv
ρf
De

Dt
d∀
)

= Q̇− Ẇ∫∫∫
cv
ρf
De

Dt
d∀ = Q̇− Ẇ (4.51)

Laju perubahan energi pada elemen fluida per satuan

volume dapat dinyatakan sebagai berikut.

ρf
De

Dt
(4.52)

Pada penelitian ini, objek dianggap dalam keadaan diam

sehingga sistem tidak melakukan kerja (W = 0), dan dari
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asumsi tersebut persamaan (4.51) menjadi.∫∫∫
cv
ρf
De

Dt
d∀ = Q̇ (4.53)

Misalkan k merupakan fluks panas yang melewati

volume kontrol. Ilustrasinya dapat dilihat pada gambar

berikut.

Gambar 4.3: Komponen Fluks Panas

Sumber: physicsforums.com

Selisih kalor yang masuk dan yang keluar pada arah x, y,

dan z dapat digunakan untuk menentukan laju perpindahan

https://www.physicsforums.com/threads/this-webpage-title-could-be-understanding-differentials-in-fluid-mechanics.770816/
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panas keseluruhan yang terjadi dalam partikel fluida berikut.[(
kx +

∂kx
∂x

δx

2

)
−
(
kx −

∂kx
∂x

δx

2

)]
δyδz = −∂kx

∂x
δxδyδz[(

ky +
∂ky
∂y

δy

2

)
−
(
ky −

∂ky
∂y

δy

2

)]
δxδz = −∂ky

∂y
δxδyδz[(

kz +
∂kz
∂z

δz

2

)
−
(
kz −

∂kz
∂z

δz

2

)]
δxδy = −∂kz

∂z
δxδyδz

Dengan demikian, diperoleh total peningkatan energi

akibat kalor per satuan volume.

−
(
∂kx
∂x

+
∂ky
∂y

+
∂kz
∂z

)
= −∇ · k δxδyδz (4.54)

Hukum Fourier menjelaskan hubungan antara fluks

panas dan gradien temperatur lokal dalam proses konduksi,

sebagaimana dinyatakan dalam persamaan berikut.

kx = −kf
∂T

∂x
, ky = −kf

∂T

∂y
, kz = −kf

∂T

∂z

dimana kf adalah knduktivitas termal.

dengan menggunakan notasi vektor dapat dituliskan

sebagai berikut.

k = −kf∇T (4.55)

Ketika persamaan (4.55) dimasukkan ke (4.54), maka

akan didapatkan bentuk berikut.

−∇ · k δxδyδz = ∇ · (kf ∇T ) δxδyδz (4.56)
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Dengan membagi kedua ruas persamaan (4.56) terhadap

δxδyδz, kemudian disubstitusikan ke persamaan (4.50),

maka akan diperoleh.

ρf

(
∂e

∂t
+∇ · (eV)

)
= ∇ · (kf ∇T ) (4.57)

Berdasarkan Leal (2007), entalpi spesifik h suatu zat

dirumuskan sebagai berikut.

h = e+
p

ρf
(4.58)

dengan h adalah entalpi spesifik, e adalah energi, p

adalah tekanan, dan ρf adalah massa jenis.

Maka, dengan pendekatan entalpi pada persamaan

(4.52), laju perubahan energi dapat dirumuskan berikut.

ρf
∂e

∂t
= ρf

[
∂h

∂t
−
(
p

ρf

∂p

∂t

)]
= ρf

∂h

∂t
− ∂p

∂t
+
p

ρf

∂p

∂t
(4.59)

Karena tekanan konstan (∂p∂t ), maka diperoleh.

ρf
∂e

∂t
= ρf

∂h

∂t
(4.60)

Ketika ∂h disubstitusikan dengan Cp∂T ke dalam

persamaan (4.57), diperoleh.

ρfCp

(
∂T

∂t
+∇ · (TV)

)
= ∇ · (kf∇T ) (4.61)

dimana Cp adalah panas jenis.
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dengan

∇̄ · (TV) = V · (∇T ) + T (∇ ·V)

Karena ∇ · V = 0 menurut persamaan kontinuitas,

sehingga diperoleh.

∇ · (T V) = V · (∇T )

dengan

V · (∇T ) = (u i+ v j+ w k) ·
(
∂T

∂x
i+

∂T

∂y
j+

∂T

∂z
k

)
=

(
ux
∂T

∂x
+ vy

∂T

∂y
+ wz

∂T

∂z

)

=

(
u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
+ w

∂T

∂z

)
(4.62)

dan

∇ · (kf∇T ) ≈ kf∇ · (∇T )

= kf∇2T

= kf

[(
∂

∂x
î+

∂

∂y
ĵ +

∂

∂z
k̂

)
·
(
∂T

∂x
î+

∂T

∂y
ĵ

+
∂T

∂z
k̂

)]
= kf

(
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
+
∂2T

∂z2

)
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maka didapatkan

∂T

∂t
+u

∂T

∂x
+v

∂T

∂y
+w

∂T

∂z
=

(
kf
ρfCp

)(
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
+
∂2T

∂z2

)
(4.63)

Berdasarkan definisi difusivitas panas yaitu α =
kf
ρfCp

,

maka persamaan (4.63) menjadi:

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
+ w

∂T

∂z
= α

(
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
+
∂2T

∂z2

)
(4.64)

Karena penelitian ini hanya mencakup dua dimensi,

maka persamaan (4.63) dapat diringkas menjadi bentuk

berikut.

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
= α

(
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2

)
(4.65)

Adapun persamaan dimensional yang menjadi dasar

pembentukan model yaitu .

• Persamaan Kontinuitas Dimensional

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 (4.66)

• Persamaan Momentum Dimensional pada Sumbu x

ρf

[
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

]
= −∂p

∂x
+ µ

(
1 +

1

β

)
∂2u

∂y2

+ σBo2u+
µ

K∗u− ρfθ(T − Ttak hingga)gx̄

(4.67)
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• Persamaan Momentum Dimensional pada Sumbu y

ρf

[
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

]
= −∂p

∂y
+ µ

(
1 +

1

β

)
∂2v

∂x2

+ σBo2v +
µ

K∗ v − ρfθ(T − Ttak hingga)gȳ

(4.68)

• Persamaan Energi Dimensional[
∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y

]
= α

[
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2

]
(4.69)

Dengan kondisi batas yang digunakan adalah:

t = 0 : u = v = 0, T = Ttak hingga untuk setiap x, y

t > 0 : u = v = 0, T = Ttak hingga pada saat y = 0

u = ue, T = Ttak hingga saat y → ∞

Penelitian ini membentuk model matematika

aliran fluida Casson dalam media berpori dengan

mempertimbangkan pengaruh porositas, medan magnet,

konveksi, serta Casson. Kemudian persamaan pembangun

dimensional akan ditransformasikan ke dalam bentuk

persamaan pembangun non-dimensional berikut.

B. Persamaan Pembangun Non-Dimensional

Untuk memperoleh bentuk non-dimensional dari

persamaan aliran fluida Casson dalam media berpori

yang dipengaruh porositas, medan magnet, konveksi,
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dan Casson, dilakukan substitusi variabel dan parameter

non-dimensional ke dalam persamaan (4.66)-(4.69).

Berikut ini adalah bentuk definisi dari variabel-variabel

non-dimensional yang digunakan (Pamela et al., 2023):

x̄ = ax, ȳ = ayRe−
1
2 , ū = uU∞, v̄ = vU∞Re

− 1
2

t̄ =
at

U∞
, p̄ = pρfU

2
∞, T̄ − Ttak hingga = T (Tn − Ttak hingga)

(4.70)

Adapun parameter-parameter non-dimensional

ditentukan sebagai berikut (Rafique et al, 2019):

M =
aσB2

0

ρfU∞
, ν =

µ

ρf
, Gr =

gθ(Tn − Ttak hingga)α
3

ν2

λ =
Gr

Re2
, ϕ =

aµ

ρfU∞K∗ , P r =
ν

α
, Re =

U∞α

ν
(4.71)

Kemudian percepatan gravitasi didefinisikan oleh

(Norasia & Zulaikha, 2019) adalah sebagai berikut:

gx̄ = −g sin (x) , gȳ = g cos (x)

Setelah variabel dan parameter non-dimensional

ditetapkan, langkah selanjutnya adalah

mensubstitusikannya ke dalam persamaan pembangunan

dimensional berikut
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1. Perubahan Persamaan Kontinuitas

Dalam proses ini, variabel non-dimensional dari (4.70)

di substitusi ke dalam persamaan kontinuitas dimensional

(4.66) sebagai berikut:

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0

∂(uU∞)

∂(ax)
+
∂(vU∞Re

− 1
2 )

∂(ayRe−
1
2 )

= 0

U∞
a

∂(u)

∂(x)
+
U∞Re−

1
2

aRe−
1
2

∂(v)

∂(y)
= 0

U∞
a

∂(u)

∂(x)
+
U∞
a

∂(v)

∂(y)
= 0

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0

Oleh karena itu, persamaan kontinuitas dalam bentuk

non-dimensional yang diperoleh adalah:

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 (4.72)

2. Perubahan Persamaan Momentum

a) Persamaan Momentum Pada Sumbu x

Persamaan momentum dimensional pada sumbu x



63

(4.67) adalah sebagai berikut:

ρf

[
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

]
= −∂p

∂x
+ µ

(
1 +

1

β

)
∂2u

∂y2

+ σBo2u+
µ

K∗u− ρfθ(T − Ttak hingga)gx̄

dengan mensubstitusi variabel non-dimensional

(4.70) ke dalam persamaan (4.67), maka ruas kiri

dari persamaan momentum pada sumbu x berubah

menjadi:

ρf

(
∂u
∂t + u∂u∂x + v ∂u∂y

)
= ρf

(
∂(uU∞)

∂(atU−1
∞ )

+ uU∞
∂(uU∞)
∂(ax) + vU∞Re

− 1
2

∂(uU∞)

∂
(
ayRe−

1
2

)
)

= ρf

(
U2
∞
a

∂u
∂t + uU

2
∞
a

∂u
∂x + vU

2
∞
a

∂u
∂y

)
=

ρfU
2
∞

a

(
∂u
∂t + u∂u∂x + v ∂u∂y

)
ruas kanannya:

− ∂p
∂x + µ

(
1 + 1

β

)
∂2u
∂y2

+ σBo2u+ µ
K∗u− ρfθ(T − Ttak hingga)gx̄

= − (∂pρfU
2
∞)

(∂ax) + νρf

(
1 + 1

β

)
∂2uU∞

(∂ayRe−
1
2 )2

+ σBo2uU∞

+ µ
K∗uU∞ − ρfθ

[
(Tn − Ttak hingga)T + Ttak hingga

−Ttak hingga
]
(−g sinx)
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= −ρfU
2
∞

a
∂p
∂x + νρf

(
1 + 1

β

)
U∞

a2Re−1
∂2u
∂y2

+ σBo2uU∞

+ µ
K∗uU∞ + ρfθ [(Tn − Ttak hingga)T ] g sinx

= −ρfU
2
∞

a
∂p
∂x + νρf

(
1 + 1

β

)
U∞Re
a2

∂2u
∂y2

+ σBo2uU∞

+µU∞u
K∗ + ρfθ [(Tn − Ttak hingga)T ] g sinx

dengan menggabungkan kedua ruas kanan-kirinya,

diperoleh.

ρfU
2
∞

a

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
= −

ρfU
2
∞

a

∂p

∂x
+ νρf

(
1 +

1

β

)
U∞Re

a2
∂2u

∂y2
+ σBo2uU∞ +

µuU∞
K∗ + ρfθ

[(Tn − Ttak hingga)T ] g sinx (4.73)

Selanjutnya pada persamaan (4.73) kedua ruasnya

dikalikan dengan a
ρfU2

∞
untuk disederhanakan,

sehingga diperoleh:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −∂p

∂x
+ ν

(
1 +

1

β

)
Re

aU∞

∂2u

∂y2

+
σBo2ua

ρfU∞
+

aµu

K∗U∞ρf
+
aθT (Tn − Ttak hingga)

U2
∞

g sinx

(4.74)

Dengan mensubstitusikan parameter

non-dimensional 1
ν = Re

aU∞
, M = σBo2a

ρfU∞
, ϕ = aµ

K∗U∞ρf
,
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dan λ =
aθ(Tn−Ttak hingga)g

U2
∞

, sehingga didapatkan:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −∂p

∂x
+
ν

ν

(
1 +

1

β

)
∂2u

∂y2
+Mu

+ ϕu+ λT sinx

Sehingga persamaan momentum non dimensional

yang diperoleh pada sumbu x adalah.

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −∂p

∂x
+

(
1 +

1

β

)
∂2u

∂y2

+Mu+ ϕu+ λT sinx (4.75)

b) Persamaan Momentum pada Sumbu y

Persamaan momentum dimensional pada sumbu y

(4.68) adalah sebagai berikut:

ρf

[
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

]
= −∂p

∂x
+ µ

(
1 +

1

β

)
∂2v

∂x2

+ σBo2v +
µ

K∗ v − ρfθ(T − Ttak hingga)gȳ

dengan mensubstitusi variabel non dimensional

(4.70) ke dalam persamaan (4.68), maka ruas kiri

dari persamaan momentum pada sumbu y berubah
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menjadi:

ρf

(
∂v
∂t + u ∂v∂x + v ∂v∂y

)
= ρf

(
∂
(
vU∞Re−

1
2

)
∂(atU−1

∞ )
+ uU∞

∂
(
vU∞Re−

1
2

)
∂(ax) + vU∞

Re−
1
2
∂
(
vU∞Re−

1
2

)
∂
(
ayRe−

1
2

)
)

= ρf

(
U2
∞Re−

1
2

a
∂v
∂t + uU

2
∞Re−

1
2

a
∂v
∂x + vU

2
∞Re−

1
2

a
∂v
∂y

)

=
ρfU

2
∞Re−

1
2

a

(
∂v
∂t + u ∂v∂x + v ∂v∂y

)
ruas kanannya sebagai berikut:

−∂p
∂y + µ

(
1 + 1

β

)
∂2v
∂x2

+ σBo2v + µ
K∗ v − ρfθ

(T − Ttak hingga)gȳ

= − ∂pρfU
2
∞

∂ayRe−
1
2
+ νρf

(
1 + 1

β

)
∂2vU∞Re−

1
2

∂(ax)2
+ σBo2vU∞Re

− 1
2

+ µ
K∗ vU∞Re

− 1
2 − ρfθ

[
(Tn − Ttak hingga)T + Ttak hingga

−Ttak hingga
]
g cosx

= − ρfU
2
∞

aRe−
1
2

∂p
∂y + νρf

(
1 + 1

β

)
U∞Re−

1
2

a2
∂2v
∂x2

+ σBo2vU∞Re
− 1

2

+µvU∞Re−
1
2

K∗ − ρfθ [(Tn − Ttak hingga)T ] g cosx

Kedua ruas kanan-kiri digabungkan, maka diperoleh
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sebagai berikut:

ρfU
2
∞Re

− 1
2

a

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
= −

ρfU
2
∞

aRe−
1
2

∂p

∂y

+ νρf

(
1 +

1

β

)
U∞Re

− 1
2

a2
∂2v

∂x2
+ σBo2vU∞Re

− 1
2

+
µvU∞Re

− 1
2

K∗ − ρfθ [(Tn − Ttak hingga)T ] g cosx

(4.76)

Untuk menyederhanakan persamaan (4.76) kalikan

masing-masing ruas dengan aRe−
1
2

ρfU2
∞

, sehingga

diperoleh:

Re−1

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
= −∂p

∂y
+ ν

(
1 +

1

β

)
Re−1

aU∞

∂2v

∂x2
+
σBo2aRe−1v

ρfU∞
+
µaRe−1v

K∗ρfU∞

−
aθT (Tn − Ttak hingga)

U2
∞Re

1
2

g cosx (4.77)

Substitusikan parameter non-dimensional (4.71)

ke dalam persamaan (4.77), sehingga hasil akhir

persamaan non-dimensional momentum pada sumbu
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y adalah:

Re−1

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
= −∂p

∂y
+Re−2

(
1 +

1

β

)
∂2v

∂x2
+MRe−1v +ΦRe−1v − λT

Re
1
2

cosx (4.78)

3. Perubahan Persamaan Energi

Diketahui persamaan dimensional energi (4.69) adalah

sebagai berikut:[
∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y

]
= α

[
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2

]
Dengan mensubstitusikan variabel non dimensional

(4.70) ke dalam persamaan dimensional energi, maka ruas

kiri dari persamaan energi berubah menjadi:[
∂T
∂t

+ u∂T∂x + v ∂T∂y

]
=

∂[(Tn−Ttak hingga)T+Ttak hingga]

∂(atU−1
∞ )

+ uU∞
∂[(Tn−Ttak hingga)T+Ttak hingga]

∂(ax)

+vU∞Re
− 1

2
∂[(Tn−Ttak hingga)T+Ttak hingga]

∂(ayRe−
1
2 )

= U∞
a

[
∂(Tn−Ttak hingga)T

∂t +
∂Ttak hingga

∂t

]
+ U∞

a u

[
∂[(Tn−Ttak hingga)T

∂x

+
∂Ttak hingga

∂x

]
+ U∞

a v
[
∂[(Tn−Ttak hingga)T

∂y +
∂Ttak hingga

∂y

]
= U∞

a

(
∂(Tn−Ttak hingga)T

∂t + u
∂(Tn−Ttak hingga)T

∂x + v
∂(Tn−Ttak hingga)T

∂y

)
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ruas kanannya:

α
[
∂2T
∂x2

+ ∂2T
∂y2

]
= α

[
∂2(Tn−Ttak hingga)T+Ttak hingga

∂(ax)2
+

∂2((Tn−Ttak hingga)T+Ttak hingga

∂(ayRe−
1
2 )2

]
= α

a2

[
∂2(Tn−Ttak hingga)T

∂x2
+

∂2Ttak hingga

∂x2

]
+ α

a2Re−1

[
∂2(Tn−Ttak hingga)T

∂y2

+
∂2Ttak hingga

∂y2

]
= α

a2

[
∂2(Tn−Ttak hingga)T

∂x2

]
+ α

a2Re−1

[
∂2(Tn−Ttak hingga)T

∂y2

]
kedua ruas kanan-kiri digabungkan, maka diperoleh:

U∞
a

(
∂(Tn − Ttak hingga)T

∂t
+ u

∂(Tn − Ttak hingga)T

∂x

+ v
∂(Tn − Ttak hingga)T

∂y

)
=

α

a2

[
∂2(Tn − Ttak hingga)T

∂x2

]

+
α

a2Re−1

[
∂2(Tn − Ttak hingga)T

∂y2

]
atau juga dapat dituliskan.

U∞

(
∂(Tn − Ttak hingga)T

∂t
+ u

∂(Tn − Ttak hingga)T

∂x

+ v
∂(Tn − Ttak hingga)T

∂y

)
=
α

a

[
∂2(Tn − Ttak hingga)T

∂x2

]

+
αRe

a

[
∂2(Tn − Ttak hingga)T

∂y2

]



70

Dengan mengalikan kedua ruas persamaan dengan
1

(Tn−Ttak hingga)U∞
, sehingga diperoleh bentuk berikut:

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
=

α

aU∞

∂2T

∂x2
+
αRe

aU∞

∂2T

∂y2

Substitusikan parameter Re = U∞a
ν

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
=

α

νRe

∂2T

∂x2
+
α

ν

∂2T

∂y2

Selanjutnya substitusikan 1
Pr = ν

α

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
=

1

PrRe

∂2T

∂x2
+

1

Pr

∂2T

∂y2

Dari hasil akhir substitusi variabel dan parameter

non-dimensional ke dalam persamaan pembangun

dimensional sebelumnya, diperoleh persamaan pembangun

non-dimensional berikut:

• Persamaan Kontinutas Non-Dimensional

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 (4.79)

• Persamaan Momentum Non-Dimensional Sumbu x

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
=
∂p

∂x
+

(
1 +

1

β

)
∂2u

∂y2

+Mu+ ϕu+ λT sinx (4.80)
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• Persamaan Momentum Non-Dimensional Sumbu y

Re−1

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
= −∂p

∂y
+Re−2

(
1 +

1

β

)
∂2v

∂x2
+MRe−1v +ΦRe−1v − λT

Re
1
2

cosx (4.81)

• Persamaan Energi Non Dimensional

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
=

1

PrRe

∂2T

∂x2
+

1

Pr

∂2T

∂y2
(4.82)

dengan kondisi batas non dimensional

t = 0 : u = v = 0, T = 0 untuk setiap x, y

t > 0 : u = v = 0, T = 1 pada saat y = 0

u = ue, T = 0 saat y → ∞

C. Teori Lapisan Batas

Melalui pendekatan lapisan batas dengan asumsi bahwa

bilangan Reynoldsnya mendekati tak hingga (Re → ∞),

maka nilai 1
Re cenderung mendekati nol. Berdasarkan

kondisi tersebut, dapat diturunkan bentuk persamaan baru

sebagai berikut.

• Persamaan Kontinuitas

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 (4.83)
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• Persamaan Momentum pada Sumbu x

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −∂p

∂x
+

(
1 +

1

β

)
∂2u

∂y2
+Mu+ ϕu

+ λT sinx (4.84)

• Persamaan Momentum pada Sumbu y

−∂p
∂y

= 0 (4.85)

• Persamaan Energi

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
=

1

Pr

∂2T

∂y2
(4.86)

Karena persamaan momentum pada arah y bernilai nol

dan tekanan fluida tidak dipengaruhi oleh variabel y, maka

yang digunakan hanya persamaan momentum pada arah x.

Adapun persamaan momentum pada sumbuxdi luar lapisan

batas adalah:

∂ue
∂t

+ ue
∂ue
∂x

+ v
∂ue
∂y

= −∂p
∂x

+

(
1 +

1

β

)
∂2ue
∂y2

+Mue + ϕue + λT sinx (4.87)

Dengan menerapkan kecepatan aliran bebas dalam

koordinat silinder yaitu ue = sinx (Norasia et al., 2022),
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maka didapatkan.

∂ue
∂t

= 0;
∂ue
∂y

= 0;
∂2ue
∂y2

= 0 (4.88)

kemudian persamaan (4.88) disubstitusikan ke

persamaan (4.87) maka didapatkan

ue
∂ue
∂x

= −∂p
∂x

+Mue + ϕue + λT sinx (4.89)

Ketika nilai T = 0 persamaan (4.89) menjadi

−∂p
∂x

= ue
∂ue
∂x

−Mue − ϕue (4.90)

Pada persamaan (4.90) disubstitusi ke dalam persamaan

(4.84) maka hasil yang didapatkan adalah.

∂ue
∂t

+ ue
∂ue
∂x

+ v
∂ue
∂y

= −∂p
∂x

+

(
1 +

1

β

)
∂2ue
∂y2

+Mu

+ ϕu+ λT sinx

⇔ ∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
=

(
ue
∂ue
∂x

−Mue − ϕue

)
+

(
1 +

1

β

)
∂2u

∂y2
−Mu− ϕu+ λTsinx

⇔ ∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= ue

∂ue
∂x

− (M + ϕ)ue +

(
1 +

1

β

)
∂2u

∂y2

+ (M + ϕ)u+ λTsinx
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⇔ ∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= ue

∂ue
∂x

+

(
1 +

1

β

)
∂2u

∂y2
+ (M + ϕ)

(u− ue) + λTsinx

Maka didapatkan persamaan akhir dari pendekatan

lapisan batas.

• Persamaan Kontinuitas

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 (4.91)

• Persamaan Momentum Sumbu x

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= ue

∂ue
∂x

+

(
1 +

1

β

)
∂2u

∂y2
+ (M + ϕ)

(u− ue) + λTsinx (4.92)

• Persamaan Energi

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
=

1

Pr

∂2T

∂y2
(4.93)

D. Fungsi Alir

Dalam penelitian ini, fluida memiliki dua komponen

kecepatan, yakni u sebagai kecepatan aliran sepanjang arah

x dan v sebagai kecepatan aliran sepanjang arah y. Untuk

menghubungkan kedua komponen kecepatan tersebut,

digunakan suatu fungsi alir. Melalui penerapan fungsi ini,

berbagai persamaan aliran fluida yang melalui permukaan
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silinder dapat disederhanakan dan direpresentasikan dalam

satu variabel secara komputasi. Simbol ψ digunakan untuk

menggambarkan fungsi alir, di mana aliran pada sumbu x

dan y yang melewati permukaan silinder dapat dinyatakan

dengan cara berikut (Sulistyaningtyas, 2018).

u =
∂ψ

∂y
, v = −∂ψ

∂x
(4.94)

Substitusi fungsi alir yang disebutkan di atas ke dalam

persamaan (4.91)-(4.93) sehingga diperoleh hasil sebagai

berikut.

• Persamaan Kontinuitas

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0

∂(∂ψ∂y )

∂x
+
∂(−∂ψ

∂x )

∂y
= 0

∂2ψ

∂x∂y
− ∂2ψ

∂y∂x
= 0

∂2ψ

∂x∂y
=

∂2ψ

∂y∂x

• Persamaan Momentum Sumbu x

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= ue

∂ue
∂x

+

(
1 +

1

β

)
∂2u

∂y2

+ (M + ϕ)(u− ue) + λTsinx

Pada ruas kiri sebagai berikut.
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∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

=
∂
(
∂ψ
∂y

)
∂t

+

(
∂ψ

∂y

) ∂
(
∂ψ
∂y

)
∂x

+

(
∂ψ

∂x

) ∂
(
∂ψ
∂y

)
∂y

=
∂2ψ

∂y∂t
+
∂ψ

∂y

∂2ψ

∂x∂y
− ∂ψ

∂x

∂2ψ

∂y2

Pada ruas kanan sebagai berikut.

ue
∂ue
∂x

+

(
1 +

1

β

)
∂2u

∂y2
+ (M + ϕ)(u− ue) + λT sinx

= ue
∂ue
∂x

+

(
1 +

1

β

) ∂2
(
∂ψ
∂y

)
∂y2

+ (M + ϕ)

(
∂ψ

∂y
− ue

)
+ λT sinx

= ue
∂ue
∂x

+

(
1 +

1

β

)
∂3ψ

∂y3
+ (M + ϕ)

(
∂ψ

∂y
− ue

)
+ λT sinx

dengan menggabungkan kedua ruas kiri-kanan

diperoleh sebagai berikut.

∂2ψ

∂y∂t
+
∂ψ

∂y

∂2ψ

∂x∂y
− ∂ψ

∂x

∂2ψ

∂y2
= ue

∂ue
∂x

+

(
1 +

1

β

)
∂3ψ

∂y3

+ (M + ϕ)

(
∂ψ

∂y
− ue

)
+ λT sinx
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• Persamaan Energi

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
=

1

Pr

∂2T

∂y2

⇔ ∂T

∂t
+

(
∂ψ

∂y

)
∂T

∂x
+

(
−∂ψ
∂x

)
∂T

∂y
=

1

Pr

∂2T

∂y2

Dengan melakukan substitusi fungsi alir, diperoleh

bentuk persamaan yang lebih disederhanakan. Persamaan

yang digunakan mencakup persamaan momentum pada

arah x serta persamaan energi, sementara persamaan

kontinuitas diabaikan dalam analisis ini.

∂2ψ

∂y∂t
+
∂ψ

∂y

∂2ψ

∂x∂y
− ∂ψ

∂x

∂2ψ

∂y2
= ue

∂ue
∂x

+

(
1 +

1

β

)
∂3ψ

∂y3

+ (M + ϕ)

(
∂ψ

∂y
− ue

)
+ λT sinx (4.95)

∂T

∂t
+

(
∂ψ

∂y

)
∂T

∂x
−
(
∂ψ

∂x

)
∂T

∂y
=

1

Pr

∂2T

∂y2
(4.96)

dengan menggunakan kondisi batas sebagai berikut.

t = 0 : ψ =
∂ψ

∂y
, T = 0 untuk setiap x, y

t > 0 : ψ =
∂ψ

∂y
= 0, T = 0 saat y = 0

∂ψ

∂y
= ue, T = 0 saat y → ∞
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E. Persamaan Similaritas

Langkah berikutnya setelah memperoleh persamaan

fungsi alir adalah mengubahnya menjadi bentuk variabel

similaritas sebagai berikut.

ψ = t
1
2ue(x)f(x, η, t); η =

y

t
1
2

; T = s(x, η, t) (4.97)

Variabel similaritas (4.97) disubstitusikan ke persamaan

(4.95) serta (4.96) yang dijelaskan pada Lampiran 1, maka

diperoleh:

• Persamaan Momentum(
1 +

1

β

)
∂3f

∂η3
+
η

2

∂2f

∂η2
+ t

∂ue
∂x

[
1−

(
∂f

∂η

)2

+ f
∂2f

∂η2

]

= t
∂2f

∂t∂η
+ tue

(
∂2f

∂x∂η

∂f

∂η
− ∂f

∂x

∂2f

∂η2

)
− t(M +Φ)

(
∂f

∂η
− 1)− λst

ue
sinx (4.98)

• Persamaan Energi

∂2s

∂η2
+
Prη

2

∂s

∂η
+ Prtf

∂ue
∂x

∂s

η
= Prt

[
∂s

∂t
+ ue

(
∂f

∂η

∂s

∂x

− ∂f

∂x

∂s

∂η

)]
(4.99)

Penelitian ini diteliti pada wilayah sekitar titik stagnasi

terendah, yakni titik dimana lapisan batas hampir bertemu
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objek. Titik stagnasi terendah dalam mekanika fluida terjadi

ketika x ≈ 0. Dalam kondisi ini, kecepatan aliran bebas

diberikan oleh ue(x) = sinx = 0, dengan turunannya

terhadap x adalah ∂ue(x)
∂x = cosx = 1. Nilai-nilai

tersebut kemudian dimasukkan ke dalam persamaan (4.98)

dan (4.99), sehingga diperoleh bentuk sebagai berikut:

Persamaan Momentum Sumbu x(
1 +

1

β

)
∂3f

∂η3
+
η

2

∂2f

∂η2
+ t cosx

[
1−

(
∂f

∂η

)2

+ f
∂2f

∂η2

]

= t
∂2f

∂t∂η
+ t sinx

(
∂2f

∂x∂η

∂f

∂η
− ∂f

∂x

∂2f

∂η2

)
− t(M +Φ)

(
∂f

∂η
− 1)− λst sinx

sinx

atau dapat ditulis persamaan momentum berikut.(
1 +

1

β

)
∂3f

∂η3
+
η

2

∂2f

∂η2
+ t

[
1−

(
∂f

∂η

)2

+ f
∂2f

∂η2

]

+ t(M +Φ)(
∂f

∂η
− 1) + λst = t

∂2f

∂t∂η
(4.100)

Persamaan Energi

∂2s

∂η2
+
Prη

2

∂s

∂η
+ Prtf cosx

∂s

η
= Prt

[
∂s

∂t
+ sinx

(
∂f

∂η

∂s

∂x

− ∂f

∂x

∂s

∂η

)]
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atau dapat ditulis persamaan energi sebagai berikut.

∂2s

∂η2
+
Prη

2

∂s

∂η
+ Prtf

∂s

η
= Prt

(
∂s

∂t

)
(4.101)

Karena penelitian ini dipengaruhi oleh porositas, medan

magnet, konveksi, dan Casson maka parameter tersebut

tidak bernilai nol (ϕ ̸= 0,M ̸= 0, λ ̸= 0, danβ ̸= 0).

Kemudian dengan mengasumsikan bahwa turunan

parsial dari ∂f
∂η adalah f ′ dan turunan parsial dari ∂r

∂η

adalah s′, serta mensubstitusikan persamaan ∂f
∂η = f ′ dan

∂r
∂η = s′ ke dalam persamaan (4.100) dan (4.101) diperoleh

persamaan momentum dan energi sebagai berikut(
1 +

1

β

)
f ′′′ +

η

2
f ′′ + t

(
1− (f ′)2 + ff ′′

)
+ t(M +Φ)

(f ′ − 1) + λst = t
∂f ′

∂t
(4.102)

s′′ +
Prη

2
s′ + Prtfs′ = Prt

∂s

∂t
(4.103)

dengan kondisi batas

t = 0 : f = f ′ = s = 0 untuk setiap x, η

t > 0 : f = f ′ = 0, s = 1 saat η = 0

f ′ = 1, s = 0 saat η → ∞
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F. Penyelesaian Numerik

1. Permisalan Notasi

Penyelesaian numerik dengan metode Keller Box

memerlukan bentuk persamaan orde pertama atau orde

yang lebih tinggi. Oleh karena itu, persamaan (4.102) dan

(4.103), yang merupakan persamaan orde tinggi, harus

diubah ke dalam bentuk persamaan orde pertama melalui

permisalan. Misalnya:

f ′ = h (4.104)

h′ = g (4.105)

s′ = u (4.106)

Dengan mensubstitusikan persamaan (4.104) - (4.106)

ke persamaaan (4.102) dan (4.103), diperoleh sebagai

berikut

• Persamaan Momentum(
1 +

1

β

)
g′ +

η

2
g + t

(
1− (h)2 + fg

)
+ t(M +Φ)

(h− 1) + λst = t
∂f

∂t
(4.107)

• Persamaan Energi

u′ +
Prη

2
u+ Prtfu = Prt

∂s

∂t
(4.108)
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2. Diskritisasi Model

Proses diskritisasi terhadap model matematika

dilakukan menggunakan metode beda hingga terpusat.

Untuk persamaan linier (4.104)-(4.106), digunakan titik

pusat (ηj− 1
2
, tn) yang berada pada ruas P1, P2, sementara

persamaan tak linier (4.107) dan (4.108) digunakan titik

tengah (ηj− 1
2
, tn−1) pada segiempat P1P2P3P4 seperti yang

terlihat pada Gambar 4.4.

Gambar 4.4: Skema Beda Hingga

Sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut(
fnj − fnj−1

lj

)
= hn

j− 1
2

(4.109)(
hnj − hnj−1

lj

)
= gn

j− 1
2

(4.110)(
snj − snj−1

lj

)
= un

j− 1
2

(4.111)
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Proses diskritisasi untuk persamaan momentum

dilakukan sebagai berikut:

1

2

[
(N1)

n
j− 1

2

+ (N1)
n−1
j− 1

2

]
= tn−

1
2

hnj− 1
2

− hn−1
j− 1

2

kn


dengan

(N1)
n
j− 1

2

=

[(
1 +

1

β

)
g′ +

η

2
g + t

(
1− (h)2 + fg

)
+t(M +Φ)(h− 1) + λst]nj− 1

2

=

(
1 +

1

β

)(
gnj − gnj−1

lj

)
+
ηj− 1

2

2
gn
j− 1

2

+ tn
(
1− (hn

j− 1
2

)2 + (fn
j− 1

2

)(gn
j− 1

2

)
)

+ tn(M +Φ)(hn
j− 1

2

− 1) + λsn
j− 1

2

tn

(N1)
n−1
j− 1

2

=

[(
1 +

1

β

)
g′ +

η

2
g + t

(
1− (h)2 + fg

)
+t(M +Φ)(h− 1) + λst]n−1

j− 1
2

=

(
1 +

1

β

)(
gn−1
j − gn−1

j−1

lj

)
+
ηj− 1

2

2
gn−1
j− 1

2

+ tn−1

(
1− (hn−1

j− 1
2

)2 + (fn−1
j− 1

2

)(gn−1
j− 1

2

)

)
+ tn−1(M +Φ)(hn−1

j− 1
2

− 1) + λsn−1
j− 1

2

tn−1

Dengan demikian, persamaan momentum yang



84

dihasilkan adalah sebagai berikut:(
1 +

1

β

)(
gnj − gnj−1

lj

)
+
ηj− 1

2

2
gn
j− 1

2

+ tn
[
1− (hn

j− 1
2

)2

]+ (fn
j− 1

2

)(gn
j− 1

2

)

]
+ tn(M +Φ)(hn

j− 1
2

− 1) + λsn
j− 1

2

tn

+

(
1 +

1

β

)(
gn−1
j − gn−1

j−1

lj

)
+
ηj− 1

2

2
gn−1
j− 1

2

+ tn−1

(
1− (hn−1

j− 1
2

)2 + (fn−1
j− 1

2

)(gn−1
j− 1

2

)

)
+ tn−1(M +Φ)(hn−1

j− 1
2

− 1)

+ λsn−1
j− 1

2

tn−1 = 2
tn−

1
2

kn
hn
j− 1

2

− 2
tn−

1
2

kn
hn−1
j− 1

2

atau dapat ditulis(
1 +

1

β

)(
gnj − gnj−1

lj

)
+
ηj− 1

2

2
gn
j− 1

2

+ tn
[
1− (hn

j− 1
2

)2

+ (fn
j− 1

2

)(gn
j− 1

2

)

]
+ tn(M +Φ)(hn

j− 1
2

− 1) + λsn
j− 1

2

tn

− 2
tn−

1
2

kn
hn
j− 1

2

= −
(
1 +

1

β

)(
gn−1
j − gn−1

j−1

lj

)
−
ηj− 1

2

2
gn−1
j− 1

2

− tn−1

(
1− (hn−1

j− 1
2

)2 + (fn−1
j− 1

2

)(gn−1
j− 1

2

)

)
− tn−1(M +Φ)

(hn−1
j− 1

2

− 1)− λsn−1
j− 1

2

tn−1 − 2
tn−

1
2

kn
hn−1
j− 1

2

(4.112)

Diskrititsasi untuk persamaan energi adalah sebagai
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berikut

1

2

[
(N2)

n
j− 1

2

+ (N2)
n−1
j− 1

2

]
= Prtn−

1
2

snj− 1
2

− sn−1
j− 1

2

kn


dengan

(N2)
n
j− 1

2

=

[
u′ +

Prη

2
u+ Prtfu

]n
j− 1

2

=
unj − unj−1

lj
+
Prηj− 1

2

2
un
j− 1

2

+ Prtnfn
j− 1

2

(un
j− 1

2

)

(N2)
n−1
j− 1

2

=

[
u′ +

Prη

2
u+ Prtfu

]n−1

j− 1
2

=
un−1
j − un−1

j−1

lj
+
Prηj− 1

2

2
un−1
j− 1

2

+ Prtnfn−1
j− 1

2

(un−1
j− 1

2

)

Sehingga diperoleh persamaan berikut

unj − unj−1

lj
+
Prηj− 1

2

2
un
j− 1

2

+ Prtnfn
j− 1

2

un
j− 1

2

+
un−1
j − un−1

j−1

lj
+
Prηj− 1

2

2
un−1
j− 1

2

+ Prtnfn−1
j− 1

2

un−1
j− 1

2

= 2
Prtn−

1
2

kn
sn
j− 1

2

− 2
Prtn−

1
2

kn
sn−1
j− 1

2
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atau dapat ditulis

unj − unj−1

lj
+
Prηj− 1

2

2
un
j− 1

2

+ Prtnfn
j− 1

2

un
j− 1

2

− 2
Prtn−

1
2

kn
sn
j− 1

2

= −
un−1
j − un−1

j−1

lj
−
Prηj− 1

2

2
un−1
j− 1

2

− Prtnfn−1
j− 1

2

un−1
j− 1

2

− 2
Prtn−

1
2

kn
sn−1
j− 1

2

(4.113)

dimana lj merupakan jarak antar titik untuk η dan kn

merupakan jarak antar titik dari waktu.

3. Linierisasi Model

Pada tahap ini, hasil diskritisasi model akan

diliniearisasikan dengan menerapkan iterasi metode

Newton sebagai berikut.

f i+1
j = f ij + δf ij

hi+1
j = hij + δhij

gi+1
j = gij + δgij

si+1
j = sij + δsij

ui+1
j = uij + δuij (4.114)

Dengan mensubstitusikan bentuk iterasi (4.114) ke
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dalam persamaan (4.109)-(4.113) diperoleh

(δf ij − δfj−1)−
lj
2
(δhij − δhj−1) = −(f ij − f ij−1)

+
lj
2
(hij + hij−1) (4.115)

(δhij − δhij−1)−
lj
2
(δgij − δgij−1) = −(hij − hij−1)

+
lj
2
(gij + gij−1) (4.116)

(δsij − δsij−1)−
lj
2
(δuij − δuij−1) = −(sij − sij−1)

+
lj
2
(uij + uij−1) (4.117)(

1 +
1

β

)(
gij − gij−1

lj
+
δgij + δgij−1

lj

)
+
ηj− 1

2

2

(
gi
j− 1

2

+
δgij + δgij−1

2

)
− tn

[
1−

(
hi
j− 1

2

+
δhij + δhij−1

2

)2

+

(
f i
j− 1

2

+
δf ij + δf ij−1

2

)(
gi
j− 1

2

+
δgij + δgij−1

2

)]
+ tn(M +Φ)(

hn
j− 1

2

+
δhij + δhij−1

2
− 1

)
+ λtn

(
si
j− 1

2

+
δsij + δsij−1

2

)

− 2
tn−

1
2

kn

(
hi
j− 1

2

+
δhij + δhij−1

2

)
= R1 (4.118)
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dapat ditulis persamaan momentum sebagai berikut(
1 +

1

β

)(
δgj − δgj−1

lj

)
+
ηj− 1

2

2

(
δgj + δgj−1

2

)

− tn
(
δhj + δhj−1

2

)2

− 2 tnhn
j− 1

2

(
δhj + δhj−1

2

)
+ tnfn

j− 1
2

(
δgj + δgj−1

2

)
+ tngn

j− 1
2

(
δfj + δfj−1

2

)
+ tn

(
δgj + δgj−1

2

)(
δfj + δfj−1

2

)
+ tn(M +Φ)

(
δhj + δhj−1

2

)
+ λtn

(
δsj + δsj−1

2

)
− 2

tn−
1
2

kn(
δhj + δhj−1

2

)
= −

(
1 +

1

β

)(
gj − gj−1

lj

)
−
ηj− 1

2

2
gn
j− 1

2

− tn
[
1−

(
hn
j− 1

2

)2]
− tnfn

j− 1
2

gn
j− 1

2

− tn(M +Φ)(hn
j− 1

2

− 1)

− λtnsn
j− 1

2

+ 2
tn−

1
2

kn
hn
j− 1

2

+R1 (4.119)

uij − uij−1

lj
+
δuij + δuij−1

lj
+
Prηj− 1

2

2

(
ui
j− 1

2

+
δuij + δuij−1

2

)
+ Prtn

(
f i
j− 1

2

+
δf ij + δf ij−1

2

)
(
ui
j− 1

2

+
δuij + δuij−1

2

)
− 2

Prtn−
1
2

kn
si
j− 1

2

= R2

(4.120)
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dapat ditulis persamaan energi sebagai berikut

δuj − δuj−1

lj
+
Prηj− 1

2

2

(
δuj + δuj−1

2

)
+

Prtnfn
j− 1

2

(
δuj + uj−1

2

)
+ Prtnun

j− 1
2

(
δfj + δfj−1

2

)
+ Prtn

(
δfj + fj−1

2

)(
δuj + uj−1

2

)
− 2

Prtn−
1
2

kn(
δsj + δsj−1

2

)
= −

(
unj − unj−1

lj

)
−
Prηj− 1

2

2

un
j− 1

2

− Prtnfn
j− 1

2

un
j− 1

2

+ 2
Prtn−

1
2

kn
sn
j− 1

2

+R2 (4.121)

dengan

R1 = −
(
1 +

1

β

)(
gn−1
j − gn−1

j−1

lj

)
−
ηj− 1

2

2
gn−1
j− 1

2

− tn−1

[
1−

(
hn−1
j− 1

2

)2

+ fn−1
j− 1

2

· gn−1
j− 1

2

]
− tn−1(M +Φ)

(hn−1
j− 1

2

− 1)− λsn−1
j− 1

2

tn−1 − 2
tn−

1
2

kn
hn−1
j− 1

2

R2 = −
un−1
j − un−1

j−1

lj
−
Prηj− 1

2

2
un−1
j− 1

2

− Prtnfn−1
j− 1

2

(un−1
j− 1

2

)− 2
Prtn−

1
2

k2
sn−1
j− 1

2

Langkah berikutnya adalah menyederhanakan

persamaan (4.115)-(4.121) dengan mengabaikan suku-suku

orde tinggi pada δf ij , δh
i
j , δg

i
j , δs

i
j , dan δuij , sehingga
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didapatkan bentuk yang lebih sederhana.

(δfj − δfj−1)−
lj
2
(δhj + δhj−1) = (m1)j (4.122)

(δhj − δhj−1)−
lj
2
(δgj + δgj−1) = (m2)j (4.123)

(δsj − δsj−1)−
lj
2
(δuj + δuj−1) = (m3)j (4.124)

(a1)jδfj + (a2)jδfj−1 + (a3)jδhj + (a4)jδhj−1 + (a5)jδgj

+ (a6)jδgj−1 + (a7)jδsj + (a8)jδsj−1 = (m4)j (4.125)

(b1)jδuj + (b2)jδuj−1 + (b3)jδfj + (b4)jδfj−1 + (b5)jδsj

+ (b6)jδsj−1 = (m5)j (4.126)

dengan

(m1)j = −(fnj − fnj−1) +
lj
2
(hnj + hnj−1),

(m2)j = −(hnj − hnj−1) +
lj
2
(gnj + gnj−1)

(m3)j = −(snj − snj−1) +
lj
2
(unj + unj−1)

(m4)j = −
(
1 +

1

β

)(
gnj − gnj−1

lj

)
−
ηj− 1

2

2

(
gn
j− 1

2

)
− tn[

1−
(
hn
j− 1

2

)2
+ fn

j− 1
2

gn
j− 1

2

]
− tn(M +Φ)

(
hn
j− 1

2

− 1
)

− λtnsn
j− 1

2

+ 2
tn−

1
2

kn
hn
j− 1

2

−
(
1 +

1

β

)(
gn−1
j − gn−1

j−1

lj

)

−
ηj− 1

2

2

(
gn−1
j− 1

2

)
− tn−1

[
1−

(
hn−1
j− 1

2

)2

+ fn−1
j− 1

2

gn−1
j− 1

2

]
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− tn−1(M +Φ)

(
hn−1
j− 1

2

− 1

)
− λtn−1sn−1

j− 1
2

− 2
tn−

1
2

kn
hn−1
j− 1

2

(m5)j = −
unj − unj−1

lj
−
Prηj− 1

2

2
un
j− 1

2

− Prtnfn
j− 1

2

un
j− 1

2

+ 2
Prtn−

1
2

kn
sn
j− 1

2

−
un−1
j − un−1

j−1

lj
−
Prηj− 1

2

2
un−1
j− 1

2

− Prtn−1fn−1
j− 1

2

un−1
j− 1

2

− 2
Prtn−

1
2

kn
sn−1
j− 1

2

(a1)j =
1

2
tngn

j− 1
2

(a2)j = (a1)j

(a3)j = −tnhn
j− 1

2

+
1

2
tn(M + ϕ)− tn−

1
2

kn

(a4)j = (a3)j

(a5)j =
1

lj

(
1 +

1

β

)
+
ηj− 1

2

4
+

1

2
tnfn

j− 1
2

(a6)j = − 1

lj

(
1 +

1

β

)
+
ηj− 1

2

4
+

1

2
tnfn

j− 1
2

(a7)j =
1

2
λtn

(a8)j = (a7)j

(b1)j =
1

lj
+
Prηj− 1

2

4
+

1

2
Prtnfn

j− 1
2

(b2)j = − 1

lj
+
Prηj− 1

2

4
+

1

2
Prtnfn

j− 1
2

(b3)j =
1

2
Prtnun

j− 1
2

(b4)j = (b3)j

(b5)j = −Prt
n− 1

2

kn

(b6)j = (b5)j
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Berdasarkan kondisi batas yang ada, maka dapat

dinyatakan bahwa δf0 = 0, δh0 = 0, δs0 = 0, δhW = 0, dan

δsW = 0.

4. Teknik Eliminasi Blok

Persamaan (4.122)-(4.126) adalah sistem linier yang

dapat diselesaikan dengan teknik eliminasi blok. Dalam

pendekatan Keller-Box, setiap elemen dari blok tridiagonal

disusun dalam bentuk matriks blok, dan penentuan elemen

pada matriks blok tridiagonal dilakukan dalam beberapa

kondisi tertentu, yaitu ketika j = 1, j =W − 1, dan j =W .

• Pada saat kondisi j = 1, maka persamaan

(4.122)–(4.126) menjadi

(δf1 − δf0)−
l1
2
(δh1 + δh0) = (m1)1 (4.127)

(δh1 − δh0)−
l1
2
(δg1 + δg0) = (m2)1 (4.128)

(δs1 − δs0)−
l1
2
(δu1 + δu0) = (m3)1 (4.129)

(a1)1δf1 + (a2)1δf0 + (a3)1δh1 + (a4)1δh0 + (a5)1δg1

+ (a6)1δg0 + (a7)1δs1 + (a8)1δs0 = (m4)1 (4.130)

(b1)1δu1 + (b2)1δu0 + (b3)1δf1 + (b4)1δf0 + (b5)1δs1

+ (b6)1δs0 = (m5)1 (4.131)

Berdasarkan kondisi batas δf0 = 0, δh0 = 0, δs0 = 0
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maka persamaan (4.127)-(4.131) dapat ditulis

(δf1)−
l1
2
(δh1) = (m1)1 (4.132)

(δh1)−
l1
2
(δg1 + δg0) = (m2)1 (4.133)

(δs1)−
l1
2
(δu1 + δu0) = (m3)1 (4.134)

(a1)1δf1 + (a3)1δh1 + (a5)1δg1 + (a6)1δg0

+ (a7)1δs1 = (m4)1 (4.135)

(b1)1δu1 + (b2)1δu0 + (b3)1δf1 + (b5)1δs1 = (m5)1

(4.136)

Dengan demikian, persamaan (4.132)–(4.136) dapat

dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai berikut:
0 0 1 0 0

− l1
2 0 0 − l1

2 0

0 − l1
2 0 0 − l1

2

(a6)1 0 (a1)1 (a5)1 0

0 (b2)1 (b3)1 0 (b1)1




δg0

δu0

δf1

δg1

δu1

+


− l1

2 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

(a3)1 (a7)1 0 0 0

0 (b5)1 0 0 0




δh1

δs1

δf2

δg2

δu2

 =


(m1)1

(m2)1

(m3)1

(m4)1

(m5)1


Selanjutnya, matriks tersebut dapat direpresentasikan
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sebagai berikut.

[K1] [δ1] + [G1][δ2] = [m1]

• Pada saat kondisi j = W − 1, maka persamaan

(4.122)-(4.126) menjadi

(δfW−1 − δfW−2)−
lW−1

2
(δhW−1 + δhW−2) = (m1)W−1

(4.137)

(δhW−1 − δhW−2)−
lW−1

2
(δgW−1 + δhW−2) = (m2)W−1

(4.138)

(δsW−1 − δsW−2)−
lW−1

2
(δuW−1 + δuW−2) = (m3)W−1

(4.139)

(a1)W−1δfW−1 + (a2)W−1δfW−2 + (a3)W−1δhW−1

+ (a4)W−1δhW−2 + (a5)W−1δgW−1 + (a6)W−1δgW−2

+ (a7)W−1δsW−1 + (a8)W−1δsW−2 = (m4)W−1

(4.140)

(b1)W−1δuW−1 + (b2)W−1δuW−2 + (b3)W−1δfW−1 + (b4)W−1

δfW−2 + (b5)W−1δsW−1 + (b6)W−1δsW−2+ = (m5)W−1

(4.141)

Dengan demikian, persamaan (4.137)-(4.141) dapat
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dinyatakan dalam bentuk matriks seperti berikut.
0 0 −1 0 0

0 0 0 − lW−1

2 0

0 0 0 0 − lW−1

2

0 0 (a2)W−1 (a6)W−1 0

0 0 (b4)W−1 0 (b2)W−1




δgW−3

δuW−3

δfW−2

δgW−2

δuW−2

+


− lW−1

2 0 1 0 0

−1 0 0 − lW−1

2 0

0 −1 0 0 − lW−1

2

(a4)W−1 (a8)W−1 (a1)W−1 (a5)W−1 0

0 (b6)W−1 (b3)W−1 0 (b1)W−1




δhW−2

δsW−2

δfW−1

δgW−1

δuW−1

+


− lW−1

2 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

(a3)W−1 (a7)W−1 0 0 0

0 (b5)W−1 0 0 0




δhW−1

δsW−1

δfW

δgW

δuW

 =


(m1)W−1

(m2)W−1

(m3)W−1

(m4)W−1

(m5)W−1


Kemudian, bentuk matriksnya dapat diperoleh.

[Jj−1][δj−2] + [Kj−1][δj−1] + [Gj−1][δj ] = [mj ];

j = 2, 3, . . . ,W − 1

• Pada saat kondisi j = W , maka persamaan
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(4.122)–(4.126) menjadi

(δfW − δfW−1)−
lW
2
(δhW + δhW−1) = (m1)W

(4.142)

(δhW − δhW−1)−
lW
2
(δgW + δgW−1) = (m2)W

(4.143)

(δsW − δsW−1)−
lW
2
(δuW + δuW−1) = (m3)W

(4.144)

(a1)W δfW + (a2)W δfW−1 + (a3)W δhW + (a4)W

δhW−1 + (a5)W δgW + (a6)W δgW−1 + (a7)W

δsW + (a4)W δsW−1 = (m4)W (4.145)

(b1)W δuW + (b2)W δuW−1 + (b3)W δfW + (b4)W δfW−1

+ (b5)W δsW + (b6)W δsW−1+ = (m5)W (4.146)

Dengan kondisi batas δhW = 0, δsW = 0 maka

persamaan (4.142)-(4.146) berubah menjadi

(δfW − δfW−1)−
lW
2
δhW−1 = (m1)W (4.147)

(−δhW−1)−
lW
2
(δgW + δgW−1) = (m2)W (4.148)

(−δsW−1)−
lW
2
(δuW + δuW−1) = (m3)W (4.149)

(a1)W δfW + (a2)W δfW−1 + (a4)W δhW−1 + (a5)W δgW
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+ (a6)W δgW−1 + (a8)W δsW−1 = (m4)W (4.150)

(b1)W δuW + (b2)W δuW−1 + (b3)W δfW + (b4)W

δfW−1 + (b6)W δsW−1 = (m5)W (4.151)

Dengan demikian persamaan (4.147)-(4.151) dapat

disusun dalam bentuk matriks berikut.
0 0 −1 0 0

0 0 0 − lW
2 0

0 0 0 0 − lW
2

0 0 (a2)W (a6)W 0

0 0 (b4)W 0 (b2)W




δgW−2

δuW−2

δfW−1

δgW−1

δuW−1

+


− lW

2 0 1 0 0

−1 0 0 − lW
2 0

0 −1 0 0 − lW
2

(a4)W (a8)W (a1)W (a5)W 0

0 (b6)W (b3)W 0 (b1)W




δhW−1

δsW−1

δfW

δgW

δuW

 =


(m1)W

(m2)W

(m3)W

(m4)W

(m5)W


Kemudian, bentuk matriksnya dapat dituliskan sebagai

berikut.

[Jj ][δj−1] + [Kj ][δj ] = [mj ]; j =W

Secara sederhana, bentuk matriks untuk kondisi j =

1, 2, 3, . . . ,W dapat dituliskan sebagai berikut.
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j = 1 : [K1][δ1] + [G1][δ2] = [m1]

j = 2 : [J2][δ1] + [K2][δ2] + [G2][δ3] = [m2]

j = 3 : [J3][δ2] + [K3][δ3] + [G3][δ4] = [m3]

...

j =W − 1 : [JW−1][δW−2] + [KW−1][δW−1] + [GW−1][δW ] = [mW−1]

j =W : [JW ][δW−1] + [KW ][δW ] = [mW ]

atau dapat dituliskan dalam bentuk berikut.

Y δ = m (4.152)

dengan

Y =



[K1] [G1]

[J2] [K2] [G2]

[J3] [K3]
. . .

. . .
. . . [GW−2]

[JW−1] [KW−1] [GW−1]

[JW ] [KW ]



δ =



[δ1]

[δ2]
...

[δW−1]

[δW ]


, m =



[m1]

[m2]
...

[mW−1]

[mW ]


untuk menyelesaikan persamaan (4.152) diasumsikan matriks
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nonsingular dan dapat difaktorkan ke dalam

Y = LU (4.153)

dimana matriks L dan U adalah sebagai berikut

L =



[γ1]

[J2] [γ2]
. . .

. . .

[JW−1] [γW−1]

[JW ] [γW ]



U =



[I] [P1]

[I] [P2]
. . .

. . .

[I] [PW−1]

[I]


Di mana [I] adalah matriks identitas berukuran 5 × 5, sedangkan

[γj ] dan [Pj ] merupakan matriks berukuran 5 × 5 yang

elemen-elemennya ditentukan berdasarkan persamaan berikut.

[γj ] = [Kj ]

[K1][Pj ] = [Gj ]

[γj ] = [Kj ]− [Jj ][Pj−1], j = 2, 3, 4, . . . ,W

[γj ][Pj ] = [Gj ], j = 2, 3, 4, . . . ,W − 1

Kemudian, persamaan (4.153) disubstitusikan ke persamaan

(4.152) maka diperoleh persamaan berikut

LUδ = m (4.154)
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dengan Uδ = Z , maka

LZ = m (4.155)

dengan

Z =



[Z1]

[Z2]
...

[ZW−1]

[ZW ]


dengan [Z] merupakan suatu matriks yang berukuran 5×1dimana

setiap elemennya diperoleh dari persamaan (4.155), yaitu.

[a1][Z1] = [m1]

[aj ][Zj ] = [mj ]− [Jj ][Zj−1]

Selanjutnya, persamaan (4.154) diselesaikan dengan

menggunakan bentuk berikut.

[δj ][Z1] = [m1]

[δj ] = [Zj ]− [Pj ][δj−1], 1 ≤ j ≤W − 1

Setelah seluruh elemen diperoleh, persamaan (4.122)–(4.126)

dapat digunakan untuk menghitung iterasi ke-(i + 1) dalam

persamaan (4.114). Proses perhitungan ini dilakukan secara

iteratif dan akan dihentikan ketika memenuhi kriteria

konvergensi. Berdasarkan pendapat Cebeci dan Bradshaw,

konvergensi ditentukan dengan menggunakan v(0, t), dan iterasi

dihentikan ketika perubahan [δv(0, t)]menjadi sangat kecil. Dalam

penelitian ini, digunakan nilai ambang konvergensi ϵ = 0.0001.



101

G. Hasil Simulasi Numerik

Setelah menyelesaikan perhitungan numerik menggunakan

metode beda hingga dalam skema Keller-Box, simulasi numerik

dilakukan menggunakan MATLAB 2013a. Beberapa variasi

parameter digunakan dalam tahap ini, yaitu variasi porositas,

variasi magnetik, variasi konveksi, dan variasi Casson. Hal

ini bertujuan untuk memahami pengaruhnya terhadap profil

kecepatan dan temperatur fluida Casson yang mengalir melalui

media berpori.

Dalam penelitian ini, simulasi numerik dilakukan dengan

menggunakan beberapa parameter input, yaitu jumlah partisi η

sebanyak 60 (η = 60) dengan nilai ∆η = 0, 1, serta jumlah partisi

waktu t sebanyak 33 (t = 33) dengan ∆t = 0, 05.

Di bawah ini disajikan hasil simulasi model matematika aliran

fluida Casson yang melalui media berpori, dipengaruhi oleh

parameter porositas, medan magnet, konveksi, dan sifat Casson.

Pengaruhnya akan dianalisis berdasarkan variasi yang terdapat

pada parameter porositas, parameter magnetik, parameter

konveksi, dan parameter Casson.

1. Pengaruh Parameter Porositas (ϕ) pada Aliran

Fluida Casson

Dalam simulasi ini, diperoleh pemahaman mengenai

bagaimana perubahan parameter porositas memengaruhi

profil kecepatan dan temperatur pada fluida Casson yang

mengalir melalui media berpori, dengan variasi parameter

porositas sebagai berikut: (ϕ) = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 (Das &

Dey). Selain berbagai variasi parameter porositas, simulasi ini

juga menerapkan nilai-nilai parameter lainnya, yaitu parameter

magnetik (M) yang bernilai 1, parameter konveksi (λ) yang
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bernilai 1, parameter bilangan Prandtl (Pr) yang bernilai 0.72,

dan parameter Casson (β) yang bernilai 2.5. Berikut ini adalah

hasil simulasi yang diperoleh berdasarkan perubahan nilai

parameter porositas.

Gambar 4.5: Grafik Variasi Parameter Porositas Terhadap
Profil Kecepatan

Kecepatan meningkat dari f ′ = 0 hingga f ′ ≈ 1, seperti yang

ditunjukkan pada Gambar 4.5. Dari grafik pada gambar tersebut

menunjukkan bahwa peningkatan nilai variasi parameter

porositas menyebabkan kecepatan aliran fluida menurun.

Penurunan kecepatan aliran fluida ini disebabkan karena

bertambahnya hambatan dari media berpori, sehingga nilai

variasi parameter porositas yang semakin tinggi maka kecepatan
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fluida nya juga akan semakin menurun. Hal ini sejalan dengan

penelitian yang telah dilakukan oleh Das dan Dey (2024).

Pada Gambar 4.6 ditunjukkan hasil simulasi numerik

mengenai temperatur aliran fluida Casson dengan variasi pada

parameter porositas. Gambar tersebut menunjukkan terjadinya

penurunan pada f ′ = 1 sampai f ′ ≈ 0. Selain itu, gambar tersebut

menunjukkan variasi parameter porositas terlihat bahwa semakin

tinggi nilai parameter porositas, semakin tinggi temperatur fluida.

Hal ini menunjukkan bahwa nilai parameter porositas yang lebih

tinggi memiliki hambatan yang lebih rendah terhadap temperatur

aliran fluida, sehingga temperatur aliran fluida meningkat. Hasil

ini juga sejalan dengan penelitian Das dan Dey (2024).

Gambar 4.6: Grafik Variasi Parameter Porositas Terhadap
Temperatur
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2. Pengaruh Parameter Magnetik (M) pada Aliran

Fluida Casson

Dalam simulasi ini, dianalisis pengaruh variasi parameter

medan magnet terhadap profil kecepatan dan temperatur

fluida Casson yang mengalir melalui media berpori dengan

menvariasikan parameter magnetik. Variasi parameter magnetik

yang digunakan adalah (M) = 0.0, 0.4, 0.7, 1.0, 1.3 (Ganga et al.,

2021). Parameter lainnya yang digunakan dalam simulasi ini

meliputi porositas (ϕ) = 1, parameter konveksi (λ) = 1, bilangan

Prandtl (Pr) = 0, 72, serta parameter Casson (β) = 2, 5. Hasil dari

pengaruh variasi parameter magnetik disajikan sebagai berikut.

Gambar 4.7: Grafik Variasi Parameter Magnetik Terhadap
Profil Kecepatan

Pada Gambar 4.7, terlihat bahwa kecepatan fluida meningkat
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dari f ′ = 0 hingga sekitar f ′ ≈ 1. Grafik tersebut juga

menampilkan perbedaan yang jelas pada setiap nilai variasi

parameter magnetik, di mana peningkatan nilai parameter

magnetik menyebabkan penurunan kecepatan fluida. Penurunan

ini disebabkan oleh melemahnya gaya Lorentz yang berperan

dalam sistem, sehingga medan magnet yang mempengaruhi

fluida Casson juga ikut menurun. Secara matematis, hubungan ini

dinyatakan dengan M =
σB2

0a
ρfU∞

, yang menunjukkan bahwa nilai

M berbanding lurus dengan intensitas medan magnet B0. Akibat

berkurangnya gaya Lorentz, gerakan partikel bermuatan dalam

medan magnet menurun, menyebabkan laju aliran fluida menjadi

lebih lambat.

Gambar 4.8: Grafik Variasi Parameter Magnetik Terhadap
Temperatur
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Gambar 4.8 memperlihatkan temperatur menurun dari s′ = 1

hingga s ≈ 0. Dari grafik yang terlihat pada gambar tersebut,

terlihat bahwa peningkatan nilai variasi parameter magnetik

berakibat pada kenaikan temperatur. Kenaikan ini terjadi akibat

meningkatnya energi internal yang diperlukan oleh fluida Casson

untuk mempertahankan alirannya.

3. Pengaruh Parameter Konveksi (λ) pada Aliran

Fluida Casson

Dalam simulasi ini, variasi parameter konveksi diterapkan

untuk memahami pengaruhnya terhadap profil kecepatan

dan temperatur pada aliran fluida Casson yang melewati

media berpori. Variasi parameter tersebut mencakup

(λ) = 0.1, 0.25, 0.4, 0.5, 0.6 (Jalili et al., 2023). Selain variasi

pada parameter konveksi, simulasi ini juga mengaplikasikan

nilai parameter lainnya, yaitu nilai porositas (ϕ) sebesar 1, nilai

parameter magnetik (M) sebesar 1, nilai bilangan Prandtl (Pr)

sebesar 0.72, serta nilai parameter Casson (β) sebesar 2.5. Berikut

ini adalah hasil simulasi yang dihasilkan dari variasi parameter

konveksi.

Pada Gambar 4.9, terlihat adanya kenaikan nilai dari f ′ = 0

hingga mendekati f ′ ≈ 1. Gambar ini juga menunjukkan

perbedaan yang muncul akibat variasi nilai parameter konveksi,

di mana semakin tinggi nilai parameter tersebut, maka semakin

besar pula kecepatan aliran fluida. Hal ini disebabkan oleh

peningkatan nilai parameter konveksi yang menyebabkan

bertambahnya gaya apung yang bekerja pada fluida, sehingga

mendorong kenaikan kecepatan aliran fluidanya.
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Gambar 4.9: Grafik Variasi Parameter Konveksi Terhadap
Profil Kecepatan

Bisa dilihat pada Gambar 4.10 bahwa ada penurunan nilai dari

s = 1 hingga f ′ ≈ 0. Ini menunjukkan bahwa temperatur fluida

cenderung turun seiring dengan peningkatan variasi parameter

konveksi. Hal ini dapat ditunjukkan secara matematis oleh

λ = Gr
Re2 dimana λ berbanding lurus dengan Gr, sedangkan

untuk Gr =
gθ(Tn−Ttak hingga)a

3

ν2 dapat juga dikatakan bahwa a

berbanding lurus denganGr dan (Tn−Ttak hingga). Oleh sebab itu,

penurunan temperatur yang terjadi ini dapat disebabkan karena

adanya (Tn − Ttak hingga) yang semakin meningkat.
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Gambar 4.10: Grafik Variasi Parameter Konveksi Terhadap
Temperatur

4. Pengaruh Parameter Casson (β) pada Aliran Fluida

Casson

Dalam simulasi ini, variasi parameter Casson diterapkan

untuk memahami pengaruhnya terhadap profil kecepatan dan

temperatur pada fluida Casson yang mengalir melalui media

berpori. Variasi parameter Casson yang digunakan meliputi (β) =

0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5 (Alqarni et al., 2022). Selain variasi parameter

Casson, simulasi ini juga menerapkan nilai parameter lain, yaitu

porositas (ϕ) sebesar = 1, parameter magnetik (λ) sebesar = 1,

dan nilai bilangan Prandtl (Pr) sebesar = 0.72. Berikut ini adalah

hasil simulasi yang dihasilkan dari variasi parameter Casson.

Tampak pada Gambar 4.11 bahwa terdapat peningkatan pada
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f ′ = 0 hingga f ′ ≈ 1. Gambar tersebut menggambarkan

perbedaan setiap nilai variasi parameter Casson, di mana semakin

tinggi nilai variasi parameter Casson, maka kecepatan fluida juga

akan semakin bertambah. Peningkatan nilai variasi parameter

Casson terjadi karena pengaruh tegangan luluh (τ0) yang tidak

sebanding dengan viskositas (kc), sehingga kecepatan aliran fluida

mengalami peningkatan.

Gambar 4.11: Grafik Variasi Parameter Casson Terhadap
Profil Kecepatan

Pada Gambar 4.12, ditunjukkan hasil simulasi numerik

mengenai temperatur aliran fluida Casson dengan perbedaan

parameter Casson yang diterapkan. Dalam gambar tersebut, juga

terlihat adanya perbedaan dari setiap nilai variasi parameter

Casson, di mana terjadi penurunan dari s′ ≈ 1 menjadi s′ ≈
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0. Ketika nilai variasi parameter Casson meningkat, temperatur

fluida cenderung menurun, hal ini terjadi karena pengaruh

tegangan luluh yang menjadi berkurang. Akibatnya, temperatur

fluida akan berkurang dengan lebih cepat.

Gambar 4.12: Grafik Variasi Parameter Casson Terhadap
Temperatur



BAB V

PENUTUP

A. Kesimpulan

Dari hasil analisis dan pembahasan yang telah dilakukan,

maka dapat ditarik kesimpulan bahwa:

1. Model matematika aliran fluida Casson melalui media

berpori didasarkan pada persamaan kontinuitas,

momentum, dan energi, yang berasal dari Hukum

Kekekalan Massa, Hukum Kedua Newton, dan Hukum

Pertama Termodinamika. Kemudian persamaan ini

dirangkai menjadi model persamaan non-dimensional dan

diubah menjadi persamaan similaritas untuk menghasilkan

model akhir aliran fluida Casson melalui media berpori

yang dipengaruhi oleh parameter porositas, medan magnet,

konveksi, dan Casson sebagai berikut.(
1 +

1

β

)
g′ +

η

2
g + t

(
1− (h)2 + fg

)
+ t(M +Φ)

(h− 1) + λst = t
∂f

∂t
(5.1)

u′ +
Prη

2
u+ Prtfu = Prt

∂s

∂t
(5.2)

2. Model matematika aliran fluida Casson melalui media

berpori dengan pengaruh parameter porositas, medan

magnet, konveksi, dan Casson yang telah diperoleh

diselesaikan secara numerik dengan menerapkan metode

Keller-Box. Persamaan similaritas yang diperoleh

sebelumnya dibentuk menjadi persamaan orde satu,

111
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kemudian dilakukan diskritisasi dengan menggunakan

metode beda hingga. Selanjutnya, diterapkan proses

linearisasi dengan metode Newton dan dinyatakan dalam

bentuk matriks vektor. Kemudian hasil persamaan

tersebut diselesaikan dengan teknik eliminasi matriks blok

tridiagonal.

3. Hasil simulasi numerik dari model matematika aliran fluida

Casson melalui media berpori ditunjukkan di bawah ini

dengan menggunakan beberapa variasi parameter yaitu

porositas, magnetik, konveksi, dan Casson terhadap profil

kecepatan dan temperatur aliran fluida Casson, yang

didapatkan dengan bantuan software MATLAB 2013a:

(a) Parameter porositas (ϕ) yang memiliki nilai lebih

tinggi menyebabkan penurunan pada profil kecepatan

sementara temperatur aliran fluida Casson akan

meningkat.

(b) Peningkatan variasi parameter magnetik (M) yang

lebih tinggi menyebabkan penurunan profil kecepatan

aliran fluida Casson, sedangkan temperatur aliran

fluida Casson akan mengalami peningkatan.

(c) Variasi parameter konveksi (λ) yang lebih tinggi

menyebabkan peningkatan pada profil kecepatan

aliran fluida Casson, sementara temperatur fluida

Casson mengalami penurunan.

(d) Peningkatan nilai parameter Casson (β)

mengakibatkan profil kecepatan aliran fluida Casson

semakin tinggi, sementara temperatur aliran fluida

Casson mengalami penurunan.
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B. Saran

Berdasarkan hasil penelitian ini, disarankan agar penelitian

selanjutnya mempertimbangkan aliran fluida Casson pada posisi

selain titik stagnasi (x ̸= 0). Dengan demikian, profil kecepatan

dan temperatur di sekitar media berpori dapat dianalisis lebih luas

dan mendalam.
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Lampiran 1. Persamaan Similaritas

Persamaan non-dimensional yang telah didapatkan dirubah

ke persamaan similaritas dengan mentransformasikan persamaan

tersebut ke dalam variabel similaritas berikut.

ψ = t
1
2ue(x)f(x, η, t); η =

y

t
1
2

; T = s(x, η, t) (1.1)

1. Persamaan Momentum

∂2ψ

∂y∂t
+
∂ψ

∂y

∂2ψ

∂x∂y
− ∂ψ

∂x

∂2ψ

∂y2
= ue

∂ue
∂x

+

(
1 +

1

β

)
∂3ψ

∂y3

+ (M + ϕ)

(
∂ψ

∂y
− ue

)
+ λT sinx

dengan

∂η

∂y
=

∂

∂y

( y

t1/2

)
=

1

t1/2
,

∂η

∂t
=

∂

∂t

( y

t1/2

)
= −1

2

η

t

∂ψ

∂y
=
∂ψ

∂η

∂η

∂y

=
∂

∂η

(
t1/2ue(x)f(x, η, t)

) 1

t1/2

=
t1/2ue(x)

t1/2
∂f(x, η, t)

∂η

= ue(x)
∂f(x, η, t)

∂η



123

∂ψ

∂x
=

∂

∂x

(
t1/2ue(x)f(x, η, t)

)
= t1/2

∂

∂x
(ue(x)f(x, η, t))

= t1/2f(x, η, t)
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∂2ψ

∂t∂y
=

∂

∂t

(
∂ψ

∂y

)

=
∂

∂t

(
ue(x)

∂f(x, η, t)
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Selanjutnya ue(x) dan f(x, η, t) dapat ditulis menjadi

ue(x) = ue dan f(x, η, t) = f , sehingga diperoleh

persamaan momentum sebagai berikut.

Ruas kiri
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∂η2

⇔ − ueη

2t

∂2f

∂η2
+ ue

∂2f

∂t∂η
+ ue

∂ue
∂x

(
∂f

∂η

)2

+ u2e
∂f

∂η

∂2f

∂x∂η

− uef
∂ue
∂x

∂2f

∂η2
− u2e

∂f

∂x

ue
t1/2

∂2f

∂η2
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Ruas kanan

ue
∂ue
∂x

+

(
1 +

1

β

)
∂3ψ

∂y3
+ (M + ϕ)

(
∂ψ

∂y
− ue

)
+ λT sinx

⇔ ue
∂ue
∂x

+

(
1 +

1

β

)(
ue
t

∂3f

∂η3

)
+ (M + ϕ)

(
ue
∂f

∂t
− ue

)
− λs sinx

⇔ ue
∂ue
∂x

+
ue
t

(
1 +

1

β

)(
∂3f

∂η3

)
+ ue(M + ϕ)

(
∂f

∂t
− 1

)
− λs sinx

Ruas kiri-kanan

− ueη

2t

∂2f

∂η2
+ ue

∂2f

∂t∂η
+ ue

∂ue
∂x

(
∂f

∂η

)2

+ u2e
∂f

∂η

∂2f

∂x∂η

− uef
∂ue
∂x

∂2f

∂η2
− u2e

∂f

∂x

∂2f

∂η2
= ue

∂ue
∂x

+
ue
t

(
1 +

1

β

)
(
∂3f

∂η3

)
+ ue(M + ϕ)

(
∂f

∂t
− 1

)
− λs sinx

kedua ruas dikali dengan t
ue

, diperoleh

− η

2

∂2f

∂η2
+ t

∂2f

∂t∂η
+ t

∂ue
∂x

(
∂f

∂η

)2

+ tue
∂f

∂η

∂2f

∂x∂η

− tf
∂ue
∂x

∂2f

∂η2
− tue

∂f

∂x

∂2f

∂η2
= t

∂ue
∂x

+

(
1 +

1

β

)
(
∂3f

∂η3

)
+ t(M + ϕ)

(
∂f

∂t
− 1

)
− λst

sinx

ue
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atau dapat ditulis(
1 +

1

β

)
∂3f

∂η3
+
η

2

∂2f

∂η2
+ t

∂ue
∂x

[
1−

(
∂f

∂η

)2

+ f

∂2f

∂t∂η

]
= t

∂2f

∂t∂η
+ tue

(
∂f

∂η

∂2f

∂x∂η
− ∂f

∂x

∂2f

∂η2

)
− t(M + ϕ)

(
∂f

∂η
− 1

)
− λst

sinx

ue

2. Persamaan Energi

∂T

∂t
+
∂ψ

∂y

∂T

∂x
− ∂ψ

∂x

∂T

∂y
=

1

Pr

∂2T

∂y2

dengan

∂T

∂t
=
∂s(x, η, t)

∂η

∂η

∂t
+
∂s(x, η, t)

∂t

=
∂s(x, η, t)

∂η

(
−1

2

η

t

)
+
∂s(x, η, t)

∂x

=
(
− η

2t

) ∂s(x, η, t)
∂η

+
∂s(x, η, t)

∂x

∂T

∂y
=
∂s(x, η, t)

∂η

∂η

∂y

=
∂s(x, η, t)

∂η

(
1

t1/2

)
=

1

t1/2
∂s(x, η, t)

∂η

∂T

∂x
=
∂s(x, η, t)

∂x
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∂2T

∂y2
=

∂

∂y

(
∂T

∂y

)
=

∂

∂y

(
1

t1/2
∂s(x, η, t)

∂η

)
∂η

∂y

=
∂

∂η

(
1

t1/2
∂s(x, η, t)

∂η

)
1

t1/2

=
1

t1/2

(
∂2s(x, η, t)

∂η2

)
Selanjutnya dapat dituliskan s(x, η, t) = s, maka persamaan

similaritas untuk persamaan energi adalah sebagai berikut.

∂T

∂t
+
∂ψ

∂y

∂T

∂x
− ∂ψ

∂x

∂T

∂y
=

1

Pr

∂2T

∂y2

⇔
(
− η

2t

∂s

∂η
+
∂s

∂t

)
+

(
ue
∂f

∂η

∂s

∂x

)
−
(
t1/2f

∂ue
∂x

+ t1/2ue
∂f

∂x

)
1

t1/2
∂2s

∂η
=

1

Pr

1

t

∂2s

∂η2

⇔ − η

2t

∂s

∂η
+
∂s

∂t
+ ue

∂f

∂η

∂s

∂x
−
(
f
∂ue
∂x

+ ue
∂f

∂x

)
∂2s

∂η
=

1

Pr

1

t

∂2s

∂η2

kedua ruas dikali dengan Prt, sehingga diperoleh

− Prt
η

2t

∂s

∂η
+ Prt

∂s

∂t
+ Prtue

∂f

∂η

∂s

∂x
− Prtf

∂ue
∂x

∂2s

∂η2

− Prtue
∂f

∂x

∂2s

∂η2
=
∂2s

∂η2
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atau dapat ditulis

∂2s

∂η2
+
Prη

2

∂s

∂η
+ Prtf

∂ue
∂x

∂s

∂η
= Prt

[
∂s

∂t
+ ue(

∂f

∂η

∂s

∂x
− ∂f

∂x

∂2s

∂η2

)]
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Lampiran 2. Penurunan Kondisi Awal

Persamaan yang digunakan untuk menentukan kondisi awal

yaitu sebagai berikut.(
1 +

1

β

)
f ′′′+

η

2
f ′′+t

(
1− (f ′)2 + ff ′′

)
+t(M−ϕ)(f ′−1)+λst = t

∂f ′

∂t

s′′ +
Prη

2
s′ + Prtfs′ = Prt

∂s

∂t

dengan mensubsitusikan t = 0 maka diperoleh persamaan

berikut. (
1 +

1

β

)
f ′′′ +

η

2
f ′′ = 0

s′′ +
Prη

2
s′ = 0

untuk mendapatkan f digunakan persamaan(
1 +

1

β

)
f ′′′ +

η

2
f ′′ = 0

diubah terlebih dahulu kedalam bentuk persamaan diferensial

tingkat satu, dengan memisalkan f ′′ = s sehingga persamaan

menjadi (
1 +

1

β

)
s′ +

η

2
s = 0

dengan s′ = ∂s
∂η , maka diperoleh(
1 +

1

β

)
ds+

η

2
s dη = 0(

1 +
1

β

)
ds = −η

2
s dη
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kedua ruas diintegralkan sehingga didapatkan(
1 +

1

β

)
ln s = −η

2

4
+ c1

ln s = − η2

4
(
1 + 1

β

) +
c1(

1 + 1
β

)
s = e

− η2

4(1+ 1
β )

+
c1

(1+ 1
β )

s = e
− η2

4(1+ 1
β ) e

c1

(1+ 1
β )

karena s = f ′′ maka

f ′′ = e
− η2

4(1+ 1
β ) e

c1

(1+ 1
β )

f ′ =

∫
e
− η2

4(1+ 1
β ) e

c1

(1+ 1
β ) dη

f ′ = e

c1

(1+ 1
β )
∫
e
− η2

4(1+ 1
β ) dη

dengan menggunakan rumus integral exponensial, yaitu∫
e−cx2

dx =

√
π

4c
erf(

√
cx)

sehingga diperoleh

∫
e
− η

4(1+ 1
β ) dη =

√√√√ π

4

(
1

4(1+ 1
β )

)erf
√√√√ η2

4
(
1 + 1

β

)
+ c2
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=

√
π

(
1 +

1

β

)
erf

 η

2
√
1 + 1

β

+ c2

maka f ′ diperoleh

f ′ = e

c1

(1+ 1
β )

√
π

(
1 +

1

β

)
erf

 η

2
√
1 + 1

β

+ c2

Selanjutnya akan dicari nilai e
c1

(1+ 1
β ) dan c2

• Pada saat η = 0

0 = e

c1

(1+ 1
β )

√
π

(
1 +

1

β

)
erf (0) + c2

karena erf(0) maka

c2 = 0

• Pada saat η = ∞

1 = e

c1

(1+ 1
β )

√
π

(
1 +

1

β

)
erf (∞) + 0

karena erf(∞) = 1 maka diperoleh

1 = e

c1

(1+ 1
β )

√
π

(
1 +

1

β

)
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atau dapat ditulis

e

c1

(1+ 1
β ) =

1√
π
(
1 + 1

β

)

dengan mensubstitusikan e
c1

(1+ 1
β ) dan c2 ke f ′ diperoleh

f ′ =
1√

π
(
1 + 1

β

)
√
π

(
1 +

1

β

)
erf

 η

2
√

1 + 1
β

+ 0

f ′ = erf

 η

2
√
1 + 1

β



dengan mensubstitusikan e
c1

(1+ 1
β ) ke f ′′ maka diperoleh

f ′′ = e
− η2

4(1+ 1
β ) e

c1

(1+ 1
β )

=
1√

π
(
1 + 1

β

)e− η2

a(1+ 1
β )

Selanjutnya mencari nilai f dengan

f =

∫
f ′dη

diperoleh

f =

∫
erf

 η

2
√
1 + 1

β


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dengan menggunakan integral fungsi errof erf yaitu∫
erf(az)dz = z erf (az) +

1

a
√
π
e−a2z2

maka diperoleh

f = ηerf

 η

2
√
1 + 1

β

+
1

1

2
√

1+ 1
β

√
π
e

(
− 1

2
√

1+ 1
β

)2

η2

+ c3

= η erf

 η

2
√
1 + 1

β

+
2
√
1 + 1

β
√
π

e
− η2

4(1+ 1
β ) + c3

dengan kondisi batas f = 0 pada saat η = 0, maka diperoleh

nilai c3 sebagai berikut.

0 = ηerf(0) +
2
√
1 + 1

β
√
π

e0 + c3

atau dapat ditulis

c3 = −
2
√

1 + 1
β

√
π

dengan mensubstitusikan c3 ke f diperoleh

f = η erf

 η

2
√

1 + 1
β

+
2
√
1 + 1

β
√
π

e
− η2

4(1+ 1
β ) −

2
√
1 + 1

β
√
π

= η erf

 η

2
√

1 + 1
β

+
2
√
1 + 1

β
√
π

(
e
− η2

4(1+ 1
β ) − 1

)
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Selanjutnya dilakukan penyelesaian untuk mendapatkan s

dengan menggunakan persamaan berikut.

s′′ +
Prη

2
s′ = 0

dengan memisalkan s′ = k sehingga diperoleh

k′ +
Prη

2
k = 0

dengan k′ = dk
dη , maka dapat dituliskan

dk +
Prη

2
k dη = 0

kedua ruas dibagi dengan k sehingga didapatkan

1

k
dk +

Prη

2
dη = 0

lalu kedua ruas diintegralkan diperoleh

ln k +
Prη2

4
= c4

ln k = −Prη
2

4
+ c4

k = e−
Prη2

4 +c4

k = e−
Prη2

4 ec4

karena k = s′, maka untuk s diperoleh

s =

∫
e−

Prη2

4 ec4dη



135

atau dapat ditulis

s = ec4
∫
e−

Prη2

4 dη

dengan menggunakan rumus integral exponensial, yaitu∫
e−cx2

dx =

√
π

4c
erf(

√
cx)

maka diperoleh

∫
e−

Prη2

4 dη =

√
π

4
(
Pr
4

)erf (√Pr

4
η2

)

=

√
π

Pr
erf

(√
Prη

2

)
+ c5

Sehingga untuk s diperoleh

s = ec4
√

π

Pr
erf

(√
Prη

2

)
+ c5

Selanjutnya dicari ec4 dan c5

• Pada saat η = 0

1 = ec4
√

π

Pr
erf(0) + c5

karena erf(0) = 0, maka

c5 = 1

• Pada saat η = ∞
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0 = ec4
√

π

Pr
erf(∞) + 1

karena erf(∞) = 1, maka

−1 = ec4
√

π

Pr

atau dapat ditulis

ec4 = − 1√
π
Pr

→ ec4 = −
√
Pr

π

dengan substitusi ec4 dan c5 ke s, maka diperoleh

s = −
√
Pr

π

√
π

Pr
erf

(η
2

√
Pr
)
+ 1

= −erf
(η
2

√
Pr
)
+ 1

dengan mensubstitusikan ec4 ke s′, diperoleh

s′ = e−
Prη2

4 ec4

= e−
Prη2

4

(
−
√
Pr

π

)

= −e−
Prη2

4

√
Pr

π
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Lampiran 3. Pembuktian Parameter Casson

Membuktikan bahwa kc + τ0√
2πc

=
(
1 + 1

β

)
kc +

τ0√
2πc

⇔ kc +
τ0
√
2πc

2πc

⇔ kc · 2πc
kc · 2πc

+
τ0
√
2πc

kc · 2πc

⇔ 1 +
τ0
√
2πc

kc · 2πc

⇔ 1 +

(
τ0
√
2πc

kc · 2πc
·
√
2πc√
2πc

)
⇔ 1 +

τ0 · 2πc
2πckc

√
2πc

⇔ 1 +
τ0

kc
√
2πc

Dengan dimiliki definisi β = kc

√
2πc

τ0
maka didapatkan τ0 =

kc
√
2πc

β , kemudian substitusikan τ0 ke dalam persamaan di atas

sehingga diperoleh

1 +
τ0

kc
√
2πc

= 1 +
(kc

√
2πc

β )

kc
√
2πc

= 1 +
kc
√
2πc

β kc
√
2πc

= 1 +
1

β

Sehingga terbukti bahwa kc + τ0√
2πc

=
(
1 + 1

β

)
.
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Lampiran 4. Script MATLAB 2013A

Permisalan notasi yang digunakan dalam script adalah

f = f

u = h

v = g

s = s

q = u

clear ’all’

clc

close ’all’

format ’long’

np = 60; %%banyak partial eta

nt = 33; %%banyak partisi waktu

nt1 = 1.65; %% banyak partii waktu untuk small time

Pr = 0.72; %% bilangan Prandtl

eta(1) = 0;

etac(1) =0;

%%Nilai Awal Parameter yang di Variasi

Po = 1; %input(’input parameter porositas = ’);

M = 1; %input(’input parameter medan magnet =’);

%lambda = 1; %input(’input parameter konveksi =’);

beta = 2.5; %% Parameter Casson
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%%Nilai Awal Partisi

deleta = 0.1; %step size dari eta

delt = 0.05; %step size dari waktu

%%Input Variasi Parameter

% Parameter_Porositas(1) = 0.0;

% Parameter_Porositas(2) = 0.2;

% Parameter_Porositas(3) = 0.4;

% Parameter_Porositas(4) = 0.6;

% Parameter_Porositas(5) = 0.8;

% Magnetik(1)=0.0;

% Magnetik(2)=0.4;

% Magnetik(3)=0.7;

% Magnetik(4)=1.0;

% Magnetik(5)=1.3;

Parameter_Konveksi(1) = 0.1;

Parameter_Konveksi(2) = 0.25;

Parameter_Konveksi(3) = 0.4;

Parameter_Konveksi(4) = 0.5;

Parameter_Konveksi(5) = 0.6;

% Parameter_Casson(1) = 0.5;

% Parameter_Casson(2) = 1.0;

% Parameter_Casson(3) = 1.5;

% Parameter_Casson(4) = 2.0;

% Parameter_Casson(5) = 2.5;

%%Perhitungan eta dan eta^(j-1/1)

for j = 2:np

eta(j) = eta(j-1) +deleta;

etac(j) = 0.5*(eta(j) + eta(j-1));

end
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%%Perhitungan waktu t dan t^(n-1/2)

for n = 1:nt

if n ==1

t(1) = 0;

t1(1) = 0;

else

t(n) = t(n-1) + delt;

t1(n) = 0.5*(t(n) + t(n-1));

end

end

for i=1:5

%Po = Parameter_Porositas(i);

%M = Magnetik(i);

lambda = Parameter_Konveksi(i);

beta = Parameter_Casson(i);

for n = 1:nt

k = 1;

stop = 1;

while stop > 0.00001

%% Intial Condition

for j = 1:np

if n == 1

f(j,1,n) = eta(j)*erf((0.5*sqrt((1+(1/beta))))*eta(j))

+ (2*sqrt((1+(1/beta)))/sqrt(pi))*(exp(-0.25*(eta(j)^2)

/(1+(1/beta)))-1);

u(j,1,n) = erf(0.5*eta(j)/sqrt((1+(1/beta))));

v(j,1,n) = (1/sqrt(pi*(1+(1/beta))))*(exp(-0.25*
((eta(j)^2)/(1+(1/beta)))));
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s(j,1,n) = 1-erf(0.5*eta(j)*sqrt(Pr));

q(j,1,n) = -exp(-0.25*Pr*(eta(j)^2))*(sqrt(Pr/pi));

else

f(j,1,n) = ff(j,n-1);

u(j,1,n) = uu(j,n-1);

v(j,1,n) = vv(j,n-1);

s(j,1,n) = ss(j,n-1);

q(j,1,n) = qq(j,n-1);

end

end

for j = 2:np

if n == 1

cfb(j,n) = 0; cub(j,n) = 0;

cvb(j,n) = 0; cdervb(j,n) = 0;

cfvb(j,n) = cfb(j,n)*cvb(j,n);

csb(j,n) = 0; cqb(j,n) = 0;

cderqb(j,n) = 0; cfqb(j,n) = 0;

cuub(j,n) = cub(j,n)^2;

else

cfb(j,n) = ffb(j,n-1);

cub(j,n) = uub(j,n-1);

cvb(j,n) = vvb(j,n-1);

csb(j,n) = ssb(j,n-1);

cqb(j,n) = qqb(j,n-1);

cuub(j,n) = cub(j,n)^2;

cfvb(j,n) = cfb(j,n)*cvb(j,n);

cdervb(j,n) = ddervb(j,n-1);

cderqb(j,n) = dderqb(j,n-1);

cfqb(j,n) = cfb(j,n)*cqb(j,n);

end

fb(j,k,n) = 0.5*(f(j,k,n) + f(j-1,k,n));
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ub(j,k,n) = 0.5*(u(j,k,n) + u(j-1,k,n));

vb(j,k,n) = 0.5*(v(j,k,n) + v(j-1,k,n));

sb(j,k,n) = 0.5*(s(j,k,n) + s(j-1,k,n));

qb(j,k,n) = 0.5*(q(j,k,n) + q(j-1,k,n));

dervb(j,k,n) = (v(j,k,n) - v(j-1,k,n))/deleta;

fvb(j,k,n) = fb(j,k,n)*vb(j,k,n);

uub(j,k,n) = ub(j,k,n)^2;

derqb(j,k,n) = (q(j,k,n) - q(j-1,k,n))/deleta;

fqb(j,k,n) = fb(j,k,n)*qb(j,k,n);

if n < nt1+1

a1(j,k) = (0.5)*t1(n)*vb(j,k,n);

a2(j,k) = a1(j,k);

a3(j,k) = (-(t1(n)*ub(j,k,n)))+ (0.5*(M+Po)*t1(n))

- (t1(n)/delt);

a4(j,k) = a3(j,k);

a5(j,k) = ((1 + (1/beta))/deleta)

+ (0.25*etac(j))+ (0.5*t1(n)*fb(j,k,n));

a6(j,k) =(-(1 + (1/beta))/deleta)

+ (0.25*etac(j))+ (0.5*t1(n)*fb(j,k,n));

a7(j,k) = 0.5*lambda*t1(n);

a8(j,k) = a7(j,k);

b1(j,k) = (1/deleta)+0.25*etac(j)*Pr

+ 0.5*Pr*t1(n)*fb(j,k,n);

b2(j,k) = (-1/deleta)+0.25*etac(j)*Pr

+0.5*Pr*t1(n)*fb(j,k,n);

b3(j,k) = ((0.5)*Pr*t1(n)*qb(j,k,n));

b4(j,k) = b3(j,k);

b5(j,k) =-((Pr*t1(n))/delt);

b6(j,k) = b5(j,k);
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r1(j,k) = f(j-1,k,n)-f(j,k,n)+deleta*ub(j,k,n);

r2(j,k) = u(j-1,k,n)-u(j,k,n)+deleta*vb(j,k,n);

r3(j,k) = s(j-1,k,n)-s(j,k,n)+deleta*qb(j,k,n);

r4(j,k) =-(1 + (1/beta))*dervb(j,k,n)-0.5*etac(j)

*vb(j,k,n)-t1(n)*(1-uub(j,k,n)+ fvb(j,k,n))-

(M+Po)*t1(n)*(ub(j,k,n)-1)-lambda*t1(n)*sb(j,k,n)+

2*t1(n)*ub(j,k,n)/delt-(1 + (1/beta))*cdervb(j,n)-

0.5*etac(j)*cvb(j,n)-t1(n)*(1-cuub(j,n)+cfvb(j,n))-

(M+Po)*t1(n)*(cub(j,n)-1)-lambda*t1(n)*csb(j,n)-

2*t1(n)*cub(j,n)/delt;

r5(j,k) =-derqb(j,k,n)-0.5*Pr*etac(j)*qb(j,k,n)-

Pr*t1(n)*fqb(j,k,n)+2*Pr*t1(n)*sb(j,k,n)/delt-

cderqb(j,n)-0.5*Pr*etac(j)*cqb(j,n)-

Pr*t1(n)*cfqb(j,n)-2*Pr*t1(n)*csb(j,n)/delt;

else

a1(j,k) = (0.5)*vb(j,k,n);

a2(j,k) = a1(j,k);

a3(j,k) = (-ub(j,k,n))+(0.5*(M+Po))-(1/delt);

a4(j,k) = a3(j,k);

a5(j,k) = ((1 + (1/beta))/deleta) + (0.5*fb(j,k,n));

a6(j,k) = (-(1 + (1/beta))/deleta ) + (0.5*fb(j,k,n));

a7(j,k) = 0.5*lambda;

a8(j,k) = a7(j,k);

b1(j,k) = (1/deleta)+(0.5*Pr*fb(j,k,n));

b2(j,k) = (-1/deleta)+(0.5*Pr*fb(j,k,n));

b3(j,k) = (0.5*Pr*qb(j,k,n));

b4(j,k) = b3(j,k);

b5(j,k) = -(Pr/delt);

b6(j,k) = b5(j,k);

r1(j,k) = f(j-1,k,n)-f(j,k,n)+deleta*ub(j,k,n);
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r2(j,k) = u(j-1,k,n)-u(j,k,n)+deleta*vb(j,k,n);

r3(j,k) = s(j-1,k,n)-s(j,k,n)+deleta*qb(j,k,n);

r4(j,k) =-(1 + (1/beta))*dervb(j,k,n)-(1-uub(j,k,n)+

fvb(j,k,n))-(M+Po)*(ub(j,k,n)-1)-lambda*
sb(j,k,n)+2*ub(j,k,n)/delt- (1 + (1/beta))*
cdervb(j,n)- (1-cuub(j,n)+cfvb(j,n))-(M+Po)*
(cub(j,n)-1)-lambda*csb(j,n)-2*cub(j,n)/delt;

r5(j,k) =-derqb(j,k,n)-Pr*fqb(j,k,n)+

2*Pr*sb(j,k,n)/delt-cderqb(j,n)-Pr*cfqb(j,n)-

2*Pr*csb(j,n)/delt;

end

end

%%Matrice

a{2,k} = [0 0 1 0 0;-0.5*deleta 0 0 -0.5*deleta 0;

0 -0.5*deleta 0 0 -0.5*deleta;a6(2,k) 0 a1(2,k) a5(2,k) 0;

0 b2(2,k) b3(2,k) 0 b1(2,k)];

for j = 3:np

a{j,k} = [-0.5*deleta 0 1 0 0;-1 0 0 -0.5*deleta

0; 0 -1 0 0 -0.5*deleta;a4(j,k) a8(j,k) a1(j,k)

a5(j,k) 0;0 b6(j,k) b3(j,k) 0 b1(j,k)];

b{j,k} = [0 0 -1 0 0;0 0 0 -0.5*deleta 0;0 0 0 0

-0.5*deleta;0 0 a2(j,k) a6(j,k) 0;0 0 b4(j,k) 0 b2(j,k)];

end;

for j = 2:np

c{j,k} = [-0.5*deleta 0 0 0 0;1 0 0 0 0;0 1 0 0 0;

a3(j,k) a7(j,k) 0 0 0;0 b5(j,k) 0 0 0];

end;

alfa{2,k} = a{2,k};

gamma{2,k} = inv(alfa{2,k})*c{2,k};

for j = 3:np
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alfa{j,k} = a{j,k}-(b{j,k}*gamma{j-1,k});

gamma{j,k} = inv(alfa{j,k})*c{j,k};

end;

for j = 2:np

rr{j,k} = [r1(j,k);r2(j,k);r3(j,k);r4(j,k);r5(j,k)];

end;

ww{2,k} = inv(alfa{2,k})*rr{2,k};

for j = 3:np

ww{j,k} = inv(alfa{j,k})*(rr{j,k}-(b{j,k}*ww{j-1,k}));

end;

%%backward sweep

delu(1,k) = 0;

dels(1,k) = 0;

delf(1,k) = 0;

delu(np,k) = 0;

dels(np,k) = 0;

dell{np,k} = ww{np,k};

for j = np-1:-1:2

dell{j,k} = ww{j,k}-(gamma{j,k}*dell{j+1,k});

end;

delv(1,k) = dell{2,k}(1,1);

delq(1,k) = dell{2,k}(2,1);

delf(2,k) = dell{2,k}(3,1);

delv(2,k) = dell{2,k}(4,1);

delq(2,k) = dell{2,k}(5,1);

for j = np:-1:3

delu(j-1,k) = dell{j,k}(1,1);

dels(j-1,k) = dell{j,k}(2,1);
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delf(j,k) = dell{j,k}(3,1);

delv(j,k) = dell{j,k}(4,1);

delq(j,k) = dell{j,k}(5,1);

end;

%%Newton’s Method

for j = 1:np

f(j,k+1,n) = f(j,k,n) + delf(j,k);

u(j,k+1,n) = u(j,k,n) + delu(j,k);

v(j,k+1,n) = v(j,k,n) + delv(j,k);

s(j,k+1,n) = s(j,k,n) + dels(j,k);

q(j,k+1,n) = q(j,k,n) + delq(j,k);

end;

stop = abs(delv(1,k));

kmax = k;

k = k+1;

end

for j = 1:np

ff(j,n) = f(j,k,n);

uu(j,n) = u(j,k,n);

vv(j,n) = v(j,k,n);

ss(j,n) = s(j,k,n);

qq(j,n) = q(j,k,n);

end

for j = 1:np

ffb(j,n) = fb(j,kmax,n);

uub(j,n) = ub(j,kmax,n);

vvb(j,n) = vb(j,kmax,n);

ssb(j,n) = sb(j,kmax,n);

qqb(j,n) = qb(j,kmax,n);

ddervb(j,n) = dervb(j,kmax,n);
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dderqb(j,n) = derqb(j,kmax,n);

end

end

if(i==1)

a11=u(:,kmax,nt);

b11=s(:,kmax,nt);

figure(1)

plot(eta,u(:,kmax,nt),’b’,’linewidth’,2)

hold on;

figure(2)

plot(eta,s(:,kmax,nt),’b’,’linewidth’,2)

hold on;

elseif(i==2)

a12=u(:,kmax,nt);

b12=s(:,kmax,nt);

figure(1)

plot(eta,u(:,kmax,nt),’g’,’linewidth’,2)

hold on;

figure(2)

plot(eta,s(:,kmax,nt),’g’,’linewidth’,2)

hold on;

elseif(i==3)

a13=u(:,kmax,nt);

b13=s(:,kmax,nt);

figure(1)

plot(eta,u(:,kmax,nt),’r’,’linewidth’,2)

hold on;

figure(2)

plot(eta,s(:,kmax,nt),’r’,’linewidth’,2)

hold on;
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elseif(i==4)

a14=u(:,kmax,nt);

b14=s(:,kmax,nt);

figure(1)

plot(eta,u(:,kmax,nt),’c’,’linewidth’,2)

hold on;

figure(2)

plot(eta,s(:,kmax,nt),’c’,’linewidth’,2)

hold on;

elseif(i==5)

a15=u(:,kmax,nt);

b15=s(:,kmax,nt);

figure(1)

plot(eta,u(:,kmax,nt),’m’,’linewidth’,2)

hold on;

%title(’Kurva Kecepatan dengan Variasi Parameter

Porositas’)

%title(’Kurva Kecepatan dengan Variasi Parameter

Magnetik’)

title(’Kurva Kecepatan dengan Variasi Parameter

Konveksi’)

%title(’Kurva Kecepatan dengan Variasi Parameter

Casson’)

%legend(’\phi=0.0’,’\phi=0.2’,’\phi=0.4’,’\phi=0.6’,

’\phi=0.8’)

%legend(’M = 0.0’,’M = 0.4’,’M = 0.7’,’M = 1.0’,

’M = 1.3’)

legend(’\lambda=0.1’,’\lambda=0.25’,’\lambda=0.4’,

’\lambda=0.5’,’\lambda=0.6’)

%legend(’\beta=0.5’,’\beta=1.0’,’\beta=1.5’,

’\beta=2.0’,’\beta=2.5’)
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xlabel(’\eta’)

ylabel(’\partial f / \partial \eta’)

grid on;

figure(2)

plot(eta,s(:,kmax,nt),’m’,’linewidth’,2)

hold on;

%title(’Kurva Temperatur dengan Variasi Parameter

Porositas’)

%title(’Kurva Temperatur dengan Variasi Parameter

Magnetik’)

title(’Kurva Temperatur dengan Variasi Parameter

Konveksi’)

%title(’Kurva Temperatur dengan Variasi Parameter

Casson’)

%legend(’\phi=0.0’,’\phi=0.2’,’\phi=0.4’,’\phi=0.6’,

’\phi=0.8’)

%legend(’M = 0.0’,’M = 0.4’,’M = 0.7’,’M = 1.0’,

’M = 1.3’)

legend(’\lambda=0.1’,’\lambda=0.25’,’\lambda=0.4’,

’\lambda=0.5’,’\lambda=0.6’)

%legend(’\beta=0.5’,’\beta=1.0’,’\beta=1.5’,

’\beta=2.0’,’\beta=2.5’)

xlabel(’\eta’)

ylabel(’s’)

grid on;

end

end
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