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ABSTRAK

Pada semigrup (5, ) graf pangkat P(S) merupakan graf yang
titiknya merupakan anggota .S, dua buah titik yang berbeda u dan
v saling bertetangga jika ©™ = wv atau v = w untuk suatu
m,n € Z". Pada penelitian ini, graf pangkat dikontruksi pada ring
berhingga (R, +, -), dengan memandang R sebagai semigrup atas
operasi perkalian. Penelitian ini membahas graf pangkat pada ring
berhingga dengan order p dan p? dengan p sembarang bilangan
prima. Selain itu, dikaji juga mengenai produk unit semi kartesian
dari dua buah graf pangkat ring berhingga order p dan ¢ dengan
p dan ¢ sembarang bilangan prima. Hasil penelitian menunjukkan
bahwa graf pangkat pada ring 7, merupakan gabungan grafkosong
dan graflengkap pada order tertentu, sedangkan graf pangkat ring
Cp(0) membentuk graf bipartit lengkap. Karakteristik graf pangkat
ring berhingga p? diantaranya, ring A dan H memiliki graf bagian
yang merupakan graf bipartit lengkap, ring B dan H memiliki
graf bagian rentang yang merupakan graf bipartit lengkap, ring C'
dan J membentuk graf bipartit lengkap, dan ring X membentuk
gabungan graf kosong dan graf lengkap untuk order tertentu.
Untuk produk unit semi kartesian, diperoleh P(C,(0)) - P(Rz) dan
P(Zs)-P(R2) membentuk graf kosong, dengan R, sembarang ring
order prima. Pada P(Z,) - P(C4(0)) dengan p > 2 membentuk
gabungan graf kosong dan graf bipartit lengkap, sedangkan P (Z,) -
P(Z4) dengan order tertentu membentuk gabungan antara graf
kosong dan graf lengkap.

Kata kunci : Graf Pangkat, Ring Berhingga dan Produk Unit Semi
Kartesian
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BAB1
PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Teori graf merupakan salah satu cabang dari matematika
diskrit. Teori graf secara umum merupakan suatu ilmu yang
mempelajari mengenai struktur relasi antar objek diskrit yang
direpresentasikan dengan suatu graf. Graf didefinisikan sebagai
pasangan himpunan yang terdiri atas himpunan tak kosong titik
dan himpunan sisi, dimana suatu sisi menghubungkan titik-titik
pada graf tersebut (Clark dan Holton, 1995). Jadi, teori graf
merupakan suatu ilmu yang mempelajari mengenai objek diskrit
yang direpresentasikan dengan titik dan hubungan antar objek
direpresentasikan dengan garis.

Sejarah graf diawali pada tahun 1736 oleh seorang
matematikawan Swiss bernama Leonhard Euler yang berhasil
memecahkan permasalahan jembatan Konisberg (Zverovich,
2021). Jembatan Konisberg merupakan sebutan untuk tujuh
jembatan yang menghubungkan dataran di kota Konigsberg.
Ketujuh jembatan tersebut menimbulkan pertanyaan mengenai
apakah terdapat rute yang dapat ditempuh agar melewati ke tujuh
jembatan tepat satu kali dan lalu kembali ke titik awal. Euler
merepresentasikan ketujuh jembatan menjadi sebuah garis dan
dataran menjadi sebuah titik sehingga menghasilkan suatu graf.
Euler kemudian berhasil membuktikan bahwa tidak terdapat
rute yang dapat ditempuh untuk melewati ketujuh jembatan dan
kembali ke titik awal (Zverovich, 2021). Pemecahan masalah ini

kemudian menjadi awal mula perkembangan teori graf.



Seiring perkembangan zaman, perkembangan teori graf tidak
hanya berfokus pada ruang lingkup matematika diskrit tetapi juga
dipadukan dengan berbagai cabang ilmu lain, salah satunya aljabar.
Penelitian graf pada aljabar didasari oleh aplikasi graf dalam
memodelkan hubungan antara elemen-elemen dalam struktur
aljabar seperti grup, semigrup, dan ring. Suatu titik pada graf
mewakili anggota-anggota himpunan yang membangun struktur
aljabar, sementara sisi pada graf menggambarkan operasi atau
relasi pada struktur aljabar tersebut. Perkembangan kajian graf
pada bidang aljabar diawali oleh konstruksi Graf Cayley oleh
Arthur Cayley pada tahun 1878 (Madhumitha dan Naduvath,
2023). Graf cayley merupakan graf berarah dikontruksi dari
sebuah grup berhingga dan generator dari grup tersebut (Gallian,
2021). Penemuan Cayley tersebut kemudian mendorong banyak
kajian baru graf pada bidang aljabar.

Salah satu kajian teori graf pada aljabar adalah graf pangkat.
Istilah graf pangkat pertama kali diperkenalkan oleh Kelarev
dan Quinn pada tahun 2000 dalam artikel yang berjudul A
Combinatorial Property and Power Graphs of Groups. Kelarev dan
Quinn (2000) mendefinisikan graf pangkat P(G) sebagai suatu
graf berarah yang dikontruksi dari suatu grup (G, x) dengan setiap
titiknya merupakan anggota himpunan GG dan untuk setiapz,y € G
dengan x # y terdapat garis u = (z,y) jikay = 2" untukn € Z*.

Konsep graf pangkat berkembang tidak hanya untuk grup
melainkan untuk struktur aljabar lainnya. Dalam artikel Power
Graphs of Semigroups of Matrices definisi graf pangkat diperluas
untuk semigrup (Kelarev, dkk, 2001). Kemudian Cameron (2010)
dalam artikel The Power Graph of Finite Group II mengkaji lebih
lanjut graf pangkat berarah dan graf pangkat tidak berarah pada



grup berhingga. Perkembangan konsep graf pangkat tersebut turut
meluas pada struktur aljabar ring.

Ring merupakan struktur aljabar yang dibangun pada
himpunan dilengkapi dengan dua operasi biner penjumlahan
dan perkalian, yang memenuhi sifat-sifat tertentu (Fine, dkk,
2014). Ring dapat dibedakan menjadi dua yakni ring berhingga
dan ring tidak berhingga. Ring berhingga merupakan ring yang
memiliki dengan anggota himpunan yang berhingga (Fine, dkk,
2014).

Salah satu kajian mengenai ring berhingga adalah ring
berhingga order p dan p? dengan p merupakan bilangan prima.
Pada penelitian oleh Fine (1993) telah dikonstruksi ring berhingga
order p dan p?. Kontruksi ring tersebut, memanfaatkan teori grup
khususnya grup abelian berhingga dalam membentuk himpunan
elemennya. Selanjutnya, sifat-sifat elemen dalam himpunan
tersebut ditentukan sedemikian rupa sehingga ketika dilengkapi
dengan operasi perkalian akan memenuhi sifat-sifat ring. Melalui
konstruksi tersebut telah diperoleh terdapat dua ring berhingga
order p yang berbeda dan sebelas ring berhingga order p? yang
berbeda.

Pada penelitian oleh Soleimani, dkk. (2019) definisi graf
pangkat telah diperluas untuk ring berhingga. Karena operasi
perkalian pada ring membentuk semigrup, perluasan definisi
graf pangkat dilakukan dengan memanfaatkan struktur semigrup
tersebut. Selanjutnya, pada artikel On Power Graph of Some Finite
Ring tahun 2023 oleh Soleimani dan Naderi telah mengkaji lebih
lanjut mengenai graf pangkat pada ring berhingga. Pada penelitian
tersebut dibentuk struktur baru yakni produk unit semi kartesian.
Produk unit semi kartesian merupakan graf sederhana dan tidak



berarah yang dikontruksi dari dua buah graf pangkat dari dua buah
ring berhingga yang berbeda (Soleimani dan Naderi, 2023).

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, peneliti
tertarik mengkaji lebih lanjut mengenai graf pangkat pada ring
berhingga serta graf yang dihasilkan dari produk unit semi
kartesian dari dua graf pangkat pada dua ring berhingga yang
berbeda dengan mengacu pada artikel On Power Graph of Some
Finite Ring oleh Soleimani dan Naderi tahun 2023.

B. Tujuan Penelitian

Tujuan pada penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Mengetahui karakteristik graf pangkat pada ring berhingga.

2. Mengetahui karakteristik graf yang dihasilkan dari produk
unit semi kartesian dua graf pangkat pada dua ring berhingga

yang berbeda.

C. Batasan Masalah

Batasan masalah dalam penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Graf yang akan dikaji dalam penelitian ini merupakan graf

sederhana yang tidak berarah.

2. Ring yang digunakan dalam penelitian ini adalah ring
berhingga berorder p dan p? dengan p merupakan bilangan

prima.

3. Produk unit semi kartesian dalam penelitian ini akan
dikontruksi dari dua graf pangkat pada dua ring order p dan

g berturut-turut dengan p dan ¢ merupakan bilangan prima.



D. Tinjauan Pustaka

Pada penelitian ini, artikel berjudul On Power Graph of Some
Finite Ring merupakan rujukan utama. Selain itu, digunakan artikel
berjudul Undirected Power Graph of Semigroups dan Classification
of Finite Rings of Order p? sebagai referensi pendukung.

Penelitian ini berkaitan dengan teori graf, teori grup, teori ring,
dan graf pangkat. Oleh karena itu, digunakan sumber pustaka
yang relevan dengan konsep-konsep tersebut. Sumber pustaka
berkaitan dengan teori graf antara lain, Modern Applications of
Graph Theory, A First Look At Graph Theory, Graph Theory:
An Introduction to Proofs, Algorithms, and Applications dan
Matematika Diskrit.

Adapun sumber pustaka yang digunakan berkaitan dengan
teori grup dan teori ring antara lain Contemporary Abstract Algebra
Tenth Edition, Introduction to Abstract Algebra, Fundamentals of
Semigroup Theory, Abstract Algebra Third Edition, A First Course in
Rings and Ideals, Ring and Field Theory, Fundamentals of Abstract
Algebra, dan Algebra An Approach via Module Theory.

E. Metode Penelitian

Metode penelitian dalam penelitian ini berisi langkah-langkah
yang digunakan dalam penelitian sebagai berikut.

1. Meninjau lebih lanjut mengenai artikel On Power Graph of

Some Finite Ring oleh Soleimani dan Naderi tahun 2023.

2. Mengumpulkan dan mengkaji literatur yang terkait dengan

teori graf, teori grup dan teori ring.



. Mengidentifikasi definisi dan teorema dasar yang berkaitan
dengan teori graf, teori grup dan teori ring.

. Menganalisis struktur ring berhingga order p dan p.

. Mengkonstruksi struktur penjumlahan dan perkalian ring
berhingga order p dan p?.

. Mengkonstruksi graf pangkat pada ring berhingga order p
dan p?.

. Menganalisis karakteristik graf pangkat pada ring berhingga
order p dan p?.

. Mengkonstruksi produk unit semi kartesian dua graf pangkat
dua ring berhingga order p dan ¢ dengan p dan ¢ sembarang

bilangan prima.

. Menganalisis karakteristik graf yang dihasilkan dari produk
unit semi kartesian dua graf pangkat dua ring berhingga

order p dan ¢ dengan p dan g sembarang bilangan prima.

F. Sistematika Penulisan

Penelitian ini disusun atas empat bab, dengan setiap bab

terdiri dari beberapa sub bab dengan tujuan mempermudah dalam

memahamiisipenelitian. Sistematika penulisan pada penelitian ini
adalah sebagai berikut.

1. BABIPENDAHULUAN

Pada bab ini dipaparkan mengenai latar belakang masalah,

tujuan penelitian, batasan masalah, tinjauan pustaka,



metode penelitian, serta sistematika penulisan dalam

penelitian.

. BABII LANDASAN PUSTAKA

Pada bab ini diberikan kajian teori serta hasil penelitian yang
relevan. Pada kajian teori akan dibahas mengenai teori dasar
berkaitan dengan penelitian meliputi definisi serta teorema

dasar berkaitan dengan graf, grup, ring, dan graf pangkat.

. BAB III HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini merupakan inti penelitian yang membahas
mengenai karakteristik ring berhingga order p dan p?. Pada
bab ini dibahas juga mengenai graf pangkat pada ring
berhingga order p dan p?, serta karakteristik graf pangkat
pada ring berhingga order p dan p?. Selain itu, pada bab
ini juga akan membahas mengenai karakteristik graf dari
produk unit semi kartesian dua graf pangkat pada dua ring
berhingga order p dan ¢ dengan p dan ¢ sembarang bilangan

prima.

. BAB IV SIMPULAN DAN PEMBAHASAN

Bab ini berisi kesimpulan dari penelitian yang telah
diperoleh pada bab sebelumnya serta saran mengenai
kajian penelitian selanjutnya.



BABII
LANDASAN PUSTAKA

Pada bab ini diberikan kajian teori serta hasil penelitian

sebelumnya yang relevan dengan tugas akhir ini.

A. Kajian Teori

Kajian teori ini akan membahas mengenai teori-teori dasar
yang berkaitan dengan penelitian mengenai graf pangkat pada
ring berhingga. Adapun konsep-konsep dasar yang akan diulas

mencakup teori graf, teori grup, teori ring, dan graf pangkat.

1. Graf

Pada bagian ini akan diberikan definisi dasar graf serta
terminologi graf yang digunakan dalam penelitian ini. Selanjutnya,
akan dibahas mengenai klasifikasi graf, graf sederhana khusus, graf

bagian dan graf bagian rentang, dan gabungan graf.

Definisi 2.1.1 (Graf, e.g (Clark dan Holton, 1995))

Suatu graf G = (V(G), E(G)) merupakan pasangan himpunan
berhingga dengan V(G) merupakan himpunan tak kosong titik
pada graf G dan E(G) merupakan himpunan sisi pada graf G. Untuk
sembarang e € FE(G) menghubungkan titik u dan titik v dengan
u,v € V(G). Titik v dan v merupakan sebagai titik ujung dari sisi

e = (u,v).



Contoh 2.1.2 Perhatikan graf GG sebagai berikut.

U4 U3

€4
€7

€1

V1 V2

Gambar 2.1. Graf G

Graf G = (V(G),E(G)) memiliki 4 titik yang terhimpun
pada V(G) = {vi1,vs,v3,v4} dan 7 sisi yang terhimpun pada

E(G) = {617 €2, €3, €4, €5, €6, 67}-

Pada teori graf dikenal beberapa istilah dasar yang berkaitan
dengan struktur graf. Dalam penelitian ini beberapa terminologi
dasar yang digunakan antara lain bertetangga, titik terasing, sisi

ganda, serta loop

Definisi 2.1.3 (Bertetangga, e.g (Clark dan Holton, 1995))
Misalkan G = (V(G), E(G)) merupakan graf. Dua buah titik
u,v € V(QG) dikatakan bertetangga jika terdapat sisi e € E(QG)
yang menghubungkan titik v dan titik v.

Contoh 2.1.4 Perhatikan graf A sebagai berikut

ag
€1 €2
ai as

Gambar 2.2. Graf A
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Titik a; bertetangga dengan titik ao karena terdapat sisi e; yang
menghubungkan kedua titik tersebut. Sisi e menghubungkan titik

az dan a3 sehingga titik as juga bertetangga dengan titik as.

Definisi 2.1.5 (Titik Terasing, e.g (Clark dan Holton, 1995))
Misalkan G = (V(G), E(G)) merupakan graf. Suatu titiku € V(G)
disebut titik terasing jika u bukan merupakan titik ujung dari suatu
sisi pada graf G.

Contoh 2.1.6 Perhatikan graf B sebagai berikut.

by @——@ b3

by &——@ by

Gambar 2.3. Graf B

Titik b5 € V(B) merupakan titik terasing karena titik b5 bukan

merupakan titik ujung dari suatu sisi pada graf B.

Definisi 2.1.7 (Sisi Ganda, e.g (Clark dan Holton, 1995))
Misalkan G = (V(G), E(G)) merupakan graf. Dua atau lebih sisi
pada graf G yang memiliki titik-titik ujung yang sama disebut sisi

ganda.

Contoh 2.1.8 Perhatikan graf C sebagai berikut.
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c3
€3 €4
c - c
1 1 2

Gambar 2.4. Graf C

Pada graf C'sisi e; dan e; memiliki titik ujung yang sama yakni titik
c1 dan co. Oleh karena itu, sisi e; dan e merupakan sisi ganda pada
graf C.

Definisi 2.1.9 (Loop, e.g (Saoub, 2021))

Misalkan G = (V(G), E(G)) merupakan graf. Suatu sisie € E(QG)
disebut sebagai loop jika menghubungkan suatu titik u dengan titik
u itu sendiri.

Contoh 2.1.10 Perhatikan graf D sebagai berikut.

aC—e————@— >
dy 2 dy

Gambar 2.5. Graf D

Pada graf D sisi e; menghubungkan titik d; dengan titik d; itu
sendiri. Kemudian, sisi e3 menghubungkan titik d> dengan titik do
itu sendiri. Oleh karena itu, sisi e; dan e3 merupakan sebuah loop
pada graf D.

Secara umum graf dapat dibedakan menjadi graf tidak berarah

dan graf berarah, serta graf sederhana dan graf tidak sederhana.
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Dalam penelitian ini, graf pangkat yang dikontruksi merupakan
graf sederhana yang tidak berarah. Oleh karena itu, diberikan

definisi graf tidak berarah dan graf sederhana sebagai berikut.

Definisi 2.1.11 (Graf Tidak Bearah, e.g (Munir, 2016))

Misalkan G = (V(G), E(G)) merupakan graf. Graf G dikatakan
sebagai graf tidak berarah jika tidak terdapat orientasi arah pada
sisinya. Pada graf tidak berarabh, sisi (u,v) sama dengan sisi (v, u).

Contoh 2.1.12 Contoh graf tidak berarah sebagai berikut.

@oo

Gambar 2.6. Graf Tidak Berarah

Definisi 2.1.13 (Graf Sederhana, e.g (Clark dan Holton, 1995))
Misalkan G = (V(G), E(G)) merupakan graf. Graf G disebut graf
sederhana jika tidak memiliki loop dan sisi ganda.

Contoh 2.1.14 Contoh graf sederhana sebagai berikut.

v

Gambar 2.7. Graf Sederhana
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Dalam teori graf dikenal beberapa jenis graf sederhana khusus.
Pada penelitian ini, graf sederhana khusus yang digunakan
meliputi graf kosong, graf lengkap, graf bipartit, dan graf bipartit
lengkap.

Definisi 2.1.15 (Graf Kosong, e.g (Clark dan Holton, 1995)))
Misalkan G = (V(QG), E(G)) merupakan graf sederhana. Graf G
disebut graf'kosong jika tidak terdapat sisi pada graf G. Graf kosong

yang memiliki sebanyak m titik dinotasikan dengan N,,.

Contoh 2.1.16 Contoh graf N, dan graf N5 sebagai berikut.
([

(a) ® ] (b) ° ()

Gambar 2.8. (a) Graf N4 dan (b) Graf V5

Definisi 2.1.17 (Graf Lengkap, e.g (Clark dan Holton, 1995))

Misalkan G = (V(G), E(G)) merupakan graf sederhana. Graf G
disebut graf lengkap apabila setiap pasangan titik yang berbeda
dihubungkan oleh tepat satu sisi. Graf lengkap yang memiliki

sebanyak n titik dinotasikan dengan K,,.

Contoh 2.1.18 Contoh graf K5 dan graf K sebagai berikut.

(a) — (b)
Gambar 2.9. (a) Graf K5 dan (b) Graf K
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Definisi 2.1.19 (Graf Bipartit, e.g (Clark dan Holton, 1995))
Misalkan G = (V(G), E(G)) merupakan graf sederhana. Graf G
disebut graf bipartit jika V (G) dapat dibagi menjadi dua himpunan
tak kosong yang saling asing V; (G) dan V,(G) sedemikian sehingga
untuk setiap e = (v1,v2) € E(G), v1 € Vi(G) dan vy € Vo(G).

Contoh 2.1.20 Contoh graf bipartit sebagai berikut.

Gambar 2.10. Contoh Graf Bipartit

Definisi 2.1.21 (Graf Bipartit Lengkap, e.g (Clark dan Holton,
1995))

Misalkan G = (V(G), E(G)) merupakan graf bipartit. Graf G
disebut graf bipartit lengkap jika untuk setiap v; € V1(G) dan setiap
va € Vo(G) terdapat e = (v1,v2) € E(G). Graf bipartit lengkap
dinotasikan dengan K,, , untuk m merupakan banyak titik pada
Vi1(G) dan n merupakan banyak titik pada V> (G).

Contoh 2.1.22 Contoh graf K3 , sebagai berikut.

Gambar 2.11. Graf K35
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Setelah membahas mengenai jenis graf sederhana khusus,
selanjutnya akan dibahas mengenai graf bagian dan graf bagian
rentang. Definisi graf bagian dan graf bagian rentang sebagai
berikut.

Definisi 2.1.23 (Graf Bagian, e.g (Clark dan Holton, 1995))

Misalkan G =  (V(G),E(G)) merupakan graf. Graf
H = (V(H),E(H)) dikatakan sebagai graf bagian dari graf G
jikaV(H) CV(G)dan E(H) C E(QG).

Definisi 2.1.24 (Graf Bagian Rentang, e.g (Clark dan Holton, 1995))
Misalkan G = (V(G), E(G))dan H = (V(H), E(H)) merupakan
graf. Graf H merupakan graf bagian rentang dari graf G jika graf
H merupakan graf bagian dari graf G dan V(H) = V(G).

Contoh 2.1.25 Contoh graf bagian dan graf bagian rentang sebagai
berikut.

V4 U5 (2! (% (2! Us

Ve v Vg U7

(a) S (O N O v

Gambar 2.12. (a) Graf G, (b) Graf H, dan (c) Graf 1

Graf H merupakan graf bagian dari graf G dan graf I
merupakan graf bagian rentang dari graf G.
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Pada graf dapat menggabungkan dua buah graf yang berbeda
yang disebut dengan gabungan. Definisi dari gabungan pada graf
sebagai berikut.

Definisi 2.1.26 (Gabungan, e.g (Saoub, 2021))

Misalkan G = (V(G),E(G)) dan graf H = (V(H),E(G))
merupakan graf. Gabungan dari graf G dan H dinotasikan dengan
GUH merupakan graf dengan himpunan titiknya V (G)UV (H ) dan
himpunan sisinya E(G) U E(H).

Contoh 2.1.27 Perhatikan graf G; dan graf G5 sebagai berikut.

(& ey d 5 f4 4
€3 s 3
€x C 3
€2 f7 f2
a @ b 1 N 2

Gambar 2.13. (a) Graf G; dan (b) Graf G5

Graf G| memiliki himpunan titik yaitu V(G1) = {a,b,c,d, e} dan
himpunan sisi yaitu E(G1) = {e1, e2, €3, 4, e5}. Graf G2 memiliki
himpunan titik yaitu V(G2) = {1,2,3,4,5,6} dengan himpunan
sisi E(G2) = {1, f2, f3f4, f5, f6, f7}. Gabungan dari graf G; dan
G2 yaitu G U G2 memiliki himpunan titik dan yaitu:

V(G1) UV (Ga) ={a,b,c,d,e, 1,2,3,4,5,6}

E(G1) U E(G2) = {e1,e2,e3,¢e4, 5, f1, f2, f3f1, f5, [, fr}
diperoleh graf G; U G5 sebagai berikut.
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e ey d 5 fa 4
o €3 F5N\_6 o N3
€5 C ———————@ 3
€2 Iz fa
[
a 1 12

Gambar 2.14. Graf G1 U G4

2. Grup

Pada bagian ini akan diberikan definisi operasi biner, sifat-sifat
operasi biner serta semigrup. Kemudian dalam bagian ini akan
dibahas mengenai definisi dan teorema dasar mengenai grup,
subgrup, grup abelian, grup hasil kali langsung, grup siklik,
teorema lagrange, dan isomorfisma grup.

Dalam aljabar abstrak, struktur aljabar dilengkapi oleh suatu
operasi yang disebut sebagai operasi biner. Definisi dari operasi

biner sebagai berikut.

Definisi 2.1.28 (Operasi Biner, e.g (Gallian, 2021))

Misalkan A merupakan himpunan tak kosong. Operasi x pada A
disebut operasi biner apabila * merupakan fungsi yang memetakan
setiap pasangan terurut elemen-elemen dari A ke suatu elemen
dalam A.

Contoh 2.1.29 Operasi + merupakan operasi biner pada
himpunan Z. Misalkan diambil sembarang x,y € Z diperoleh
x + y € Z artinya + merupakan operasi biner pada himpunan R.

Dalam struktur aljabar dikenal suatu struktur yang disebut
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dengan semigrup. Semigrup dibangun oleh operasi biner yang
bersifat asosiatif. Definisi semigrup sebagai berikut.

Definisi 2.1.30 (Semigrup, e.g (Howie, 2003))

Misalkan S merupakan himpunan tak kosong yang dilengkapi
dengan operasi biner o. Struktur aljabar (S, o) disebut semigrup jika
operasi biner o bersifat asosiatif yaitu untuk setiap si,s2,53 € S
berlaku

(81 @) 82) 083 =810 (82 @) 33).

Contoh 2.1.31 Himpunan S = {a,b,c,d} dan operasi o yang
didefinisikan dengan s; o s = a untuk setiap s;,s9 € S. Akan
ditunjukkan (S, o) merupakan semigrup.

Bukti.

Diketahui himpunan S = {a,b,c,d} sehingga S bukan
himpunan kosong. Operasi o didefinisikan sebagai s;0s2 = a untuk
setiap s1,s2 € S. Tabel operasi o untuk setiap anggota himpunan
S diperoleh sebagai berikut.

Tabel 2.1. Operasi o pada himpunan S

@)

Q0 o oo
O o P
M o P | T
O M 0
QO © QA

Dari tabel 2.1 untuk setiap s1,so € S diperoleh s; o 59 € S
sehingga operasi o merupakan operasi biner. Kemudian untuk

setiap s1, s2 dan s3 € S diperoleh sebagai berikut.
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sjo(syos3)=s10a=a

(s1082)083 =aos3=a.

Karena s; o (s3 0 s3) = (s1 0 s2) o s3 diperoleh o bersifat asosiatif
pada himpunan S. Terbukti (S, o) semigrup. |

Struktur aljabar yang dibangun oleh suatu operasi biner tidak

hanya semigrup tetapi juga grup. Definisi grup sebagai berikut.

Definisi 2.1.32 (Grup, e.g (Fine, dkk, 2014))

Suatu himpunan tak kosong G yang dilengkapi operasi biner
« dituliskan dengan (G, x) disebut sebagai grup jika memenuhi
sifat-sifat sebagai berikut.

1. Asosiatif
Untuk setiap x,y, z € G berlaku(z * y) x z = x * (y * 2).

2. Memiliki elemen identitas

Terdapat e € G sehingga Vx € G berlaku x x e = e x © = x.

3. Memiliki invers
Untuk setiap + € G, terdapat tunggal z=! € G sehingga

rx(zH =@ H*rz=e

Contoh 2.1.33 Contoh dari grup antara lain sebagai berikut.

1. Himpunan bilangan real R, himpunan bilangan bulat Z, dan
himpunan bilangan kompleks Q yang dilengkapi dengan
operasi penjumlahan + membentuk struktur (R, +), (Z, +),
dan (Q, +) merupakan grup dengan elemen identitas 0 (Fine,
dkk, 2014).

2. Himpunan bilangan real tanpa nol R* = R — {0},
himpunan bilangan bulat tanpa nol Z* = Z — {0}, dan
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himpunan bilangan kompleks tanpa nol Q* = Q — {0} yang
dilengkapi dengan operasi perkalian membentuk struktur
(R*,-), (Z*,-), dan (Q*,-) merupakan grup dengan elemen
identitas 1 (Fine, dkk, 2014).

3. Himpunan bilangan real positif R* dilengkapi dengan
operasi perkalian membentuk struktur (R*,-) merupakan
grup dengan elemen identitas 1 (Dummit dan Foote, 2004).

4. Himpunan bilangan bulat modulo n  yaitu
Zn =1{0,1,...,n—1} dilengkapi dengan operasi
penjumlahan modulo n membentuk struktur (Z,,+)

merupakan grup dengan elemen identitas 0 (Gallian, 2021).

Subgrup
Pada struktur grup terdapat struktur yang disebut dengan
subgrup. Definisi subgrup sebagai berikut.

Definisi 2.1.34 (Subgrup, e.g (Gallian, 2021))

Misalkan (G, %) grup dan himpunan tak kosong H dengan H C G,
H dikatakan sebagai subgrup dari G jika (H, ) merupakan grup
dan dinotasikan dengan H < G.

Contoh 2.1.35 Telah diketahui (R*, -) merupakan grup, kemudian
diberikan himpunan bilangan real positif R™. Himpunan R* bukan
himpunan kosong. Diperhatikan bahwa RT™ C R* dan (RT,)
merupakan grup sehingga (R™, -) merupakan subgrup dari (R*, )
dan Rt < R*.

Grup Siklik
Sebelum membahas mengenai definisi grup siklik, akan

dibahas terlebih dahulu mengenai order elemen sebagai berikut.
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Definisi 2.1.36 (Order Elemen, e.g (Gallian, 2021))
Misalkan G grup dan ¢ € (. Order elemen dari g pada G
merupakan bilangan positif terkecil n sedemikian sehingga ¢ = e

dan dinotasikan dengan |g|.

Untuk setiap g anggota grup G dan sembarang & € 7, g~
merupakan kelipatan g dengan operasi grup G sebanyak k kali.
Pada grup berhingga order elemen merupakan bilangan positif
terkecil. Sedangkan, pada grup tidak berhingga tidak terdapat
bilangan positif terkecil sehingga ¢" = e. Jadi untuk grup tidak
berhingga diperoleh ¢° = e.

Contoh 2.1.37 Telah diketahui (Z¢, +) merupakan grup dengan

Z¢ = {0,1,2,3,4,5}. Kemudian, diperoleh order elemen setiap

anggota Zg yakni:
0'=0 =0
1°=0 £=0
=0 5 =0
Dengan demikian, diperoleh [0] = 1, |I| = 6, [2| = 3, |3| = 2,

|4] = 3,dan |5] = 6.

Teorema 2.1.38 (e.g (Gallian, 2021))

Misalkan G grup dan g € G dengan |g| = n. Untuk k € Z* maka
(%) = (g"™*) dan |g*| = gt

Bukti.

Diketahui G grup, ¢ € G dengan g = ndan k € Z%.
Dimisalkan d = fpb(n,k) dan &k = dr untuk r € Z, akan
ditunjukkan (g¥) = (g%). Karena k = dr maka g*¥ = (g%)"
sehingga diperoleh (g*) C (¢%). Diketahui terdapat suatu s,t € Z
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sedemikian sehingga d = ns + kt diperoleh
gd _ gns+kt _ gnsgkt _ (gn)s(gk)t _ e(gk)t _ (gk)t_

Oleh karena itu, diperoleh (g%)! € ¢* artinya (¢%) C (g¥). Jadi,
(g*) = (g7) artinya (g¥) = (g"PP(™H).

Selanjutnya akan ditunjukkan |¢*| = fpb(”in,k). Karena |g| = n
diperoleh (¢%)@ = ¢" = e sehingga |¢%| < 7. Diambil sembarang
i € Z" dengan i < % karena (9%)@ = e berdasarkan definisi 2.1.36
diperoleh (g%)* # e sehingga haruslah |g?| = 2. Telah dibuktikan
(g*) = (g%) untuk d = fpb(n, k) diperoleh

19" = (g™ = 1{gDI = 19| =

aul3

Jadi, diperoleh |g¥| = % atau |¢¥| = L [ |
Definisi 2.1.39 (Grup Siklik, e.g (Gallian, 2021))

Misalkan G grup, untuk suatu g € G jika G = (g) = {g"|n € Z}
maka G merupakan grup siklik dan g merupakan generator dari G.

Suatu grup siklik G = (g) dapat dikatakan bahwa g
membangun grup G (Dummit dan Foote, 2004). Pada grup siklik
G dengan operasi biner berupa penjumlahan dapat dinotasikan
dengan G = {ng|n € Z} (Dummit dan Foote, 2004).

Contoh 2.1.40 Akan ditunjukkan bahwa (Zg, +) merupakan grup
siklik.
Bukti.

Diketahui grup (Zg, +) dengan himpunan Zg = {0, 1,2, 3,4, 5}
diperoleh himpunan perpangkatan setiap elemen dari Zg sebagai
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berikut.

Karena (1) = (5) = Zg¢ diperoleh (Zg, +) merupakan grup siklik
dengan (1) dan (5) sebagai generatornya. |

Teorema 2.1.41 (e.g (Gallian, 2021))

Misalkan grup siklik G = (g) dengan |G| = n. Untuk setiap d € Z+
jika d|n maka terdapat subgrup tunggal dari G dengan order d yaitu
{g%).

Bukti.

Diketahui grup siklik G = (g) dengan |G| = n, sehingga
dimiliki |{g)] = n. Akan ditunjukkan setiap d € Z* dengan
d|n terdapat subgrup tunggal dari G dengan order d. Karena G
grup siklik diperoleh H < G merupakan grup siklik. Diambil
sembarang H < G, karena d|n diperoleh n = kd untuk k € Z
dimisalkan H = (g*). Diketahui berdasarkan teorema 2.1.38

_n
fpb(n,k)

diperoleh |g*| = .Karena k = % diperoleh

sehingga |¢*| = nL/d = d. Artinya order dari H adalah d.
Selanjutnya dimisalkan H; < G dengan order d. Akan
ditunjukkan bahwa H; = H. Dimiliki H; < G maka H; grup siklik
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dengan H; = (g”) dengan b merupakan bilangan positif terkecil
sehingga ¢ € Hj, diperoleh |¢°| = W. Karena |Hy| = d
haruslah fpb?in,b) = d sehingga fpb(n,b) = % dan fpb(n,b) = k.
Telah diketahui fpb(n, b) = k diperoleh k|b dan b = kl untuk [ € Z
sehingga ¢* = ¢ = (¢*)! artinya ¢* € (¢*) atau H; C H. Karena
|H| = |H;| = d diperoleh H = H,. Jadi untuk setiap d|n terdapat
subgrup tunggal dari G dengan order d. |

Grup Abelian
Suatu grup yang dilengkapi dengan operasi biner yang bersifat
komutatif membentuk grup komutatif atau grup abelian. Definisi

grup abelian sebagai berikut.

Definisi 2.1.42 (Grup Abelian/Komutatif, e.g (Dummit dan Foote,
2004))

Misalkan (G, *) grup. Grup G disebut sebagai grup abelian atau
komutatif jika untuk setiap g1, g2 € G berlaku g1 * g2 = g2 * g1.

Contoh 2.1.43 Telah diketahui (R, +) merupakan grup. Misalkan
diambil sembarang 1, ro € R diperhatikan bahwari 41y = ro41r;

artinya grup (R, +) merupakan grup komutatif.

Selanjutnya dimiliki definisi dari ekponen pada grup abelian
sebagai berikut.

Definisi 2.1.44 (Eksponen, e.g (Fine, dkk, 2014))
Misalkan G merupakan grup abelian berhingga. Ekponen dari G

adalah kpk dari setiap order semua elemen G yakni:

exp(G) = kpk{|g|lg € G}.
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Lemma 2.1.45 (e.g (Fine, dkk, 2014))

Misalkan G grup abelian berhingga maka terdapat g € G dengan
9| = exp(G)

Bukti.

Diketahui G grup abelian berhingga dan ¢ € (. Dimisalkan
exp(G) = p1“...pr° dengan setiap p; merupakan bilangan prima
yang berbeda. Terdapat g; € G dengan |g;| = p;“ir; dengan p; dan
r; relatif prima. Dimisalkan h; = ¢;"%, berdasarkan teorema 2.1.38
diperoleh

hy = (gil) — _ — piri  pi®iri = pic
o tpb((lgl) i) fpb(piciTi, i) T '

Dimisalkan g = hyhs...h; diperoleh
9] = kpk([hil, ..., [hg|) = kpk(p1“'..px*) = p1¥..p™* = exp(G).

Oleh karena itu, diperoleh |g| = exp(G). [
Grup Hasil Kali Langsung

Definisi 2.1.46 (Grup Hasil Kali Langsung, e.g (Fine, dkk, 2014))
Misalkan G dan G2 merupakan grup. Grup hasil kali langsung dari
G'1 dan G4 dengan definisi

G=G1 xGy = {(CL, b)|a € G1,b e GQ}
Operasi biner pada G = G x G5 didefinisikan sebagai berikut.
(a1,b1) - (az,b2) = (araz, biba)

untuk setiap (a1, b1), (az,b2) € G1 x Go.
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Contoh 2.1.47 Diketahui grup (Za,+) dengan

Zo = {0,1}. Grup hasil kali langsung Zo x Zs

dengan operasi  biner  yang didefinisikan dengan
(a1,b1) + (a2,b2) = (a1 + az, by + b2).

Untuk a1, as2,b1,b0 € Zo. Diperoleh himpunan Zs x Zs yaitu

Zy x 1 = {(0,0),(0,1),(1,0), (1,1)}.

Tabel 2.2. Operasi biner pada Zy X Zo

+ (0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1)
(0,0) 1 (0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1)
(0,1) | (0,1) | (0,0) | (1,1) | (1,0)
(1,0) | (1,0) | (L,1) | (0,0) | (0,1)
(LD | 4,1 | (1,0) | (0,1) | (0,0)

Dari tabel 2.2 untuk setiap (a1, b1), (a2, b2) € Zy X Zy diperoleh
(a1,b1) + (az,b2) € Zs x Zy. Terdapat (0,0) € Zo x Zs yang
merupakan elemen identitas. Kemudian dari tabel 2.2 diperoleh
(0,1) + (1,0) = (1,0) + (0,1) = (0,0) dan (1,1) + (1,1) = (0,0)
sehingga setiap anggota Zo X Zs memiliki invers.

Teorema Lagrange
Dalam penelitian ini menggunakan teorema Lagrange sebagai
dasar kontruksi ring berhingga. Sebelum membahas teorema

lagrange, akan diberikan definisi dari koset sebagai berikut.

Definisi 2.1.48 (Koset, e.g (Fine, dkk, 2014))
Misalkan G grup dan H < G. Untuk a € G diperoleh:

1. Koset kiri dari H pada G didefinisikan dengan
aH = {ah|h € H}.

2. Koset kanan dari H pada G didefinisikan dengan
Ha = {halh € H}.



Contoh 2.1.49 Dimiliki grup (Zg, +) dengan Z¢ = {0,1,2,3,4,5}.
Himpunan H = {0,2,4} dengan H < G diperoleh:

1. Koset Kiri

0+ H = {0,2,4},
1+ H={1,35},
2+ H ={0,2,1},
3+ H={1,35),
i+H={031}
5+ H={1,35.

2. Koset Kanan
H+0=1{0,2,1},
H+1={1,3,5},
H+2=1{0,2,1},
H+3=1{135),
H+1=1{0,2,1},
H+5=1{135)

Jadi, diperoleh 0 + H = H + 0,1+ H =H + 1,2+ H = H + 2,
3+H=H+3,4+ H = H+4,dan5+ H = H + 5. Artinya, koset
kiri sama dengan koset kanan yakni {0, 2,4} dan {1, 3,5}.

Definisi 2.1.50 (Index, e.g (Fine, dkk, 2014))
Misalkan G grup dan H < G. Jumlah koset kiriyang berbeda disebut
sebagai index dinotasikan dengan |G : H].

Contoh 2.1.51 Perhatikan pada grup (Zg,+) dan H = {0,2,4}
berdasarkan contoh 2.1.49 terdapat 2 koset kiri yang berbeda dari
H pada G sehingga [G : H] = 2.
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Setelah mengetahui definisi dari koset dan index, dimiliki

teorema Lagrange sebagai berikut.

Teorema 2.1.52 (Teorema Lagrange, e.g (Gallian, 2021))
Misalkan G grup berhingga jika H < G maka |H| membagi |G| dan
G H] = {5
Bukti.

Misal G grup berhingga dan H < @, akan ditunjukkan [G :
H| = % Dimisalkan a1 H,asH, ..., a,H merupakan koset kiri
H pada G yang berbeda. Untuk sembarang a € G diperoleh
aH = a;H untuk 1 < ¢ < r. Untuk sembarang a €
G, a merupakan anggota salah satu koset a € a;H sehingga

G=a1HU..Ua-H.

Karena a1H,a0H,...,a,H berbeda, G = a1H U .. U a.H
merupakan gabungan dari himpunan yang saling lepas, diperoleh
|G| = | H| + ... + |a, H|.

Diketahui berdasarkan definisi koset kiri, untuk setiap |a; H| = | H|
untuk 1 < m,n < rdiperoleh |G| = r|H| artinya | H | membagi |G|.

Telah diketahui |G| = r|H |, karena r menunjukan banyak koset
kiri H pada G yang berbeda sehingga |G| = [G : H||H|. Jadi,

diperoleh [G : H] = % [

Isomorfisma Grup

Definisi 2.1.53 (Homomorfisma Grup, e.g (Dummit dan Foote,
2004))

Misalkan grup (G, *) dan grup (H,<). Suatu fungsi ¢ : G — H
merupakan homorfisma grup jika untuk setiap g, go € G berlaku

©(g1 * g2) = p(g1) © P(g2)-
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Contoh 2.1.54 Dimiliki grup (R, +) dan grup (R, -). Suatu fungsi
¢ : R — R* didefinisikan dengan ¢(r) = ¢” untuk » € R. Akan
ditunjukkan ¢ merupakan homomorfisma grup.

Bukti.

Diambil sembarang r; dan 2 € R diperoleh

o(r] 4+ 19) = 172

T1 T2

=€ -e

= p(r1) - p(r2).

Karena ¢(r1 +12) = €™ - €™ = p(r1) - p(re) artinya ¢ merupakan

homomorfisma grup. |

Definisi 2.1.55 (Isomorfisma Grup, e.g (Dummit dan Foote, 2004))
Misalkan (G, %) dan (H,o) merupakan grup. Suatu fungsi
¢ : G = H dikatakan sebagai isomorfisma grup jika o merupakan
homomorfisma grup dan  fungsi bijektif. Jika terdapat isomorfisma
dari G ke H maka G dikatakan isomorfik dengan grup H

dinotasikan dengan G = H.

Contoh 2.1.56 Diberikan grup (R,+) dan grup (R*,-). Suatu
fungsi ¢ : R — R didefinisikan dengan (r) = ¢” untuk r € R.
Akan ditunjukkan ¢ merupakan isomorfisma grup.

Bukti.

Diketahui dari contoh 2.1.54, ¢ merupakan homomorfisma
grup. Diambil sembarang r dan o € R dengan ¢(r;) = ¢(r2)
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diperoleh

p(r1) = p(r2)

T1 T2

e =e€

Ine™ =1ne™

L =792

Karena e"' = e" diperoleh r; = ry, sehingga untuk ¢(r1) = p(r2)
maka r; = 7. Jadi, untuk ¢(r1) = ¢(r2) diperoleh r; = ro. Artinya
o merupakan fungsi injektif.

Untuk sembarang »r € R akan ditunjukkan terdapat r e R
Diambil sembarang r € Rt dengan r = In+" diperoleh

sehingga untuk sembarang » € R™ terdapat ' € R sedemikian
sehingga o(r') = r, artinya  merupakan fungsi injektif.

Telah diketahui o merupakan fungsi injektif dan surjektif maka
o merupakan fungsi bijektif. Kemudian karena ¢ homomorfisma
grup dan fungsi bijektif diperoleh ¢ isomorfisma grup. |

Isomorfisma grup merupakan konsep yang penting dalam teori
grup. Konsep isomorfisma grup dimanfaatkan untuk mengetahui
grup-grup yang saling isomorfis. Berikut teorema berkaitan
dengan grup yang saling isomorfis.
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Teorema 2.1.57 (e.g (Fine, dkk, 2014))
Misalkan G grup siklik. Jika |G| = n maka G = (Zy,, +).
Bukti.

Diketahui G grup siklik dimisalkan G = (g) dan g € G. Grup
(Z,, +) merupakan grup siklik karena terdapat 1 € Z, sedemikian
sehingga (1) = {nl|n € Z,} = Z,. Untuk |G| = n dimiliki suatu
fungsi p : Z,, — G didefinisikan dengan p(r) = ¢" untuk r € Z,.
Akan ditunjukkan p terdefinisi dengan baik dengan menunjukan
jika k = m (mod n) maka p(¢g¥) = p(¢g™). Diambil sembarang
k € Z, dengan k = m (mod n) maka k = ns + m dengan s € Z,

diperoleh
p(k) = gF = g™+ = g"*.g" = eg™ = g™ = p(m).
Karena & = m (mod n) diperoleh p(k) = p(m) artinya p

terdefinisi dengan baik. Kemudian akan ditunjukkan p merupakan

homomorfisma grup. Diambil sembarang a, b € Z,, diperoleh,

pla+b) =g
_ gagb
= p(a)p(b).

Karena p(a + b) = p(a)p(b) sehingga p merupakan homomorfisma
grup.

Kemudian akan ditunjukkan bahwa p merupakan fungsi
bijektif. Dimisalkan p(a) = p(b), diperoleh

pla) = p(b) = g* = ¢".

Kemudian, diperoleh n|a — b, artinya a = b (mod n). Oleh karena

itu p merupakan fungsi injektif. Kemudian karena G merupakan



32

grup siklik dan G = (g) maka untuk sembarang h € G dapat
dinyatakan sebagai ¢ € G dengan i € Z,, artinya p merupakan
fungsi surjektif. Telah diketahui p merupakan fungsi injektif dan
surjektif, diperoleh p merupakan fungsi bijektif. Jadi, p merupakan
isomorfisma grup dan G = (Z,,, +). [ ]

3. Ring

Ring merupakan struktur aljabar yang dibangun oleh dua
operasi biner yang memenubhi sifat tertentu. Pada bagian ini akan
menguraikan konsep ring, jenis-jenis ring, elemen unit, elemen
nilpoten, subring, isomorfisma ring, dan ring berhingga. Sebelum
melanjutkan pembahasan lebih jauh, berikut diberikan definisi

ring.

Definisi 2.1.58 (Ring, e.g (Fine, dkk, 2014))

Suatu himpunan tak kosong R yang dilengkapi dua operasi biner
penjumlahan dan perkalian dituliskan dengan (R,+,-) disebut
sebagai ring jika memenubhi sifat-sifat sebagai berikut.

1. Tertutup terhadap penjumlahan
Va,b € Rberlakua +b € R

2. Asosiatif terhadap penjumlahan
Va,b,c € R berlaku (a +b) +c=a+ (b+¢)

3. Memiliki identitas terhadap operasi penjumlahan
Terdapat 0 € R sehingga Va € Rberlakua+0=0+a=a

4. Setiap elemen memiliki invers terhadap penjumlahan
Va € R,3 —a € Rsehinggaa + (—a) = (—a)+a =0
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5. Komutatif terhadap penjumlahan
Va,b € Rberlakua+b=>b+a

6. Tertutup terhadap perkalian
Va,b € Rberlakua-b € R

7. Asosiatif terhadap perkalian
Va,b,c € Rberlaku (a-b)-c=a-(b-c)

8. Distribusi Kiri
Va,b,c € Rberlakua - (b+ c) = ab+ ac

9. Distribusi Kanan
Va,b,c € Rberlaku (a +b) - ¢ = ac + bc

Contoh 2.1.59 Contoh lain dari ring sebagai berikut.

1. Himpunan bilangan rasional Q dilengkapi dengan operasi
penjumlahan dan operasi perkalian membentuk struktur
(Q, +, -) yang merupakan ring (Dummit dan Foote, 2004).

2. Himpunan bilangan bulat 7Z dilengkapi dengan operasi
penjumlahan dan perkalian membentuk struktur (Z,+,-)

yang merupakan ring (Gallian, 2021).

3. Himpunan bilangan bulat modulo n  yaitu
Zn, =1{0,1,...,n — 1} dilengkapi dengan dua operasi yaitu
penjumlahan modulo n dan operasi perkalian modulo
n membentuk struktur (Z,,+,-) yang merupakan ring
(Gallian, 2021).

Jenis-Jenis Ring
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Ring dapat dibagi menjadi beberapa jenis. Berikut jenis-jenis
ring meliputi ring dengan elemen satuan, ring komutatif, ring

pembagian, dan lapangan.

Definisi 2.1.60 (Ring dengan Elemen Satuan, e.g (Burton, 1970))
Misalkan R merupakan ring. Ring R disebut ring dengan elemen
satuan apabila terdapat 1 € R sedemikian sehingga untuk setiap
a € R berlaku la = al = a. Elemen 1 tersebut, disebut sebagai
elemen satuan.

Contoh 2.1.61 Diketahui (R, +, -) merupakan suatu ring. Terdapat
1 € R sedemikian sehingga untuk sembarang » € R diperoleh 1 -
r = rdanr -1 = r sehingga 1 merupakan elemen satuan pada
dengan elemen satuan (R, +, -).

Definisi 2.1.62 (Ring Komutatif, e.g (Fine, dkk, 2014))
Misalkan R merupakan ring. Ring R disebut ring komutatif apabila
untuk setiap a, b € R berlaku ab = ba.

Contoh 2.1.63 Diketahui (R, +,-) merupakan contoh ring.
Diperhatikan bahwa untuk sembarang r;,72 € R diperoleh

r1 - r9 =11 - 72 sehingga (R, +, -) merupakan ring komutatif.

Definisi 2.1.64 (Ring Pembagian, e.g (Zhao, 2022))

Misalkan R merupakan ring dengan elemen satuan. Ring R disebut
ring pembagian apabila untuk setiap a € R — {0}, terdapat
a~! € R — {0} sehingga berlaku a(a™ ') = (a !)a = 1.

Contoh 2.1.65 Diketahui (R, +,-) merupakan ring. Berdasarkan
contoh 2.1.60 diketahui (R, +,-) merupakan memiliki elemen

satuan 1, sehingga (R, +, -) merupakan ring dengan elemen satuan.
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Diperhatikan untuk setiap 7 € R — {0} terdapat r—! € R — {0}
sedemikian sehingga r(r~!) = (r~!)r = 1, artinya (R,+,-)

merupakan ring pembagian.

Definisi 2.1.66 (Lapangan, e.g (Zhao, 2022))
Misalkan R merupakan ring. Ring R disebut lapangan apabila R
merupakan ring pembagian yang komutatif.

Contoh 2.1.67 Diketahui (R, +, -) merupakan ring. Berdasarkan
contoh 2.1.64 diketahui (R, +, -) merupakan ring pembagian dan
dari contoh 2.1.62 diketahui (IR, +, ) merupakan ring komutatif
sehingga (R, +, -) merupakan lapangan.

Pada ring terdapat beberapa elemen khusus antara lain unit,

elemen nilpoten, dan pembagi nol. Definisi unit sebagai berikut.

Definisi 2.1.68 (Unit, e.g (Dummit dan Foote, 2004))

Misalkan R merupakan ring dengan elemen satuan 1, suatua € R
dikatakan sebagai unit jika terdapat b € R sehingga ab = ba = 1.
Himpunan elemen unit pada suatu ring dinotasikan dengan R*.

Contoh 2.1.69 Diketahui (R, +, -) merupakan ring dengan elemen
satuan 1, berdasarkan contoh 2.1.64 (R,+,:) merupakan ring
pembagian sehingga untuk sembarang » € R — {0} terdapat
r~! € R — {0} sedemikian sehingga r(r~1) = (r—!)r = 1 artinya
sembarang r € R — {0} merupakan unit pada ring (R, +, -).

Himpunan elemen unit R* membentuk suatu grup. Selain
elemen unit, pada ring terdapat elemen nilpoten. Definisi dari
elemen nilpoten sebagai berikut.

Definisi 2.1.70 (Elemen Nilpoten, e.g (Malik, dkk, 1997))
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Misalkan R ring, suatu elemen a € R disebut sebagai elemen
nilpoten jika a™ = 0 untuk n € N.

Contoh 2.1.71 Dimiliki ring (Zg,+,-) merupakan suatu ring.

I
ol o o

7
e
&
sehingga 2, 4, 6 merupakan elemen nilpoten.

Pada ring memiliki setidaknya satu elemen nilpoten yaitu 0.
Jika suatu ring memiliki elemen unit maka elemen unit tersebut
bukan merupakan elemen nilpoten. Hal tersebut sesuai dengan
lemma berikut.

Lemma 2.1.72 Misalkan R merupakan ring dengan elemen satuan
1, untuk sembarang v € R jika v merupakan unit maka v bukan
elemen nilpoten.

Bukti.

Diketahui R merupakan ring dengan elemen satuan 1. Akan
ditunjukkan untuk sembarang « € R jika v merupakan unit maka
v bukan elemen nilpoten. Dimisalkan v € R merupakan unit
sehingga terdapat ¢ € R sehingga ua = au = 1. Diasumsikan u
merupakan elemen nilpoten maka terdapatn € Nsehinggau™ = 0.

Dimisalkan N merupakan himpunan bilangan bilangan asli n
yang memenuhi«” = 0. Menurut well ordring property N memiliki
elemen terkecil yang dimisalkan ny € N sedemikian sehingga
u™® = (, diperoleh
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u™ =0
s wu™l =0
& auu™ "t =a0
& 1™l =0

& gt =,

Kontradiksi dengan ng merupakan elemen terkecil dari N. Jadi, u
bukan elemen nilpoten. |

Telah diketahui untuk ring R himpunan R* merupakan
himpunan unit pada ring R. Pada suatu lapangan F' setiap
elemen tak nolnya merupakan unit. Oleh karena itu, F'* dengan
operasi perkalian membentuk grup abelian. Jika ring F' berhingga
diperoleh F* merupakan grup siklik. Hal tersebut sesuai dengan

teorema sebagai berikut.

Teorema 2.1.73 (Zhao, 2022)

Dimiliki F' merupakan lapangan. Jika F' merupakan lapangan
berhingga maka F'* dengan operasi perkalian merupakan grup
siklik.

Bukti.

Diketahui F merupakan lapangan berhingga. Akan
ditunjukkan (F*,-) merupakan grup siklik. Dimisalkan |F*| = m
dan ¢ € F* dengan |a| = k dan k merupakan order maksimum
yang mungkin atas setiap anggota F'*. Diketahui berdasarkan
teorema 2.1.52 diperoleh k|m sehingga k < m.

Diambil sembarang b € F* dengan |b| = r. Diketahui

berdasarkan lemma 2.1.45 terdapat suatu elemen dengan order
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kpk(r,k) > k. Karena k merupakan order maksimum yang
mungkin atas setiap anggota F'* sehingga kpk(r, k) = k artinya
r|k. Kemudian karena |b| = r dan 7|k diperoleh b* = 1 artinya
setiap anggota dari F* merupakan akar dari polinomial z* — 1 €
F[z] (Gallian, 2021). Jadi, diperoleh sebanyak m akar polinomial
dari z¥ — 1 € F[xz]. Tetapi, polinomial berderajat k pada lapangan
memiliki tepat k£ solusi (Gallian, 2021). Jadi diperoleh hasrulah
m < k.

Telah diperoleh £ < m dan m < k sehingga m = k. Jadi
diperoleh |a| = m = |F*| artinya (a) = F'* dan F'* merupakan
grup siklik dengan operasi perkalian. |
Subring

Pada suatu ring terdapat struktur yang disebut dengan subring.
Definisi subring sebagai berikut.

Definisi 2.1.74 (Subring, e.g (Zhao, 2022))
Misalkan (R,+,-) ring dan S himpunan tak dengan S C R, S
dkatakan sebagai subring dari R jika (S, +, -) merupakan ring.

Contoh 2.1.75 Diketahui (R, +,-) merupakan ring dan Z C R.
Karena (Z, +, ) merupakan suatu ring diperoleh (Z, +, -) subring
dari (R, +, -).

Setelah mengetahui definisi dan contoh dari subring,
selanjutnya dimiliki proposisi sebagai berikut.

Teorema 2.1.76 (e.g (Malik, dkk, 1997))

Misalkan R ring dan himpunan tak kosong S dengan S C R, S
merupakan subring dari R jika dan hanya jika untuk setiap a,b € S
berlakua — b € Sdanab € S.

Bukti.
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Misal R ring, S himpunan tak kosong dengan S C R. Jika S

merupakan subring dari R diperoleh untuk sembarang dan b € §

terdapat —b € S. Diambil sembarang a € S diperoleha — b € S
danab € S.

Kemudian akan ditunjukkan jika untuk setiap a,b € § berlaku

a —b € Sdan ab € S maka S merupakan subring. Diambil

sembarang a, b € S diperoleh

1.

Karena a — b € S diperoleh a + (—b) € S sehingga tertutup
terhadap penjumlahan.

. Diketahui R ring dan S C R pada himpunan S berlaku sifat

asosiatif terhadap penjumlahan.

. Karena a € S diperoleh a — a = 0 € S sehingga terdapat

elemen identitas penjumlahan.

. Diperhatikan untuk setiap a € S terdapat —a € S sehingga

a+(—a)=0=—a+a.

Diketahui R ring dan .S C R pada himpunan S berlaku sifat
komutatif terhadap penjumlahan.

Karena ab € S artinya tertutup terhadap perkalian.

. Pada R berlaku asosiatif terhadap perkalian sehingga

berlaku sifat asosiatif perkalian pada S.

Pada R berlaku sifat distributif kanan dan distributif kiri.
Oleh karena itu, pada S berlaku sifat ditributif kanan dan
distributif kiri.

Diperoleh S subring dari R |
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Pada suatu ring dapat memiliki lebih dari satu subring. Irisan
dua buah subring pada suatu ring merupakan subring juga. Hal

tersebut sesuai dengan lemma sebagai berikut.

Lemma 2.1.77 (Adkins dan Weintraub, 1992)

Misalkan R ring, jika {Sq}aca merupakan himpunan subring dari
Rmaka S = (4 So merupakan subring dari R.

Bukti.

Diketahui R ring dan {S, },c4 merupakan himpunan subring
dari R. Dimisalkan S = (),c4 Sa, untuk sembarang a,b € S
diperoleha,b € S, dengan S, merupakan sembarang subring dari
R.Karenaa,b € S, diperoleha—b € S, dan ab € S,. Oleh karena
itu, diperoleha—b € Sdanab € S. Diketahui berdasarkan teorema
2.1.76 diperoleh S subring. |

Isomorfisma Ring

Definisi 2.1.78 (Homomorfisma Ring, e.g (Fine, dkk, 2014))
Misalkan (R, +,-) dan (S, ®,®) ring. Suatu fungsi f : R — S
dikatakan sebagai homorfisma ring jika untuk setiap r1,79 € R

berlaku

f(ri+mr2) = f(r1) @ f(rz2) dan f(r1-r2) = f(r1) ® f(r2)

Contoh 2.1.79 Dimiliki ring (Q, +, -) dan suatu fungsi f : Q — Q
dengan f(x + iy) = = — iy untuk z,y € Q. Akan ditunjukkan f
merupakan homomorfisma ring.

Bukti.

Diambil sembarang ¢; = z; + iy; dan g0 = x5 + iyo € Q
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diperoleh

flar+ @) = f((z1 +iy1) + (22 +iy2))
= f(x1 +iy1 + 22 + iy2)

f((z1 +22) +i(y1 +y2))
= (z1+2) —i(y1 + y2)

=T+ T2 — Y1 — Y2

= (z1 — 1) + (22 — iy2)
= f(q1) + f(g2)

fla1-q2) = f((x1 +iy1) - (22 +iy2))
fz1ze +iz1y2 + ix2y1 — Y1Y2)
f(

(122 — y1y2) +i(z1y2 + T2u1))
= (z172 — y1y2) — i(z1Y2 + T201)
= T1T2 — Y1Y2 — 1T1Y2 — 1T2Y1

= X1%2 — 1T1Y2 — 1T2Y1 — Y1Y2
fl@r) - flaz) = [z +iy1) - f(z2 +iys)

= (21 —iy1) - (v2 — iy2)

= T1T2 — 1T1Y2 — 1T2Y1 — Y1Y2

flq1 - q2) = x1w2 — ix1Yy2 — iw2y1 — Y1y2 = f(q1) - f(g2) artinya
flar - q2) = f(a1) - f(go)- Karena f(q1 + q2) = f(q1) + f(q2) dan
f(q1-q2) = f(q1) - f(g2) terbukti f homomorfisma ring. |
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Definisi 2.1.80 (Isomorfisma Ring, e.g (Fine, dkk, 2014))

Misalkan (R, +,-) dan (S, ®, ®) ring. Homomorfisma f : R — S
dikatakan sebagaiisomorfisma ring jika f merupakan fungsi bijektif.
Jika terdapat isomorfisma dari R ke S maka R dikatakan isomorfik
dengan S dinotasikan dengan R = S.

Contoh 2.1.81 Dimiliki ring (Q,+,-) dan homomorfisma ring
f: Q — Qdengan f(x + iy) = = — iy untuk z,y € Q. Akan
ditunjukkan f merupakan isomorfisma ring.

Bukti.

Diambil sembarang ¢ = z1 + iy; dan ¢o = x2 + iy2 € Q.
Misalkan f(q1) = f(g2) diperoleh

fla) = flq2)

&z —iYy1 = T2 — 1Yo.

Karena 1 — iy1 = x9 — typ maka x1 = z2 dan y; = yo artinya
@1 = qo. Jadi, untuk f(q1) = f(q2) diperoleh ¢y = go. Artinya f
merupakan fungsi injektif.

Diambil sembarang = —iy € Q diperoleh x —iy = f(x+iy) artinya
untuk sembarang x — 1y € Q terdapat x + iy € Q sedemikian
sehingga f(z +1iy) = = —iy. Artinya f merupakan fungsi surjektif.
Karena f merupakan fungsi injektif dan surjektif maka f
merupakan fungsi bijektif. Terbukti f isomorfisma ring. |
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Ring Berhingga

Secara umum berdasarkan banyak anggota himpunan pada
ring, ring dapat dibedakan menjadi ring tidak berhingga dan ring
berhingga. Ring tidak berhingga merupakan ring dengan anggota
himpunan yang tidak berhingga sedangkan, ring berhingga
merupakan ring dengan anggota himpunan yang berhingga (Fine,
dkk, 2014). Pada suatu ring (R, +, -) struktur (R, +) merupakan
grup abelian, sehingga pada ring berhingga struktur (R,+)
merupakan grup abelian berhingga.

Pada teori grup telah dimiliki beberapa teorema mengenai
grup berhingga, khususnya pada grup berhingga dengan order
tertentu seperti order p dan p? dengan p bilangan prima. Pada bab
sebelumnya telah diketahui teorema lagrange, akibat dari teorema
tersebut untuk grup berhingga dengan order p bilangan prima GG
grup siklik.

Akibat 2.1.82 (e.g (Adkins dan Weintraub, 1992)

Misalkan G grup dengan |G| = p untuk p sembarang bilangan prima
G merupakan grup siklik.

Bukti.

Diketahui G grup dengan |G| = p. Diambil sembarang g € G
dengan ¢ # 0 dan dimisalkan H = (g). Karena H # e dan
berdasarkan 2.1.52 |H| membagi |G| sehingga |H| = p diperoleh
H = G.Jadi (g) = |G| artinya G grup siklik [

Dari teorema 2.1.82 diperoleh bahwa untuk setiap grup dengan
order p bilangan prima merupakan grup siklik. Telah diketahui
sebelumnya berdasarkan teorema 2.1.57 untuk setiap grup siklik
berhingga akan isomorfik dengan (Z,,+) sehingga setiap grup
dengan order p isomorfik dengan grup (Z,, +).
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Kemudian untuk grup berhingga dengan order p? dimiliki

proposisi sebagai berikut.

Proposisi 2.1.83 (e.g (Adkins dan Weintraub, 1992) )

Misalkan G grup berhingga dengan |G| = p* untuk p sembarang
bilangan prima G = (Z,2, +) atau G = Zy, x 7y,

Bukti.

Misal G grup berhingga dengan |G| = p?. Untuk G grup siklik
berdasarkan teorema 2.1.57 diperoleh G = (Z,2, +).

Selanjutnya untuk G yang bukan merupakan grup siklik,
diambil sembarang g € G dengan g; # e dan diperoleh |g;| = p
dan dimisalkan (¢;) = H. Kemudian diambil sembarang g2 € G
dengan g # e dan g, # g; diperoleh |g2| = p dan dimisalkan
(92) = K. Karena |H| = |K| = p berdasarkan akibat 2.1.82 H
dan K grup siklik. Oleh karena itu berdasarkan teorema 2.1.57
diperoleh H = Z, dan K = 7Z,,.Jadi G = (g1) x (92) = Zp, x Z, B

Diketahui berdasarkan lemma 2.1.83 jika grup |G| = p? maka
G = (Zy,+) atau G = Z, x Z,. Grup G tersebut memiliki
setidaknya satu elemen generator jika G = (Z,2, +). Sedangkan,
untuk G = Z,, x Z, akan dibangun oleh setidaknya dua generator
dimisalkan a,b € G.

Teorema dan lemma mengenai grup berhingga dengan order
p dan p? tersebut digunakan dalam menentukan ring berhingga
dengan order p dan p?. Fine (1993) dalam artikel yang berjudul
Classification of Finite Rings of Order p? membahas mengenai
ring p dan ring p?. Ring-ring tersebut dibangun oleh generator
penjumlahan ring tersebut. Sebelum membahas klasifikasi ring p
dan p? diberikan definisi subring yang dibangun oleh himpunan

sebagai berikut.



45

Definisi 2.1.84 (e.g (Adkins dan Weintraub, 1992))

Misalkan R merupakan ring dan himpunan tak kosong X C R.
Subring terkecil dari R yang memuat X disebut subring yang
dibangun oleh X.

Contoh 2.1.85Diketahui (Zg,+,-) merupakan suatu ring.
Himpunan X = {2,4} merupakan himpunan bagian dari Zs.
Akan ditentukan subring terkecil dari Zg yang memuat himpunan
X.

Diketahui berdasarkan teorema 2.1.76 suatu subring dari
Zsg harus tertutup terhadap operasi penjumlahan, pengurangan
serta perkalian dalam Zs. Artinya, setiap hasil penjumlahan,
pengurangan dan perkalian antara elemen-elemen dalam
himpunan tersebut harus tetap berada di dalam himpunan.

Karena2+4 = 6 dan 4 +4 = 0 diperoleh himpunan baru yakni
S = {0,2,4,6}. Himpunan S memenuhi sifat tertutup terhadap
penjumlahan, pengurangan dan perkalian pada Zg sehingga S
merupakan subring dari Zg. Karena S merupakan subring terkecil
yang memuat himpunan X, artinya S merupakan subring yang
dibangkitkan oleh X.

Suatu ring R merupakan subring dari ring R itu sendiri. Oleh
karena itu, berdasarkan definisi 2.1.84 dimiliki ring R dibangun
oleh himpunan R. Kemudian dimiliki lemma subring yang

dibangkitkan oleh himpunan sebagai berikut.

Lemma 2.1.86 (e.g (Adkins dan Weintraub, 1992))

Misalkan R ring dan himpunan tak kosong X C R. Subring dariring
R yang dibangun oleh X merupakan himpunan semua jumlah atau
selisih dari hasil kali berhingga elemen-elemen X.
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Bukti.

Diketahui R ring dan himpunan tak kosong X dengan X C R.
Misalkan himpunan S merupakan hasil kali elemen-elemen dari X
sebagai berikut.

n
S = {Z €Ti1%50  + xzkl‘l‘w S X, € € {*1, 1},7”L, ki S N}
=0

Himpunan X C S dan X # () sehingga himpunan S # (). Diambil
sembarang a, b € S maka

n
a = g €iLi1T42 * + * Lik,
i=0

dan,

m
b= Z PiYi1Yi2 -~ Yil;
i=0

dengan z;;,y;; € X dann,m,k;,l; € Ndane,p; € {—1,1}
diperoleh

n m
a—b= Z €iLi1Lq2 "~ Liky — (Z PiYiryi2 - ym)
i=0

=0

n m
= Z €T1T42 Tk, + Z(—m)yu%z © e Yil,
i=0 i=0

karena p; € {—1,1} diperoleh —p;, € {—1,1} artinyaa — b € S.
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Kemudian diperoleh,

n

m
a-b=> €razin- i, <Z piYi1Yiz - - yih)
n m

=> Y epilntio - Tk yintiz - ya,)
i=0 i=0
Karena a — b € S dan ab € S berdasarkan teorema 2.1.76 S
merupakan subring dari R yang memuat X.

Dimisalkan {S,},c4 merupakan himpunan subring R yang
memuat X dan 7' = (), c4 S.. Karena S merupakan subring
yang memuat jumlah atau selisih hasil kali elemen-elemen dari
X diperoleh S C T. Kemudian karena S memuat X diperoleh
S € {Sa}aca sehingga T' C S. Telah diperoleh S C 7T dan
T C S artinya S = 7. Jadi, S merupakan subring terkecil yang
memuat X dan berdasarkan definisi 2.1.84 diperoleh S subring
yang dibangkitkan oleh X. |

Telah diketahui untuk setiap grup order p merupakan
grup siklik dan isomorfis dengan (Z,,+). Oleh karena itu,
dengan memperhatikan keisomorfisan pada ring terdapat
tepat dua ring berhingga order p yang berbeda yakni sebagai
berikut (Fine, 1993).

Z, = (a;pa = 0,a* = a)
Cp(0) = (a;pa = 0,a* = 0)
Ring Z, atau C,(0) dibangun oleh (a) dengan a merupakan

generator penjumlahan untuk Z, dan C,(0). Ring Z, merupakan

lapangan dengan elemen satuan 1 (Gallian, 2021).
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Suatu ring berhingga (R,+,-) dengan order p> diperoleh
(R,+) = (Zy,+) atau (R,+) = Z, x Z,. Oleh karena itu,
berdasarkan keisomorfisan pada ring terdapat sebelas ring
berhingga order p? yang berbeda sebagai berikut (Fine, 1993).

A= (a;p’a=0,0> = a) 2 Ly,

B = (a;p*a = 0,a* = pa),

C = (a;p?a = 0,a% = 0),

D = (a,b;pa = pb=0,a> = a,b? = b,ab = ba = 0) =2 Z,, x Zy,
E = (a,b;pa = pb=0,a® = a,b® = b,ab = a,ba = b),

F = {(a,b;pa =pb=0,a® = a,b> = b,ab = b, ba = a),

G = {(a,b;pa = pb = 0,a%> = 0,b> = b, ab = ba = a),

H = {(a,b;pa = pb=0,a? = 0,b> = b,ab = ba = 0),

I = {a,b;pa =pb=0,a® =b,ab=0),

J = {a,b;pa = pb=0,a% =b*> = 0,ab = ba = 0),

{a,b;2a =2b=0,a® = a,b®> =a+b,ab=ba =b),p =2
{a,b;pa = pb = 0,a? = a,b®> = ja,ab = b,ba = b), p # 2

dengan j bukan bilangan kuadrat di Z,,.

Ring A, B dan C memiliki struktur penjumlahan yang isomorfis
dengan grup (Z,2, +). Oleh karena itu, ring A, B, dan C' dibangun
oleh himpunan (a) dengan a generator penjumlahan. Pada ring D,
E,F,G,H,1,J,dan K struktur penjumlahannya isomorfis dengan
grup Z, x Z,. Karena telah diketahui berdasarkan teorema 2.1.82
diperoleh dua buah generator pada grup Z, x Z,. Jadi, ring D, F,
F, G, H, I, J, dan K dibangun oleh (a) dan (b) dengan a dan b
merupakan generator penjumlahan. Ring K merupakan lapangan
berhingga (Fine, 1993).

Contoh ring B = (a;4a = 0,a? = 2a) dengan order 4 sebagai
berikut.
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Contoh 2.1.87 Dimiliki ring
B = (a;4a = 0,4 = 2a)

Ring B dibangun oleh sebuah elemen yakni a sehingga dapat
dimisalkan B = {0, a, 2a, 3a}, diperoleh

Tabel 2.3. Operasi + pada ring B

+ |0 a 2a | 3a
0 0 a 2a | 3a
a a 221 3a |0
2a|2a|3a |0 a
3a|3a |0 a 2a

Karena 4a = 0 dan a? = 2a diperoleh

+ a.2a = ala+ a)
— a4 a?
=2a+ 2a
=4a
=0

ca3a=ala+a+a)
=a® +a* + a®
=2a+2a+ 2a
=4a + 2a
=0+ 2a
= 2a



+ 2a.a = (a+a)a
=a® +d?
=2a+ 2a
=4a
=0

* 2a.2a = (a+a)(a+a)
=a’+a® + a® + d?
=2a+2a+ 2a + 2a
= 4a + 4a
=040
=0

* 2a.3a = (a+a)(a+a+a)
=a? +a*+ad’+a*+a®+ad®
=2a+ 2a + 2a + 2a 4 2a + 2a
= 4a + 4a + 4a
=0+0+0
=0

* 3a.a=(a+a+a)a
=a’+d’+d*
=2a+ 2a + 2a
=4a + 2a
=0+2a
= 2a

50
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* 3a.2a = (a+a+a)(a+a)
=a’+a’+a*+d® +a* +a’
=2a 4+ 2a + 2a + 2a + 2a + 2a
=4a+4a+4a
=0+0+0
=0

* 3a3a=(a+a+a)(at+a+a)
=a’+a*+a*+a®+a*+a*+a® +a’+a
=2a+ 2a + 2a + 2a + 2a + 2a + 2a + 2a + 2a
=4a + 4a + 4a + 4a + 2a
=04+0+4+0+2a
= 2a

Sehingga diperoleh

Tabel 2.4. Operasi - pada ring B

O|a 2a | 3a
0 (O 0 |0
a 0|2a|0 2a
22/0|0 |0 |O
3a|0]|2a]|0 2a

4. GrafPangkat

Graf pangkat merupakan salah satu kajian teori graf pada
struktur aljabar. Graf pangkat pertama kali diperkenalkan oleh
Kelarev dan Quinn pada tahun 2000. Definisi graf pangkat sebagai
berikut (Soleimani dan Naderi, 2023).
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Definisi 2.1.88 (Graf Pangkat)

Dimiliki semigrup (S,x*), graf pangkat tidak berarah P(S)
didefinisikan sebagai suatu graf dengan semua titik u,v € S.
Dua buah titik u dan v saling bertetangga jika v # v dan v = v

atauv™ = u dengann € Z™.

Pada semigrup S, untuk setiap v € S, u" dengan n € Z*

merupakan kelipatan s dengan operasi semigrup S sebanyak n kali.

Contoh 2.1.89 Himpunan S = {a,b,c,d} dan operasi o yang
didefinisikan dengan s; o so = a untuk setiap s, so € S. Diketahui
dari contoh 2.1.31 (S,0) merupakan semigrup. Perpangkatan

setiap anggota himpunan S ditunjukkan sebagai berikut.

Tabel 2.5. Perpangkatan Elemen Semigrup (S, o)

Elemen Semigrup S
b c d
2 V=a|c’=a|d*=a

B=al|l=a|d=a

8 oo
I

Q@ 2

Dari tabel 2.5 dibentuk graf pangkat P(.S) sebagai berikut.

a
O/I\
b ¢ d

Gambar 2.15. P(S)

Graf pangkat tidak hanya dikontruksi pada semigrup, graf
pangkat juga dikontruksi pada grup. Berikut contoh graf pangkat
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pada grup (Zg, +).

Contoh 2.1.90 Diketahui (Zg,+) merupakan grup dengan

himpunan Z¢ = {0,1,2,3,4,5}. Perpangkatan elemen-elemen
dari (Zg, +) ditunjukkan sebagai berikut.

Tabel 2.6. Perpangkatan Elemen Grup (Zg, +)

Elemen Grup (Zg, +)
0 1 2 3 1 5
0°=0|1=2|2"=4|3=0|7=2|5=1
0°=0|1"=3|2°=0|3=3|7=0|5=3
0'=0|1'=7|2"=2 (3" =01 =7|5" =2
0°=0|1"=5|2"=7|3=3|7=2|5=1
0°=0|1°=0]2°=0(3"=0|2°=0|5"=0

Dari tabel 2.6 dibentuk graf pangkat P(Z¢) sebagai berikut.

0

(&2
=

N
(]

3

Gambar 2.16. Graf pangkat grup (Zs, +) P(Z¢)

Contoh diatas merupakan contoh graf pangkat pada grup
berhingga yakni (Zg, +). Pada grup hingga, graf pangkat berupa
graf lengkap jika grup hingga tersebut merupakan grup siklik dan
memiliki order 1 atau p™ dengan p bilangan prima dan » € N. Hal

tersebut sesuai dengan teorema sebagai berikut.
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Teorema 2.1.91 (e.g (Chakrabarty, dkk, 2008))

Misalkan G grup berhingga, P(G) adalah graf lengkap jika dan
hanya jika G merupakan grup siklik dan |G| = 1 atau |G| = p"
untuk p bilangan prima dan n € N.

Bukti.

Misal G merupakan grup hingga. Akan ditunjukkan jika G
merupakan grup siklik dan |G| = 1 atau |G| = p" untuk p bilangan
prima dan n € N maka P(G) graf lengkap. Untuk G grup siklik
dengan |G| = 1 diperoleh P(G) membentuk graf lengkap dengan
satu titik.

Jika |G| = p™ untuk p bilangan prima dann € N. Karena G grup
siklik berdasarkan teorema 2.1.41 diperoleh G memiliki subgrup
dengan order d dengan d|n. Diketahui |G| = p™ diperoleh setiap
subgrup memiliki order p’ dengan 1 < i < n. Diketahui berdarkan
teorema 2.1.41 diperoleh setiap subgrup G;, G; 1 dengan |G;| = p
dan |G;11| = p*! maka G; < Gy, sehingga G; C G;;1. Oleh
karena itu, setiap subgrup dari G memenuhi G; C ... C G,
dengan |G;| = p’ untuk 1 < i < n. Diambil sembarang a,b € G
untuk @ # bdengan a € G; dan b € G,1; diperoleh (a) C (b)
sehingga a™ = b untuk m € Z*. Jadi, untuk sembarang a akan
bertetangga dengan b pada P(G). Terbukti P(G) merupakan graf
lengkap.

Kemudian akan ditunjukkan jika P(G) merupakan graflengkap
maka G merupakan grup siklik dan |G| = 1 atau |G| = p" untuk
p bilangan prima dan n € N. Jika P(G) merupakan graf lengkap
dengan satu titik jelas |G| = 1.

Kemudian dimisalkan G merupakan grup berhingga dengan
|G| > 1. Diketahui P(G) membentuk graf lengkap. Klaim G bukan
merupakan grup siklik, sehingga terdapat a,b € G dengan a ¢ (b)
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dan b ¢ (a) artinya a tidak bertetangga dengan b. Kontradiksi
dengan P(() graf lengkap, sehingga haruslah G grup siklik.
Dimisalkan |G| = pq dengan p dan ¢ dua bilangan prima yang
berbeda. Pada G terdapat a,b € G sedemikian sehingga |a| = p
dan |b| = ¢. Karena p dan ¢ bilangan prima yang berbeda artinya
plg dan g|p, berdasarkan teorema 2.1.41 diperoleh (a) ¢ (b) dan
(b) € (a). Oleh karena itu, a dan b tidak saling bertetangga pada
P(G). Kontradiksi dengan P(G) merupakan graflengkap, sehingga
haruslah |G| = p™ untuk p bilangan prima dann € N. [ |

Operasi perkalian pada suatu ring R merupakan semigrup.
Oleh karena itu, pada ring R, graf pangkat P(R) dikontruksi pada
ring R dengan operasi perkalian. Berikut contoh graf pangkat pada
ring Zg4.

Contoh 2.1.92 Diketahui (Z4,+,:) merupakan ring dengan
himpunan Zs = {0,1,2,3}, perpangkatan setiap elemen Zj4
sebagai berikut.

Tabel 2.7. Perpangkatan Elemen Ring (Z4, +, -)

Elemen Ring (Z4, +, -)
0 1 2 3
0°=0|T=1|2°=0|3=1
0°=0|17=1]2°=0(3"=3
0'=0|T'=17|2"=0|3'=1

Dari tabel 2.7 dibentuk graf pangkat P(Z,) sebagai berikut.
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o———O
— @———@ ol

0
Gambar 2.17. Graf pangkat ring (Z4, +, -) P(Z4)

Contoh 2.1.93 Diketahui (Zs,+,) merupakan ring dengan

himpunan Zs = {0,1,2,3,4}, perpangkatan setiap elemen Zs
sebagai berikut.

Tabel 2.8. Perpangkatan Elemen Ring (Z5, +, -)

Elemen Ring Z5
0 1 p) 3 1
0°=0|1=1|2"=1|3=2|2°=1
0°=0 |17 =1]2°=3|3=2|2°=1
0t =0|T'=1|2"=1|3' =17 |2"=1
0=01T=1|2=32|3=3|2=1

Graf pangkat P(Z5) yang diperoleh sebagai berikut.

Gambar 2.18. Graf pangkat ring (Zs, +, -) P(Zs)

Definisi produk unit semi kartesian menurut Soleimani dan
Naderi sebagai berikut (Soleimani dan Naderi, 2023).
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Definisi 2.1.94 (Produk Semi Kartesian)

Dimiliki dua graf sederhana yang berbeda G = (V(G),E(G))
dan H = (V(H),E(H)). Produk unit semi kartesian dinotasikan
dengan GG - H merupakan graftidak berarah dengan himpunan titik
V(G-H)=V(G) -V(H) = {(g,h)|g € V(G),h € V(H)} dan
himpunan sisi E(G - H) = {((g,h),(¢,h"))lg = ¢ . (9:1) € E(G)
dan (h,h') € E(H)}.

Produk unit semi kartesian dikonstruksi dari dua graf pangkat
dari dua ring berhingga yang berbeda R; dan R» dan dinotasikan
dengan P(R;) - P(R2). Pada definisi produk unit semi kartesian
tersebut, 1 € F(G) merujuk pada elemen satuan pada ring R;.

Contoh 2.1.95 Diketahui graf pangkat ring (Z4,+,-) dan ring
(Zs,+,-) berdasarkan contoh 2.1.92 dan contoh 2.1.93 sebagai
berikut.

@ ol

0
°

@ |

4w1
. -
1

ol @

(a)
Gambar 2.19. (a) P(Z4) dan (b) P(Zs)

Karena V(P(Z,)) = {0,1,2,3} dan V(P(Z5)) = {0,1,2,3,4},
sesuai dengan definisi 2.1.94 diperoleh V(P(Z,) - P(Z5)) sebagai
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berikut.

Diketahui berdasarkan definisi 2.1.94 diperoleh E(P(Z4) - P(Z4))

sebagai berikut.

Diperoleh produk unit semi kartesian P(Z4) - P(Zs) sebagai
berikut.

(1,3) (1,4) (2,0) (2,1)
° ° ° °
(1,1) (2,3)
(1,2) @ @ o (2,2
(1,0) (3,0)
(0,4) ® ° ° ® (2,4)
(0,2) (3,1)
(0,3) o ® ) (37 i)
o X
(0,0) (0,1) (3:4) (3.3)

Gambar 2.20. Produk unit semi kartesian P(Z4) - P(Zs)
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B. Hasil Penelitian yang Relevan

Pada penelitian ini digunakan beberapa hasil penelitian yang
relevan antara sebagai berikut. tersebut yang berkaitan dengan
ring berhingga dan graf pangkat.

1. Penelitian yang yang berjudul Classification of Finite Rings
of Order p? oleh Fine tahun 1993. Pada penelitian tersebut
diketahui untuk p bilangan prima terdapat tepat dua buah
ring berhingga yang berbeda yakni

Z, = (a;pa = 0,a* = a)
Cp(0) = {a;pa = 0,0 = 0)

Selain itu diketahui untuk p bilangan prima terdapat
tepat 11 ring berhingga order p? yang berbeda yakni
= (a;p*a = 0,0 = a) = Ly2,
= (a;p%a = 0,a* = pa),
= (a;p*a = 0,0 = 0),

(a,b;pa = pb = 0,a®> = a,b*® = b,ab = ba = 0) =
Z,,

{a,b;pa = pb = 0,a? = a,b®> = b,ab = a,ba = b),
{a,b;pa = pb = 0,a? = a,b*> = b,ab = b,ba = a),
(a,b;pa = pb=0,a? = 0,b> = b,ab = ba = a),

{a,b;pa = pb = 0,a? = 0,b> = b,ab = ba = 0),
{a,b;pa = pb = 0,a® = b,ab = 0),
= (a,b;pa = pb = 0,a% = v? = 0,ab = ba = 0),

TQRMEND QW
o x

o~

{a,b;2a =2b=0,a> = a,b> =a+b,ab=ba =b),p =2
{a,b;pa = pb = 0,a? = a,b® = ja,ab = b,ba = b), p # 2
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Ring-ring tersebut merupakan ring berhingga yang
digunakan dalam penelitian ini. Pada artikel tersebut telah
diketahui bahwa ring K merupakan lapangan berhingga.
Pada penelitian ini akan dijelaskan mengenai struktur dari

ring-ring berhingga selain ring K.

. Penelitian yang berjudul Power Graph of Finite Ring oleh
Soleimani dan Naderi tahun 2023. Penelitian ini membahas
mengenai graf pangkat pada ring berhingga dan produk unit
semi kartesian dari graf pangkat pada ring berhingga. Ring
berhingga yang digunakan merupakan ring berhingga order
p dan p? dengan p bilangan prima yang telah diperoleh
dari artikel Classification Ring of Order p?. Pada penelitian
tersebut telah diketahui graf pangkat ring C,(0), C' dan
ring J merupakan graf bipartit lengkap. Selain itu, telah
diketahui juga graf pangkat dari ring K untuk order 4 dan
9 merupakan gabungan graf kosong dan graf lengkap. Akan
tetapi, pada penelitian tersebut belum dijelaskan alasan
diperolehnya karakteristik graf pangkat ring C,,(0), C dan J

serta generalisasi karakteristik graf pangkat ring K.

Pada penelitian ini akan dijelaskan lebih lanjut mengenai
karakteristik graf pangkat untuk ring C,(0), C' dan J. Selain
itu, pada penelitian ini akan digeneralisasi karakteristik graf
pangkat ring K. Dalam penelitian ini juga akan dianalisis
karakteristik graf pangkat pada ring berhingga order p dan
p? dengan p bilangan prima selain ring C,,(0), C' dn ring J.
Terakhir, pada penelitian ini akan menjelaskan lebih lanjut
mengenai produk unit semi kartesian dua graf pangkat dari
dua ring berhingga order p dan ¢ dengan p dan ¢ bilangan

prima yang telah diketahui dari penelitian tersebut.
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3. Penelitian yang berjudul Undirected Power Graph of
Semigroups oleh Chakrabarty, dkk pada tahun 2008.
Penelitian ini membahas mengenai graf pangkat tidak
berarah pada semigrup. Pada penelitian ini diketahui untuk
suatu grup siklik G dengan order p" dengan p bilangan prima
dan n € N diperoleh graf pangkat P(G) merupakan graf
lengkap dan berlaku sebaliknya. Hasil tersebut kemudian
digunakan dalam penelitian ini untuk menggeneralisasi

karakteristik graf pangkat pada lapangan berhingga.



BAB III
HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas mengenai struktur dari ring berhigga
dengan order p dan p? dengan p merupakan bilangan prima. Pada
bab ini juga akan membahas mengenai graf pangkat pada ring
berhingga order p dan p? serta karakteristik graf pangkat pada
ring berhingga order p dan p?. Selain itu, pada bab ini juga
akan membahas mengenai karakteristik graf dari produk unit semi
kartesian dua graf pangkat pada dua ring berhingga order p dan p?
yang berbeda.

A. Struktur Ring Berhingga Order p

Ring berhingga dengan order p dengan p merupakan bilangan
prima terdapat tepat dua ring berhingga yang berbeda yakni
sebagai berikut (Fine, 1993).

Z, = (a;pa = 0,a* = a).
Cy(0) = (a;pa = 0,a* = 0).

Kedua ring tersebut, Z, dan C},(0) memiliki struktur penjumlahan
yang isomorfik dengan grup (Z,,+). Artinya, masing-masing
ring tersebut dibangun oleh himpunan (a) dengan a merupakan
generator penjumlahan pada operasi penjumlahan.

Meskipun struktur penjumlahan ring Z, dan C,(0) sama,
struktur perkalian kedua ring tersebut berbeda. Ring Z,
merupakan sebuah lapangan dengan elemen satuan yakni 1. Setiap

elemen tak nol pada ring Z, merupakan elemen unit, dan bukan

62
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elemen nilpoten.

Berbeda dengan ring Z,, ring C,(0) bukan merupakan
lapangan. Seperti ring Z,, ring C,(0) juga dibangun oleh himpunan
(a). Elemen-elemen dari ring C,,(0) dapat dituliskan dengan

Cp(0) = {Z kia'la’ € Cp(0),n, k; € Z} .
i=0

Karena untuk i > 2 diperoleh a’ = 0 sehingga himpunan C,,(0)
dapat disederhanakan dengan C),(0) = {kala € Cp(0),k € Z}.
Selanjutnya akan ditunjukkan ring C},(0) merupakan ring
komutatif.

Bukti.

Diketahui ring C,(0) = (a;pa = 0,a? = 0) dengan himpunan
Cp(0) = {kala € Cy(0),k € Z}. Untuk sembarang z,y € Cp(0)
diperoleh x = sa dany = ra dengan s,r € Z. Karena s dan r
merupakan bilangan bulat diperoleh

x-y=sa-ra=(sr)a®= (sr)0=0

y-m:ra-sa:(rs)a :(T’S)O:O

Dengan demikian, diperoleh = - y = y - «. Jadi, setiap elemen
Cp(0) memenuhi sifat komutatif, sehingga ring C},(0) merupakan
ring komutatif. |

Struktur dari ring Z, dan C,(0) tersebut, akan digunakan
dalam menyusun operasi penjumlahan dan perkalian untuk order
2, 3 dan 5 pada subab selanjutnya.
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B. Struktur Ring Berhingga Order p?

Diketahui berdasarkan keisomorfisan pada ring terdapat
sebelas ring berhingga order p? yang berbeda sebagai berikut
(Fine, 1993).

= (a;p?a = 0,0 = a) £ Z,,

A P

B = (a;p*a = 0,a® = pa),

C = (a;p*a = 0,a% = 0),

D = (a,b;pa = pb=0,a> = a,b? = b,ab = ba = 0) X Z,, x Zy,
E = (a,b;pa = pb=0,a® = a,b> = b,ab = a,ba = b),

F = {(a,b;pa =pb=0,a® = a,b> = b,ab = b, ba = a),

G = (a,b;pa = pb=0,a = 0,b*> = b,ab = ba = a),

H = {(a,b;pa = pb=0,a® = 0,b> = b,ab = ba = 0),

I = {a,b;pa = pb=0,a% =b,ab = 0),

J = {a,b;pa = pb = 0,a% = b*> = 0,ab = ba = 0),

{a,b;2a =2b=0,a® = a,b®> =a+b,ab=ba =b),p =2
{a,b;pa = pb = 0,a? = a,b® = ja,ab = b,ba = b), p # 2

dengan j bukan bilangan kuadrat di Z,. Ring-ring tersebut
memiliki struktur penjumlahan yang isomorfik dengan grup
(Z,2,+) atau grup Z,, x Zy.

Ring A,B dan C memiliki struktur penjumlahan yang
isomorfik dengan (Z,2, +). Artinya, ketiga ring tersebut dibangun
oleh himpunan (a) dengan a generator penjumlahan pada ketiga
ring tersebut. Oleh karena itu, himpunan pada ketiga ring tersebut
dapat dituliskan dengan

{z”: kiai|n, k; € Z} .
=0
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Himpunan tersebut kemudian dapat disederhanakan sesuai
dengan sifat elemen-elemen ring A, B, dan C. Misalnya, pada
ring A, berlaku a®> = « sehingga diperoleh a = a untuk
sembarang ¢ > 2. Oleh karena itu, himpunan A dapat dituliskan
dengan A = {kalk € Z}. Kemudian, pada ring B diketahui
a’> = pa sehingga himpunan B dapat disederhanakan dengan
B = {kalk € Z}. Terakhir, pada ring C diketahui a> = 0 sehingga
himpunan C dapat dituliskan dengan C' = {ka|k € Z}.

Berbeda dengan ring A, B, dan C vyang struktur
penjumlahannya isomorfik dengan grup (Z,.,+), pada ring
D, E, F, G, H, I, J, dan K struktur penjumlahannya isomorfik
dengan Z, x Z,. Artinya, kedelapan ring tersebut dibangun oleh
himpunan (a) dan (b) dengan a dan b yang merupakan generator
penjumlahannya. Oleh karena itu, himpunan pada kedelapan ring
tersebut dapat dituliskan sebagai berikut.

k

Zna +Zsjb7 + Z towa’ b + Z Ugy (b¥a”)

=0 v,w=0 z,y=0

dengan k,l,m,n,r;, i, tyy, Uzy € 7Z. Meskipun kedelapan ring
tersebut memiliki himpunan yang serupa, masing-masing ring
memiliki sifat-sifat elemen yang berbeda. Dengan memperhatikan
sifat-sifat elemen pada ring-ring tersebut diperoleh sebagai
berikut.

1. Padaring D, berlaku ab = ba = 0, a®> = a dan b*> — b sehingga
himpunan D dapat dituliskan dengan D = {ra+sb|r, s € Z}.

2. Padaring E berlaku a? = a, b> = b, ab = a, dan ba = b dapat
dituliskan E = {ra + sb|r, s € Z}.



66

3. Pada ring F berlaku a® = a, b*> = b, ab = b, dan ba = a dapat
dituliskan F' = {ra + sb|r, s € Z}.

4. Pada ring G berlaku a®> = 0, b> = b dan ab = ba = a dapat
dituliskan G = {ra + sb|r, s € Z}.

5. Pada ring H berlaku a® = 0, b> = bdan ab = ba = 0 dapat
dituliskan H = {ra + sb|r,s € Z}.

6. Pada ring I berlaku a®> = 0 dan ab = 0 sehingga diperoleh
b2 = 0 dan ba = 0. Oleh karena itu, dapat dituliskan
I ={ra+ sblr,s € Z}.

7. Pada ring J berlaku a®> = 0 dan b*> = O sertaab = ba = 0
dapat dituliskan J = {ra + sb|r, s € Z}.

8. Pada ring K berlaku a®> = a, b> = a + b untuk p = 2 atau
b = jauntuk p # 2 dan ab = ba = b dapat dtuliskan
K = {ra+ sblr,s € Z}.

Walaupun beberapa ring memiliki struktur penjumlahan yang
sama, kesebelas ring tersebut memiliki struktur perkalian yang
berbeda. Dari kesebelas ring diatas, hanya ring £ dan F' ring
yang tidak komutatif. Selain itu, ring A, D, G, dan K merupakan
ring yang memiliki elemen satuan. Ring K sendiri merupakan
lapangan. Struktur kesebelas ring tersebut, akan digunakan dalam
menyusun operasi penjumlahan dan perkalian untuk order 4 dan

9 pada subab selanjutnya.
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C. GrafPangkat pada Ring Berhingga Order p

Ring berhingga dengan order p bilangan prima yakni sebagai
berikut (Fine, 1993).

Z, = (a;pa = 0,a> = a)
Cp(0) = (a;pa = 0,a® = 0)
Pada subab sebelumnya telah diketahui struktur dari kedua ring

tersebut. Selanjutnya akan dikontruksi graf pangkat dari ring
berhingga order p yakni order 2, 3, dan 5 sebagai berikut.

a. GrafPangkat pada Ring Berhingga Order 2

1. Ring Zs = (a;2a = 0,a? = a) dengan himpunan Z, = {0, 1}
diperoleh tabel operasi penjumlahan dan perkalian padaring
Z sebagai berikut.

Tabel 3.1. Operasi penjumlahan pada ring Z»

=] —|—
— ol Ol
Ol = =

Tabel 3.2. Operasi perkalian pada ring Zs

=] Ol
ol Q| Al
= Ol

Selanjutnya diperoleh perpangkatan setiap anggota
himpunan Z, sebagai berikut.
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Tabel 3.3. Perpangkatan Elemen Ring Z»

Elemen Ring Zo

1
12

0
0°=0 -1

Graf pangkat P(Z2) yang diperoleh berdasarkan tabel 3.3
adalah sebagai berikut.

(] (]
0 1
Gambar 3.1. P(Zs)

. Ring C2(0) = (a;2a = 0,a? = 0) terdiri atas elemen-elemen
dalam himpunan C5(0) = {ka|k € Z}. Karena 2a = 0, maka
himpunan C5(0) dapat dituliskan dengan C3(0) = {0,a}.
Tabel penjumlahan dan perkalian ring C5(0) adalah sebagai

berikut.

Tabel 3.4. Operasi penjumlahan pada ring C5(0)

+ 10| a
0 |0|a
a |al|0

Tabel 3.5. Operasi perkalian pada ring C5(0)

- 10 1]a
01010
al|0]0

Selanjutnya diperoleh perpangkatan setiap anggota
himpunan C5(0) sebagai berikut.
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Tabel 3.6. Perpangkatan Elemen Ring C(0)

Elemen Ring C5(0)
0 a
0°=0]a*=0

Graf pangkat P(C>(0)) yang diperoleh berdasarkan tabel 3.6
adalah sebagai berikut.

oe——eoa

Gambar 3.2. P(C(0))

b. GrafPangkat pada Ring Berhingga Order 3

1. Ring Z3 = (a;3a = 0,a®> = a) dengan Z3 = {0,1,2},
diperoleh tabel operasi penjumlahan dan perkalian pada ring

Zs sebagai berikut.

Tabel 3.7. Operasi penjumlahan pada ring Z3

ol = o 4
ol =l of o
1 Ol vl ol

Sl DN

Tabel 3.8. Operasi perkalian pada ring Zs

Ol O Of 2l
| = S =
= ol Ol ol

| = O -

Selanjutnya diperoleh perpangkatan setiap anggota
himpunan Zs sebagai berikut.
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Tabel 3.9. Perpangkatan Elemen Ring 75

Elemen Ring Zs
0 1 2
0°=0|1"=1|2=1
0°=0|1"=1|2°=2

Graf pangkat P(Zs) yang diperoleh berdasarkan tabel 3.9
sebagai berikut.

Sl @
—|
No|

Gambar 3.3. P(Z3)

. Ring C3(0) = (a;3a = 0,a? = 0) terdiri atas elemen-elemen
dalam himpunan C3(0) = {kal|k € Z}. Karena 3a = 0, maka
himpunan C3(0) dapat dituliskan dengan C3(0) = {0, a, 2a}.
Tabel operasi penjumlahan dan perkalian pada ring C5(0)
adalah sebagai berikut.

Tabel 3.10. Operasi penjumlahan pada ring C5(0)

+ 10 2a
0 0 a 2a
a |a |[2a]0
2a | 2a | O a
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Tabel 3.11. Operasi perkalian pada ring C5(0)

. 0|al| 2a
0 |0]0|O0O
a |0]010
2¢ |0 100

Selanjutnya diperoleh perpangkatan setiap anggota

himpunan C3(0) sebagai berikut.

Tabel 3.12. Perpangkatan Elemen Ring C5(0)

Elemen Ring C3(0)
0 a 2a
0°=01]a’=0|(2a)*=0
0°=0]0a>=0](20)*=0

Graf pangkat P(C5(0)) yang diperoleh berdasarkan tabel
3.12 adalah sebagai berikut.

a/\Qa

Gambar 3.4. P(C3(0))

Graf Pangkat pada Ring Berhingga Order 5

= 0,a?

a) dengan himpunan

Zs = {0,1,2,3,4}, diperoleh tabel operasi penjumlahan dan

perkalian pada ring Zs sebagai berikut.
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Tabel 3.13. Operasi penjumlahan pada ring Z5

ol Il Ol 4
DO = O | ol WOl
Wl DO | O x| ]

= Ol =l Wl NI D

Ol =] Wl DNl =

= Wl | | Of O

Tabel 3.14. Operasi perkalian pada ring Zs

ol Ol O O O Ol
Wl R ol O
o] x| = ol O ol
=Nl Wl | O i

NGV T W]
ool N =] O

Selanjutnya diperoleh perpangkatan setiap anggota

himpunan Zj5 sebagai berikut.

Tabel 3.15. Perpangkatan Elemen Ring Zs

Elemen Ring Zs
0 1 P) 3 1
0°=0|1"=1|2°=32|3=2|2°=1
0°=0|17=1]2°=3|3=2|2°=1
0t =0 |T'=17|2"=1|3"'=7T|72"=1
0°=0|1=1]2"=2|3=3|2"=1

Graf pangkat P(Z5) yang diperoleh berdasarkan tabel 3.15
adalah sebagai berikut.
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|
wl

[ ==l

1 2

Gambar 3.5. P(Zs)

2. Ring C5(0) = (a;5a = 0,a> = 0) terdiri atas
elemen-elemen dalam himpunan C5(0) = {kalk € Z}.
Karena 5a¢ = 0, himpunan C5(0) dapat dituliskan dengan
C5(0) = {0,a,2a,3a,4a}. Tabel operasi penjumlahan dan
perkalian pada ring C5(0) adalah sebagai berikut.

Tabel 3.16. Operasi penjumlahan pada ring C5(0)

+ |0 a | 2a | 3a|da
0 0 a 2a | 3a | 4a
a |a |2a)|3a]4a |0
2a | 2a | 3a | 4a | O a
3a | 3a | 4a | 0 a | 2a
4a | 4a | O a 2a | 3a

Tabel 3.17. Operasi perkalian pada ring C5(0)

. O|lal|2a]| 3a | 4a
0O |0]O0O|O0 |O |O
a |[0]0|0 |O |O
2010100 [0 |0
3a {000 |0 |O
4a |0 0|0 | O |O
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Selanjutnya diperoleh perpangkatan setiap anggota
himpunan Cj5(0) sebagai berikut.

Tabel 3.18. Perpangkatan Elemen Ring C5(0)

Elemen Ring C5(0)
0 a 2a 3a 4a
02=0|a’=0/[(20)>=0|(3a)> =0/ (4a)> =0
02=0|a®=0|(2a)>=0|(3a)>=0](4a)> =0

Graf pangkat P(C5(0)) yang diperoleh berdasarkan tabel
3.18 adalah sebagai berikut.

4a 3a

a 2a
Gambar 3.6. P(C5(0))

D. GrafPangkat pada Ring Berhingga Order p?

Ring berhingga dengan order p? dengan p bilangan prima yakni
sebagai berikut (Fine, 1993).
A= {a;p?’a=0,a>=a) =7

a;p*a = 0,a® = pa),

P>

a;p’a=0,a® = 0),

a,bypa =pb=0,a* = a,b> = b,ab = ba = 0) = Z, x Zy,
a,b;pa = pb=0,a% = a,b?> = b,ab = a,ba = b),

a,b;pa = pb=0,a* = a,b* = b,ab = b,ba = a),
a,b;PGZPbZO,a2:0,b2:b,ab:ba:a>,

QT QaQw
I

PR R P N N
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H = {(a,b;pa = pb=0,a® = 0,b> = b,ab = ba = 0),
I = {a,b;pa = pb=0,a% = b,ab = 0),
J = {a,b;pa = pb=0,a% = b*> = 0,ab = ba = 0),

{a,b;2a =2b=0,a> = a,b> =a+b,ab=ba =b),p =2
{a,b;pa = pb = 0,a? = a,b® = ja,ab = b,ba = b), p # 2

Selanjutnya dikontruksi graf pangkat berhingga order p? yakni

order 4 dan 9 sebagai berikut.

a. GrafPangkat pada Ring Berhingga Order 4

1. Ring A = (a;4a = 0,a®> = a) = Z, terdiri atas
elemen-elemen dalam himpunan A = {kalk € Z}.
Karena 4¢ = 0, himpunan A dapat dituliskan dengan

A ={0,a,2a,3a}. Tabel operasi penjumlahan dan perkalian
ring A adalah sebagai berikut.

Tabel 3.19. Operasi penjumlahan pada ring A

+ |0 a 2a | 3a
0 0 a 2a | 3a
a |a |2a]3a]0
2a | 2a | 3a | O a
3a | 3a |0 a | 2a

Tabel 3.20. Operasi perkalian pada ring A

. 0] a 2a | 3a
0O 0|0 |O |O
a 0| a 2a | 3a
20 | 0| 2a |0 2a
3a | 0| 3a|2a]|a
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Selanjutnya diperoleh perpangkatan setiap anggota
himpunan A sebagai berikut.

Tabel 3.21. Perpangkatan Elemen Ring A

Elemen Ring A
0 a 2a 3a
0°=0]a’=a]| (20)2=0] (3a)’ =0
03=0|a*=a| (20)3=0 | (3a)® =3a
0*=0|a*=a| (20)*=0| (3a)*=a

Graf pangkat P(A) yang diperoleh berdasarkan tabel 3.21
adalah sebagai berikut.

2a 3a
[ ) [ )
@ @
0 a

Gambar 3.7. P(A)

2. Ring B = (a;4a = 0,a® = 2a) terdiri atas elemen-elemen
dalam himpunan B = {kal|k € Z}. Karena 4a = 0, himpunan
B dapat dituliskan dengan B = {0, a, 2a, 3a}. Tabel operasi
penjumlahan dan perkalian pada ring B adalah sebagai
berikut.



Tabel 3.22. Operasi penjumlahan pada ring B
+ |0 a 2a | 3a
0 0 a 2a | 3a
a a 2a | 3a | O
2a | 2a | 3a | O a
3a | 3a |0 a 2a

Tabel 3.23. Operasi perkalian pada ring B

Selanjutnya

. 0la 2a | 3a
0O 0|0 |O |O
a 0] 2a |0 2a
2¢ |00 |0 |O
3a | 0] 2a|0 2a

diperoleh perpangkatan

himpunan B sebagai berikut.

setiap

Tabel 3.24. Perpangkatan Elemen Ring B

Elemen Ring B
0 a 2a 3a
0°=01|a’=2a| (20)° =0 | (3a)? =2a
0=0|a®=0 | (20)>=0| (3a)® =
0P=0|a*=0 | (20)* =01 (3a)*=0
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anggota

Graf pangkat P(B) yang diperoleh berdasarkan tabel 3.24

adalah sebagai berikut.
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3a

0 e<—&2a

a

Gambar 3.8. P(B)

3. Ring C = (a;4a = 0,a® = 0) terdiri atas elemen-elemen
dalam himpunan C' = {ka|k € Z}. Karena 4a = 0, himpunan
C dapat dituliskan dengan C' = {0, a, 2a, 3a}. Tabel operasi
penjumlahan dan perkalian pada ring C' adalah sebagai
berikut.

Tabel 3.25. Operasi penjumlahan pada ring C'

+ 10 a 2a | 3a
0 0 a 2a | 3a
a |a |2a|3a]0
2a | 2a | 3a | O a
3a | 3a |0 a | 2a

Tabel 3.26. Operasi perkalian pada ring C'

. O|a| 2a| 3a
0O |0j0O|0 |O
a |0]0|0 |O
20 |0 0|0 |0
3a |0 ]0|0 |O

Dari tabel 3.26 ring C merupakan ring komutatif.
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Selanjutnya diperoleh perpangkatan setiap anggota
himpunan C sebagai berikut.

Tabel 3.27. Perpangkatan Elemen Ring C

Elemen Ring C
0 a 2a 3a
02=0[a’>=0](20)>=01 (3a)> =0
03=0|a’=0](20)=0] (3a)®=0

Graf pangkat P(C') yang diperoleh berdasarkan tabel 3.27
adalah sebagai berikut.

a
T
'/O.\
2a 3a

Gambar 3.9. P(C)

4. Ring D = {a,b;2a = 2b = 0,a® = a,b*> = b,ab = ba = 0)
terdiri atas elemen-elemen dalam himpunan
D = {ra+ sbjr,s € Z}. Karena a,b € D terdapat c € D
dengan ¢ =a+b=0>0-+a. Himpunan D dapat dituliskan
dengan D = {0,a,b,c}. Tabel operasi penjumlahan dan
perkalian pada ring D adalah sebagai berikut.



Tabel 3.28. Operasi penjumlahan pada ring D

+(0|al|bd]c
0 [0|lal|b]|ec
a la|0]lc|b
b |blc|0]a
c |lc|bla|O

Tabel 3.29. Operasi perkalian pada ring D

Olal|b]|c
0[0[0|0]|O
a|l0|al|0]a
bl10|0]|b]|Db
c|0]lalb|c

Selanjutnya diperoleh perpangkatan setiap

himpunan D sebagai berikut.

Tabel 3.30. Perpangkatan Elemen Ring D

Elemen Ring D
0 a b c
02=0|a’=a|b®=0b]|(c)?=c
B=0|at=a|P=b]|(c)3=c

80

anggota

Graf pangkat P (D) yang diperoleh berdasarkan tabel 3.30

adalah sebagai berikut.
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Gambar 3.10. P(D)

5. Ring FE = (a,b;2a =2b=0,a® =a,b> =b,ab=a,ba = b)

terdiri atas elemen-elemen dalam himpunan

E = {ra+ sb|r,s € Z}. Karena a,bc E terdapat
c=a+b=b+a€FE, sehingga himpunan F dapat
dituliskan dengan FE = {0,a,b,c}. Tabel operasi

penjumlahan dan perkalian pada ring F adalah sebagai
berikut.

Tabel 3.31. Operasi penjumlahan pada ring £

+10]lal|b|c
0 |0fal|b]|ec
a la|0lc|b
b |b|lc|0]a
c |lc|blalO0

Tabel 3.32. Operasi perkalian pada ring £

o U O

O O O OO
o o Ol
o SN Q O
O O OO0

Perpangkatan setiap anggota himpunan FE adalah sebagai
berikut.
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Tabel 3.33. Perpangkatan Elemen Ring &£

Elemen Ring £
0 a b c
0°=0|a’°=a |b°=b|(c)?>=0
B=0|at=a|bP=b]|(c)>=0

Graf pangkat P(FE) yang diperoleh berdasarkan tabel 3.33
adalah sebagai berikut.

(oW J | Neo)
o
[

Gambar 3.11. P(E)

6. Ring F = (a,b;2a =2b=10,a® = a,b> = b,ab=b,ba = a)

terdiri atas elemen-elemen dalam himpunan
F ={ra+ sb|r,s € Z}. Karena 2a = 2b = 0dana,b € F
terdapatc = a + b = b+ a € F sehingga himpunan F
dapat dituliskan dengan ' = {0,a,b,c}. Tabel operasi
penjumlahan dan perkalian pada ring F' adalah sebagai
berikut.

Tabel 3.34. Operasi penjumlahan pada ring F’

+(0|al|b]c
0 |0flal|b]|ec
a |a|0]cl|b
b |b|lc|0]a
c |lc|blal0
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Tabel 3.35. Operasi perkalian pada ring F'

o S Q O

o O O OO
S Q2 Q2 O
o oo
OO O OO0

Selanjutnya diperoleh perpangkatan setiap anggota
himpunan F' sebagai berikut.

Tabel 3.36. Perpangkatan Elemen Ring F’

Elemen Ring F'
a b &
0°=0|a’=a|b*=b|(c)?=0
ad=a|bBP=b|(c)P=0

Graf pangkat P(F') yang diperoleh berdasarkan tabel 3.36
adalah sebagai berikut.

C0—O0 O
[ S
o

Gambar 3.12. P(F)

7. Ring G = {(a,b;2a =2b=0,a® = 0,b*> = b,ab = ba = a)
terdiri atas elemen-elemen dalam himpunan
G ={ra+ sb|r,s € Z}. Karena 2a =2b=0 dan a,be G
terdapat c=a+b=b+4a € G sehingga himpunan G
dapat dituliskan dengan G = {0,a,b,c}. Tabel operasi
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penjumlahan dan perkalian pada ring G adalah sebagai
berikut.

Tabel 3.37. Operasi penjumlahan pada ring G

+10]lal|b]|c
0 |0fal|b]|ec
a la|0lc|b
b |b|lc|0]a
c |lc|blalO

Tabel 3.38. Operasi perkalian pada ring G

o S O

O O O OO
QQ O Ol
Q S OoOICc
S0 Q OO0

Selanjutnya diperoleh perpangkatan setiap anggota
himpunan G sebagai berikut.

Tabel 3.39. Perpangkatan Elemen Ring G

Elemen Ring GG
0 a b c
0°=0{a*=0[b>=b|(c)’=0
03 = ad=0|=0b]|(c)=c
0'=0|a*=0[0*=b|(c)*=0

Graf pangkat P(G) yang diperoleh berdasarkan tabel 3.39
adalah sebagai berikut.
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a c
® ®
[ J [ J
0 b

Gambar 3.13. P(G)

8. Ring H = (a,b;2a =2b=0,a® =0,b?> = b,ab = ba = 0)

terdiri atas elemen-elemen dalam himpunan
H ={ra+ sb|r,s € Z}. Karena 2a =2b=0 dan a,b€ H
terdapat c=a+b=b+a € H sehingga himpunan H
dapat dituliskan dengan H = {0,a,b,c}. Tabel operasi
penjumlahan dan perkalian pada ring H adalah sebagai
berikut.

Tabel 3.40. Operasi penjumlahan pada ring H

+(0|al|b]c
0 |0fal|b]|ec
a |a|0]cl|b
b |b|lc|0]a
c |lc|blalO0

Tabel 3.41. Operasi perkalian pada ring H

S e O
o O O oo
S S O O
ST OO0

o O O O

o
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Selanjutnya diperoleh perpangkatan setiap anggota
himpunan H sebagai berikut.

Tabel 3.42. Perpangkatan Elemen Ring H

Elemen Ring H
0 a b c
02=0|a’>=0[b>=b|(c)®>=0
0=0|a*>=0|=b|(c)>=0b

Graf pangkat P(H) yang diperoleh berdasarkan tabel 3.42
adalah sebagai berikut.

a c
[ ] [ ]
[ ) [ )
0 b

Gambar 3.14. P(H)

9. Ring I = (a,b;2a =2b=0,a%>=0b,ab=0) terdiri atas
elemen-elemen dalam himpunan I = {ra+ sb|r,s € Z}.
Karena 204 =2b=0 dan a,bel terdapat
c¢=a+b=>b+a € I sehingga himpunan / dapat dituliskan
dengan I ={0,a,b,c}. Tabel operasi penjumlahan dan
perkalian pada ring I adalah sebagai berikut.



Tabel 3.43. Operasi penjumlahan pada ring /

+(0|al|b]c
0 [0|lal|b]|ec
a |la|0]cl|b
b |b|lc|0]a
c |lc|blalO0

Tabel 3.44. Operasi perkalian pada ring /

Selanjutnya diperoleh

o S Q O
O O O OO

O Ol
o O O ol
SO OO

himpunan I sebagai berikut.

perpangkatan setiap

Tabel 3.45. Perpangkatan Elemen Ring [

Elemen Ring [
0 a b c
0°2=0|a?=b[b2=0](c)>=0b
0=0]a>=0|>=0](c)*=0
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anggota

Graf pangkat P(/) yang diperoleh berdasarkan tabel 3.45
adalah sebagai berikut.

Gambar 3.15. P(I)
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10. Ring J = {a,b;2a =2b=0,a? =b?> = 0,ab = ba = 0)
terdiri atas elemen-elemen dalam himpunan
J ={ra+ sblr,s € Z}. Karena 2a =2b=0 dan a,be J
terdapat c=a+b=b+a € J sehingga himpunan J
dapat dituliskan dengan J = {0,a,b,c}. Tabel operasi
penjumlahan dan perkalian pada ring J adalah sebagai
berikut.

Tabel 3.46. Operasi penjumlahan pada ring J

+(0|al|b]c
0 |0flal|bl|ec
a |la|0]cl|b
b |b|lc|0]a
c |lc|blalO0

Tabel 3.47. Operasi perkalian pada ring .J

o O o olc
o O OO0

o S Q O
o O O OO

S O O O

Selanjutnya diperoleh perpangkatan setiap anggota

himpunan J sebagai berikut.

Tabel 3.48. Perpangkatan Elemen Ring J

Elemen Ring J
0 a b c
0°=0|a2=0[b2=0](c)?=0
0=0[a’>=0|=0](c)*=0
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Graf pangkat P(J) yang diperoleh berdasarkan tabel 3.48
adalah sebagai berikut.

a
T
/O\.
b c

Gambar 3.16. P(J)

11. Ring K = (a,b;2a = 2b = 0,a® = a,b*> = c,ab = ba = b)

terdiri atas elemen-elemen dalam himpunan
K = {ra+ sb|r,s € Z}. Karena 2a =2b=0 dan a,b € K
terdapat c=a+b=0+a € K sehingga himpunan K
dapat dituliskan dengan K = {0,a,b,c}. Tabel operasi
penjumlahan dan perkalian pada ring K adalah sebagai
berikut.

Tabel 3.49. Operasi penjumlahan pada ring K

+

Q OO oS
SO Q SO0

S0 O Q9

o o O
o o OO
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Tabel 3.50. Operasi perkalian pada ring K

o " O

o O O OO
o U O
QO o oIc
ST O OO0

Selanjutnya diperoleh perpangkatan setiap anggota
himpunan K sebagai berikut.

Tabel 3.51. Perpangkatan Elemen Ring K

Elemen Ring K
0 a b c
0°=0|a’=a|b=c | (c)?=0
B=0|at=a|bP=al|(c)’=
0'=0|a*=a|b'=0b| () =c

Graf pangkat P(K) yang diperoleh berdasarkan tabel 3.51
adalah sebagai berikut.

b C

Gambar 3.17. P(K)
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b. GrafPangkat pada Ring Berhingga Order 9

1. Ring A= {(a;9a=0,a% = a) = Zy terdiri atas
elemen-elemen  dalam  himpunan A = {ka|k € Z}.
Karena 9¢ = 0, himpunan A dapat dituliskan dengan
A = {0,a,2a,3a,4a,5a,6a,7a,8a}.  Tabel operasi
penjumlahan dan perkalian ring A adalah sebagai berikut.

Tabel 3.52. Operasi penjumlahan pada ring A

a |2a|3a]|4a|ba|6a| T7a | 8a
0 0 a | 2a|3a|4a | bda | 6a | 7a | 8a
a |a |2a)|3a]|4a |5 | 6a|7a| 8|0
2a | 2a | 3a | 4a | 5a | 6a | Ta | 8a | 0 | a
3a | 3a |4a | ba | 6a | Ta | 8a |0 | a | 2a
4a | 4a | 5a | 6a | Ta | 8a |0 |a | 2a| 3a
5a | ba | 6a | Ta | 8a |0 | a | 2a | 3a | 4a
6a | 6a | 7Ta | 8a | 0 | a | 2a| 3a| 4a | b5a
7a | 7a | 8a | 0 | a | 2a| 3a | 4a | ba | 6a
8a |8 |0 |a |2a]|3a]|4a| ba| ba | Ta

Tabel 3.53. Operasi perkalian pada ring A

. O|la |2a|3a]|4a | 5a | 6a| 7a | 8a
0O |0j0O |0 |O |O |O |O |O |O
a 0 2a | 3a | 4a | 5a | 6a | Ta | 8a
20 | 0| 2a | 4a | 6a | 8a | a | 3a | ba | Ta
3a | 0| 3a|6a|0 6a | 3a | 0 | 3a | 6a
4a |0 | 4a | 8a | 3a | Ta | 2a | 6a | a da
oa | 0 | 5a | a 6a | 2a | Ta | 3a | 8a | 4a
6a | 0| 6a | 3a | O 6a | 3a | O 6a | 3a
7a | 0| 7a | 5a | 3a | a 8a | 6a | 4a | 2a
8a | 0| 8a | 7a | 6a |5 |4a|3a|2a]|a
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anggota

setiap

diperoleh perpangkatan

Selanjutnya

himpunan A sebagai berikut.

Tabel 3.54. Perpangkatan Elemen Ring A

Elemen Ring A

2a

4a

3 SERS SRS
M~ S F -3 -3

3a

(=R es e B en B en B e B e B e

N ™ <f 0 © I~ 00 D
N N AN N N N N

T T 3 333
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I IS S TS
| | | VY A

N < 0O I~ 00 O
T T T 3T T3S T3

SO O OO o oo

| | (|
N ™ f 0 QO I 0 D
O o oo oo oo

Elemen Ring A
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[ 0 S 0O J 0O I ©

AN N < 0 © I~ 0 O
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T 8T
OO0 OO0 00 00 OO OO 00 o0
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5a

T3 33 S 3 3
I~ 00 F &N Q10 b~ 0

— O N

Graf pangkat P(A) yang diperoleh berdasarkan tabel 3.54

adalah sebagai berikut.
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8a a

Ta 2a

6a 3a

5a 4a

Gambar 3.18. P(A)

2. Ring B = (a;9a = 0,a? = 3a) terdiri atas elemen-elemen
dalam himpunan B = {ka|k € Z}. Karena 9a =0,
maka  himpunan B  dapat dituliskan dengan
B =10, a,2a,3a,4a,ba,6a,7a,8a}. Tabel operasi
penjumlahan dan perkalian pada ring B adalah sebagai
berikut.

Tabel 3.55. Operasi penjumlahan pada ring B

+ [0 a | 2a|3a|4a|dba|ba| Ta | 8a
0 0 a 2a | 3a | 4a | 5a | 6a | Ta | 8a
a |a |2a|3a]|4a|5a | 6a| 7| 8|0
2a | 2a | 3a | 4a | ba | 6a | Ta | 8a | O a
3a | 3a | 4a | ba | 6a | 7Ta | 8a | O a | 2a
4a | 4a | ba | 6a | Ta | 8a | O a 2a | 3a
5a | ba | 6a | 7Ta | 8a | 0 a 2a | 3a | 4a
6a | 6a | Ta | 8a | O a 2a | 3a | 4a | da
Ta | 7Ta | 8a | O a |2a|3a|4da | ba | 6a
8a | 8a | 0 a 2a | 3a | 4a | 5a | 6a | Ta
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Tabel 3.56. Operasi perkalian pada ring B

. Ola |2a|3a]|4a | 5a | 6a| 7a | 8a

0 |0f0 (O[O |O |O |O |O ]O

a [|0]3a|6a|0 |3a]|6a|0 |3a]6a

20 |0 6a |3a |0 |6a]|3a]|0 |6a]|3a

3a 0|0 O O O |O |O |O |O

4a | 0| 3a | 6a |0 |3a |6a |0 | 3a]| 6a

5a |0 | 6a | 3a |0 |6a|3a]|0 |6a]|3a

6a |00 (O O O |O |O |O |O

7a |0 3a|6a |0 |3a]|6a]|0 |3a]|ba

8a | 0| 6a|3a|0 |6a|3a]|0 |6a]3a

Selanjutnya diperoleh perpangkatan setiap anggota
himpunan B sebagai berikut.
Tabel 3.57. Perpangkatan Elemen Ring B
Elemen Ring B
0 a 2a 3a 4a
0°=0|a?=3a| (20)2=3a | (3a)2=0 | (4a)* = 3a
0>=0]a>=0 | (20)>=0 | (3a)>=0| (4a)®> =0
0=0]a*=0 | (20)*=0 | (3a)*=0| (4a)* =0
Elemen Ring B

da 6a Ta 8a

(5a)> =3a | (6a)>=0 | (7a)’=3a | (8a)?=3a

(5a)® =0 (6a)> =0 | (7a) = (8a)® =0

(5a)* =0 (6a)* =0 | (Ta)*=0 (8a)* =0

Graf pangkat P(B) yang diperoleh berdasarkan tabel 3.57
adalah sebagai berikut.
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a 2a 4a 5a  6a Ta 8a

Gambar 3.19. P(B)

3. Ring C = (a;9a = 0,a% = 0) terdiri atas elemen-elemen

dalam himpunan C = {ka|k € Z}. Karena 9a =0,
maka  himpunan C  dapat dituliskan dengan
C =10, a,2a,3a,4a,5a,6a,7a,8a}. Tabel operasi
penjumlahan dan perkalian pada ring C' adalah sebagai
berikut.

Tabel 3.58. Operasi penjumlahan pada ring C

a 2a | 3a | 4a | 5a | 6a | Ta | 8a
a 2a | 3a | 4a | 5a | 6a | Ta | 8a
2a | 3a | 4a | ba | 6a | Ta | 8a | O
2a | 2a | 3a | 4a | ba | 6a | Ta | 8a | O a
3a | 3a | 4a | ba | 6a | Ta | 8a | 0 a 2a
4a | 4a | ba | 6a | Ta | 8a | O a 2a | 3a
5a | ba | 6a | Ta | 8a | 0 a | 2a | 3a | 4a
6a | 6a | Ta | 8a | O a | 2a | 3a | 4a | 5a
Ta | 7a | 8a | O a |2a|3a|4da| ba | 6a
8a | 8a | 0 a | 2a|3a|4a | ba | 6a | Ta

_l’_
0
a

Q OO
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Tabel 3.59. Operasi perkalian pada ring C

. Ola|2a|3a]|4a | ba | 6a| 7a | 8a
O |[0JO0OJO |O O |O |O |O |O
a |[0/0JO0 |O O |O |O |O |O
2¢ {0100 |O O |O |O |O |O
3¢ {000 |O O |O |O |O |O
46 101010 |O |O |O |O |O |O
5, {000 |0 O |O |O |O |O
6a | OO0 |O O |O |O |O |O
7a |0]0]0 |O |O |O |O |O |0
8 |0 |00 |O O |O |O |O |O

Selanjutnya diperoleh perpangkatan setiap anggota

himpunan C sebagai berikut.

Tabel 3.60. Perpangkatan Elemen Ring C

Elemen Ring C'
0 a 2a 3a 4a
0°2=0|a?2=0](20)2=0] (3a)2=0] (4a)*=0
0=0]a>=0]|(20)>=01 (3a)> =0 | (4a)®> =0
Elemen Ring C'
5a 6a Ta 8a
(5a)> =0 | (6a)>=0 | (7Ta)>=0 | (8a)’=0
(5a)3=0 | (6a)>=0 | (7a)®>=0 | (8a)*=0

Graf pangkat P(C') yang diperoleh berdasarkan tabel 3.60
adalah sebagai berikut.
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8a a
Ta 0 2a

6a 3a

5a  4a
Gambar 3.20. P(C)
4. Ring D = {a,b;3a = 3b=0,a% = a,b*> = b,ab = ba = 0)

terdiri atas elemen-elemen dalam himpunan
D = {ra+ sb|r,s € Z}. Karena a, 2a, b, 2a € D dimisalkan

ata=2a=f€eD 20+b=b+2a=1€ D
a+b=b+a=geD a+2b=2b+a=35€D
b+b=2b=heD 2a+2b=2b+2a=keD

sehingga himpunan D dapat dituliskan dengan
D ={0,a,b, f,g,h,i,j,k}.  Tabel operasi penjumlahan
dan perkalian pada ring D adalah sebagai berikut.

Tabel 3.61. Operasi penjumlahan pada ring D

TS > R Ol4
TN S TQ N T OO
SR - e O >
QO R I O S =
TS OQ > D T
Q T S O D>

TN SO w20

LR O S O

“ QO S e o
O > ™ TN S Qe
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Tabel 3.62. Operasi perkalian pada ring D

Ola |b | flglh|i|j|k
0/0[0]O0O|O]O0O|O]0O]0O]O
a|l0|la |0 flal|O|flalf
b|0[0|b|O0O|b|h|b|h|h
F1O01flO0jalflO|f|f]la
gl O0lal|b|flgl|lh|t |] |k
h|O[O|hA|O]|h|b|h|D|Db
1|0 fIb|fli|h|g|k]|]J
j10lalh|f|lj|b|k]|lg]lt
EVO|flhlal|lk|b|jl|i|g

Selanjutnya diperoleh perpangkatan setiap anggota
himpunan D sebagai berikut.

Tabel 3.63. Perpangkatan Elemen Ring D

Elemen Ring D
0 a b f g
02=0]a’=a|b?=b|f2=al|g’=yg
0B=0|d=a|P=b|f=Ff|¢g=yg
0'=0|a*=a|b=b|fl=0a|g'=yg
Elemen Ring D
h i J k
W=b | =g | =g | K=y
W=h | =i | =5 | K=k
ht=b | it=g | j'=g | k=g

Graf pangkat P(D) yang diperoleh berdasarkan tabel 3.63
adalah sebagai berikut.
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0 a b g
] [ J
[
/ h i J k

Gambar 3.21. P(D)

5. Ring F = (a,b;3a =3b=0,a® =a,b> =b,ab=a,ba = b)
terdiri atas elemen-elemen dalam himpunan FE =
{ra + sb|r,s € Z}. Karena a, 2a,b,2b € F dimisalkan

ata=2a=f€ek 20+b=b+2a=1€ FE
a+b=b+a=gekF a+2b=2b+a=j€F
b+b=2b=hekFE 20+20=2b+2a=kec FE

sehingga himpunan FE dapat dituliskan dengan
E =1{0,a,b, f,g,h,i,j,k}.  Tabel operasi penjumlahan
dan perkalian pada ring ' adalah sebagai berikut.

Tabel 3.64. Operasi penjumlahan pada ring £

TS TR e O
T SR N TR OO
TS S OoQ w9
L OSSO o
SR TR S O
O > Q T 2w
S - TR OS>
QO N e oSS
TS O QR D .
Q TR OS>




Tabel 3.65. Operasi perkalian pada ring £

-1 0jalb|flg|h|i]|j]|k
0/0]0]OJOJO[O]O]|O]O
a|lO0|la|la | f|flf]0]|0]a
b|O|b|b|h|h|h|O0O]O]|D
f10lflflalalal|0|0]|f
gl 0lg|lg|k|k|kE|O]O0|yg
h1O|h|h|D|b|b|[O|O]|h
¢t |0 e e 7417 10]0]¢d
JlO{g g le|e |2 |00y
kEKl1O|k|k|glgl|lg|O0|0]|Ek
Selanjutnya diperoleh perpangkatan setiap

himpunan F sebagai berikut.

Tabel 3.66. Perpangkatan Elemen Ring F

Elemen Ring £
0 a b f g
0°=0|a’=a |P=b| fP=a|g*’=k
0=0|al=a|=b|f=f|¢=g
0'=0|a*=0a|b*=0b| fl=a|g*=k
Elemen Ring F
h i J k
=b | #=0 | j2=0 | K=k
W=h | =0 | =0 | K=k
M=b | i*=0 | j4=0 | K'=k

Graf pangkat P(FE) yang diperoleh berdasarkan tabel 3.33

adalah sebagai berikut.
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0 a b g
* \\\
o\
i J f h k
Gambar 3.22. P(E)
6. Ring F = (a,b;3a =3b=0,a® =a,b> =b,ab=b,ba = a)

terdiri atas elemen-elemen dalam himpunan
F ={ra+ sb|r,s € Z}. Karena a, 2a, b, 2b € F dimisalkan

ata=2a=f€eF 20+b=b+2a=i€F
a+b=b+ta=geF a+2b=2b+a=j5¢€F
b+b=2b=heF 20+2b=2b+2a=kcF

sehingga himpunan F  dapat dituliskan dengan
F ={0,a,b, f,g,h,i,5,k}. Tabel operasi penjumlahan
dan perkalian pada ring F' adalah sebagai berikut.

Tabel 3.67. Operasi penjumlahan pada ring F’

TS S TR o O
T D TR N TR OO
SR T O

Q T Q T OSSN I

S O > .

QO e oSS

e N SO ol

e TR S O,

- OSSO
O > Q oS =l




Tabel 3.68. Operasi perkalian pada ring F'

Ola|b | flg|h|i|j|k
0[0]0]0O]OJO]O]0O]|O0O]O
alO0|lal|b | flg|h|i|j]|k
b{O0|la|b|flg|h|i|j]|k
f1O0| flhlal|lk|b|j|il|g
glO| flhlal|lk|b|jlil|yg
h|O|flhlal|k|b|j|lil|g
¢t {0]0]0]0J0O]0]0O]|O0]O
j10[{0O[O[O]O|O|0|0|O
E1Olal|b | flg|lh|i|j]|k

Selanjutnya diperoleh perpangkatan setiap

himpunan F' sebagai berikut.

Tabel 3.69. Perpangkatan Elemen Ring I

Elemen Ring F'
0 a b f g
0°=0|a’=a |P=b| fP=a|g*’=k
0=0|al=a|=b|f=f|¢=g
0'=0|a*=0a|b*=0b| fl=a|g*=k
Elemen Ring F'
h i J k
W=b | *=0 | j°=0 | K=k
W=h | =0 | =0 | K=k
ht=b it =0 74 =0 K=k

Graf pangkat P(F') yang diperoleh berdasarkan tabel 3.69

adalah sebagai berikut.
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AR\

Gambar 3.23. P(F)

7. Ring G = {(a,b;3a =3b=0,a® = 0,b*> = b,ab = ba = a)
terdiri atas elemen-elemen dalam himpunan
G = {ra+ sb|r,s € Z}. Karena a, 2a, b, 2b € GG dimisalkan

ata=2a=feqG 20+b=b+2a=1i€ G
a+b=b+a=9geCG a+2b=2b+a=5€G
b+b=2b=hecG 20+2b=2b+2a=keG

sehingga himpunan (G dapat dituliskan dengan
G =1{0,a,b, f,g,h,i,7,k}. Tabel operasi penjumlahan
dan perkalian pada ring GG adalah sebagai berikut.

Tabel 3.70. Operasi penjumlahan pada ring G

TS TR N e O
TN S TR N TR OO
TS S OoQ — 9
L OSSO o
ST TSI RS = L
O > Q T 2w
S TR OS>
QO e oSS
TS O QR D .
Q TR OS>
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Tabel 3.71. Operasi perkalian pada ring G

S I s o =

NN IR e Yo

a.lfb.]gkh

Ll RO N D

S O e o'y

OO =3I =3 3

b

SO = O v 5=

O BO B =T =
)

S oo oo oo

0/0/]0]0]0]0]0]0|0]|O0

[ I N N L S

anggota

setiap

diperoleh perpangkatan

Selanjutnya

himpunan G sebagai berikut.

Tabel 3.72. Perpangkatan Elemen Ring G

Elemen Ring G

e O e O DY O

N 0 O b~ 00 O
S o oo

coocococoooo
I T I

I
N N HF 0 © - 00 O
e S Sy S Sy S S S
S I I S R
L | VT [ |
N T o I~ 0 O
RPN N R R R RS
(eslen B en B e e B en B en Bl o)
L | VT O |
N T .o~ 0 O
T 3 3383 3T

SO OO O oo oo

| N | A B |
AN N <H 0 © - 00 D
oS o oo oo ooO
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Elemen Ring GG

h i j k

h?=1b i’ =g j2=g k? =
B=h | 3=b P2=h E=h
ht=b it =i gt =1 k=g
h® =h =g =k kS =
hS =b S =b % =0 KS=b
h=h it =i jT =3 E =k
h®=b =g B =y kS =i
P =h | ?=b i =h kE'=h

Graf pangkat P(G) yang diperoleh berdasarkan tabel 3.54
adalah sebagai berikut.

J g

Gambar 3.24. P(G)

8. Ring H = (a,b;3a=3b=0,a®=0,b*> =b,ab = ba = 0)
terdiri atas elemen-elemen dalam himpunan
H = {ra+ sb|r,s € Z}. Karena a, 2a, b, 2b € H dimisalkan
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at+a=2a=f€eH 20 +b=b+2a=i€ H
a+b=b+a=gec H a+2b=2b+a=j5€H
b+b=2b=hec H 204+2b=2b+2a=ke H

sehingga himpunan H dapat dituliskan dengan
H =1{0,a,b, f,g,h,i,j,k}. Tabel operasi penjumlahan
dan perkalian pada ring H adalah sebagai berikut.

Tabel 3.73. Operasi penjumlahan pada ring H

+ 10 fa|b|flgl|h|i|J]|k
O[O0 |a|b|flglhl|i|j |k
alalflg|O0O]ée|j|b|lk|h
b |b|lg|h|i|j|O0|k|a]|lf
fF1f10]ée|albl|k|lg|h]|y
glglit|j|b|lk|la|h|f]O
h|h|j|0|k]jal|b|f|lg]:i
it |t |b|lk|lg|h|f]7]10]|a
Jljlklalh|flg|O0]i|b

hlflj7i10]%]a g

Tabel 3.74. Operasi perkalian pada ring H

o

O OO OO OO o oo
O O OO OO OO O~
SO OO

SO O O,
TP O>TO O

>SS O ST o O

ST O O oS
S>> O Ok

T QR N T Of
O OO OO OO oo




Selanjutnya diperoleh perpangkatan

himpunan H sebagai berikut.

setiap

Tabel 3.75. Perpangkatan Elemen Ring H

Elemen Ring H
0 a b f g
0°=0]a’=0|02=0b]| fP=0]¢>=0b
0B=0|al=0|=b|f2=0]g>=b
0'=0|a*=0|0'=0b| fA=0]|g*=b
Elemen Ring H
h i J k
h?=1b “=0 j2=0 K2=1b
h3=nh =0 3=h k3=h
ht=1b =0 jt=b E*=b
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anggota

Graf pangkat P(H ) yang diperoleh adalah sebagai berikut.

0

Gambar 3.25. P(H)

9. Ring I = (a,b;3a =3b=0,a® =b,ab=0)
elemen-elemen dalam himpunan [ = {ra + sb|r,s € Z}.

Karena a, 2a, b, 2b € I dimisalkan

terdiri

atas
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at+a=2a=fe€el 20 +b=b+4+2a=i€l
at+b=b+ta=gel a+2b=2b+a=j5¢€l
b+b=2b=hel 20 4+2b=2b+2a=kel

sehingga himpunan [ dapat dituliskan dengan
I={0,a,b,f,g,h,i,7j,k}. Tabel operasi penjumlahan
dan perkalian pada ring I adalah sebagai berikut.

Tabel 3.76. Operasi penjumlahan pada ring /

TS S TR TR O
TN SN R D OO
QT O

Q T Q S OS— F

SO >R .

=) Oh.\;u@ O | .

S RS SR A N N S

SL>e SR S O,

- Q O ST o
O+ T TS =9

Tabel 3.77. Operasi perkalian pada ring /

Ola|b| flgl|lhl|i|j |k
0j/0j0O]O|O]O]O|O]|O]|O
a|0|b|0|h|D|O|h|D|h
b|0|0]0O|O0O]O]O|0O]|O]O
fF1O0lh|O|b|h|O|b|h|D
g|O|b|O|R|b|O|R|bD| A
hl0]|0O]O0O[O0O]O0O]O0O|0O]|O0]O
i |0O|h|O|OD|R|O|D|h|D
j1O0|lb|O0O|A|[bB|O|R|b|hH
kK{O|h|O|D|h|O|D]|h|D

Selanjutnya diperoleh perpangkatan setiap anggota
himpunan I sebagai berikut.



Tabel 3.78. Perpangkatan Elemen Ring /
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Elemen Ring [
0 a b f g
0°=01]a’=0b | =0 f2=b|¢g°=b
0®=0|a*>=0|03=0|f3=0]|¢g>=0
0'=0|a*=0|0*=0] f*=0|¢*=0
Elemen Ring /
h i j k
h? =0 i’ =b j2=0 k=0
h3 =0 B=0 3 =0 =0
ht=0 it=0 j4=0 k=0

Graf pangkat P (/) yang diperoleh berdasarkan tabel 3.78
adalah sebagai berikut.

a f g h i j k

Gambar 3.26. P(I)

10. Ring
terdiri

J = {a,b;3a =3b=0,a% =b?> =0,ab = ba = 0)

atas elemen-elemen dalam himpunan

J ={ra+ sb|r,s € Z}. Karena a, 2a, b, 2b € J dimisalkan
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ata=2a=feJ 2a+b=b+2a=i€J
a+b=b+a=geJ a+2b=2b+a=j5¢€J
b+b=2b=helJ 204+2b=2b+2a=keJ

sehingga himpunan J dapat dituliskan dengan
J=1{0,a,b, f,g,h,i,7,k}. Tabel operasi penjumlahan
dan perkalian pada ring J adalah sebagai berikut.

Tabel 3.79. Operasi penjumlahan pada ring J

TS S TR T O
T S D OO
QT O

Q TR OS>

TS O - >R S

QD O e I O S

SN TN S OoOQ Qe

S T =T IR T R R S

-~ Q O ST o
O+ T Q TS = Q|

Tabel 3.80. Operasi perkalian pada ring J

>~

OO OO OO OO O
DO OO O OO oo

SO OO OO OO O

OO OO OO OO o

OO O OO OO oo
O O OO OO oo oK

T S R e O
cocoocooco oo oo
cCocooococo oo o

(e R en e B s B en B en i an I e i @)

Selanjutnya diperoleh perpangkatan setiap anggota
himpunan J sebagai berikut.
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Tabel 3.81. Perpangkatan Elemen Ring .J

Elemen Ring J
0 a b f g
0°=01]a’=0[0"=0]f>=0|¢°=0
0=0|a>=0|0=0|f3=0|g¢>=0
Elemen Ring J
h i j k
h? =0 =0 j2=0 =0
h3 =0 =0 33 =0 =0

Graf pangkat P(J) yang diperoleh berdasarkan tabel 3.81
adalah sebagai berikut.

h 9

Gambar 3.27. P(J)

11. Ring K = (a,b;3a = 3b=0,a® = a,b® = 2a,ab = ba = b)
terdiri atas elemen-elemen dalam himpunan
K = {ra + sb|r,s € Z}. Karena a, 2a, b, 2b € K dimisalkan
at+a=2a=feK 2a+b=b+2a=i€ K
a+b=b+a=ge K a+26=2b+a=j€K
b+b=2b=hec K 20+2b=2b+2a=kc K
sehingga himpunan K dapat dituliskan dengan
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K = {0,a,b,f,g,h,i,j,k}. Tabel operasi penjumlahan
dan perkalian pada ring K adalah sebagai berikut.

Tabel 3.82. Operasi penjumlahan pada ring K

TS S TR TR O
TSR N o OO
SR TR FOS

Q T QR OS>

TS O - >R S

=) OM_\@QQ o O S| .

ST TS S OoOQ Qe

SR SO S O

—“ QO S e o
O > I TN S Q|

Tabel 3.83. Operasi perkalian pada ring K

x>

SR S e > O >

QTR SR S O
SR, TR SO

TN S R N o O

L e S > o O o

Q =S O e > Ol

T QN e Ok
—_ TR QS SO

TN S QN TR O
[ Mo Mool ol ol ool No)

Selanjutnya diperoleh perpangkatan setiap anggota
himpunan K sebagai berikut.
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Tabel 3.84. Perpangkatan Elemen Ring K

Elemen Ring K
0 a b f g
0°=0|a’=a |b°=f|f°=a|g*’=h
03 = c=al|bd=h f3:f 93:j
0)=0|a'=a|bl=a|fl=a|g*'=f
P=0|ad=a|b°=b| fF=f|g =k
00=0|aS=a|W0=f|fC=a]|g°=0
0'=0|a"=a|b=h|ff=f|g¢g" =i
B®=0|a=a|®=a|ff=a|g¥=0a

Elemen Ring K
h2 iz jz kz
h=f =5 jo=0b k*=nh
h3=1b =k =g k3 =i
W=a | = | fi=f | K=
W=h | =35 | j°=i k=g
W=f | i®=h | j°=h | k=0
h = i"=g jT=k k"=
he =a ®=a #=a kS =a

Graf pangkat P(K) yang diperoleh adalah sebagai berikut.

0 k a
°
T
i f
h 9

Gambar 3.28. P(K)
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E. Karakteristik Graf Pangkat pada Ring Berhingga

Pada bagian ini akan digeneralisasi karakteristik dari graf
pangkat pada ring berhingga order p dan p? dengan p bilangan

prima sebagai berikut.

a. Karakteristik Graf Pangkat pada Ring Berhingga Order p

Setelah sebelumnya dikontruksi graf pangkat untuk ring 7Z,
dan C,(0) pada order 2, 3 dan 5, diperoleh graf pangkat
kedua ring tersebut memenuhi pola tertentu. Pada ring Z,
Zs dan Zs graf pangkat yang terbentuk merupakan gabungan
graf kosong dan graf lengkap. Sementara itu, untuk ring C5(0),
C3(0) dan C5(0) graf pangkat yang diperoleh merupakan graf
bipartit lengkap. Berdasarkan pola-pola tersebut, kemudian dapat
digeneralisasi karakteristik dari graf pangkat masing-masing ring

sebagai berikut.

1. Graf pangkat ring Z,,
Graf pangkat ring Z, = (a : pa = 0,a®> = a) dengan
p sembarang bilangan prima merupakan gabungan graf
kosong N; dan graf lengkap K,_; apabilap — 1 = 1 atau
p — 1 = ¢"" untuk sembarang ¢ bilangan prima dan m € N.
Bukti.

Misalkan ring Z, memiliki order p dengan p — 1 =1 atau
p — 1 = ¢ untuk sembarang ¢ bilangan prima dan m € N.
Telah diketahui ring 7, merupakan lapangan. Kemudian
berdasarkan teorema 2.1.73 diketahui Z; dilengkapi operasi
perkalian merupakan grup siklik. Karena |Z;| = p — 1
dengan mboxp — 1 = 1 atau p— 1 = ¢'", berdasarkan
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teorema 2.1.91 diperoleh elemen dari Z,; membentuk graf
lengkap K.

Selanjutnya karena 7, merupakan lapangan dan setiap
anggota Z, merupakan elemen unit. Diketahui berdasarkan
lemma 2.1.72 diperoleh setiap anggota Z,; tidak bertetangga
dengan 0. Jadi, 0 menjadi graf kosong. Oleh karena itu, P(Z,)
adalah gabungan graf kosong N, dan graflengkap K,_;. W

2. Graf pangkat ring C},(0)
Graf pangkat ring C,(0) = (a;pa = 0,a®> = 0) dengan p
sembarang primamerupakan graf bipartit lengkap K7 ;1.
Bukti.

Diketahui  ring  C,(0) = (a;pa = 0,a> =0)  dengan
himpunan C,(0) = {ka|lk € Z}. Diambil sembarang
na € Cp(0) dann € Z diperoleh

(na)? = na -na = n*a =n*0) =0

sehingga setiap elemen C),(0) hanya bertetangga dengan titik
0 pada P(Cy(0)). Jadi P(C,(0)) membentuk graf K; ,;. W

Kedua karakteristik graf pangkat tersebut akan digunakan dalam
mengkontruksi produk unit semi kartesian dua graf pangkat pada
ring berhingga order p dan ¢q yang berbeda.

b. Karakteristik Graf Pangkat pada Ring Berhingga Order p?

Telah dikontruksi graf pangkat untuk sebelas ring berhingga
order p2 yakni 4 dan 9. Dari hasil kontruksi tersebut, ditemukan

bahwa terdapat beberapa graf pangkat yang menunjukan pola
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tertentu. Pola-pola tersebut, kemudian akan dijadikan dasar dalam
menggeneralisasi karakteristik graf pangkat untuk ring berhingga
order p?>. Adapun beberapa pola graf pangkat yang diperoleh
adalah sebagai berikut.

1. Graf pangkat ring A

Graf pangkat pada ring A dengan order 4 dan 9 memiliki
graf bagian berupa graf bipartit lengkap. Pola tersebut
menimbulkan dugaan bahw graf pangkat pada ring A
memiliki graf bagian berupa graf bipartit lengkap. Oleh
karena itu, akan ditunjukkan graf pangkat ring A dengan
order p? untuk p sembarang bilangan prima, memiliki graf
bagian yang merupakan graf bipartit lengkap K,_1.

Diketahui ring A = (a;p®a = 0,a®> = a) = Z,» dengan
himpunan A = {kalk € Z}. Terdapat na € A dengan
n =mpdanm € Z dan 0 < m < p diperoleh,

(na)? = mpa - mpa = m*p*a® = m?(0)a =0

artinya na bertetangga dengan 0. Kemudian karena terdapat
p — 1 titik yang memenuhi (na)? = 0 sehingga membentuk
graf K ,_1. Oleh karena itu, graf K ,_; menjadi graf bagian
dari P(A).

2. Graf pangkat ring B
Pada ring B dengan order 4 dan 9 graf pangkatnya memiliki
graf bagian rentang yang merupakan graf bipartit lengkap.
Kemudian, akan ditunjukkan graf pangkat ring B dengan
order p? untuk p sembarang bilangan prima memiliki graf

bagian rentang yang merupakan graf bipartit lengkap K 2_;.
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Diketahui ring B = (a; p?a = 0,a? = pa) dengan himpunan
B = {ka|k € Z}. Diambil sembarang na € B dengann € 7Z
diperoleh

2 2

(na)?® = na - na = n*a® = n*pa.

Untuk n = mp denganm € Z dan 0 < m < p diperoleh
(na)? = n?pa = (mp)?pa = m*p>a = mpp*a = mp(0) = 0.

Untuk n # mp diperoleh

3 2

(na)® = (na)?na = n*pa-na = n®pa® = n3p?a = n3(0) = 0.

Karena diperoleh (na)? = 0 untuk n = mp dengan m €

Z dan 0 < m < p, serta (na)?

= Ountuk n # mp
artinya untuk sembarang na € DB bertetangga dengan 0.
Akan tetapi, untuk n # mp karena (na)? # 0 artinya titik
na tidak hanya bertetangga dengan titik 0 sehingga P(B)
tidak berbentuk K ,2_; tetapi K ,2_; menjadi graf bagian

rentang dari P(B).

. Graf pangkat ring C

Graf pangkat ring C' untuk order 4 dan 9 membentuk graf
bipartit lengkap. Karakteristik tersebut tidak hanya berlaku
untuk order 4 dan 9, tapi berlaku untuk ring C dengan order
p?. Berikut akan ditunjukkan graf pangkat ring C' dengan
order p? untuk p sembarang bilangan prima merupakan graf
bipartit lengkap K ,2_;.

Diketahui ring C = (a;p’a = 0,a®> = 0) dan
C = {ka|k € Z}. Diambil sembarang ¢ € C dengan ¢ # 0
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diperoleh ¢ = na untuk n € Z dan 0 < n < p?, diperoleh

Karena ¢> = 0 artinya c bertetangga dengan 0. Terdapat

sebanyak p?> — 1 elemen tak nol dari C' sehingga P(C)
membentuk graf bipartit lengkap K 2.

. Graf pangkat ring H

Pada ring H dengan order 4 dan 9, graf pangkat yang
terbentuk memiliki graf bagian yang merupakan graf bipartit
lengkap. Pola tersebut tidak hanya berlaku untuk order 4 dan
9, tetapi untuk setiap graf pangkat ring H dengan order p°.
Selanjutnya, akan ditunjukkan pangkat ring H dengan order
p? untuk p sembarang bilangan prima, memiliki graf bagian
yang merupakan graf bipartit lengkap K,,_.

Diketahui H = {ra + sb|r,s € Z}. Terdapat h € H dengan
h = mauntuk m € Z dan 0 < m < p, diperoleh

h? = ma - ma = m?*a®* = m*(0) =0

artinya h bertetangga dengan 0. Terdapat sebanyak p — 1
elemen dari H yang memenuhi 2> = 0 artinya terdapat
sebanyak p — 1 titik yang bertetangga dengan 0 dan
membentuk graf K, ;. Oleh karena itu, graf bipartit
lengkap K ;1 menjadi graf bagian dari P(H).
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5. Graf pangkat ring 1

Ring I dengan order 4 dan 9 memiliki graf pangkat yang
memiliki graf bagian rentang berupa graf bipartit lengkap.
Kemudian, akan ditunjukkan graf pangkat ring /I dengan
order p? untuk p sembarang bilangan prima memiliki graf
bagian rentang yang merupakan graf bipartit lengkap K 2_;.
Diketahui I = {ra + sb|r, s € Z}. Diambil sembarang = € I,
x # 0 dengan x = ma + nbuntuk m,n € Z diperoleh

= (ma + nb) - (ma + nb)

= (m?)a® + (mn)ab + (mn)ab + (n3)b?

= (m?*)b + 3(m?n)(0) + (3mn?)(0) + (n)(0)
= (m®)b.

3

Jikam = spuntuk s € Z dan 0 < s < p diperoleh
2% = m?b = (sp)*b = s°p*b = s%(0) = 0.
Untuk m # sp diperoleh

= (m?)b - (ma + nb)
= (m*)ab + (m?*n)b?
= (m*)0 + (m*n)0
=0

artinya untuk setiap * € [ bertetangga dengan 0. Akan
tetapi, karena 2> # 0 untuk m +# sp sehingga terdapat
x € H yang tidak hanya bertetangga dengan 0. Oleh karena
itu P(I) tidak membentuk K ,2_;, tetapi K ,2_; menjadi
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graf bagian rentang dari P (7).

. Graf pangkat ring .J

Graf pangkat ring J untuk order 4 dan 9 membentuk graf
bipartit lengkap. Karakteristik tersebut tidak hanya berlaku
untuk order 4 dan 9, tapi berlaku untuk ring J dengan order
p?. Berikut akan ditunjukkan graf pangkat ring J dengan
order p? untuk p sembarang bilangan prima merupakan graf
bipartit lengkap K 2_;.

Diketahui J = {ra + sb|r, s € Z}. Diambil sembarang j € .J
dengan j = ma + nb untuk m,n € Z diperoleh

= (ma + nb) - (ma + nb)

= (m?)a® + (mn)ab + (nm)ba + (n?)b*

— (m?)(0) + (mn)(0) + (mn)(0) + (n?)(0)
= 0.

Dengan demikian, diperoleh untuk setiap j € J bertetangga
dengan 0. Terdapat sebanyak p? — 1 elemen tak nol dari .J
sehingga P(.J) membentuk graf K ,2_;.

. Graf pangkat ring K

Pada ring K order 4 dan 9, graf pangkat yang terbentuk
merupakan gabungan graf kosong dan graf lengkap.
Karakteristik tersebut tidak hanya berlaku untuk order 4 dan
9, tapi berlaku untuk ring K order p? dengan p?> — 1 = ¢™
untuk ¢ sembarang bilangan prima dan m & N. Berikut
akan ditunjukkan graf pangkat ring K order p? p*> — 1 = ¢™
untuk ¢ sembarang bilangan prima dan m € N, Graf pangkat
P(K) merupakan gabungan graf kosong N; dan graflengkap
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Kp2_1.
Diketahui ring K dengan K = {ra + sb|r,s € Z}. memiliki

order p? dengan p sembarang bilangan prima dan p?>—1 = ¢™
untuk ¢ bilangan prima dan m € N. Telah diketahui K
merupakan lapangan (Fine, 1993). Kemudian berdasarkan
teorema 2.1.73 diketahui K * dilengkapi operasi perkalian
merupakan grup siklik. Dimiliki |[K*| = p? — 1 karena
p?> — 1 = ¢ berdasarkan teorema 2.1.91 diperoleh elemen
dari K membentuk graf lengkap K2_;.

Selanjutnya karena K merupakan lapangan dan setiap
anggota K * merupakan elemen unit. Diketahui berdasarkan
lemma 2.1.72 diperoleh setiap anggota K * tidak bertetangga
dengan 0. Jadi, 0 menjadi graf kosong. Oleh karena itu, P(K)
adalah gabungan graf kosong N dan graflengkap K2_;.

F. Karakteristik Produk Unit Semi Kartesian

Pada subab sebelmnya telah diketahui karakteristik graf
pangkat untuk ring order prima. Selanjutnya dengan karakteristik
graf pangkat tersebut, akan digeneralisasi karakteristik produk
unit semi kartesiannya. Karakteristik produk unit semi kartesian
dua graf pangkat pada ring berhingga order p dan ¢ dengan p dan
q sembarang bilangan prima sebagai berikut.

1. Ry = Cp(0) dan R, sembarang ring berhingga dengan
order q
Ring C,(0) merupakan ring berhingga dengan order p
dengan p sembarang bilangan prima. Ring C,(0) merupakan
yang tidak memiliki elemen satuan. Oleh karena itu, untuk
Ry = C,(0) dan R, sembarang ring berhingga dengan
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order ¢ untuk ¢ bilangan prima diperoleh P(C,(0)) - P(Rz2)
membentuk graf kosong NV,.

Diketahui ring C,,(0) dan Ry sembarang ring dengan order
g untuk p dan ¢ bilangan prima. Akan ditunjukkan
P(Cp(0)) - P(R2) membentuk graf kosong N,,. Himpunan
titik P(Cy(0)) - P(R2) sesuai dengan definisi 2.1.94 adalah

V(P(Cp(0)) - P(R2)) = {(g,h)lg € Cp(0), h € Ry}

P(Cy(0)) - P(R2) memiliki sebanyak pq titik. Kemudian
himpunan sisi pada P(C)(0)) - P(R2) sesuai dengan definisi
2.1.94 adalah

E(P(Cp(0)) - P(Ra)) = {((g, 1), (9. h'))}

dengan syarat ¢ = g, (g, lo,0) €  E(P(Cp(0)))
serta (h,h') € FE(P(Ry)). Karena ring C,(0) tidak
memiliki elemen satuan sehingga tidak terdapat sisi pada
P(Cy(0)).P(R2). TJadi, P(Cy(0)).P(R2) membentuk graf
kosong N,.

. Ry = Z> dan R, sembarang ring berhingga dengan
order ¢

Pada subab sebelumnya, telah diketahui bahwa graf pangkat
P(Zsy) merupakan gabungan grafkosong Ny dan graflengkap
K. Pada graf pangkat P(Zy) tidak terdapat titik yang saling
bertetangga. Dengan demikian, untuk Ry = Z; dan R,
sembarang ring dengan order ¢ untuk ¢ bilangan prima
diperoleh P(Z3) - P(R2) membentuk graf kosong Ny,.

Diketahui ring Z, dan R sembarang ring dengan order ¢
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untuk ¢ bilangan prima. Akan ditunjukkan P(Zz) - P(Rz2)
membentuk graf kosong No,. Himpunan titik P(Zz) - P(R2)
sesuai dengan definisi 2.1.94 adalah

V(P(Z2) - P(Ra)) = {(g,h)|g € Z2, h € Ry}

P(Zs2) - P(R2) memiliki sebanyak 2¢ titik. ~Kemudian
himpunan sisi pada P(Z3) - P(R2) sesuai dengan definisi
2.1.94 adalah

E(P(Zs) P(R2)) = {((g.h). (g, h))}

dengan g = g, (9,1z,) € E(P(Zy)) serta (h,h') €
E(P(R2)). Ring Z; merupakan lapangan dengan elemen
satuan 1. Karena P(Z5) merupakan graf kosong N, sehingga
tidak terdapat g € Z, yang memenuhi (g,1) € E(P(Zs))
sehingga tidak terdapat sisi pada P(Zz).P(Rz). Oleh karena
itu, P(Z2).P(R2) membentuk graf kosong Ny,.

. Ry = Zpdan Ry = Cy4(0) denganp > 2

Ring Z, merupakan lapangan dengan elemen satuan 1. Pada
graf pangkat ring 7, setiap elemen tak nolnya bertetangga
dengan 1. Kemudian, telah diketahui juga grag pangkat
ring C,;(0) merupakan graf bipartit lengkap K; ;1. Dengan
demikian, diperoleh untuk R = Z, dan Ry = C,(0) dengan
order p dan ¢ berturut-turut untuk p dan ¢ bilangan prima,
p > 2 diperoleh P(Z,) - P(C,4(0)) gabungan graf kosong Ny,
dan p — 2 graf bipartit lengkap K1 1.

Diketahui ring 7Z, dan C,(0) dengan order p dan ¢

berturut-turut untuk p dan ¢ bilangan prima dan p > 2.
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Akan ditunjukkan P(Z,) - P(C4(0)) gabungan graf kosong
No, dan p — 2 graf bipartit lengkap K ,—;. Himpunan titik
P(Zy) - P(C4(0)) sesuai dengan definisi 2.1.94 adalah

V(P(Zp) - P(Cq(0))) = {(9,h)lg € Zp, h € Cq(0)}.

P(Zy) - P(Cy(0)) memiliki sebanyak pq titik. Kemudian
himpunan sisi pada P(Z,) - P(C,(0)) sesuai dengan definisi
2.1.94 adalah

E(P(Zy) - P(C4(0))) = {((9:h), (¢, 1))}

dengan ¢ = ¢, (9,1z,) € E(P(Z,)) serta (h,h') €
E(P(C4(0)))-

Diketahui ring Z, merupakan lapangan dengan elemen
satuan 1, berdasarkan 2.1.73 diperoleh Z, grup siklik
dengan elemen identitas 1. Untuk g € Z) — {1} bertetangga
dengan 1. Kemudian diketahui P(C,(0)) merupakan graf
bipartit lengkap K, 1 dengan setiap titiknya bertetangga
dengan 0. Himpunan sisi pada P(Z,) - P(C,(0)) dapat
dituliskan dengan

E(P(Zy) - P(C4(0))) = {((9: ) (¢,0))}

untuk g = ¢, g € Z, — {0,1} dan h € C,(0), diperoleh
terdapat sebanyak p — 2 graf bagian P(Z,) - P(C,(0)) yang
merupakan graf K ;1.

Pada Z, setiap elemennya merupakan unit sehingga
berdasarkan lemma 2.1.72 diperoleh tidak terdapat anggota
Z, yang merupakan elemen nilpoten. Oleh karena itu,
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titik 0 merupakan titik terasing. Terdapat, 1 € Z, yang
tidak bertetangga dengan 1 pada P(Z,). Titik (0,h) dan
(1,h) € V(P(Zy)-P(C4(0))) dengan h € C,(0) menjadi titik
terasing pada P(Z,).P(C4(0)) sehingga terdapat 2q titik
terasing pada P(Z,) - P(C4(0)). Sebanyak 2q titik terasing
tersebut membentuk graf kosong Ny,. Jadi, P(Z,).P(Cy(0))
adalah gabungan dari graf kosong Ny, titik terasing dan p — 2
graf bipartit lengkap Ky 4_1.

. Ry = Zpdan Ry = Z4, dengan p,q > 2

Ring Z, dan Z, merupakan lapangan dengan elemen satuan
1. Pada graf pangkat ring Z, dan Z, setiap elemen tak nolnya
bertetangga dengan elemen 1. Kemudian, telah diketahui
juga graf pangkat ring Z, dan Z, merupakan gabungan graf
kosong dan graf lengkap untuk order tertentu. Dengan
demikian, diperoleh untuk Ry = Z, dan Ry = Z, dengan
order p dan ¢ berturut-turut untuk p dan ¢ bilangan prima
sertap,q > 2.Jikag—1 = r™ untuk r bilangan prima, m € N
maka P(Z,) - P(Z,) gabungan graf kosong Ny, dan p — 2 graf
lengkap K,_1.

Diketahuiring Z, dan Z, dengan order p dan g berturut-turut
untuk p dan ¢ bilangan prima serta p,q > 2. Akan
ditunjukkan Jika ¢ — 1 = r™ untuk r bilangan prima, m € N
maka P(Z,) - P(Z,) gabungan graf kosong Ny, dan p — 2 graf
lengkap K, 1. Himpunan titik P(Z,) - P(Z,) sesuai dengan
definisi 2.1.94 adalah

V(P(Zyp) - P(Zq)) = {(9, h)lg € Zp, h € Zq}.

P(Zp) - P(Z,) memiliki sebanyak pq titik. ~Kemudian



126

himpunan sisi pada P(Z,) - P(Z,) sesuai dengan definisi
2.1.94 adalah

E(P(Zy) - P(Zq) = {((9:h), (9. h))}

dengan ¢ = ¢, (9,1z,) € E(P(Z,)) serta (h,h') €
E(P(Zy))-

Ring Z, dan Z, merupakan lapangan dengan elemen satuan
1. Pada Z, setiap elemennya merupakan unit sehingga
berdasarkan lemma 2.1.72 diperoleh tidak terdapat anggota
Z,' yang merupakan elemen nilpoten. Oleh karena itu, titik
0 merupakan titik terasing. Terdapat, 1 € Z, yang tidak
bertetangga dengan 1 pada P(Z,). Himpunan sisi P(Z,) -
P(Z,) dapat dituliskan dengan

E(P(Zy) - P(Zq) = {((9:h), (g, 1))}

dengang = ¢, g € Z, — {0,1} serta (h,h') € E(P(Z,)).
Diketahui P(Z,) adalah gabungan graf kosong N; dan graf
lengkap K,_. Oleh karena itu, diperoleh terdapat sebanyak
p—2grafbagian P(Z,) - P(Z,) yang merupakan graf lengkap
Ky,_1.

Titik (0,h) dan (1,h) € V(P(Z,) - P(Z,)) dengan h €
Z, merupakan titik terasing pada P(Z,).P(Z,). Terdapat
2¢q titik terasing yang membentuk graf kosong No,. Jadi,
P(Zy).P(Z,) gabungan dari graf kosong No, dan p — 2 graf
lengkap K,_1.



BAB1V
SIMPULAN DAN SARAN

A. Simpulan

1. Karakteristik graf pangkat pada ring berhingga order p dan
p? dengan p bilangan prima sebagai berikut.

a. Graf pangkat ring 7, merupakan gabungan graf
kosong N; dan graf lengkap K,_; jika p —1 =1 atau
p—1=¢™ untuk ¢ sembarang bilangan prima dan
m € N.

b. Graf pangkat pada ring C},(0) merupakan graf bipartit
lengkap K15 1.

c. Graf pangkat ring A yakni P(A) memiliki graf bagian
yang merupakan graf bipartit lengkap Ky 1.

d. Graf pangkat ring B yakni P(B) memiliki graf bagian
rentang yang merupakan graf bipartit lengkap K ,2_;.

e. Graf pangkat ring C yakni P(C) merupakan graf
bipartit lengkap K ,2_;.

f. Graf pangkat ring H yakni P(H) memiliki graf bagian
yang merupakan graf bipartit lengkap K7 1.

g. Graf pangkat ring [ yakni P(I) memiliki graf bagian
rentang yang merupakan graf bipartit lengkap K ,2_;.

h. Graf pangkat ring J yakni P(.J) merupakan graf bipartit
lengkap K ,2_;.

i. Graf pangkat ring K yakni P(K) merupakan gabungan
grafkosong IV; dan graflengkap K ,»_; jikap? —1 = ¢™

untuk ¢ sembarang bilangan prima dan m € N.

127
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2. Karakteristik graf yang dihasilkan dari produk unit semi
kartesian dua graf pangkat dua ring berhingga order p dan
q berturut-turut dengan p dan ¢ merupakan bilangan prima

sebagai berikut.

a. Untukring C,(0) dan R, sembarang ring dengan order ¢
bilangan prima diperoleh P(C)(0))-P(R2) membentuk
graf kosong N,,.

b. Untuk ring Zs dan Ry sembarang ring dengan order ¢
bilangan prima diperoleh P(Z3) - P(R2) membentuk
graf kosong No,.

c. Untukring Z, danring C,;(0) dengan p, ¢ bilangan prima
dan p > 2 diperoleh P(Z,) - P(C4(0)) gabungan graf
kosong Ny, dan p — 2 graf bipartit lengkap K1 1.

d. Untuk ring Z, dan ring Z, dengan p, ¢ bilangan prima,
p,q > 2dan g — 1 = ™ untuk r bilangan prima, m € N
diperoleh P(Z,) - P(Z,) gabungan graf kosong No, dan
p — 2 graflengkap K,_.

B. Saran

Pembahasan mengenai graf pangkat pada ring berhingga
membuka peluang untuk pengembangan lebih lanjut dalam kajian
graf pangkat pada ring berhingga. Pada penelitian selanjutnya
diharapkan dapat menganalisis karakteristik graf pangkat ring
A dan H secara keseluruhan. Selain itu, penelitian selanjutnya
diharapkan menganalisis karakteristik graf pangkat ring D, F dan
F. Kemudian dapat dilakukan analisis karakteristik operasi lain

pada graf pangkat.



DAFTAR PUSTAKA

Adkins, William A. dan Weintraub, Steven H. 1992. Algebra An
Approach via Module Theory. New York: Springer-Verlag New
York. Inc.

Burton, David M. 1970. A First Course in Rings and Ideals. San
Francisco: Addison Wesley Publishing.

Cameron, PJ. 2010. A Power Graph of Finite Group, II. Group
Theory. 13(6):779-783.

Chakrabarty, Ivy, Ghosh, Shamik., & Sen, M.K. 2008. Undirected
Power Graphs of Semigroups. Semigroup Forum. 78:410-426.

Clark, John dan Holton, D.A. 1995. A First Look At Graph Theory.
Singapore: World Scientific Publishing.

Dummit, David S. dan Foote, Richard .M. 2004. Abstract Algebra
Third Edition. New Jersey: John Wiley & Sons, Inc.

Fine, B. 1993. Classification of finite rings of order p?. Math.
Mag.66:248-252.

Fine, B., Gaglione, AM. & Rosenberger, G. 2014. Introduction to
Abstract Algebra. Baltimore: Johns Hopkins University Press.

Gallian, Joseph A. 2021. Contemporary Abstract Algebra Tenth
Edition. New York: CRC Press.

Howie, John M. 2003. Fundamentals of Semigroup Theory. New
York: Clarendon Press. Oxford.

129



130

Kelarev, A.V. dan Quinn, S.J. 2000. A Combinatorial Property and
Power Graphs of Groups. Contributions To General Algebra.
12:229-235.

Kelarev, A.V,, Quinn, S.J. & Smolikov4, R. 2001. Power Graphs and
Semigroups of Matrices. Bull. Aust. Math. Soc. 63(2):341-344.

Madhumitha, S. dan Naduvath, Sudev. 2023. Graph Defined on
Rings: A Review. Preprints.. 11(17): 1-94.

Malik, D.S., Mordeson, John M. & Sen, M.K. 1997. Fundamentals of
Abstract Algebra. New York: The McGraw-Hill Companies, Inc.

Munir, R. 2016. Matematika Diskrit. Bandung: Informatika
Bandung.

Saoub, K.R. 2021. Graph Theory: An Introduction to Proofs,
Algorithms, and Applications. New York: CRC Press.

Soleimani, M., Naderi, M.H & Ashrafi, A.R. 2019. Tensor Product of
The Power Graphs of Some Finite Rings. Facta Univ. Ser. Math.
Inform. 34(1):101-122.

Soleimani, M. dan Naderi, M.H. 2023. On Power Graph of
Some Finite Rings. Mathematics Interdiscplinary Research.
8(2):161-173.

Zhao, Kaiming. 2022. Ring and Field Theory. Singapore: World
Scientific Publishing.

Zverovich, Vadim. 2021. Modern Applications of Graph Theory.
United Kingdom: Oxford University Press.



DAFTAR RIWAYAT HIDUP

A. Identitas Diri
Nama :  Aulia Rosyida Kusumadewi

Tempat, Tanggal Lahir : Bandung, 7 Juli 2003

Alamat : Desa Pulosari RT 002/ RW 002,
Karangtengah, Demak, Jawa Tengah

Nomor HP : 083146662452

E-mail : auliarosyid77@gmail.com

B. Riwayat Pendidikan

1. SD Negeri Kalikondang I (2009-2015)
2. SMP NegeriI Karangtengah (2015-2018)
3. SMA Negeri LIl Demak (2018-2021)

Semarang, 10 Juni 2025

f

Aulia Rosyida Kusumadewi
NIM : 2108046009



