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ABSTRAK

Aljabar max-plus adalah himpunan bilangan real yang
diperluas dengan elemen −∞ serta dilengkapi dua operasi
biner, ⊕ sebagai maksimum dan ⊗ sebagai penjumlahan biasa.
Penelitian ini merupakan salah satu contoh kajian aljabar max-plus
dalam aspek teoritis, yang sejalan dengan arah penelitian yang
dikemukakan dalam artikel "Identities in upper triangular tropical
matrix semigroups and the bicyclic monoid" oleh Laure Daviaud,
Marianne Johnson, Mark Kambites pada tahun 2018 (Daviaud dkk,
2018). Perbedaan penelitian ini dengan penelitian Daviaud, dkk
(2018) adalah penulis mengaplikasikan semigrup identitas pada
beberapa class matriks. Sedangkan penelitian Daviaud, dkk (2018)
mengaplikasikan semigrup identitas pada matriks segitiga atas
saja. Fokus utama penelitian adalah mengidentifikasi semigrup
identitas pada himpunan matriks M2(Rmax), dimana semigrup
identitas didefinisikan sebagai homomorfisma semigrup δ yang
memetakan free semigrup A+ ke dalam semigrup M2(Rmax).
Hasil penelitian menunjukkan bahwa setiap bentuk u = v dimana
u, v ∈ A+ selalu akan membentuk semigrup identitas yang
disebut sebagai semigrup identitas trivial. Sebaliknya, tidak semua
identitas non-trivial dimana u ̸= v memenuhi definisi tersebut.
Beberapa identitas non-trivial u ̸= v yang dapat membentuk
semigrup identitas ditemukan pada class matriks seperti matriks
idempoten, matriks diagonal, matriks naik, matriks normal
serta matriks segitiga atas dan bawah. Notasi ”u = v” bukan
berarti himpunan u = v, akan tetapi hanya menyatakan relasi
kesamaannya saja. Temuan ini memberikan kontribusi teoritis
bagi pengembangan aljabar max-plus, khususnya dalam studi
tentang semigrup identitas.

Kata kunci : semigrup identitas, aljabar max-plus, matriks aljabar
max-plus
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BAB I

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Struktur aljabar terdiri dari himpunan tidak kosong yang

dilengkapi dengan satu atau lebih operasi biner dan memenuhi

sejumlah aksioma atau sifat tertentu seperti pada struktur

grup, semigrup, ring atau semiring. Struktur-struktur tersebut

digunakan untuk mengkaji sifat-sifat abstrak dari suatu operasi

serta hubungan antar elemen dalam himpunan secara formal.

Melalui pendekatan ini, berbagai konsep dalam aljabar dapat

dianalisis dan digeneralisasi secara sistematis.

Salah satu contoh struktur semiring adalah aljabar max-plus,

yang diperkenalkan oleh matematikawan asal Brazil, Imre Simon

pada tahun 1970-an dalam upayanya memodelkan cara kerja yang

sistematis dan saling terkait (Simon, 1994). Aljabar max-plus

adalah himpunan bilangan real yang diperluas dengan elemen −∞
serta dilengkapi dua operasi biner, ⊕ sebagai maksimum dan ⊗
sebagai penjumlahan biasa, dan dinotasikan sebagai Rmax = (R ∪
−∞,⊕,⊗) (Izhakian dkk, 2013).

Beberapa penelitian aljabar max-plus dari sisi teori antara

lain struktur grup matriks dalam aljabar max-plus (Izhakian

dkk, 2018), semigrup idempoten dan himpunan aljabar max-plus

(Izhakian & Shustin, 2012), dan semigrup identitas pada monoid

matriks aljabar max-plus berordo 2 × 2 (Izhakian & Margolis,

2009). Sementara itu, dalam konteks aplikatif, aljabar max-plus

telah dimanfaatkan dalam berbagai pemodelan seperti pengaturan

sistem lampu lalu lintas (Wibowo dkk, 2018), analisis sistem
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antrian (Par dkk, 2024), pengembangan metode kriptografi

berbasis aljabar max-plus (Muanalifah, 2023).

Berbagai penelitian telah dilakukan untuk mengkaji struktur

semigrup matriks dalam aljabar max-plus, khususnya dalam

upaya untuk mengekplorasi konsep semigrup identitas. Salah

satu kontribusi penting dalam bidang ini adalah studi yang

dilakukan oleh Zur Izhakian dan S Margolis pada tahun 2009

dengan judul "Semigroups identities in the monoid of two by two

tropical matrices". Penelitian tersebut memfokuskan kajiannya

pada semigrup identitas dalam monoid matriks aljabar max-plus

berordo 2 × 2, serta menelaah sifat-sifat operasi aljabar dan

implikasinya terhadap pengembangan teori aljabar max-plus

secara keseluruhan.

Selanjutnya, pada tahun 2014 Zur Izhakian mempublikasikan

karyanya yang berjudul "Semigroups identities in the monoid

of triangular tropical matrices" yang secara khusus membahas

struktur semigrup identitas dan sifat-sifatnya di matriks segitiga

atas pada aljabar max-plus (Izhakian, 2014). Kemudian pada

tahun 2017, Taylor melakukan penelitian yang berjudul "On Upper

Triangular tropical matrix semigroups, tropical matrix identities,

and T-Modules". Penelitian ini tidak hanya membahas semigrup

identitas dalam matriks segitiga atas, tetapi juga meninjau

keterkaitannya dengan teori T-modul (Taylor, 2017).

Dalam pengembangan aljabar max-plus, muncul berbagai

struktur matematika yang menarik untuk ditelusuri lebih jauh.

Salah satu di antaranya adalah konsep semigrup identitas, yang

berkaitan dengan cara merepresentasikan himpunan kata ke

dalam struktur semigrup tertentu. Himpunan kata yang dimaksud

merupakan himpunan semua susunan simbol dari suatu alfabet,
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tanpa menyertakan kata kosong, dan dilambangkan dengan A+.

Melalui suatu homomorfisma, kata-kata dalam A+ dipetakan

ke elemen-elemen dalam semigrup, sedemikian hingga struktur

operasinya tetap terjaga. Dari sini, terbentuklah semigrup

identitas yang tidak sekedar menunjukkan adanya elemen netral,

tetapi juga mencerminkan adanya kesetaraan struktural antar kata

berdasarkan hasil pemetaan tersebut.

Berbeda dengan konsep identitas dalam semigrup yang

merujuk pada elemen netral (biasanya dilambangkan dengan

e) yang tidak mengubah elemen lain dalam operasi biner,

semigrup identitas lebih menekankan pada pola hubungan

antar kata yang menghasilkan struktur semigrup tertentu. Kajian

terhadap semigrup identitas ini menjadi penting karena membuka

peluang untuk memahami lebih dalam bagaimana hubungan antar

elemen simbolik dapat direpresentasikan dalam kerangka aljabar

max-plus, serta bagaimana struktur semigrup dapat dibangun dari

relasi-relasi tersebut.

Berdasarkan uraian di atas, penelitian ini bertujuan untuk

mengkaji lebih lanjut karakteristik matriks-matriks yang

memenuhi semigrup identitas dalam semigrup matriks pada

aljabar max-plus. Fokus kajian ini sejalan dengan arah penelitian

yang dikemukakan dalam artikel "Identities in upper triangular

tropical matrix semigroups and the bicyclic monoid" oleh Laure

Daviaud, Marianne Johnson, Mark Kambites pada tahun 2018

(Daviaud dkk, 2018).

Perbedaan penelitian ini dengan penelitian Daviaud, dkk

(2018) adalah penulis mengaplikasikan semigrup identitas pada

beberapa class matriks. Sedangkan penelitian Daviaud, dkk

(2018) membahas semigrup identitas pada semigrup matriks yang
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mengkhususkan pada matriks segitiga atas dan bicyclic monoid.

B. Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk :

1. Mendefinisikan semigrup identitas pada aljabar max-plus

yang analog dengan semigrup identitas pada aljabar klasik.

2. Mencari pasangan u dan v di A+ sedemikian sehingga

memenuhi semigrup identitas pada semigrup matriks atas

aljabar max-plus.

C. Tinjauan Pustaka

Penelitian oleh Izhakian dan Margolis (2009), yang diterbitkan

dalam artikel berjudul "Semigroup Identities in the Monoid of

Two-by-Two Tropical Matrices", mengeksplorasi struktur monoid

matriks berukuran 2×2 dalam aljabar max-plus dan menunjukkan

bahwa struktur tersebut membentuk semigrup dengan identitas

tertentu.

Selanjutnya, studi yang dilakukan oleh Izhakian dan Shustin

(2012) dalam karya berjudul "Idempotent Semigroups and

Tropical Algebraic Sets" menyoroti konsep semigrup idempoten

dalam konteks aljabar max-plus. Penelitian ini menjelaskan

peran penting elemen idempoten dalam struktur semigrup dan

keterkaitannya dengan teori aljabar max-plus secara keseluruhan,

serta bagaimana elemen tersebut berkontribusi pada identifikasi

elemen dalam semigrup reguler.

Sementara itu, Fijavž, Peperko, dan Sikolya (2017) dalam

artikelnya "Semigroups of Max-Plus Linear Operators" membahas
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karakteristik semigrup yang terbentuk dari operator linear pada

ruang aljabar max-plus. Kajian ini memberikan perspektif

mengenai penerapan operasi semigrup pada ruang vektor

max-plus, termasuk aspek stabilitas dan keteraturan yang

dimilikinya.

Penelitian yang dilakukan oleh Laure Daviaud, Marianne

Johnson, dan Mark Kambites (2018) dalam artikelnya yang

berjudul "Identities in upper triangular tropical matrix semigroups

and the bicyclic monoid" membahas semigrup identitas pada

semigrup matriks yang mengkhususkan pada matriks segitiga atas

dan bicyclic monoid.

Penelitian terkini oleh Aird (2023), yang dimuat dalam artikel

berjudul "Semigroup Identities of Tropical Matrix Semigroups",

mengkaji semigrup identitas yang berlaku pada matriks dalam

aljabar max-plus. Studi ini menelaah bagaimana identitas-identitas

tersebut memengaruhi struktur semigrup pada kerangka aljabar

max-plus.

Seluruh kajian tersebut menjadi pijakan teoritis penting dalam

memahami semigrup identitas pada aljabar max-plus, khususnya

dalam menelaah karakteristik pasangan u = v pada matriks

M2(Rmax) dengan operasi ⊗ yang memenuhi semigrup identitas.

D. Manfaat Penelitian

Hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat

sebagai berikut :

1. Bagi Penulis

Meningkatkan pemahaman dan keterampilan dalam kajian

struktur aljabar khususnya semigrup identitas dalam aljabar
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max-plus.

2. Bagi Lembaga

Menambah literatur ilmiah sebagai referensi dalam kegiatan

akademik dan pengembangan kurikulum matematika.

3. Bagi Pembaca

Menjadi sumber pembelajaran mengenai aplikasi aljabar

max-plus dalam teori semigrup serta inspirasi untuk

penelitian lanjutan.

E. Batasan Masalah

Penelitian ini dibatasi pada pembahasan semigrup identitas

yang terbentuk dari matriks berordo 2× 2 pada aljabar max-plus.

F. Metodologi Penelitian

Penellitian ini dilakukan melalui studi literatur atau studi

pustaka dengan mengkaji artikel-artikel ilmiah yang terkait dengan

semigrup identitas pada aljabar max-plus. Langkah-langkah

berikut bertujuan untuk membangun dasar teori yang kuat dan

menganalisnya dengan tepat.

1. Mempelajari jurnal berjudul "Identities in upper triangular

tropical matrix semigroups and the bicyclic monoid" yang

ditulis oleh Laure Daviaud dan rekan-rekannya secara

mendalam untuk memahami metode, hasil, dan implikasi

matematika dari penelitian tersebut.

2. Mengkaji konsep dasar semigrup, yang meliputi operasi

biner dan sifat-sifatnya, struktur monoid, identitas dan sifat
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ketunggalan identitas. Teori yang didapatkan pada tahap ini

akan dijadikan dasar untuk tahap berikutnya.

3. Menelaah definisi dari aljabar max-plus, serta penerapannya

pada struktur matriks. Kajian dan teori dasar ini akan

dimanfaatkan untuk membahas semigrup identitas matriks

pada aljabar max-plus.

4. Mendefinisikan semigrup identitas pada aljabar max-plus

yang analog dengan semigrup identitas pada aljabar klasik.

5. Menelusuri karakteristik matriks yang membentuk

semigrup identitas dalam kerangka aljabar max-plus.

6. Menyusun kesimpulan berdasarkan temuan yang diperoleh

dan menyajikannya secara sistematis.

G. Sistematika Penulisan

Penelitian ini disusun secara sistematis kedalam 4 bab utama,

sebagai berikut :

1. BAB I PENDAHULUAN

Bab ini menguraikan latar belakang masalah, tujuan

penelitian, tinjauan pustaka, manfaat penelitian, batasan

masalah, metode yang digunakan dalam penelitian, serta

sistematika penulisan.

2. BAB II LANDASAN PUSTAKA

Bab ini memuat berbagai teori yang menjadi dasar dalam

penyusunan proposal ini. Adapun teori-teori yang termuat

di dalamnya adalah semigrup dan aljabar max-plus.
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3. BAB III SEMIGRUP IDENTITAS PADA SEMIGRUP MATRIKS

ATAS ALJABAR MAX-PLUS

Bab ini berisi pembahasan mengenai penelitian ini yaitu

semigrup identitas pada semigrup matriks atas aljabar

max-plus dan karakteristik matriks yang membentuk

semigrup identitas dalam kerangka aljabar max-plus.

4. BAB IV PENUTUP

Bab ini menyajikan kesimpulan dari pembahasan pada

bab-bab sebelumnya serta memberikan saran untuk

pengembangan penelitian di masa mendatang.



BAB II

LANDASAN TEORI

Bab ini membahas definisi dan teorema dasar semigrup yang di

ambil dari buku Nine Chapters on the Semigroups Art (Cain, 2020).

Selanjutnya, definisi aljabar max-plus diambil dari buku "Max Plus

at Work : Modeling and Synchronized Systems : A Course on Max-Plus

Algebra and its Applications" (Heidergott dkk, 2006). Diberikan

penjelasan sebagai berikut.

A. Semigrup

Pada bagian ini membahas definisi dan sifat-sifat semigrup.

Sebelum membahasnya, terlebih dahulu akan dijelaskan definisi

operasi biner sebagai prasyarat. Dalam matematika, dua elemen

dari suatu himpunan, seperti bilangan bulat, rasional atau real

dapat dikenai suatu operasi yang disebut operasi biner. Berikut ini

akan dijelaskan definisi operasi biner.

Definisi 2.1.1 Operasi Biner

Diberikan suatu himpunan tak kosong S. Operasi biner ⋆ pada

himpunan S didefinisikan sebagai pemetaan

⋆ : S × S → S

untuk setiap r, s ∈ S berlaku r ⋆ s ∈ S

Contoh 2.1.2 Operasi Biner

Misalkan Z+ merupakan himpunan bilangan positif dengan

operasi perkalian biasa (×). Karena hasil perkalian dua bilangan

9
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positif tetap positif, maka berlaku r×s ∈ Z+ untuk setiap r, s ∈ Z+.

Sifat-sifat Operasi Biner

Setelah mengetahui definisi dari operasi biner, selanjutnya

akan dijelaskan tentang sifat-sifat operasi biner pada himpunan S

sebagai berikut :

a) Tertutup : ∀r, s ∈ S, r ⋆ s ∈ S.

b) Asosiatif : (r ⋆ s) ⋆ t = r ⋆ (s ⋆ t) untuk setiap r, s, t ∈ S.

c) Elemen Identitas : terdapat elemen e ∈ S sehingga untuk

setiap r ∈ S berlaku r ⋆ e = e ⋆ r = r.

d) Invers : r ⋆ r−1 = r−1 ⋆ r = e untuk setiap r ∈ S dengan r−1

adalah elemen invers di S.

e) Komutatif : r ⋆ s = s ⋆ r, untuk setiap r, s ∈ S.

Setelah membahas definisi dan sifat dasar dari operasi biner,

selanjutnya akan dibahas mengenai sifat-sifat fundamental yang

terkait dengannya.

Definisi 2.1.3 Semigrup

DiberikanS adalah himpunan tak kosong yang disertai operasi biner

⋆. Struktur aljabar (S, ⋆) disebut semigrup jika operasi binernya

bersifat asosiatif yaitu untuk setiap r, s, t ∈ S berlaku (r ⋆ s) ⋆ t =

r ⋆ (s ⋆ t).

Contoh 2.1.4 Semigrup

Misalkan r, s, t ∈ Z+ dengan operasi + untuk setiap r, s, t ∈ Z+

berlaku (r + s) + t = r + (s + t). Oleh karena itu, himpunan
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Z+ dengan operasi + dinotasikan dengan (Z+,+) membentuk

semigrup.

Definisi 2.1.5 Monoid

Diberikan (S, ⋆) adalah semigrup. Struktur aljabar (S, ⋆) disebut

monoid jika mempunyai identitas, yaitu terdapat elemen e di S

sehingga berlaku r ⋆ e = e ⋆ r = r, untuk setiap r ∈ S.

Contoh 2.1.6 Monoid

Misalkan r ∈ Z dan terdapat 0 ∈ Z dengan operasi + berlaku r +

0 = 0 + r = r untuk setiap r ∈ Z. Oleh karena itu, himpunan Z
dengan operasi + dinotasikan dengan (Z,+) membentuk monoid.

Definisi 2.1.7 Elemen Identitas

Misalkan e adalah anggota dari semigrup (S, ⋆), untuk setiap r ∈ S

berlaku :

1. Jika er = r maka e disebut identitas kiri.

2. Jika re = r maka e disebut identitas kanan.

3. Jika keduanya berlaku maka e disebut identitas.

Teorema 2.1.8 Sifat Ketunggalan Identitas

Misalkan (S, ⋆) adalah semigrup, elemen identitas dalam S adalah

tunggal.

Bukti. Misalkan semigrup S memiliki dua elemen identitas yaitu

e dan e′ maka ee′ = e′ (karena e elemen identitas) dan ee′ = e

(karena e′ elemen identitas). Oleh karena itu kita dapatkan e′ =

ee′ = e. Jadi, e′ = e. Dengan demikian, elemen identitas S dalam

bersifat tunggal. ■
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Definisi 2.1.9 Homomorfisma Semigrup

Misalkan (S, ⋆) dan (H, ⋆) adalah semigrup. Fungsi δ disebut

homomorfisma semigrup jika memetakan dari S ke H ,untuk setiap

r, s ∈ S berlaku δ(r ⋆ s) = δ(r) ⋆ δ(s), dapat dituliskan sebagai

berikut,

δ : S → H

Setelah mengetahui definisi semigrup, kemudian akan

dijelaskan definisi free semigrup dimana himpunannya adalah

himpunan kata yang disusun dari elemen-elemen alfabet.

Selanjutnya akan dijelaskan terlebih dahulu definisi alfabet,

himpunan kata, serta operasi yang digunakan berikut ini.

Definisi 2.1.10 Himpunan Alfabet

Misalkan A adalah sebuah himpunan berhingga yang tersusun dari

huruf/simbol, maka A disebut alfabet. Himpunan semua kata yang

terbentuk dari elemen-elemen pada alfabet A dengan menyertakan

kata kosong/{()} dinotasikan dengan A⋆ sedangkan himpunan

semua kata yang terbentuk dari elemen-elemen pada alfabet A

tanpa kata kosong/{()} dinotasikan dengan A+.

Contoh 2.1.11 Himpunan Alfabet

Misalkan A adalah himpunan alfabet yang dituliskan dengan A =

{a, b, c, d, e}, maka akan dituliskan A⋆ dan A+ sebagai berikut : A⋆

= {aa, ab, ac, (), ad, ae, ba, ce} dan A+ = {aa, ab, ac, ad, ae, ba, ce}.

Seperti yang telah kita ketahui, sudah di jelaskan definisi dari

himpunan alfabet. Seperti struktur semigrup yang dilengkapi

dengan operasi biner, himpunan alfabet juga dilengkapi dengan

operasi biner konkatinasi agar terbentuk sebuah struktur aljabar.
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Berikut akan dijelaskan definisi operasi biner konkatinasi.

Definisi 2.1.12 Operasi Konkatinasi

Misalkan A⋆ adalah himpunan semua kata yang dibentuk dari

himpunan alfabet A. Operasi konkatinasi ◦ didefinisikan sebagai

pemetaan

◦ : A⋆ ×A⋆ → A⋆

(u ◦ v) 7→ uv

untuk setiap u, v ∈ A⋆

Contoh 2.1.13 Operasi Konkatinasi

Misalkan u, v ∈ A+ dimana u = abb dan v = aba, maka u ◦ v =

abb ◦ aba = abbaba.

Definisi 2.1.14 Free Semigrup

Diberikan himpunan A+ yaitu himpunan semua kata dari A tanpa

kata kosong/{()} dilengkapi dengan operasi konkatinasi (◦), maka

struktur aljabar dari (A+, ◦) disebut free semigrup atas alfabet A,

jika :

1. Bersifat asosiatif

u ◦ (v ◦ w) = (a1, a2, ..., an) ◦ ((b1, b2, ..., bn) ◦ (c1, c2, ..., cn))

= (a1, a2, ..., an)(b1, b2, ..., bn)(c1, c2, ..., cn)

(u ◦ v) ◦ w = ((a1, a2, ..., an) ◦ (b1, b2, ..., bn)) ◦ (c1, c2, ..., cn))

= (a1, a2, ..., an)(b1, b2, ..., bn)(c1, c2, ..., cn)

untuk setiap u, v, w ∈ A+

2. Tidak ada relasi lain yang berlaku kecuali yang dihasilkan oleh
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operasi konkatinasi (◦) dan sifat asosiatif.

Free semigrup tidak memiliki elemen identitas, karena tidak

menyertakan string kosong/{()}.

Contoh 2.1.15 Free Semigrup

Misalkan u, v, w ∈ A+ dimana u = abc, v = bca, w = aac disebut

free semigrup jika memenuhi sifat asosiatif

u ◦ (v ◦ w) = (a, b, c) ◦ ((b, c, a) ◦ (a, a, c))

= (a, b, c)(b, c, a)(a, a, c)

= abcbcaaac

(u ◦ v) ◦ w = ((a, b, c) ◦ (b, c, a)) ◦ (a, a, c)

= (a, b, c)(b, c, a)(a, a, c)

= abcbcaaac

Setelah mengetahui definisi dan sifat-sifat semigrup.

Selanjutnya definisi semigrup akan dibawa kedalam konsep aljabar

max-plus. Berikut akan dijelaskan definisi aljabar max-plus.

B. Aljabar Max-Plus

Diketahui sebuah himpunan tak kosong yang diperluas dengan

ε = −∞, sehingga Rε adalah himpunan R ∪ {−∞}, di mana

R adalah himpunan bilangan real. Untuk elemen r, s ∈ Rε,

didefinisikan operasi ⊕ dan ⊗ sebagai berikut :

r ⊕ s := max(r, s)

r ⊗ s := r + s.

Berikut akan dijelaskan definisi aljabar max-plus.
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Definisi 2.2.1 Aljabar Max-Plus

Aljabar max-plus merupakan struktur aljabar Rε yang dilengkapi

dengan dua operasi biner, yaitu ⊕ dan ⊗, yang dinotasikan sebagai

Rmax = (Rε,⊕,⊗), dengan sifat-sifat berikut :

a) Bersifat asosiatif terhadap operasi ⊕ dan ⊗, yaitu :

∀r, s, t ∈ Rmax : r ⊕ (s⊕ t) = (r ⊕ s)⊕ t

∀r, s, t ∈ Rmax : r ⊗ (s⊗ t) = (r ⊗ s)⊗ t.

b) Bersifat komutatif terhadap operasi ⊕ dan ⊗, yaitu :

∀r, s ∈ Rmax : r ⊕ s = s⊕ r dan r ⊗ s = s⊗ r.

c) Operasi ⊗ distributif terhadap ⊕, yaitu :

∀r, s, t ∈ Rmax : (r ⊕ s) ⊗ t = (r ⊗ t) ⊕ (s ⊗ t) (Distributif

kiri)

∀r, s, t ∈ Rmax : r ⊗ (s ⊕ t) = (r ⊗ s) ⊕ (r ⊗ t) (Distributif

kanan).

d) Terdapat elemen identitas untuk ⊕, yaitu −∞, yang

memenuhi :

∀r ∈ Rmax : r ⊕−∞ = −∞⊕ r = r.

e) Terdapat elemen identitas untuk ⊗, yaitu 0, dengan sifat :

∀r ∈ Rmax : r ⊗ 0 = 0⊗ r = r.

f) Elemen −∞ adalah elemen penyerap untuk ⊗, dengan sifat :

∀r ∈ Rmax : r ⊗−∞ = −∞⊗ r = −∞.

g) Operasi ⊕ bersifat idempoten, yaitu :

∀r ∈ Rmax : r ⊕ r = r.
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Contoh 2.2.2 Aljabar Max-Plus

3⊕ 1 = max(3, 1) = 3

4⊕ 9 = max(4, 9) = 9

3⊗ 3 = 3 + 3 = 6

1⊗ 0 = 1 + 0 = 1

Konsep aljabar max-plus dapat diterapkan pada matriks

berdimensi m × n. Sebagai ilustrasi, untuk setiap m,n ∈
N, matriks berukuran m × n dalam kerangka aljabar max-plus

merupakan matriks yang setiap elemennya berasal dari himpunan

Rmax, dan dinyatakan sebagai Rm×n
max . Dalam konteks ini, operasi

yang digunakan adalah ⊕ dan ⊗. Sebagai notasi awal, didefinisikan

bahwa [m] = 1, 2, . . . ,m dan [n] = 1, 2, . . . , n.

Selanjutnya, operasi penjumlahan matriks dalam aljabar

max-plus didefinisikan sebagai berikut :

Definisi 2.2.3 Penjumlahan Matriks

Misalkan terdapat dua matriks P dan Q yang masing-masing

merupakan anggota dari Rm×n
max , di mana P = (pij) dan Q = (qij).

Penjumlahan matriks P dan Q dinyatakan dengan notasi

P ⊕Q := max(pij , qij)

di mana i diambil dari himpunan [m] dan j diambil dari himpunan

[n].

Berikut contoh penjumlahan matriks dalam aljabar max-plus.
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Contoh 2.2.4 Penjumlahan matriks atas aljabar max-plus[
3 5

0 9

]
⊕

[
0 1

7 2

]
=

[
3⊕ 0 5⊕ 1

0⊕ 7 9⊕ 2

]

=

[
max(3, 0) max(5, 1)

max(0, 7) max(9, 2)

]

=

[
3 5

7 9

] (2.1)

Berikut merupakan definisi dari operasi perkalian matriks dan

perkalian skalar dalam aljabar max-plus :

Definisi 2.2.5 Perkalian Matriks

Misalkan terdapat matriks P dan Q dalam aljabar max-plus yang

memiliki ukuran yang kompatibel, yaitu jumlah kolomP harus sama

dengan jumlah baris Q. Selain itu, terdapat sembarang bilangan

α ∈ Rmax. Maka, operasi perkalian matriks dan skalar dalam

aljabar max-plus didefinisikan sebagai berikut :

(P ⊗Q)ij := max
r

(pir + qrj) (2.2)

dan

(α⊗ P )ij := α+ pij (2.3)

Dengan:

• α ∈ Rmax adalah skalar dalam aljabar max-plus,

• i adalah indeks baris, 1 ≤ i ≤ m,

• j adalah indeks kolom, 1 ≤ j ≤ n.

Berikut ini merupakan contoh perkalian pada matriks atas

aljabar max-plus.
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Contoh 2.2.6 Perkalian matriks atas aljabar max-plus[
3 2

0 −∞

]
⊗

[
7

1

]
=

[
(3⊗ 7)⊕ (2⊗ 1)

(0⊗ 7)⊕ (−∞⊗ 1)

]

=

[
max(3 + 7, 2 + 1)

max(0 + 7,−∞+ 1)

]

=

[
max(10, 3)

max(7,−∞)

]

=

[
10

7

]

Contoh 2.2.7 Perkalian matriks skalar atas aljabar max-plus

3⊗

[
5 7

−∞ 9

]
=

[
3 + 5 3 + 7

3 +−∞ 3 + 9

]

=

[
8 10

−∞ 12

]

Setelah mengetahui definisi aljabar max-plus dan matriks

atas aljabar max-plus serta operasinya, maka selanjutnya akan

diberikan definisi semigrup matriks atas aljabar max-plus sebagai

berikut.

Definisi 2.2.8 Semigrup Matriks atas Aljabar Max-Plus (Aird,

2023)

Misalkan S adalah semiring, dinotasikan Mn(S) adalah semigrup

dari matriks berukuran n × n dengan entri dari S, yang dilengkapi

dengan operasi perkalian matriks biasa atau otimes (⊗) dan

memenuhi sifat asosiatif. Maka Mn(S) disebut semigrup matriks.
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Contoh 2.2.9 Semigrup Matriks atas Aljabar Max-Plus Misalkan

S = Rmax = R ∪ {−∞} adalah semiring max-plus. Diambil dua

matriks di M2(Rmax), yaitu A =

[
1 2

−∞ 0

]
dan B =

[
0 −1

3 2

]
Dihitung A⊗B dengan aturan : (A⊗B)ij := maxr(air + brj)

Hasilnya :

A⊗B =

[
max(1 + 0, 2 + 3) max(1 + (−1), 2 + 2)

max(−∞+ 0, 0 + 3) max(−∞+ (−1), 0 + 2)

]
=

[
5 4

3 2

]

Karena hasilnya tetap dalam M2(Rmax) dan operasi max-plus

bersifat asosiatif, maka ini juga membentuk semigrup.



BAB III

SEMIGRUP IDENTITAS PADA SEMIGRUP MATRIKS ATAS
ALJABAR MAX-PLUS

A. Semigrup Identitas pada Semigrup Matriks atas Aljabar

Max-plus

Sebelum membahas tentang semigrup identitas pada semigrup

matriks atas aljabar max-plus, terlebih dahulu akan diberikan

definisi semigrup identitas sebagai berikut.

Definisi 3.1.1 Semigrup Identitas (Daviaud dkk, 2018)

Misal u, v ∈ A+, maka u = v disebut semigrup identitas, jika untuk

setiap homomorfisma semigrup δ : A+ → S selalu berlaku

δ(u) = δ(v)

dengan S adalah sebarang semigrup. Untuk u = v maka semigrup

identitas disebut trivial.

Berikut ini diberikan contoh semigrup identitas yang

merupakan homomorfisma dari A+ ke semigrup Z.

Contoh 3.1.2 Semigrup Identitas pada bilangan bulat

Misalkan A+ adalah free semigrup dan ω adalah homomorfimsa

yang didefinisikan dengan ω : (A+, ⋆) → (Z,+) dengan ω(a) = x

dan ω(b) = y untuk semua x, y ∈ Z dan a, b ∈ A+. Misal u = ab

20
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dan v = ba maka didapatkan

ω(u) = ab

= x+ y

ω(v) = ba

= y + x

= x+ y

Karena ω(u) = ω(v) maka membentuk semigrup identitas dan

disebut sebagai identitas komutatif yaitu ab = ba.

KarenaS adalah sebarang semigrup, maka kita bisa mengambil

S = M2(Rmax) yaitu semigrup matriks ordo 2 × 2 atas

aljabar maxplus. Maka akan didefinisikan secara khusus semigrup

identitas dari A+ ke M2(Rmax). Berikut akan diberikan definisi

tersebut.

Definisi 3.1.3 Semigrup identitas pada semigrup matriks

berordo 2× 2 atas aljabar max-plus

Misal u, v ∈ A+, maka u = v disebut semigrup identitas, jika untuk

setiap homomorfisma semigrup δ : A+ → M2(Rmax) selalu berlaku

δ(u) = δ(v)

dengan M2(Rmax) adalah semigrup.

B. Matriks Khusus pada Semigrup Matriks atas Aljabar

Max-Plus

Meskipun pasangan identitas u = v di semigrup matriks

ordo 2 × 2 pada aljabar max-plus bisa di cari, tetapi sangat
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sulit untuk mencari pasangan identitas yang non-trivial dimana

u ̸= v. Oleh karena itu, akan di cari pasangan identitas

u = v di himpunan matriks khusus, diantaranya yaitu matriks

segitiga atas/bawah, matriks idempoten, matriks diagonal, matriks

increase, dan matriks normal.

1. Matriks Segitiga Atas(Bawah)

Matriks segitiga atas pada aljabar max-plus didefinisikan

seperti matriks segitiga atas pada aljabar klasik. Akan tetapi untuk

elemen nol nya diganti dengan −∞. Selanjutnya akan di lihat

apakah ada pasangan u = v yang memenuhi semigrup identitas di

matriks segitiga atas. Diberikan contoh sebagai berikut.

Misalkan δ : A+ → M2(Rmax) dan u, v ∈ A+ dengan u = aba dan

v = aab dimana a =

[
a b

−∞ c

]
dan b =

[
d e

−∞ f

]
δ(u) = aba

=

[
a b

−∞ c

]
⊗

[
d e

−∞ f

]
⊗

[
a b

−∞ c

]

=

[
(a⊗ d)⊕ (b⊗−∞) (a⊗ e)⊕ (b⊗ f)

(−∞⊗ d)⊕ (c⊗−∞) (−∞⊗ e)⊕ (c⊗ f)

]
⊗

[
a b

−∞ c

]

=

[
(a⊗ d) ((a⊗ e)⊕ (b⊗ f))

−∞ c⊗ f

]
⊗

[
a b

−∞ c

]

=

[
(a⊗ d⊗ a) (a⊗ d⊗ b)⊕ (a⊗ e⊗ c)⊕ (b⊗ f ⊗ c)

−∞ (c⊗ f ⊗ c)

]

=

[
2a+ d max(a+ d+ b, a+ e+ c, b+ f + c)

−∞ 2c+ f

]
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δ(v) = aab

=

[
a b

−∞ c

]
⊗

[
a b

−∞ c

]
⊗

[
d e

−∞ f

]

=

[
a⊗ a⊕ b⊗−∞ a⊗ b⊕ b⊗ c

−∞⊗ a⊕ c⊗−∞ −∞⊗ b⊕ c⊗ c

]
⊗

[
d e

−∞ f

]

=

[
2a a⊗ b⊕ b⊗ c

−∞ 2c

]
⊗

[
d e

−∞ f

]

=

[
2a⊗ d 2a⊗ e⊕ a⊗ b⊗ f ⊕ b⊗ c⊗ f

−∞ 2c⊗ f

]

=

[
2a+ d max(2a+ e, a+ b+ f, b+ c+ f)

−∞ 2c+ f

]
Karena δ(u) ̸= δ(v) maka matriks segitiga atas tidak memenuhi

semigrup identitas secara umum. Namun, terdapat himpunan

matriks segitiga atas yang memenuhi syaratu = v dan membentuk

suatu semigrup identitas. Himpunan tersebut terdiri dari semua

matriks segitiga atas berukuran 2 × 2 dengan entri nol pada

diagonal utama, yaitu matriks-matriks A = (aij) sedemikian

sehingga aii = 0 untuk setiap 1 ≤ i ≤ n. Diberikan contoh sebagai

berikut.

Misalkan δ : A+ → M2(Rmax) dan u, v ∈ A+ dengan u = aab dan

v = abb dimana a =

[
0 a

−∞ 0

]
dan b =

[
0 b

−∞ 0

]
, maka akan

menghasilkan
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δ(u) = aab

=

[
0 a

−∞ 0

]
⊗

[
0 a

−∞ 0

]
⊗

[
0 b

−∞ 0

]

=

[
0 a

−∞ 0

]
⊗

[
0 b

−∞ 0

]

=

[
0 max(a, b)

−∞ 0

]
δ(v) = abb

=

[
0 a

−∞ 0

]
⊗

[
0 b

−∞ 0

]
⊗

[
0 b

−∞ 0

]

=

[
0 max(a, b)

−∞ 0

]
⊗

[
0 b

−∞ 0

]

=

[
0 max(a, b, b)

−∞ 0

]

=

[
0 max(a, b)

−∞ 0

]
Karena δ(u) = δ(v) maka memenuhi definisi semigrup identitas.

Untuk matriks segitiga bawah, langkah-langkah penyelesaiannya

serupa dengan yang digunakan pada matriks segitiga atas.

2. Matriks Normal

Sebelum mengidentifikasi apakah ada u = v pada matriks

normal yang memenuhi semigrup identitas, terlebih dahulu akan

dijelaskan definisi matriks normal. Diberikan definisi sebagai

berikut.
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Definisi 3.2.1 Matriks Normal (Linde, & de la Puente, 2015)

Matriks persegiA = (aij)dikatakan matriks normal jikaaii = 0dan

−∞ ≤ aij ≤ 0 untuk setiap i, j, dan dinotasikan dengan Mnor
2 (R)

Sebelum membuktikan terdapat u = v pada matriks

normal yang memenuhi semigrup identitas, akan di tuliskan

sebuah lemma yang berperan penting dalam memudahkan proses

pengoperasian matriks.

Lemma 3.2.2 Matriks Normal (Linde, & de la Puente, 2015)

Untuk setiap dua matriks normal A,B ∈ Mnor
2 (R) dimana aii = 0

dan−∞ ≤ aij ≤ 0untuk setiap i, j, berlakuA⊗B = B⊗A = A⊕B

Bukti. Misalkan

A =

[
a11 a12

a21 a22

]
dan B =

[
b11 b12

b21 b22

]
,

dengan syarat a11 = a22 = b11 = b22 = 0 dan −∞ ≤
a12, a21, b12, b21 ≤ 0. Berdasarkan definisi aljabar max-plus, hasil

dari operasi A⊗B adalah :

A⊗B =

[
max(a11 + b11, a12 + b21) max(a11 + b12, a12 + b22)

max(a21 + b11, a22 + b21) max(a21 + b12, a22 + b22)

]
.

Dengan substitusi a11 = a22 = b11 = b22 = 0, maka :

A⊗B =

[
max(0, a12 + b21) max(b12, a12)

max(a21, b21) max(a21 + b12, 0)

]
.

Selanjutnya, kita hitung B ⊗ A. Dengan cara yang sama,
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diperoleh :

B ⊗A =

[
max(0, b12 + a21) max(a12, b12)

max(b21, a21) max(b21 + a12, 0)

]
.

Karena operasi maksimum dan penjumlahan dalam aljabar

max-plus bersifat komutatif, maka :

A⊗B = B ⊗A.

Kemudian, kita hitung A⊕B :

A⊕B =

[
max(a11, b11) max(a12, b12)

max(a21, b21) max(a22, b22)

]
.

Setelah menggantikan nilai-nilai yang diketahui, diperoleh :

A⊕B =

[
0 max(a12, b12)

max(a21, b21) 0

]
.

Dengan demikian, dari hasil perhitungan :

A⊗B = B ⊗A = A⊕B,

maka lemma tersebut terbukti. ■

Selanjutnya akan diselidiki apakah ada u = v pada matriks

normal atas aljabar max-plus yang memenuhi semigrup identitas.

Diberikan contoh sebagai berikut.

Misalkan δ : A+ → M2(Rmax) dan u, v ∈ A+ dengan u = aab dan

v = bab dimana a =

[
0 −2a

−a 0

]
, b =

[
0 −2b

−b 0

]
, u = aab, v =

bab
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u = aab

= A⊗A⊗B

Langkah pertama adalah menghitung A⊗A = A⊕A

A⊗A = A⊕A

=

[
0 −2a

−a 0

]
⊕

[
0 −2a

−a 0

]

=

[
max(0, 0) max(−2a,−2a)

max(−a,−a) max(0, 0)

]

=

[
0 −2a

−a 0

]
= C

C ⊗B = C ⊕B

=

[
0 −2a

−a 0

]
⊕

[
0 −2b

−b 0

]

=

[
max(0, 0) max(−2a,−2b)

max(−a,−b) max(0, 0)

]

=

[
0 max(−2a,−2b)

max(−a,−b) 0

]
Dapat dituliskan sebagai berikut

u = aab

= A⊗A⊗B

=

[
0 max(−2a,−2b)

max(−a,−b) 0

]
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Selanjutnya akan dihitung v = bab sebagai berikut

v = bab

= B ⊗A⊗B

Langkah pertama adalah menghitung B ⊗A = B ⊕A

B ⊗A = B ⊕A

=

[
0 −2b

−b 0

]
⊕

[
0 −2a

−a 0

]

=

[
max(0, 0) max(−2b,−2a)

max(−b,−a) max(0, 0)

]

=

[
0 max(−2b,−2a)

max(−b,−a) 0

]
= D

D ⊗B = D ⊕B

=

[
0 max(−2b,−2a)

max(−b,−a) 0

]
⊕

[
0 −2b

−b 0

]

=

[
max(0, 0) max(max(−2b,−2a),−2b)

max(max(−b,−a),−b) max(0, 0)

]

=

[
0 max(−2b,−2a,−2b)

max(−b,−a,−b) 0

]

=

[
0 max(−2a,−2b)

max(−a,−b) 0

]
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Dapat dituliskan sebagai berikut

v = bab

= B ⊗A⊗B

=

[
0 max(−2a,−2b)

max(−a,−b) 0

]

Karena δ(u) = δ(v) maka terbukti memenuhi definisi semigrup

identitas.

3. Matriks Idempoten

Sebelum mengidentifikasi apakah ada u = v pada matriks

idempoten yang memenuhi semigrup identitas, terlebih dahulu

akan dijelaskan definisi matriks idempoten.

Definisi 3.2.3 Matriks Idempoten atas Aljabar Max-Plus

Misal A ∈ M2(Rmax) dikatakan idempoten jika A⊗A = A

Selanjutnya, akan ditunjukkan ada u = v yang memenuhi

semigrup identitas pada matriks idempoten. Diberikan contoh

sebagai berikut.

Contoh 3.2.4 Matriks Idempoten

Misalkan δ : A+ → M2(Rmax) dan u, v ∈ A+ dengan u = abb

dan v = aab dimana A =

[
a11 a12

a21 a22

]
dan B =

[
b11 b12

b21 b22

]
dengan

u = abb dan v = aab. Karena matriks idempoten maka berlaku A2

= A dan B2 = B.
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Didapatkan :

δ(u) = abb

=

[
a11 a12

a21 a22

]
⊗

[
b11 b12

b21 b22

]
⊗

[
b11 b12

b21 b22

]

=

[
max(a11 + b11, a12 + b21) max(a11 + b12, a12 + b22)

max(a21 + b11, a22 + b21) max(a21 + b12, a22 + b22)

]
⊗

[
b11 b12

b21 b22

]

=

[
max(a11 + b11, a12 + b21) max(a11 + b12, a12 + b22)

max(a21 + b11, a22 + b21) max(a21 + b12, a22 + b22)

]
δ(v) = aab

=

[
a11 a12

a21 a22

]
⊗

[
a11 a12

a21 a22

]
⊗

[
b11 b12

b21 b22

]

=

[
a11 a12

a21 a22

]
⊗

[
b11 b12

b21 b22

]

=

[
max(a11 + b11, a12 + b21) max(a11 + b12, a12 + b22)

max(a21 + b11, a22 + b21) max(a21 + b12, a22 + b22)

]

Karena δ(u) = δ(v)maka terbukti memenuhi definisi semigrup

identitas. Untuk memudahkan pengoperasian pasangan u = v

pada matriks idempoten, maka akan ditunjukkan lemma berikut.

Lemma 3.2.5 Matriks Idempoten pada Semigrup Identitas

Misal S ⊆ Mn(Rmax) adalah semigrup matriks dengan perkalian

max-plus, dan setiap elemen A ∈ S bersifat idempoten, yaitu A ⊗
A = A. Maka untuk setiap kata u ∈ A+ dan setiap n ∈ N≥1 berlaku

un = u sebagai semigrup identitas dalam S.
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Bukti. Misalkan ω : A+ → S adalah homomorfisme semigrup.

Maka:

ω(un) = ω(u)⊗ ω(u)⊗ · · · ⊗ ω(u) (sebanyak n kali)

Karena ω(u) ∈ S , dan semua elemen di S bersifat idempoten,

maka:

ω(u)⊗ ω(u) = ω(u) ⇒ ω(un) = ω(u)

Karena ini berlaku untuk semua homomorfisme ω, maka un = u

adalah semigrup identitas dalam S . ■

Ternyata tidak semua u = v pada matriks idempoten

memenuhi definisi semigrup identitas. Berikut akan diberikan

contoh penyangkal pasangan u = v matriks idempoten.

Misalkan δ : A+ → M2(Rmax) dan u, v ∈ A+ dengan u = bab dan

v = aab dimana a =

[
0 1

−∞ 0

]
, b =

[
0 −∞
0 0

]
, u = bab, v = aab

δ(u) = bab

=

[
0 −∞
0 0

]
⊗

[
0 1

−∞ 0

]
⊗

[
0 −∞
0 0

]

=

[
0 1

0 1

]
⊗

[
0 −∞
0 0

]

=

[
1 1

1 1

]
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δ(v) = aab

=

[
0 1

−∞ 0

]
⊗

[
0 1

−∞ 0

]
⊗

[
0 −∞
0 0

]

=

[
0 1

−∞ 0

]
⊗

[
0 −∞
0 0

]

=

[
1 1

0 0

]
Karena δ(u) ̸= δ(v), maka tidak semua u = v pada matriks

idempoten memenuhi definisi semigrup identitas.

4. Matriks Diagonal

Sebelum mengidentifikasi apakah ada u = v pada matriks

diagonal yang memenuhi semigrup identitas, terlebih dahulu akan

dijelaskan definisi matriks diagonal. Diberikan definisi sebagai

berikut.

Definisi 3.2.6 Matriks Diagonal atas Aljabar Max-Plus

(Lipschutz & Lipson, 2009)

Sebuah matriks persegi D = [dij ] disebut matriks diagonal jika

semua elemen di luar diagonal utama bernilai nol, yaitu:

dij = 0 untuk semua i ̸= j

Matriks diagonal dapat dituliskan dalam bentuk:

D = diag(d11, d22, . . . , dnn)

Pada aljabar max-plus elemen di luar diagonal utama bernilai −∞
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Selanjutanya akan di tunjukkan pasangan u = v dari matriks

diagonal 2× 2 yang memenuhi semigrup identitas

Misalkan δ : A+ → M2(Rmax) dan u, v ∈ A+ dengan u = aba dan

v = aab dimana a =

[
a −∞

−∞ b

]
dan b =

[
−a −∞
−∞ −b

]
dengan

u = aba dan v = aab

δ(u) = aba

= A⊗B ⊗A

=

[
a −∞

−∞ b

]
⊗

[
−a −∞
−∞ −b

]
⊗

[
a −∞

−∞ b

]

=

[
0 −∞

−∞ 0

]
⊗

[
a −∞

−∞ b

]

=

[
a −∞

−∞ b

]

δ(v) = aab

= A⊗A⊗B

=

[
a −∞

−∞ b

]
⊗

[
a −∞

−∞ b

]
⊗

[
−a −∞
−∞ −b

]

=

[
2a −∞
−∞ 2b

]
⊗

[
−a −∞
−∞ −b

]

=

[
a −∞

−∞ b

]
Karena δ(u) = δ(v), maka pasangan tersebut memenuhi

definisi semigrup identitas. Dengan demikian, dapat disimpulkan

bahwa agar u = v pada matriks diagonal memenuhi sifat semigrup

identitas, maka masing-masing elemen harus dipasangkan dengan



34

invers dari matriks tersebut.

Tetapi tidak semua u = v pada matriks diagonal memenuhi

definisi semigrup identitas. Berikut akan diberikan contoh

penyangkal u = v pada matriks diagonal.

Misalkan δ : A+ → M2(Rmax) dan u, v ∈ A+ dengan u = baa dan

v = abb dimana a =

[
1 −∞

−∞ 2

]
, b =

[
−2 −∞
−∞ 0

]

δ(u) = baa

=

[
−2 −∞
−∞ 0

]
⊗

[
1 −∞

−∞ 2

]
⊗

[
1 −∞

−∞ 2

]

=

[
−1 −∞
−∞ 2

]
⊗

[
1 −∞

−∞ 2

]

=

[
0 −∞

−∞ 4

]

δ(v) = abb

=

[
1 −∞

−∞ 2

]
⊗

[
−2 −∞
−∞ 0

]
⊗

[
−2 −∞
−∞ 0

]

=

[
−1 −∞
−∞ 2

]
⊗

[
−2 −∞
−∞ 0

]

=

[
−3 −∞
−∞ 2

]

Karena δ(u) ̸= δ(v), maka tidak semua u = v pada matriks

diagonal memenuhi definisi semigrup identitas.
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5. Matriks Naik

Sebelum mengidentifikasi apakah ada u = v pada matriks

naik yang memenuhi semigrup identitas, terlebih dahulu akan

dijelaskan definisi matriks naik.

Definisi 3.2.7 Matriks Naik atas Aljabar Max-Plus (Muanalifah

dkk, 2024)

Matriks A = (aij) ∈ Rn×n
max disebut matriks naik atas aljabar

max-plus jika memenuhi kondisi berikut:

1. Meningkat secara baris (row-wise increasing).

Untuk setiap elemen aij , berlaku :

aij+1 = aij + 1

untuk semua j sehingga 1 ≤ j < n, di mana n adalah dimensi

matriks (jumlah kolom).

2. Meningkat secara kolom (column-wise increasing).

Untuk setiap elemen aij , berlaku :

ai+1,j = aij + n

untuk semua i sehingga 1 ≤ i < n, di mana n adalah dimensi

matriks (jumlah baris).

Himpunan matriks naik atas aljabar max-plus berordo n × n bisa

dinotasikan dengan In, untuk setiap n ∈ N.

Selanjutnya akan diberikan contoh pasangan u = v pada

matriks naik yang memenuhi semigrup identitas. Diberikan contoh

sebagai berikut.
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Contoh 3.2.8 Matriks Naik

Misalkan δ : A+ → M2(Rmax) dan u, v ∈ A+ dengan u = abc dan

v = cba dimana A =

[
a a+ 1

a+ 2 a+ 3

]
, B =

[
b b+ 1

b+ 2 b+ 3

]
, C =[

c c+ 1

c+ 2 c+ 3

]
Langkah pertama akan dihitung δ(u) = abc = ABC

A⊗B ⊗ C =

[
a a+ 1

a+ 2 a+ 3

]
⊗

[
b b+ 1

b+ 2 b+ 3

]
⊗

[
c c+ 1

c+ 2 c+ 3

]

=

[
a+ b+ 3 a+ b+ 4

a+ b+ 5 a+ b+ 6

]
⊗

[
c c+ 1

c+ 2 c+ 3

]

=

[
a+ b+ c+ 6 a+ b+ c+ 7

a+ b+ c+ 8 a+ b+ c+ 9

]

Selanjutnya akan dihitung δ(v) = cba = CBA

C ⊗B ⊗A =

[
c c+ 1

c+ 2 c+ 3

]
⊗

[
b b+ 1

b+ 2 b+ 3

]
⊗

[
a a+ 1

a+ 2 a+ 3

]

=

[
c+ b+ 3 c+ b+ 4

c+ b+ 5 c+ b+ 6

]
⊗

[
a a+ 1

a+ 2 a+ 3

]

=

[
c+ b+ a+ 6 c+ b+ a+ 7

c+ b+ a+ 8 c+ b+ a+ 9

]

=

[
a+ b+ c+ 6 a+ b+ c+ 7

a+ b+ c+ 8 a+ b+ c+ 9

]

Sehingga

A⊗B ⊗ C = C ⊗B ⊗A
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Dengan demikian, u = v pada matriks naik yang memenuhi

sifat semigrup identitas berlaku apabila panjang kata u dan v

sama, serta setiap pasangan huruf pada posisi yang bersesuaian

memiliki urutan alfabet yang berlawanan arah, yaitu urutan dalam

v merupakan kebalikan dari urutan dalam u.

Ternyata tidak semua pasangan u = v pada matriks naik

memenuhi definisi semigrup identitas. Berikut akan diberikan

contoh penyangkal.

Misalkan δ : A+ → M2(Rmax) dan u, v ∈ A+ dengan u = bab dan

v = aba dimana a =

[
1 3

2 4

]
, b =

[
−∞ 2

1 3

]

δ(u) = bab

=

[
−∞ 2

1 3

]
⊗

[
1 3

2 4

]
⊗

[
−∞ 2

1 3

]

=

[
4 6

5 7

]
⊗

[
−∞ 2

1 3

]

=

[
7 9

8 10

]

δ(v) = aba

=

[
1 3

2 4

]
⊗

[
−∞ 2

1 3

]
⊗

[
1 3

2 4

]

=

[
4 6

5 7

]
⊗

[
1 3

2 4

]

=

[
8 10

9 11

]
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Karena δ(u) ̸= δ(v), maka tidak semuau = v pada matriks naik

memenuhi definisi semigrup identitas.

Dari beberapa matriks khusus di atas, ternyata tidak semua

u = v pada matriks berordo 2 × 2 di aljabar max-plus memenuhi

definisi semigrup identitas. Hal ini dapat ditunjukkan melalui

contoh penyangkal u = v pada sebarang matriks ukuran 2 × 2

berikut.

Misalkan δ : A+ → M2(Rmax) dan u, v ∈ A+ dengan u = aba dan

v = baa dimana a =

[
1 0

0 1

]
dan b =

[
2 1

1 3

]
. Akan ditunjukkan

bahwa δ(a) ̸= δ(b).

δ(u) = aba

=

[
1 0

0 1

]
⊗

[
2 1

1 3

]
⊗

[
1 0

0 1

]

=

[
3 3

2 4

]
⊗

[
1 0

0 1

]

=

[
4 4

4 5

]

δ(v) = baa

=

[
2 1

1 3

]
⊗

[
1 0

0 1

]
⊗

[
1 0

0 1

]

=

[
3 2

3 4

]
⊗

[
1 0

0 1

]

=

[
4 3

4 5

]
Karena ω(u) ̸= ω(v), maka tidak membentuk semigrup identitas.



BAB IV

PENUTUP

A. Kesimpulan

Dari penjelasan yang telah disampaikan dalam pembahasan,

dapat disimpulkan bahwa

1. Semigrup identitas pada aljabar max-plus diturunkan dari

semigrup identitas pada aljabar klasik, dimana pemetaan

yang seharusnya dari A+ ke semigrup digantikan oleh

semigrup matriks atas aljabar max-plus, yang didefinisikan

sebagai berikut : Misalkan u, v ∈ A+ dimana u ̸= v. Identitas

u = v disebut sebagai semigrup identitas jika berlaku δ(u) =

δ(v) untuk semua homomorfisma semigrup δ : A+ →
Mn(Rmax), dimana Mn(Rmax) adalah himpunan matriks

berordo n × n yang entrinya dari Rmax dan memenuhi sifat

semigrup.

2. Dalam semigrup matriks pada aljabar max-plus setiap

bentuk u = v dimana u, v ∈ A+ selalu akan membentuk

semigrup identitas yang disebut sebagai semigrup identitas

trivial. Sebaliknya, tidak semua identitas non-trivial dimana

u ̸= v memenuhi sifat tersebut. Beberapa identitas

non-trivial u ̸= v yang dapat membentuk semigrup identitas

ditemukan pada class matriks seperti :

(a) Matriks diagonal : agar u = v pada matriks diagonal

memenuhi sifat semigrup identitas, masing-masing

elemen harus dipasangkan dengan invers dari matriks

tersebut.

39
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(b) Matriks naik : berlaku apabila panjang kata u dan v

sama, serta setiap pasangan huruf pada posisi yang

bersesuaian memiliki urutan alfabet yang berlawanan

arah, yaitu urutan dalam v merupakan kebalikan dari

urutan dalam u.

(c) Matriks segitiga atas/bawah : berlaku apabila

himpunan tersebut terdiri dari semua matriks segitiga

atas/bawah berukuran 2 × 2 dengan entri nol pada

diagonal utama, yaitu matriks-matriks A = (aij)

sedemikian sehingga aii = 0 untuk setiap 1 ≤ i ≤ n.

(d) Matriks normal : berlaku apabila panjang kata u

dan v sama serta jumlah huruf dalam kata u dan v

berlawanan.

(e) Matriks idempoten : berlaku apabila panjang kata u

dan v sama serta jumlah huruf dalam kata u dan v

berlawanan.

B. Saran

Dalam skripsi ini, peneliti membahas semigrup identitas pada

semigrup matriks atas aljabar max-plus dan hanya menggunakan

matriks berordo 2 × 2. Maka disarankan untuk peneliti

selanjutnya untuk membahas pada ukuran matriks yang berbeda

ataupun selain matriks yang telah disebutkan oleh peneliti

serta diperlukan untuk merumuskan kriteria umum yang dapat

menjamin terbentuknya semigrup identitas dari pasangan matriks

tertentu.
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