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ABSTRAK 

 

Keberadaan materi gelap belum bisa dijelaskan oleh Model Standar 

Fisika Partikel, oleh karena itu dibangun model perluasan dari Model 

Standar Fisika Partikel yaitu model simetri kiri-kanan minimal berdasarkan 

grup tera   ( )      ( )     ( )     ( )  . Partikel yang terdapat 

pada model ini dibagi menjadi dua sektor yaitu sektor kiri dan sektor kanan. 

Pada sektor kiri terdiri dari  partikel Model Standar, neutrino    dan triplet 

Higgs   , sedangkan pada sektor kanan terdiri dari fermion sektor kanan, 

doublet Higgs    dan triplet Higgs   . Hasil dari penelitian ini didapatkan 

massa Higgs    lebih besar dari massa Higgs    , massa Higgs    lebih 

besar dari massa Higgs    dan massa Higgs    lebih besar dari massa 

Higgs    (                           ). Massa neutrino dibangkitkan 

melalui mekanime seesaw. Berdasarkan mekanime seesaw ini didapatkan 

dua massa neutrino yaitu massa neutrino yang ringan 

          
  
         

       

        
     dan massa neutrino yang masif      

    
              . Neutrino masif inilah yang diharapkan  akan menjadi 

kandidat materi gelap. 

 

Kata Kunci : simetri kiri-kanan minimal, materi gelap, massa neutrino,   

meknisme seesaw 
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BAB I

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Telah diketahui adanya empat interaksi dasar yang terdapat di

alam semesta yaitu interaksi gravitasi, interaksi elektromagnetik, inte-

raksi kuat dan interaksi lemah (Collins, dkk, 1989). Interaksi-interaksi

tersebut memerlukan adanya partikel pembawa interaksi. Interaksi gra-

vitasi bersifat tarik-menarik dan temasuk interaksi berjangkauan pan-

jang dengan partikel pembawa interaksinya graviton. Interaksi elektro-

magnetik merupakan interaksi tarik-menarik atau tolak-menolak dan

hanya terjadi pada partikel yang bermuatan saja. Partikel pembawa

interaksi elektromagnetik adalah foton. Interaksi kuat merupakan inte-

raksi yang bertanggung jawab terhadap penggabungan quark menjadi

baryon. Salah satu baryon adalah neutron dan yang bergabung menja-

di inti atom. Partikel pembawa interaksi kuat adalah gluon. Interaksi

lemah berperan dalam koreksi susunan inti atom ringan yang memi-

liki perbandingan proton dan neutron yang tidak sama (keadaan tidak

stabil) untuk mendapatkan komposisi yang sama (keadaan stabil). Un-

tuk melakukan hal tersebut inti atom ringan melakukan peluruhan beta

dengan partikel pembawa interaksinya W− (Griffith, 2008).

Model standar fisika partikel merupakan teori yang digunakan

untuk menjelaskan interaksi antar partikel. Model standar menggam-

barkan tiga dari empat interaksi dasar yang ada, yaitu interaksi lemah,

interaksi kuat dan interaksi elektromagnet. Beberapa keberhasilan mo-

del standar antara lain dapat memprediksi partikel Higgs dan memp-

rediksikan massa W± sebesar 82 ± 2 GeV serta massa Z0 sebesar

1
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92 ± 2 GeV. Pada 1983, Carlo dengan grupnya Rubbia dalam ekspe-

rimennya telah menemukan massa dari W± sebesar 80,403 ± 0,029

GeV dan massa Z0 sebesar 91,188 ± 0,002 GeV dimana nilai massa

tersebut mendekati nilai yang telah diprediksikan oleh model standar

(Griffith, 2008). Keberadaan partikel Higgs dibuktikan dengan hasil

eksperimen di LHC (Large Hadron Collider) oleh tim ATLAS pada ta-

hun 2012 yang melaporkan adanya pertikel baru dengan massa sekitar

125 GeV yang kemudian dikonfirmasi sebagai partikel Higgs (ATLAS

Collaboration, 2012).

Meskipun model standar telah menunjukkan keberhasilan besar,

model standar tidak mampu menjelaskan berbagai persoalan yang mun-

cul. Beberapa persoalan tersebut antara lain, model standar tidak bisa

menjelaskan konsep massa neutrino, adanya ketidakseimbangan anta-

ra jumlah patikel dan antipartikel di alam semesta, hirarki massa dari

tiga generasi lepton dan quark. Selain itu, tidak ada partikel di model

standar yang dapat menjelaskan keberadaan materi gelap (Panuluh dan

Satriawan, 2016).

Salah satu kelemahan model standar yaitu tidak bisa menjelaskan

tentang keberadaan materi gelap. Materi gelap merupakan salah satu

materi pembentuk alam semesta sebesar 20 persen, 75 persen energi

gelap dan 5 persen barion (Griffith, 2008). Untuk mendapatkan par-

tikel kandidat materi gelap tersebut perlu dibangun model lain selain

Model Standar, salah satunya adalah model simetri kiri-kanan. Da-

lam model standar hanya ada partikel sektor kiri saja dan pada model

simetri kiri-kanan akan ditambahkan partikel sektor kanan.

Model simetri kiri-kanan dikenalkan pertama kali oleh Pati

dan Salam (1974), Mohapatra dan Pati (1975) yang kemudian dikem-

bangkan Senjanovic dan Mohapatra (1975). Terdapat beberapa mo-
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del simetri kiri-kanan, salah satunya model simetri kiri-kanan minimal.

Model ini berdasarkan pada grup tera SU(3)C×SU(2)L×SU(2)R×
U(1)Y . Oleh karena itu, pada skripsi ini akan dilakukan kajian tentang

kandidat materi gelap pada model simetri kiri-kanan minimal dengan

menambahkan partikel neutrino sektor kanan (νR), satu doublet Hig-

gs (φR) dan triplet Higgs (∆Ldan∆R). Adanya penambahan partikel

sektor kanan diharapkan akan menjadi partikel masif sebagai kandi-

dat materi gelap, sedangkan penambahan triplet Higgs bertujuan untuk

membangkitkan massa neutrino ringan dan masif di dua sektor terse-

but.

B. Rumusan Masalah

1. Bagaimana potensial Higgs pada Model Simetri Kiri-Kanan

Minimal?

2. Bagaimana massa skalar doublet dan triplet Higgs pada

Model Simetri Kiri-Kanan Minimal?

3. Bagaimana persamaan lagrangian Yukawa pada Model

Simetri Kiri-Kanan Minimal?

4. Bagaimana massa partikel lepton bermuatan dan quark pada

Model Simetri Kiri-Kanan Minimal?

5. Bagaimana massa partikel kandidat materi gelap yang

dihasilkan pada Model Simetri Kiri-Kanan Minimal?

C. Tujuan Penelitian

1. Untuk mendapatkan potensial Higgs pada Model Simetri

Kiri-Kanan Minimal

2. Untuk mendapatkan massa skalar doublet dan triplet Higgs
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pada Model Simetri Kiri-Kanan Minimal

3. Untuk mendapatkan persamaan lagrangian Yukawa pada Model

Simetri Kiri-Kanan Minimal

4. Untuk mendapatkan massa partikel lepton bermuatan dan quark

pada Model Simetri Kiri-Kanan Minimal

5. Untuk mendapatkan massa partikel kandidat materi gelap yang

dihasilkan pada Model Simetri Kiri-Kanan Minimal

D. Manfaat Penelitian

Penelitian ini di harapkan memberi manfaat sebagai berikut :

1. Bagi pembaca

Mampu memberikan gambaran analisis secara matematis terkait

dengan massa dua doublet Higgs, massa dua triplet Higges,

massa elektron, massa quark-up, massa quark-down, bentuk

lagrangian suku massa neutrino, serta massa neutrino ringan

dan berat di dua sektor yang dihasilkan pada model simetri

kiri-kanan minimal.

2. Bagi Institusi

Mampu menambah perbendaharaan ilmu pengetahuan dan seba-

gai sumber bacaan referensi terkait fisika teori di Perpustakaan

Universitas Islam Negeri Walisongo Semarang.

3. Bagi Peneliti

a. Mampu melatih konsep berfikir secara analisis dan sistematis

terkait fisika teoritis khsusnya bidang fisika partikel.

b. Mampu memberikan motivasi belajar pada peneliti mengenai

kajian fisika teoritis.
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E. Batasan Masalah

Permasalahan yang dikaji dibatasi pada hal-hal berikut :

1. Menambahkan partikel neutrino sektor kanan (νR),

satu doublet Higgs (φR) dan triplet Higgs

(∆Ldan∆R).

2. Menggunakan satuan alamiah (~ = c = 1).

3. Penelitian yang dilakukan hanya untuk generasi pertama pada

Model Standar.

F. Kajian Pustaka

Pada pertengahan tahun 1960-an, Higgs memprediksi adanya par-

tikel Higgs dalam Model Standar Fisika Partikel. Model Standar telah

mencapai kesuksesan besar di fisika partikel, namun ada beberapa fe-

nomena yang tidak dapat dijelaskan sehingga diperlukan model baru

untuk menyelesaikan permasalahan ini.

Pati dan Mohapatra pada tahun 1975 dalam jurnalnya yang ber-

judul Naturally Left-Right Symmetry memperkenalkan model simetri

kiri-kanan yang menjadi awal dari simetri kiri-kanan yang berkembang

hingga saat ini.

Senjanovic pada tahun 2016 dalam jurnalnya yang berjudul Is

Left-Right Symmetry the Key menjelaskan model simetri kiri-kanan

berdasar grup tera SU(2)L × SU(2)R × U(1)BL dengan tambahan

satu bidublet Higgs dan dua triplet Higgs. Dalam makalah ini dida-

patkan massa Dirac dan massa Majorana dari neutrino.
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Dev, Mohapatra dan Zhang pada tahun 2016 dalam jurnal yang

berjudl Naturally Stable Right-Handed Neutrino Dark Matter menje-

laskan mengenai matriks massa untuk tiap jenis fermion dengan model

simetri kiri-kanan berdasar grup tera SU(3)C ×SU(2)L×SU(2)R×
U(1)YL × U(1)YR dengan tambahan dua singlet Higgs, satu singlet

Higgs dan dua triplet Higgs. Penambahan tersebut menghasilkan ma-

teri gelap yang bertahan lama dengan memberikan perusakan lemah

diatas simetri Z2. Model ini juga memprediksi adanya partikel ber-

warna yang beumur panjang yang dapat dibuktikan pada eksperimen

mendatang di LHC (Large Hadron Collider).

Setyadi dan Satriawan pada tahun 2017 dalam jurnalnya yang ber-

judul Pembangkitan Massa Partikel Pada Model Simetri Kiri-Kanan

Alami dengan Tambahan Bilangan Kuantum Global menjelaskan meng-

enai matriks massa untuk tiap jenis fermion dengan model alami baru

simetri kiri-kanan berdasar grup tera SU(2)L × SU(2)R × U(1)I de-

ngan tambahan dua singlet fermion dan bilangan kuantum global.

Adam, Ferdiyan dan Satriawan pada tahun 2019 dalam jurnalnya

yang berjudul A New Left-Right Symmetry Model dengan menambahk-

an dua leptoquark dan L-R dualismenya untuk membangkitkan asime-

tri nomer barion dan memfasilitasi peluruhan partikel L-R. Didapatkan

dua nilai yang berbeda dari massa neutrino.

G. Metode Penelitian

Penelitian dalam skripsi ini merupakan penelitian teori yang dila-

kukan menggunakan metode kajian teoritis mengenai massa kandidat

materi gelap pada model simetri kiri-kanan minimal berdasarkan grup
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tera SU(3)C×SU(2)L×SU(2)R×U(1)Y . Adapun tahap-tahap yang

dilakukan adalah sebagai berikut :

a. Mempelajari teori model standar.

b. Mempelajari model simetri kiri-kanan minimal.

c. Mempelajari materi gelap.

d. Mengkonstruksi partikel-partikel yang ada pada penelitian.

e. Mengkonstruksi suku-suku yang mungkin muncul pada persamaan

potensial Higgs.

f. Menghitung massa doublet boson Higgs.

g. Menghitung massa triplet boson Higgs.

h. Mengkostruksi suku-suku yang mungkin muncul pada persamaan

lagrangian Yukawa.

i. Menghitung massa elektron, up, down di dua sektor.

j. Menghitung massa neutrino ringan dan berat.

k. Menentukan kandidat materi gelap pada model simetri kiri-kanan

minimal.

H. Sistematika Penulisan Skripsi

Skripsi ini ditulis dalam 5 Bab dengan penjelasan berikut :

BAB I PENDAHULUAN

Mengemukakan latar belakang masalah, rumusan masalah, tu-

juan penelitian, manfaat penelitian, sistematika penulisan, serta penje-

lasan mengenai metode pelaksanaan penelitian.

BAB II KAJIAN TEORI

Mengemukakan penelitian terdahulu, landasan teori tentang si-
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metri dan transformasi tera, perusakan simetri serta massa dari boson

Higgs.

BAB III MODEL STANDAR FISIKA PARTIKEL DAN MATERI GE-

LAP (DARK MATTER)

Menampilkan tinjauan model standar yang diawali dengan pe-

ngenalan partikel dasar, dilanjutkan teori elektro-lemah , massa boson

tera hingga sampai pada massa lepton dan fermion serta dilanjutkan

mekanisme seesaw.

BAB IV HASIL DAN PEMBAHASAN

Menampilkan tinjauan model simetri kiri-kanan minimal yang

diawali dengan pengenalan partikel yang digunakan, pengkonstruksi-

an suku-suku yang mungkin pada potensial Higgs, penghitungan mas-

sa boson Higgs, pengkonstruksian suku-suku yang mungkin pada la-

grangian Yukawa, penghitungan massa elektron, up, down sektor kiri

(ringan) dan sektor kanan (berat) serta penghitungan massa neutrino di

dua sektor tersebut.

BAB V PENUTUP

Memberikan kesimpulan dan saran yang membangun untuk

penelitian selanjutnya.
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BAB II

SIMETRI DAN TRANSFORMASI TERA

Simetri secara umum memiliki arti proporsional, harmoni serta

keindahan bentuk. Istilah simetri pertama kali dalam aljabar muncul

pada akhir abad ke-18 yang berarti invariansi suatu fungsi terhadap

pertukaran koefisien dalam persamaan tertentu (Setyoko, 2019). Mak-

na simetri dalam matematika dan fisika diartikan sebagai invariansi

suatu sistem terhadap berbagai macam transformasi (Rosyid, 2017).

Simetri dibedakan menjadi dua, yaitu simetri eksternal dan simetri in-

ternal. Simetri eksternal berkaitan dengan invariansi hukum-hukum

fisika terhadap perpindahan sembarang pengamat dalam ruang waktu.

Sedangkan simetri internal berkaitan dengan invariansi hukum-hukum

fisika terhadap transformasi yang tidak terkait ruang maupun waktu.

Cara untuk membuat keinvarian teori fisika ini adalah dengan mela-

kukan transformasi tera. Kumpulan dari beberapa transformasi terten-

tu umumnya akan membentuk suatu grup (Setyoko, 2019).

Kata tera menurut Kamus Besar Bahasa Indonesia adalah peru-

bahan panjang atau perubahan peneraan (kalibrasi). Teori tera meru-

pakan teori medan yang mensyaratkan Lagrangian tera invarian terha-

dap transformasi lokal. Subjek yang ditransformasi merupakan besaran-

besaran fisis tertentu yang menyebabkan lagrangiannya invarian se-

hingga dapat dikatakan bahwa penerapan besaran fisis tidak mengubah

sistem lagrangian (Setyoko, 2019).

Transfomasi tera ada yang bersifat global dan lokal. Transfoma-

si tera global adalah transfomasi yang parameternya tidak bergantung

terhadap perubahan ruang-waktu, sedangkan transformasi tera lokal

adalah transformasi yang parameternya bergantung terhadap perubah-

10
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an ruang-waktu. Transformasi tera membentuk grup simetri. Teori

tera memiliki banyak tampilan untuk menggambarkan interaksi funda-

mental di alam. Interaksi elektromagnetik dalam ruang waktu empat

dimensi diwakili oleh grup simetri U(1). Interaksi lemah dan inte-

raksi kuat dalam ruang waktu empat dimensi diwakili oleh grup sime-

tri SU(2) dan SU(3), kedua grup ini adalah grup uniter non-Abelian

(Setyoko, 2019).

A. Simetri Lokal Abelian U(1) : QED

Grup uniter U(1) merupakan grup Lie abelian yang dikelompokk-

an berdasarkan muatannya. Quantum Electrodynamics (QED) ada-

lah teori kuantum tentang interaksi partikel bermuatan (Collins, dkk,

1989). Lagrangian untuk satu fermion bebas bermassa m yaitu :

L = iψ̄(x)γµ∂µψ(x)−mψ̄(x)ψ(x) (2.1)

dengan mensubstitusikan persamaan (2.1) ke dalam persamaan Euler

Lagrange diperoleh :

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0 (2.2)

Persamaan (2.2) merupakan persamaan Dirac denganψ(x) adalah med-

an spinor, ∂µ = ∂
∂xµ , dan γµ adalah matriks Dirac.

Persamaa (2.1) akan dibuat invarian terhadap transformasi tera

lokal U(1) dengan cara mentransformasikan :

ψ(x)→ e−iθ(x)ψ(x) dan ψ̄(x) −→ eiθ(x)ψ̄(x). (2.3)

dimana θ(x) merupakan parameter transformasi tera yang bergantung
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pada koordinat ruang-waktu. Jika persamaan (2.3) disubstitusikan ke

persamaan (2.1) akan diperoleh hasil (Pembuktian pada lampiaran A.I):

L′ = ψ̄′(x) (iγµ∂µ −m)ψ′(x)

= L+ ψ̄(x)γµ∂µθ(x)ψ(x)

= L+ jµ(x)∂µθ(x)

(2.4)

dimana jµ merupakan vektor arus current vektor yang dibawa oleh fer-

mion. Suku kedua pada ruas kanan persamaan (2.4) menyebabkan la-

grangian persamaan (2.1) tidak invarian. Agar menjadi invarian, suku

derivatif ∂µ harus diganti dengan suku derivatif kovarian Dµ dimana :

Dµ ≡ ∂µ − ieAµ (2.5)

dengan Aµ merupakan medan vektor tera berspin 1 yang disebut seba-

gai foton. Suku Aµ akan bertransformasi menjadi :

Aµ(x)→ Aµ(x) +
1

e
∂µθ(x) ≡ A′µ(x) (2.6)

sehingga suku derivatif kovariannya akan bertransformasi menjadi (Pem-

buktian pada lampiran A.II) :

Dµψ(x)→ (Dµψ(x))′ = D′µψ
′(x) ≡ U(Dµψ(x)) (2.7)

Apabila suku derivatif (∂µ) diganti dengan suku derivatif kovarian (Dµ)

dan persamaan (2.2) dan (2.6) disubstitusikan kedalam persamaan (2.1),

maka persamaan lagrangiannya akan menjadi (Pembuktian pada lam-
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piran A.III) :

L′
= iψ̄(x)

′
γµD

′
µψ

′
(x)−mψ̄(x)

′
ψ

′
(x)

= iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ + ejµAµ
(2.8)

Suku kedua dari persamaan (2.8) merupakan suku interaksi dari

medan boson tera Aµ (dikenal sebagai foton) dengan medan partikel

Dirac (ψ). Agar medan tera Aµ memiliki arti fisis, maka persamaan

(2.8) harus ditambahkan suku kinetik yang mengandung suku turunan

Aµ untuk medan tera-nya. Suku yang paling sederhana adalah :

LAµ = −1

4
FµνF

µν (2.9)

dimana Fµν merupakan tensor field-strength yang dapat dituliskan se-

bagai :

Fµν = ∂µAν − ∂µAµ (2.10)

Jika persamaan (2.8) dan (2.9) digabungkan, maka akan diperoleh la-

grangian untuk QED, yaitu :

LQED = iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ + eψ̄Aµψ −
1

4
FµνF

µν

= ψ̄(x)(iγµ∂µ −m)ψ(x)− 1

4
FµνF

µν
(2.11)

Suku massa boson tera 1
2m

2AµA
µ tidak muncul dalam Lagra-

ngian karena tidak invarian terhadap transformasi tera lokal dan ini

menunjukkan bahwa medan tera yang dikenal dengan foton tidak ber-

massa (Hanzel dan Martin, 1984).
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B. Simetri Lokal Non-Abelian SU(2)-Model Yang-Mills

Tahun 1954, Yang dan Mills mengusulkan bahwa teori tera elek-

tromgnetik U(1) dapat digeneralisasikan menjadi teori tera untuk in-

teraksi lemah dan Yang-Mills memilih grup SU(2) sebagai perluasan

grup U(1) yang digeneralisasikan (Wijaya, 2012). Grup SU(2) meru-

pakan grup tera fisika partikel yang mewakili interaksi lemah. Istilah

SU(2) sendiri berarti bahwa grup tersebut Spesial (berdimensi 1) dan

Uniter dengan matriks 2× 2 (Setyoko, 2019). Sekarang dikenalkan ψ

dan ψ̄ yang merupakan doublet untuk medan Dirac.

ψ =

(
ψ1

ψ2

)
, ψ̄ =

(
ψ̄1 ψ̄2

)
(2.12)

Lagrangian persamaan (2.1) yang berisi doublet ψ dan ψ̄ akan dibuat

invarian terhadap transformasi tera lokal SU(2) dengan cara mentran-

sformasikan :

ψ(x)→ e−i
σj

2
θj(x)ψ(x) = Uψ(x) ≡ ψ′

(x) (2.13)

ψ̄(x)→ ei
σj

2
θj(x)ψ̄(x) = U−1ψ̄(x) ≡ ψ̄′

(x) (2.14)

dimana σj (j = 1, 2, 3) merupakan ketiga matriks Pauli 2 × 2 dan θj

merupakan parameter transformasi tera pada grup SU(2). Sama se-

perti pada simetri grup lokal U(1), agar invarian terhadap simetri lo-

kal SU(2), suku derivatif harus diganti dengan suku derivatif kovarian

yang didefnisikan :

Dµ ≡ ∂µ − igAµ (2.15)

dengan Aµ =
∑3

j=1A
j
µ
σj

2 adalah tiga medan vektor tera dan g adalah

konstanta kopling grup SU(2). Suku derivatif kovarian (2.14) harus
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memenuhi sifat seperti derivatif kovarian pada QED sebagai berikut :

(Dµψ(x))
′

= D
′
µψ

′
(x) = U(Dµψ(x)) (2.16)

Persamaan (2.13), (2.14), dan (2.16) digunakan untuk mencari tran-

sformasi Aµ menjadi A′µ sebagai berikut (Pembuktian pada lampiran

A.IV):

A′µ = UAµU
−1 − i

g2
(∂µU)U−1 (2.17)

Untuk kasus transformasi kecil sekali (infinitesimal transformation, θ

≈ 0) :

U = e−iθ ≈ 1− iθ + ...

U−1 = eiθ ≈ 1 + iθ + ... (2.18)

dimana θ =
∑3

j=1 θ
j σj

2 = ~θ.~σ2 , sehingga persamaan (2.17) dapat ditu-

liskan kembali menjadi (Pembuktian pada lampiran A.V) :

A′µ = Aµ − i [θ,Aµ]− 1

g2
∂µθ (2.19)

Dengan menggunakan relasi
[
σi

2 ,
σj

2

]
= iεjkl

σk

2 , dimana εjkl meru-

pakan simbol Levi-Civita (permutasi), persamaan (2.19) dapat ditu-

liskan kembali menjadi :

Ai
′
µ = Aiµ + εjklθ

jAlµ −
1

g
∂µθ

i (2.20)

Sama seperti kasus QED, harus didefinisikan suku kinetik untuk med-

an tera-nya. Suku yang paling sederhana adalah (Pembuktian pada
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lampiran A.VI) :

LAµ = −1

2
Tr(Fµν .Fµν)

=
3∑
i=1

−1

4
F iµνF

jµν
(2.21)

Sehinga sekarang lagangian untuk model Yang-Mills dapat dituliskan

sebagai :

LY−M = ψ̄(x)(iγµDµ −m)ψx− 1

2
(FµνFµν)

= ψ̄(x)(iγµDµ −m)ψx−
3∑
i=1

1

4
F iµνF

jµν
(2.22)

dengan F iµν tensor gauge field-strength yang dituliskan sebagai :

F iµν = ∂µA
j
ν − ∂µAjµ + g2εjklA

k
µA

l
ν (2.23)

C. Perusakan Simetri Spontan

Perusakan simetri secara spontan pada model standar dilakukan

dengan memperkenalkan medan Higgs sehingga partikel dapat mem-

peroleh massa. Bentuk potensial skalar dalam model standar ditun-

jukkan sebagai berikut :

V (φ) =
1

2
µ2φ2 +

1

4
λφ4 (2.24)
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sehingga lagrangian diberikan oleh :

L = T − V

=
1

2
(∂µφ)2 − (

1

2
µ2φ2 +

1

4
λφ4)

=
1

2
(∂µφ)2 − 1

2
µ2φ2 − 1

4
λφ4

(2.25)

dengan λ > 0. Terdapat dua kemungkinan bentuk potensial untuk

syarat massa µ2 adalah positif dan negatif (Hanzel dan Martin, 1984),

yaitu :

a. untuk µ2 > 0

Kasus ini menggambarkan medan skalar dengan massa µ dan

suku φ4 menunjukkan interaksi 4 partikel dengan konstanta ko-

pling λ serta keadaan vakum berada pada φ = 0 dan simetri di φ

seperti yang ditunjukkan oleh gambar dibawah ini :

Gambar II.1: Potensial Higgs untuk µ2 > 0 (Sari, 2018)
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b. untuk µ2 < 0

Kasus ini, lagrangian (2.24) akan memiliki suku massa dengan

tanda yang salah dimana tanda relatif suku φ2 dan energi kine-

tik T positif (seharusnya negatif). Tidak seperti kasus (a), pada

kasus (b) potensialnya memiliki dua nilai minimum yang meme-

nuhi :
∂V

∂φ
= φ(µ2 + λφ2) = 0 (2.26)

terletak pada (Pembuktian pada lampiran A.VII) :

φ = ±ν dengan ν =

√
−µ2

λ
atau µ2 = −λν2

(2.27)

Gambar II.2: Potensial Higgs untuk µ2 < 0 (Sari, 2018)

Nilai φ = 0 bukanlah keadaan dengan energi minimum, melainkan

keadaan tidak stabil (gambar II.2). Keadaan tersebut dapat bergeser

ke salah satu dari dua keadaan minimum lainnya, dimana φ = +ν

atau φ = −ν merupakan keadaan dasar sebenarnya. Namun jika kita

memilih satu dari keadaan ini akan merusak simetri.
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D. Massa Boson Higgs

Massa boson Higgs dapat dibangkitkan dengan cara melakukan

ekspansi disekitar nilai minimum φ = +ν atau φ = −ν, bentuk eks-

pansinya sebagai berikut :

φ =

(
φ+

φ0

)
=

1√
2

(
0

ν + h

)
(2.28)

dengan φ+ =
(φ1 + iφ2)√

2

φ0 =
(φ3 + iφ4)√

2

Dengan mensbstitusikan persamaan (2.27) ke persamaan (2.25), po-

tensial Higgs menjadi (Pembuktian pada lampiran A.VIII) :

V (φ) =
1

2
µ2φ2 +

1

4
λφ4

=
1

2
µ2ν2 + µ2νh+

1

2
µ2h2 +

1

4
λν4 + λν3h+

3

2
λν2h2

+ λνh3 +
1

4
λh4

(2.29)

dengan µ2 = −λν2, persamaan (2.29) menjadi (Pembuktian pada lam-

piran A.IX) :

V (φ) = −λν
4

2
+ λν2h2 + λνh3 +

1

4
λh4 (2.30)
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Sehingga persamaan (2.25) menjadi :

L =
1

2
(∂µh)2 +

λν4

2
− λν2h2 − λνh3 − 1

4
λh4 (2.31)

Dari persamaan (2.30) didapat suku-suku yang mengandung h2

merupakan suku massa Higgs, suku-suku yang mengandung h3 meru-

pakan suku interaksi 3 partikel dengan konstanta kopling λ dan suku-

suku yang mengandung h4 merupakan suku interaksi 4 partikel dengan

konstanta kopling λ. Setelah suku-suku yang mengandung h2 pada

persamaan (2.29) dibandingkan dengan suku massa 1
2m

2φ2, dipero-

leh massa bagi boson Higgs sebagai berikut (Pembuktian pada lampira

A.X) :

mh =
√

2λν2 =
√
−2µ2 (2.32)
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BAB III

MODEL STANDAR FISIKA PARTIKEL DAN MATERI
GELAP (DARK MATTER)

Glashow pada tahun 1961 telah menyatukan interaksi elektro-

magnetik dengan interaksi lemah berdasarkan grup tera SU(2)L ×
U(1)Y , kemudian Weinberg dan Salam menunjukkan bagaimana bo-

son tera lemah mendapatkan massanya (Collins, dkk, 1989) sehing-

ga model ini dikenal dengan model GWS (Glashow-Weinberg-Salam).

Model Standar Fisika Partikel adalah teori yang telah dapat menya-

tukan interaksi elektromagnetik dengan interaksi lemah ditambah de-

ngan interaksi kuat berdasarkan grup tera SU(3)C×SU(2)L×U(1)Y .

Model ini didukung dengan eksperimen yang menemukan boson tera

lemah yaitu W± dan Z0 pada tahun 1983.

A. Teori Elektro-Lemah SU(2)× U(1)

Lagrangian Dirac pada persamaan (2.1) setelah disisipi operator

proyeksi menjadi :

LD = iψ̄γµ∂µ(PL + PR)ψ −mψ̄(PL + PR)ψ

= iψ̄Rγ
µ∂µψL + iψ̄Lγ

µ∂µψR −mψ̄RψL −mψ̄LψR
(3.1)

dengan ψL mewakili fermion doublet dan ψR mewakili fermion singlet

seperti ditunjukkan pada tabel III.1. Operator proyeksi didefinisikan

sebagai berikut :

PR,L ≡
1

2
(1± γ5) (3.2)

22
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Tabel III.1: Klasifikasi Fermion
Partikel Singlet Doublet

Lepton e−R lL =

(
νe
e−

)
L

Quark uR, dR qL =

(
u
d

)
R

dengan R adalah partikel right-handed dan L adalah partikel left-handed.

Operator proyeksi ini memiliki beberapa sifat yaitu :

P 2
L = 1 PRψ = ψR ψ̄PR = ψ̄L

P 2
R = 1 PLψ = ψL ψ̄PL = ψ̄R

(3.3)

Lagrangian Dirac persamaan (3.1) akan dibuat invarian terhadap tran-

sformasi tera lokal SU(2)L×U(1)Y dengan cara mentransformasikan

:

ψL(x) → ψ′L = eiα(x)Ti+iβ(x)Y ψL

ψR(x) → ψ′R = eiβ(x)Y ψR

ψ̄L(x) → ψ̄′L = e−iα(x)Ti−iβ(x)Y ψ̄L(x)

ψ̄R(x) → ψ̄′R = eiβ(x)Y ψ̄R(x)

(3.4)

Suku derivatif ∂µ pada persamaan (3.1) kemudian diganti dengan

suku derivatif kovarian Dµ yang didefinisikan :

Dµ ≡ ∂µ + igTiW
i
µ + ig′Bµ

Y

2
(3.5)

dengan g dan g′ adalah konstanta kopling untuk SU(2) dan U(1). W i
µ

danBµ adalah medan vektor tera untuk SU(2) dan U(1). Ti dan Y ada-

lah generator dari SU(2) dan U(1). Ti didefinisikan sebagai Ti = 1
2σi
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Tabel III.2: Fermion Generasi Pertama dan Bilangan Kuantum
Hypercharge

Lepton T T3 Q Y Quark T T3 Q Y
νe

1
2

1
2 0 -1 uL

1
2

1
2

2
3

1
3

e−L
1
2 −1

2 -1 -1 dL
1
2 −1

2 −1
3

1
3

uR 0 0 2
3

4
3

e−R 0 0 -1 -2 dR 0 0 −1
3 −2

3

dengan σi adalah tiga matriks Pauli. Perlu didefinisikan suatu persa-

maan yang menggabungkan generator U(1) dengan operator muatan

Q. Persamaan tersebut yaitu persamaan Gelman - Nisijhima (Collins,

dkk, 1989) :

Q = T3 +
Y

2
(3.6)

denan Q, T3 dan Y untuk medan fermion ditunjukkan pada tabel III.2.

Sehingga lagrangian invarian tera untuk interaksi elektro-lemah SU(2)L×
U(1)Y adalah :

LD = ψ̄Lγ
µ

(
i∂µ − g

σi
2
W i
µ − g′

Y

2
Bµ

)
ψL + ψ̄Rγ

µ

(
i∂µ − g′

Y

2
Bµ

)
ψR

− 1

4
W i
µνW

µν
i −

1

4
BµνB

µν

(3.7)

dengan medan vektor baru W i
µν dan Bµ dituliskan sebagai berikut :

W i
µ ≡ ∂µW i

ν − ∂νW i
µ − gεijkW j

µW
k
ν (3.8)

Bµν ≡ ∂µBν − ∂νBµ (3.9)
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B. Massa Boson Tera

Pembangkitan massa boson tera pada teori elektro-lemah harus

menggunakan mekanisme Higgs. Massa boson tera dapat diperoleh

dengan meninjau suku pertama Lagrangian Klein-Gordon yang invari-

an terhadap simetri SU(2)L × U(1)Y berikut :

LK−G =

∣∣∣∣(∂µ + igσiW
i
µ + ig′

Y

2
Bµ

)
φ

∣∣∣∣2 − V (φ) (3.10)

dipilih nilai harap vakum φ0 yaitu :

φ0 =
1√
2

(
0

ν

)
(3.11)

Persamaan (3.11) disubstitusikan ke persamaan (3.10), sehinggaLK−G
menjadi :

LK−G ⊃

∣∣∣∣∣
(
∂µ + igσiW

i
µ + ig′

Y

2
Bµ

)
1√
2

(
0

ν

)∣∣∣∣∣
2

, (3.12)

dengan hasil perkalian σiW i
µ = σ1W 1

µ + σ2W 2
µ + σ3W 3

µ adalah :

σiW i
µ =

(
W 3
µ W 1

µ − iW 2
µ

W 1
µ + iW 2

µ −W 3
µ

)
.

Sehingga persamaan (3.12) dituliskan kembali menjadi (Pembuktian

pada lampiran B.I) :

LK−G ⊃
ν2

8

(
g2[(W 1

µ)2 + (W 2
µ)2]

)
+
ν2

8
(g2W 3µW 3

µ

− 2gg′W 3µBµ + g′2BµBµ)

(3.13)
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dengan (
(W 1

µ)2 + (W 2
µ)2
)

= 2(W+
µ W

−
µ ). (3.14)

Persamaan (3.14) disubstitusikan ke persamaan (3.13) dan dapat ditulis

menjadi (Pembuktian pada lampiran B.II) :

LK−G ⊃
(gν

2

)2
(W+

µ W
−
µ ) +

ν2

8

(
W 3
µ Bµ

)
M

(
W 3µ

Bµ

)
(3.15)

dengan matriks M yaitu :

M =

(
g2 −gg′

−gg′ g′2

)
(3.16)

Suku pertama persamaan (3.15) menunjukkan massa boson W

sebagai berikut :

MW =
gν

2
(3.17)

MatriksM pada persamaan (3.16) akan diagonalisasi dengan cara tran-

sformasi similar :

S†MS (3.18)

Kemudian dicari matriks pendiagonal S, didapatkan :

S =
1√

g2 + g′2

(
g g′

−g′ g

)
. (3.19)

Dengan demikian matriks yang sudah terdiagonalisasi adalah (Pem-

buktian pada lampiran B.III) :

S†MS =

(
g2 + g′2 0

0 0

)
(3.20)
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Agar suku kedua dari persamaan (3.15) tidak berubah, maka ma-

triks S†MS pada persamaan (3.20) harus dikalikan matriks S dari kiri

dan matriks S† dari kanan, sehingga suku kedua persamaan (3.15) akan

menjadi (Pembuktian pada lampiran B.IV) :

LK−G ⊃
ν2

8(g2 + g′2)

(
gW 3

µ − g′Bµ g′W 3
µ + gBµ

)
(
g2 + g′2 0

0 0

)(
gW 3µ − g′Bµ

g′W 3µ + gBµ

)

⊃ ν2

8

(
Zµ Aµ

)( g2 + g′2 0

0 0

)(
Zµ

Aµ

)

⊃ ν2

8

[
(g2 + g′2)ZµZ

µ + 0AµA
µ
]

(3.21)

Persamaan (3.21) menunjukkan adanya basis baru berupa Zµ dan Aµ,

yaitu :

Zµ =
gW 3

µ − g′Bµ√
g2 + g′2

Aµ =
g′W 3

µ + gBµ√
g2 + g′2

(3.22)

Berdasarkan suku pertama persamaan (3.21) didapatkan massa boson

tera netral Z0 sebagai berikut :

MZ =
ν

2

√
g2 + g′2 (3.23)

dan berdasarkan suku kedua persamaan (3.21) massa foton yaitu :

MA = 0 (3.24)
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Hasil yang telah diperoleh dapat dituliskan kembali dengan notasi

baru sebagai berikut :

g′

g
= tanθW

g′√
g2 + g′2

= sinθW

g√
g2 + g′2

= cosθW

(3.25)

dengan θW adalah sudut Weinberg (Weinberg angle). Ungkapan basis

baru Zµ dan Aµ pada persamaan (3.22) dapat dinyatakan dalam θW

sebagai berikut (Pembuktian pada lampiran B.V) :

Zµ = cosθWW
3
µ − sinθWBµ

Aµ = sinθWW
3
µ + cosθWBµ.

(3.26)

Kemudian dari persamaan (3.17) dan (3.23) akan didapatkan rasio mas-

sa W dan Z sebagai berikut :

MW

MZ
=

gν
2

ν
√
g2+g′2

2

=
g

g2 + g′2

= cosθW

(3.27)

C. Massa Fermion

Lagrangian Dirac pada persamaan (3.7) tidak dapat membang-

kitkan massa fermion, sehingga dibangun Lagrangian Yukawa. La-

grangian Yukawa merupakan interaksi antara boson Higgs dengan dua
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fermion. Bentuk Lagrangian Yukawa yang paling umum disajikan se-

bagai berikut :

LY = −G
(
ψ̄LφψR + ψ̄Rφ

†ψL

)
(3.28)

Pembangkitan massa elektron dilakukan dengan mensubstitusikan per-

samaan (2.28) ke persamaan (3.28) hingga lagrangian LY menjadi :

LY = −Ge[
(
ν̄e ē

)
L

1√
2

(
0

ν + h

)
eR

+ ēR
1√
2

(
0 ν + h

)( νe

e

)
L

]

= −Ge√
2
ν(ēLeR + ēReL)− Ge√

2
h(ēLeR + ēReL)

(3.29)

Berdasarka persamaman (3.29), didapatkan massa elektron :

me =
1√
2
Geν (3.30)

Pembangkitan massa quark dilakukan dengan cara yang sama. Hanya

saja doublet Higgs φ diganti dengan doublet Higgs baru φc, yaitu :

φc = −iσ2φ
∗ =

(
φ̄0

φ−

)
=

1√
2

(
ν + h

0

)
(3.31)
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Nilai φc disubstitusikan ke persamaan (3.28), sehingga lagrangian LY
menjadi (Pembuktian pada lampiran B.VI) :

LY = −Gd
(
ū d̄

)
L

1√
2

(
0

ν + h

)
dR

−Gu
(
ū d̄

)
L

(
ν + h

0

)
uR + h.c

= −Gd√
2
ν(d̄LdR + d̄RdL)− Gd√

2
h(d̄LdR + d̄RdL)

− Gu√
2
ν(ūLuR + ūRuL)− Gu√

2
h(ūLuR + ūRuL)

(3.32)

Massa quark up dan down berdasarkan persamaan (3.35) adalah :

mu =
1√
2
Guν dan md =

1√
2
Gdν (3.33)

D. Materi Gelap

Salah satu kelemahan model standar yaitu tidak bisa menjelask-

an tentang keberadaan materi gelap. Materi tersebut dikatakan "gelap"

karena hampir tidak memancarkan maupun menyerap radiasi elektro-

magnetik sehinga sulit untuk dideteksi keberadaannya. Materi gelap

merupakan salah satu materi pembentuk alam semesta sebesar 20 per-

sen, 75 persen energi gelap dan 5 persen barion (Griffith, 2008). Seba-

gian besar materi di alam semesta hadir dalam bentuk yang tidak dapat

dilihat sebagaimana telah dicantumkan sejak dulu dalam Al-Quran su-

rat Ar-Ra’d (13):2 ;

Artinya : “Allah-lah yang meninggikan langit tanpa tiang (sebagai-

mana) yang kamu lihat, kemudian Dia bersemayam di atas ’Arasy, dan
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menundukkan matahari dan bulan. masing-masing beredar hingga

waktu yang ditentukan. Allah mengatur urusan (makhluk-Nya), men-

jelaskan tanda-tanda (kebesaran-Nya), supaya kamu meyakini Perte-

muan (mu) dengan Tuhanmu” (Q.S. Ar-Ra’d : 2)

Ayat diatas mengungkapkan bahwa sebenarnya langit diciptakan

ada tiangnya, tetapi tidak dapat dilihat dengan mata kepala. Tiang ter-

sebut adalah daya-daya dan materi-materi yang diciptakan Allah SWT

dan hanya Allah SWT yang tahu maknanya. Dengan demikian ayat

ini menegaskan tentang kekuasaan Allah SWT dalam mengatur dan

mengendalikan alam raya (Shihab, 2002).

Beberapa bukti pendukung adanya materi gelap di alam semesta

ini antara lain :

1. Pengamatan Zwicky

Pada tahun 1933, astronom dari Swiss bernama Fritz Zwicky

mengukur kecepatan pergerakan galaksi-galaksi di gugus galaksi Co-

ma (menggunakan pergeseran Doppler) dan menngunakan informasi

tersebut untuk menentukan massa dari gugus galaksi Coma. Hasil pe-

nelitian Zwicky menyatakan bahwa massa gugus galaksi Coma 400

kali lebih besar dari jumlah keseluruhan massa bintang-bintang yang
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dapat terlihat di gugus galaksi Coma. Hal ini mengindikasikan adanya

materi yang tidak terlihat di gugus galaksi Coma (Griffith, 2008).

2. Pengamatan kurva rotasi galaksi

Kurva rotasi galaksi bisa didefinisikan sebagai kecepatan bintang-

bintang mengorbit pusat galaksi sebagai fungsi dari jarak bintang ter-

sebut terhadap pusat galaksi.

Gambar III.1: Kurva rotasi galaksi NCG 6503
(Gorbunov dan Rubakov, 2011)

Kurva diatas menunjukkan hubungan antara kecepatan dan jarak ga-

laksi NCG 6503. Hukum gravitasi umum Newton mengatakan bah-

wa untuk bintang-bintang yang bergerak menjauhi pusat galaksi ke-

cepatannya akan menurun, tetapi berdasarkan kurva diatas kecepatan

bintang-bintang tersebut semakin meningkat (Griffith, 2008). Hal ini-

lah yang mengindikasikan adanya sebuah materi bermassa diantara pu-

sat galaksi dan bintang-bintang tersebut yang turut berkontribusi terha-

dap meningkatnya kecepatan bintang-bintang tersebut.
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3. Pengamatan Bullet Cluster

Bullet Cluster terbentuk dari tumbukan dua gugus galaksi. Ha-

sil penelitian setelah tejadi tumbukan antar galaksi ditunjukkan pada

Gambar I.2.

Gambar III.2: Penelitian Bullet Cluster 1E0657-558
(Gorbunov dan Rubakov, 2011)

Gambar diatas menunjukkan persebaran gas panas dengan analisis sinar-

X menggunakan teleskop Chandra. Gas tersebut berisi 90 persen ba-

rion dari kedua gugus galaksi. Pusat massa galaksi setelah bertumbuk-

an tidak berada pada tengah-tengah galaksi (warna kuning kemerahan),

tetapi bergeser (warna biru)(Gorbunov dan Rubakov, 2011).

Beberapa hasil penelitian diatas telah menunjukkan bahwa ma-

teri gelap memang ada. Walaupun keberadaan materi gelap di alam

semesta sudah didukung dari beberapa hasil pengamatan, sifat dan ka-

rakteristik dari materi gelap belum diketahui secara pasti. Ada bebe-

rapa pendapat mengenai kemungkinan sifat-sifat yang dimiliki materi

gelap yaitu : partikel masif, sulit dideteksi, tidak berwarna dan tidak

bermuatan (Dev, dkk, 2016).

Sebagian besar materi gelap diisi oleh partikel non-barionik. Kan-

didat materi gelap non-barionik dapat dibagi menjadi dua kategori ber-
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dasarkan massa dan kecepatannya, yaitu : Hot Dark Matter (HDM)

dan Cold Dark Matter (CDM). CDM tersusun oleh partikel masif yang

diprkirakan bergerak dengan kecepatan relativistik, sedangkan HDM

terdiri dari partiel yang bermassa nol atau mendekati nol yang diperki-

rakan bergerak dengan kecepatan mendekati kecepatan cahaya. Kandi-

dat yang mugkin untuk HDM adalah neutron masif, sedangkan kandi-

dat utuk CDM adalah partikel yang disebut WIMP (Weakly Interacting

Massive Particle). Terdapat tiga partikel yang memungkinkan untuk

menjadi WIMP (Nath, 2018), yaitu :

1) Neutralion, partikel yang diperkirakan menyerupai neutrino tetapi

lebih berat dan lebih lambat.

2) Axion, partikel netral dengan massa 106 kali lebih ringan dari elek-

tron yang dihipotesa muncul sebagai solusi atas pelanggaran CP kuat.

3) Photinos, partner dari photon, menyerupai photon tetapi dengan spin
1
2 dengan massa 10 sampai 100 kali massa proton dan diprediksi oleh

supersimetri.

Materi gelap mungkin berisi dari salah satu dari partikel diatas atau ga-

bungannya bahkan dimungkinkan juga berisi banyak materi lain yang

belum diketahui.

E. Mekanisme Seesaw

Mekanisme seesaw merupakan suatu mekanisme yang digunak-

an untuk membangkitkan massa neutrino. Dalam memunculkan mas-

sa neutrino, mekanisme seesaw mempunyai dua konsep massa, yaitu

massa Dirac (ringan) dan massa Majorana (berat). Partikel Dirac ada-

lah partikel yang antipartikelnya tidak sama dengan partikelnya, se-

dangkan partikel Majorana adalah partikel yang antipartikelnya sama

dengan partikelnya. Karena neutrino bermuatan netral, antipartikel-
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nya adalah neutrino itu sendiri sehinnga neutrino menjadi anggota dari

partikel Majorana (Purwanto, 2005). Adapun lagrangian suku massa

Dirac untuk neutrino adalah

LD = −mD(ν̄LνR + ν̄RνL) (3.34)

Sedangkan lagrangian suku massa Majorana untuk neutrino adalah

LM = −1

2
mL
M (ν̄Lν

c
L + ν̄cLνL)− 1

2
mR
M (ν̄Rν

c
R + ν̄cRνR) (3.35)

Jika suku massa Dirac dan Majorana digabungkan akan menjadi ben-

tuk paling umum untuk lagrangian suku massa neutrino yaitu

LD+M = −mD(ν̄LνR + ν̄RνL)− 1

2
mL
M (ν̄Lν

c
L

+ ν̄cLνL)− 1

2
mR
M (ν̄Rν

c
R + ν̄cRνR) + h.c

(3.36)

Persamaan (3.36) dapat ditulis kembali dalam bentuk matriks yaitu

(Pembuktian pada lampiran B.VII) :

LD+M = −1

2

(
ν̄L ν̄cR

)
M

(
ν̄cL
νR

)
+ h.c (3.37)

dengan matriks M adalah :

M =

(
mL
M mD

mD mR
M

)
(3.38)

Ide yang mendasari mekanisme seesaw ini adalah penggabungan

suku massa Dirac dengan suku massa Majorana dengan asumsi seba-

gai berikut ini :
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1. Tidak ada suku left-handed Majorana.

mL
M = 0 (3.39)

2. Karena suku massa right-handed Majorana merusak kelestarian

bilangan lepton, diasumsikan bahwa bilangan lepton dilanggar

pada skala lebih besar dari skala elektro-lemah :

mR
M ≡MR � mD (3.40)

Berdasarkan kedua asumsi diatas, matriks massa kombinasi neutrino

Dirac dan Majorana (3.38) menjadi

MD+M =

(
0 mD

mD MR

)
(3.41)

Kemudian mencari swanilai dari matriks massa (3.41) dengan meng-

gunakan det |M −mI| = 0 dan memperoleh hasil (Pembuktian pada

lampiran B.VIII)

m1,2 =
MR ±

√
M2
R + 4m2

D

2
(3.42)

dengan asumsi MR � mD, maka diperoleh dua swanilai yaitu (Pem-

buktian pada lampiran B.IX)

m1 = MR , m2 = −
m2
D

MR
(3.43)

dengan m1 menunjukkan massa neutrino yang berat dan m2 menun-
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jukkan massa neutrino yang ringan.

Cara lain untuk mendapatkan swanilai yaitu dengan mencari ma-

triks S untuk mendiagonalisasi matriks MD+M persamaan (3.41), de-

ngan matriks S sebagai berikut :

S =
1√

M2
R +m2

D

(
mD MR

MR −mD

)
. (3.44)

F. Matriks Blok

Matriks adalah susunan bilangan-bilangan (kompleks atau real)

yang berbentuk persegi dan disusun berdasarkan aturan baris dan ko-

lom. Selanjutnya bilangan tersebut dinamakan entri dalam matriks.

Entri dari suatu matriks yang berada pada kolom ke−i dan baris ke−j
dinotasikan dengan aij (Ilhamsyah dan Fransiskus, 2017). Jenis-jenis

matriks diantaranya matriks persegi, matriks nol, matriks identitas, ma-

triks segitiga, matriks diagonal, matriks baris, matriks kolom, matriks

blok dan lain sebagainya.

Matriks blok atau matriks partisi adalah matriks uang dipartisi

atau diblok menjadi beberapa matriks yang ukurannya lebih kecil se-

hingga lebih mudah dioperasikan. Matriks-matriks yang ukurannya

lebih kecil hasil blok matriks disebut submatriks. Matriks blok yang

digunakan dalam skripsi ini adalah matriks persegi 4x4 yang diblok

atas dua baris dan dua kolom sub-sub matriks yang disebut matriks
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blok 2x2. Misalkan P adalah matriks 4x4

P =


a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

 (3.45)

dengan memisalkan

A =

[
a11 a12

a21 a22

]
, B =

[
a13 a14

a23 a24

]

C =

[
a31 a32

a41 a42

]
, D =

[
a33 a34

a43 a44

]

matris P persamaan (3.47) dapat dituliskan kembali menjadi :

P =

[
A B

C D

]
(3.46)



This page intentionally left blank



BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

A. Model Simetri Kiri-Kanan Minimal

Skripsi ini mengusulkan model simetri kiri-kanan minimal ber-

dasarkan grup tera SU(3)C × SU(2)L × SU(2)R × U(1)Y . Partikel

yang terdapat pada model ini dibagi menjadi dua sektor yaitu sektor

kiri dan sektor kanan seperti ditunjukkan pada tabel IV.1.

Pada sektor kiri terdiri dari partikel Model Standar, neutrino νR
dan triplet Higgs ∆L, sedangkan pada sektor kanan terdiri dari fer-

mion sektor kanan, doublet Higgs φR dan triplet Higgs ∆R. Tujuan

dari penambahan dua triplet Higgs (∆L dan ∆R) adalah untuk mem-

bangkitkan massa neutrino ringan dan masif, sedangkan penambahan

fermion sektor kanan diharapkan akan menjadi kandidat materi gelap

pada model ini (Dev, Mohapatra dan Zhang, 2016).

B. Potensial Higgs

Penambahan satu doublet Higgs sektor kanan (φR) dan dua

triplet Higgs (∆L dan ∆R) menyebabkan potensial Higgs model si-

metri kiri-kanan minimal berbeda dengan potensial Higgs pada Model

Standar. Potensial Higgs model simetri kiri-kanan minimal dituliskan

40
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Tabel IV.1: Fermion dan skalar sektor pada model simetri kiri-
kanan minimal beserta wakilan fundamentalnya

Left-Handed Wakilan Right-Handed Wakilan

QL =

(
u
d

)
L

(2, 1, 1
3 ) QR =

(
U
D

)
R

(1, 2, 1
3 )

uR (1, 1, 4
3 ) UL (1, 1, 4

3 )
dR (1, 1, - 2

3 ) DL (1, 1, - 2
3 )

lL =

(
ν
e

)
L

(2, 1, -1) lR =

(
N
E

)
R

(1, 2, -1)

νR (1, 1, 0) NL (1, 1, 0)
eR (1, 1, -2) EL (1, 1, -2)

φL =

(
φ+
L

φ0
L

)
(2, 1, 1) φR =

(
φ+
R

φ0
R

)
(1, 2, 1)

∆L =

 ∆+
L√
2

∆−+
L

∆0
L

−∆+
L√

2

 (3, 1, 0) ∆R =

 ∆+
R√
2

∆++
R

∆0
R

−∆+
R√

2

 (1, 3, 0)

sebagai berikut :

V =
1

2
µ2

1(φ†LφL) +
1

2
µ2

2(φ†RφR) +
1

2
µ2

3(∆†L∆L) +
1

2
µ2

4(∆†R∆R)

+
1

4
λ1(φ†LφL)2 +

1

4
λ2(φ†RφR)2 +

1

4
λ3(∆†L∆L)2 +

1

4
λ4(∆†R∆R)2

+
1

4
λ5(φ†LφLφ

†
RφR) +

1

4
λ6(∆†L∆L∆†R∆R) +

1

4
λ7(φ†LφL∆†L∆L)

+
1

4
λ8(φ†LφL∆†R∆R) +

1

4
λ9(φ†RφR∆†L∆L) +

1

4
λ10(φ†RφR∆†R∆R)

+
1

4
λ11(φ†L∆L∆†LφL) +

1

4
λ12(φ†R∆L∆†LφR) +

1

4
λ13(φ†L∆R∆†RφL)

+
1

4
λ14(φ†R∆R∆†RφR)

(4.1)
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Bentuk nilai harap vakum medan skalar φL, φR, ∆L dan ∆R masing-

masing didefinisikan sebagai berikut (Senjanovic dan Mohapatra, 1979):

φL =
1√
2

(
0

νL

)
(4.2)

φR =
1√
2

(
0

νR

)
(4.3)

∆L =
1√
2

(
0 0

ωL 0

)
=

1√
2

(
0 0

0 0

)
(4.4)

∆R =
1√
2

(
0 0

ωR 0

)
(4.5)

dengan νL, νR, ωL dan ωR masing-masing adalah nilai harap vakum

bagi medan skalar φL, φR, ∆L dan ∆R. Dengan mensubstitusikan

persamaan (4.2), (4.3), (4.4) dan (4.5) pada persamaan (4.1), maka

potensial Higgs menjadi (Pembuktian pada lampiran C.I) :

V =
1

2
µ2

1ν
2
L +

1

2
µ2

2ν
2
R +

1

2
µ2

4ω
2
R +

1

2
λ1ν

4
L +

1

2
λ2ν

4
R +

1

2
λ2

4ω
4
R

+
1

2
λ2

5ν
2
Lν

2
R +

1

2
(λ8 + λ12)ν2

Lω
2
R +

1

2
(λ10 + λ14)ν2

Rω
2
R

(4.6)

Nilai ekstremum dari masing-masing medan skalar didapatkan

dengan cara menurunkan potensial Higgs pada persamaan (4.6) terha-
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dap masing-masing medan skalar

∂V

∂νL
= 0

∂V

∂νR
= 0

∂V

∂ωL
= 0

∂V

∂ωR
= 0

(4.7)

didapatkan nilai vakum dari masing-masing medan skalar (Pembukti-

an pada lampiran C.II) :

νL =

√
−(µ2

1 + 1
2λ5ν2

R + 1
2(λ8 + λ12)ω2

R)

λ1
(4.8)

νR =

√
−(µ2

2 + 1
2λ5ν2

L + 1
2(λ10 + λ14)ω2

R)

λ2
(4.9)

ωL = 0 (4.10)

ωR =

√
−(µ2

4 + 1
2(λ8 + λ12)ν2

L + 1
2(λ10 + λ14)ν2

R)

λ4
(4.11)
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C. Massa Medan Skalar

Massa medan skalar φL, φR, ∆L dan ∆R dapat dibangkitkan

dengan cara melakukan ekspansi disekitar nilai harap vakum masing-

masing medan skalar. Bentuk ekspansinya adalah sebagai berikut :

φL =
1√
2

(
0

νL + hφL

)
(4.12)

φR =
1√
2

(
0

νR + hφR

)
(4.13)

∆L =
1√
2

(
0 0

h∆L
0

)
(4.14)

∆R =
1√
2

(
0 0

ωR + h∆R
0

)
(4.15)

Persamaan (4.12), (4.13), (4.14) dan (4.15) disubstitusi ke persama-

an (4.1), sehingga potensial Higgs model simetri kiri-kanan minimal

menjadi (Pembuktian pada lampiran C.III) :

V =
1

2
µ2

1ν
2
L + µ2

1νLhφL +
1

2
µ2

1h
2
φL

+
1

2
µ2

2ν
2
R + µ2

2νRhφR +
1

2
µ2

2h
2
φR

+
1

2
µ2

3h
2
∆L

+
1

2
µ2

4ω
2
R + µ2

4ωRh∆R
+

1

2
µ2

4h
2
∆R

+
1

4
λ1ν

4
L + λ1ν

3
LhφL +

3

2
λ1ν

2
Lh

2
φL

+ λ1νLh
3
φL

+
1

4
λ1h

4
φL

+
1

4
λ2ν

4
R + λ2ν

3
RhφR +

3

2
λ2ν

2
Rh

2
φR

+ λ2νRh
3
φR

+
1

4
λ2h

4
φR

+
1

4
λ3h

2
∆L

+
1

4
λ4ω

4
R + λ4ω

3
Rh∆R

+
3

2
λ4ω

2
Rh

2
∆R

+ λ4ωRh
3
∆R

+
1

4
λ4h

4
∆R
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+
1

4
λ5ν

2
Lν

2
R +

1

2
λ5ν

2
LνRhφR +

1

4
λ5ν

2
Lh

2
φR

+
1

2
λ5νLν

2
RhφL

+ λ5νLνRhφLhφR +
1

2
λ5νLhφLh

2
φR

+
1

4
λ5ν

2
Rh

2
φL

+
1

2
λ5νRhφRh

2
φL

+
1

4
λ5h

2
φL
h2
φR

+
1

4
λ6ω

2
Rh

2
∆L

+
1

2
λ6ωRh∆R

h2
∆L

+
1

4
λ6h

2
∆R
h2

∆L

+
1

4
(λ7 + λ11)ν2

Lh
2
∆L

+
1

2
(λ7 + λ11)νLhφLh

2
∆L

+
1

4
(λ7 + λ11)h2

φL
h2

∆L

+
1

4
(λ8 + λ12)ν2

Lω
2
R +

1

2
(λ8 + λ12)ν2

LωRh∆R
+

1

4
(λ8 + λ12)ν2

Lh
2
∆R

+
1

2
(λ8 + λ12)νLω

2
RhφL + (λ8 + λ12)νLωRhφLh∆R

+
1

2
(λ8 + λ12)νLhφLh

2
∆R

+
1

4
(λ8 + λ12)ω2

Rh
2
φL

+
1

2
(λ8 + λ12)ωRh∆R

h2
φL

+
1

4
(λ8 + λ12)h2

φL
h2

∆R

+
1

4
(λ9 + λ13)ν2

Rh
2
∆L

+
1

2
(λ9 + λ13)νRhφRh

2
∆L

+
1

4
(λ9 + λ13)h2

φL
h2

∆R

+
1

4
(λ10 + λ14)ν2

Rω
2
R +

1

2
(λ10 + λ14)ν2

RωRh∆R
+

1

4
(λ10 + λ14)ν2

Rh
2
∆R

+
1

2
(λ10 + λ14)νRω

2
RhφR + (λ10 + λ14)νRωRhφRh∆R

+
1

2
(λ10 + λ14)νRhφRh

2
∆R

+
1

4
(λ10 + λ14)ω2

Rh
2
φR

+
1

2
(λ10 + λ14)ωRh∆R

h2
φR

+
1

4
(λ10 + λ14)h2

φR
h2

∆R

(4.16)

Berdasarkan persamaan (4.16) didapatkan suku yang mengan-

dung h2 merupakan suku massa medan skalar, suku-suku yang meng-

andung h3 merupakan suku interaksi 3 partikel dengan konstanta ko-

pling λ dan suku-suku yang mengandung h4 merupakan suku interaksi

4 partikel dengan konstanta kopling λ. Setelah itu, dipilih suku-suku

yang mengandung h2. Dari suku-suku yang mengandung h2 hanya di-

ambil suku yang mengandung h2
φL

, h2
φR

, h2
∆L

, h2
∆R

, sedangkan suku
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massa campuran hφLhφR , hφLh∆L
, hφLh∆R

, hφRh∆L
, hφRh∆R

dan

h∆L
h∆R

diabaikan. Suku-suku yang mengandung h2
φL

, h2
φR

, h2
∆L

,

h2
∆R

yaitu :

h2
φL

[
1

2
µ2

1 +
3

2
λ1ν

2
L +

1

4
λ5ν

2
R +

1

4
(λ8 + λ12)ω2

R

]
(4.17)

h2
φR

[
1

2
µ2

2 +
3

2
λ2ν

2
R +

1

4
λ5ν

2
L +

1

4
(λ10 + λ14)ω2

R

]
(4.18)

h2
∆L

[
1

2
µ2

3 +
1

4
λ6ω

2
R +

1

4
(λ7 + λ11) ν2

L +
1

4
(λ9 + λ13) ν2

R

]
(4.19)

h2
∆R

[
1

2
µ2

4 +
3

2
λ4ω

2
R +

1

4
(λ8 + λ12) ν2

L +
1

4
(λ10 + λ14) ν2

R

]
(4.20)

Massa medan skalar φL, φR, ∆L dan ∆R diperoleh dengan mem-

bandingkan suku massa partikel 1
2m

2h2 dengan suku massa medan

skalar persamaan (4.17), (4.18), (4.19), (4.20) dan didapatkan massa

masing-masing medan skalar sebagai berikut (Pembuktian pada lam-

piran C.IV):

mφL =
√

2λ1ν2
L (4.21)

mφR =
√

2λ2ν2
R (4.22)

m∆L
=

√
µ2

3 +
1

2
λ6ω2

R +
1

2
(λ7 + λ11) ν2

L +
1

2
(λ9 + λ13) ν2

R

(4.23)

m∆R
=
√

2λ4ω2
R (4.24)

Jika diasumsikan bahwa ωL = 0 dan νL � νR � ωR, maka mas-

sa medan skalar ∆L lebih besar dari massa medan skalar ∆R, massa

medan skalar ∆R lebih besar dari massa medan skalar φR dan mas-



47

sa medan skalar φR lebih besar dari massa medan skalar φL (m∆L
>

m∆R
> mφR > mφL).

D. Lagrangian Yukawa

Suku yang memungkinkan pada Lagrangian Yukawa pada mo-

del simetri kiri-kanan minimal didapatkan dengan mengalikan wakil-

an fundamental masing-masing partikel pada tabel IV.1. Contoh suku-

suku yang mungkin muncul pada lagrangian Yukawa model simetri

kiri-kanan minimal adalah sebagai berikut :

l̄LφLeR = (2∗, 1∗, 1)(2, 1, 1)(1, 1,−2) = (1, 1, 0)

Suku-suku yang lainnya dapat dilihat pada lampiran (C.V). Jika se-

mua suku digabungkan akan diperoleh bentuk Lagrangian Yukawa pa-

da model simetri kiri-kanan minimal sebagai berikut :

LY = −G1 l̄LφLeR −G2ēRφ
†
LlL −G3Q̄LφLdR −G4d̄Rφ

†
LQL

−G5Q̄RφRDL −G6D̄Lφ
†
RQR −G7 l̄RφREL −G8ĒLφ

†
RlR

−G9Q̄Lφ
c
LuR −G10ūR(φcL)†QL −G11 l̄Lφ

c
LνR

−G12ν̄R(φcL)†lL −G13Q̄Rφ
c
RUL −G14ŪL(φcR)†QR

−G15 l̄Rφ
c
RNL −G16N̄L(φcR)†lR −G17ν̄R∆LNL

−G18N̄L∆LνR −G19ν̄R∆RNL −G20N̄L∆RνR

(4.25)

dengan Gi, i = 1, 2, 3, ..., 20 adalah tetapan kopling Yukawa.
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E. Massa Fermion Sektor Kiri dan Sektor Kanan

Massa fermion diperoleh melalui suku-suku pada Lagrangian Yu-

kawa. Pada model simetri kiri-kanan minimal ini, akan didapatkan

massa fermion dalam dua sektor, yaitu sektor kiri dan sektor kanan.

Pada sektor kiri didapatkan massa me,mu dan md, sedangkan pada

sektor kanan didapatkan massa massa mE ,mU dan mD.

Suku-suku yang dapat membangkitkan massa elektron berdasark-

an persamaan (4.25) yaitu :

LY e = −G1 l̄LφLeR−G2ēRφ
†
LlL−G7 l̄RφREL−G8ĒLφ

†
RlR (4.26)

dengan G1 = G2 = Ge dan G7 = G8 = GE . Medan skalar φL
dan φR mengambil nilai harap vakum seperti pada persamaan (4.2)

dan (4.3). Kemudian nilai ekspansi disekitar VEV medan skalar φL
dan φR yang bentuk ekspansinya seperti persamaan (4.12) dan (4.13)

disubstitsikan, sehingga persamaan (4.26) berubah menjadi (Pembuk-

tian pada lampiran C.VI) :

LY e = −Ge√
2
νL(ēLeR + ēReL)− Ge√

2
hφL(ēLeR + ēReL)

− GE√
2
νR(ĒREL + ĒLER)− GE√

2
hφR(ĒREL + ĒLER)

(4.27)

Suku kedua persamaan (4.27) menunjukkan interaksi antara elek-

tron sektor kiri dengan medan skalar φL dan suku keempat menunjukk-

an interaksi antara elektron sektor kanan dengan medan skalar φR. Se-

dangkan suku pertama persamaan (4.27) menunjukkan massa elektron

pada sektor kiri (me) dan suku ketiga menunjukkan massa elektron



49

pada sektor kanan (mE) sebagai berikut :

me = −Ge√
2
νL (4.28)

mE = −Ge√
2
νR (4.29)

Diasumsikan bahwa νL < νR, maka massa elektron sektor kiri (me)

lebih ringan dari massa elektron sektor kanan (mE).

Berdasarkan persamaan (4.25), suku-suku yang dapat membang-

kitkan massa partikel down yaitu :

LY d = −G3Q̄LφLdR −G4d̄Rφ
†
LQL −G5Q̄RφRDL −G6D̄Lφ

†
RQR

(4.30)

dengan G3 = G4 = Gd dan G5 = G6 = GD. Persamaan (4.12)

dan (4.13) kemudian disubstitusikan pada persamaan (4.30), sehingga

diperoleh lagrangian pembangkit massa down sebagai berikut (Pem-

buktian pada lampiran C.VII) :

LY d = −Gd√
2
νL(d̄LdR + d̄RdL)− Gd√

2
hφL(d̄LdR + d̄RdL)

− GD√
2
νR(D̄RDL + D̄LDR)− GD√

2
hφR(D̄RDL + D̄LDR)

(4.31)

Interaksi antara partikel down sektor kiri dengan medan skalar

φL dan interaksi antara partikel down sektor kanan dengan medan ska-

lar φR masing-masing ditunjukkan oleh suku kedua dan suku keempat

persamaan (4.31). Sedangkan massa partikel down sektor kiri (md)

dan massa partikel down sektor kanan (mD) ditunjukkan oleh suku

pertama dan suku ketiga persamaan (4.31) dengan massanya sebagai
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berikut :

md = −Gd√
2
νL (4.32)

mD = −GD√
2
νR (4.33)

Diasumsikan bahwa νL < νR, maka massa down sektor kiri (md) lebih

ringan dari massa down sektor kanan (mD).

Massa partikel up dapat dibangkitkan berdasarkan suku-suku pa-

da persamaan (4.25) yaitu :

LY u = −G9Q̄Lφ
c
LuR−G10ūR(φcL)†QL−G13Q̄Rφ

c
RUL−G14ŪL(φcR)†QR

(4.34)

dengan G9 = G10 = Gu dan G13 = G14 = GU . Pada pembangkitkan

massa quark-up diperkenalkan medan φcL dan φcR yang didefinisikan

dari medan φL dan φR, yaitu :

φcL = −iσ2φ
∗ =

(
φ̄0

φ−

)
L

=
1√
2

(
νL + hφL

0

)
(4.35)

φcR = −iσ2φ
∗ =

(
φ̄0

φ−

)
R

=
1√
2

(
νR + hφR

0

)
(4.36)

Persamaan (4.35) dan (4.36) disubstitusikan ke persamaan (4.34), se-

hingga didapatkan pembangkit massa up sebagai berikut (Pembuktian

pada lampiran C.VIII) :

LY u = −Gu√
2
νL(ūLuR + ūRuL)− Gu√

2
hφL(ūLuR + ūRuL)

− GU√
2
νR(ŪRUL + ŪLUR)− GU√

2
hφR(ŪRUL + ŪLUR)

(4.37)



51

Suku kedua persamaan (4.37) menunjukkan interaksi antara par-

tikel quark-up ringan dengan medan skalar φL dan suku keempat me-

nunjukkan interaksi antara partikel quark-up berat dengan medan ska-

lar φR. Berdasarkan suku pertama dan suku ketiga persamaan (4.37),

massa partikel up sektor kiri (mu) daan massa partikel up sektor kiri

(mU ) sebagai berikut :

mu = −Gu√
2
νL (4.38)

mU = −GU√
2
νR (4.39)

Diasumsikan bahwa νL < νR, maka massa up sektor kiri (mu) lebih

ringan dari massa up sektor kanan (mU ).

F. Massa Neutrino

Suku-suku yang dapat membangkitkan massa neutrino berdasark-

an persamaan (4.25) yaitu (Pembuktian pada lampiran C.IX) :

L = −G11 l̄Lφ
c
LνR −G12ν̄R(φcL)†lL −G15 l̄Rφ

c
RNL −G16N̄Lφ

c
RlR

−G17ν̄R∆LNL −G18N̄L∆LνR −G19ν̄R∆RNL −G20N̄L∆RνR

= −Gν√
2
νL(ν̄LνR + ν̄RνL)− Gν√

2
hφL(ν̄LνR + ν̄RνL)

− GN√
2
νR(N̄RNL + N̄LNR)− GN√

2
hφR(N̄RNL + N̄LNR)

− GNν√
2
h∆L

(ν̄RNL + N̄LνR)

− GNν√
2
ωR(ν̄RNL + N̄LνR)− GNν√

2
h∆L

(ν̄RNL + N̄LνR)

(4.40)
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dengan G11 = G12 = Gν , G15 = G16 = GN , G17 = G18 = G19 =

G20 = GNν yang merupakan konstanta kopling Yukawa. Persamaan

(4.40) dapat dituliskan menjadi ψ̄Mψ, dimanaψ = (νL, NR, NL, νR)T

(Adam, Akmal dan Mirza, 2019) sehingga persamaan (4.40) menjadi

(Pembuktian pada lampiran C.X) :

L = − 1√
2

(
ν̄L N̄R N̄L ν̄R

)
M


νL

NR

NL

νR

 (4.41)

dengan matriks M adalah

M =


0 0 0 GννL

0 0 GNνR 0

0 GNnuR 0 GNνωR

GννL 0 GNνωR 0

 (4.42)

Persamaan matriks M persamaan (4.42) berisikan sub matriks 2x2

seperti pada persamaan (3.48), sehingga matriks M dapat dituliskan

kembali menjadi

M =


[

0 0

0 0

] [
0 GννL

GNνR 0

]
[

0 GNνR

GννL 0

] [
0 GNνωR

GNνωR 0

]


=

(
[0] [mD][
mT
D

]
[mM ]

) (4.43)

Berdasarkan persamaan (3.45), akan didapatkan matriks diagonal ber-
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ikut

M = νT


GNG

T
ν νRνL

GNνωR
0 0 0

0 −GNG
T
ν νRνL

GNνωR
0 0

0 0 GNνωR 0

0 0 0 −GNνωR

 ν

(4.44)

dengan ν adalah matriks yang akan mendiagonalisasi submatriks dari

matriksM persamaan (4.43)

ν =


V1 0 0 0

0 V2 0 0

0 0 V3 0

0 0 0 V4

 (4.45)

V1 akan mendiagonalisasi matriks GNG
T
ν νRνL

GNνωR
. Karena dua matriks

blok pertama sama, sehingga V1 = V2. Begitupun untuk dua matriks

blok selanjutnya, sehingga V3 = V4 (Adam, Akmal dan Mirza, 2019).

Berdasarkan matriks diagonal (4.44) didapatkan dua massa neutrino

yaitu

mν = V T
1

GNG
T
ν νRνL

GNνωR
V1 (4.46)

mN = V T
3 GNνωRV3 (4.47)

mν bernilai sangat kecil karena diasumsikan νL � νR � ωR dan

ini menunjukkan massa neutrino yang ringan. Sedangkan mN bernilai

sangat besar dan menunjukkan massa neutrino masif yang mencapai

1014 GeV (Purwanto, 2005) .
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G. Neutrino Masif Sebagai Kandidat Materi Gelap

Terdapat beberapa partikel yang ditambahkan dalam model ini,

yaitu φR,∆L,∆R, E,D,U dan N . Sifat suatu partikel sebagai kandi-

dat materi gelap haruslah netral (tidak bermuatan). Berdasarkan ta-

bel IV.1, diantara partikel-patikel yang ditambahkan tersebut hanya

∆L,∆R dan N yang tidak bermuatan.

Selain tidak bermuatan, suatu partikel sebagai kandidat materi

gelap juga harus masif. Massa dari masing-masing partikel yang ne-

tral tersebut bergantung pada nilai νL, νR dan ωR. Berdasarkan asumsi

νL � νR � ωR dan GNν bernilai sangat besar, maka didapatkan

bahwa massa neutrino (N ) yang paling masif diantara partikel-partikel

netral lainnya. Neutrino masif inilah yang diperkirakan menjadi kan-

didat dari materi gelap.
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BAB V

PENUTUP

A. Kesimpulan

Berdasarkan penelitian yang peneliti lakukan, maka dapat di-

ambil kesimpulan sebagai berikut:

1. Bentuk persamaan potensial Higgs pada Model Simetri Kiri-

Kanan Minimal adalah

V =
1

2
µ2φ2 +

1

4
λφ4

=
1

2
µ2

1(φ†LφL) +
1

2
µ2

2(φ†RφR) +
1

2
µ2

3(∆†L∆L) +
1

2
µ2

4(∆†R∆R)

+
1

4
λ1(φ†LφL)2 +

1

4
λ2(φ†RφR)2 +

1

4
λ3(∆†L∆L)2 +

1

4
λ4(∆†R∆R)2

+
1

4
λ5(φ†LφLφ

†
RφR) +

1

4
λ6(∆†L∆L∆†R∆R) +

1

4
λ7(φ†LφL∆†L∆L)

+
1

4
λ8(φ†LφL∆†R∆R) +

1

4
λ9(φ†RφR∆†L∆L)

+
1

4
λ10(φ†RφR∆†R∆R) +

1

4
λ11(φ†L∆L∆†LφL)

+
1

4
λ12(φ†R∆L∆†LφR) +

1

4
λ13(φ†L∆R∆†RφL)

+
1

4
λ14(φ†R∆R∆†RφR)

2. Massa doublet Higgs (φL dan φR) serta triplet Higgs (∆L dan

∆R) pada Model Simetri Kiri-Kanan Minimal adalah

56
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mφL =
√

2λ1ν2
L

mφR =
√

2λ2ν2
R

m∆L
=

√
µ2

3 +
1

2
λ6ω2

R +
1

2
λ7ν2

L +
1

2
λ9ν2

R

m∆R
=
√

2λ4ω2
R

3. Bentuk Lagrangian Yukawa pada Model Simetri Kiri-Kanan Mi-

nimal adalah

LY = LY e + LY d + LY u + LY ν

= −Ge√
2
νL(ēLeR + ēReL)− GE√

2
νR(ĒREL + ĒLER)

− Gd√
2
νL(d̄LdR + d̄RdL)− GD√

2
νR(D̄RDL + D̄LDR)

− Gu√
2
νL(ūLuR + ūRuL)− GU√

2
νR(ŪRUL + ŪLUR)

− Gν√
2
νL(ν̄LνR + ν̄RνL)− GN√

2
νR(N̄RNL + N̄LNR)

− GNν√
2
ωR(ν̄RNL + N̄LνR)

4. Massa partikel lepton bermuatan dan quark generasi pertama pa-

da Model Simetri Kiri-Kanan Minimal adalah
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Jenis Partikel Partikel Massa Ringan Massa Berat
Lepton elektron (e) me = −Ge√

2
νL mE = −Ge√

2
νR

Quark up (u) mu = −Gu√
2
νL mU = −Gu√

2
νR

down (d) md = −Gd√
2
νL mD = −Gd√

2
νR

5. Massa neutrino yang dihasilkan dari mekanisme seesaw ada dua

yaitu :

mν = V T
1

GNG
T
ν νRνL

GNνωR
V1

mN = V T
3 GNνωRV3

mν bernilai sangat kecil karena diasumsikan νL � νR � ωR

dan ini menunjukkan massa neutrino yang ringan. Sedangkan

mN bernilai sangat besar dan menunjukkan massa neutrino ma-

sif yang mencapai 1014 GeV. Neutrino masif inilah yang diper-

kirakan menjadi kandidat dari materi gelap.

B. Saran

Skripsi ini terbatas dalam menyajikan massa kandidat materi gelap

dalam Model Simetri Kiri-Kanan Minimal dan hanya pada partikel ge-

nerasi pertama. Untuk pengembangan selanjutnya perlu juga di bahas

massa kandidat materi gelap dalam model simetri yang lebih luas dan

tidak hanya terbatas pada partikel generasi pertama.
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LAMPIRAN A

Pembuktian Rumus di Bab II

Lampiran A.I

Pembuktian persamaan (2.4)

L′
= ieiθ(x)ψ̄(x)γµ∂µ(e−iθ(x)ψ(x))−meiθ(x)ψ̄(x)e−iθ(x)ψ(x)

= iψ̄(x)γµ∂µψ(x) + ψ̄(x)γµ∂µθ(x)ψ(x)−mψ̄(x)ψ(x)

= L+ ψ̄(x)γµ∂µθ(x)ψ(x)

= L+ jµ(x)∂µθ(x)

Lampiran A.II

Pembuktian persamaan (2.7)

Dµψ(x)→ (Dµψ(x))′ = D′µψ
′(x)

= (∂µ − ieA
′
µ(x))(e−iθ(x)ψ(x))

= (∂µ − ie(Aµ(x) +
1

e
∂µθ(x)))(e−iθ(x)ψ(x))

= (∂µ − ieAµ(x) + i∂µθ(x))e−iθ(x)ψ(x)

= (∂µe
−iθ(x)ψ(x))− ieAµ(x)e−iθ(x)ψ(x)

+ i(∂µθ(x))e−iθ(x)ψ(x)

= −ie−iθ(x)ψ(x)∂µθ(x) + e−iθ(x)∂µψ(x)

− ieAµ(x)e−iθ(x)ψ(x) + i(∂µθ(x))e−iθ(x)ψ(x)

= e−iθ(x)(∂µ − ieAµ)ψ(x)

= e−iθ(x)(Dµψ(x)) ≡ U(Dµψ(x))
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Lampiran A.III

Pembuktian persamaan (2.8)

L(ψ̄(x), Dµψ(x), ψ(x))→ L′
(ψ̄(x)

′
, D

′
µψ

′
(x), ψ

′
(x))

L′
= iψ̄(x)

′
γµD

′
µψ

′
(x)−mψ̄(x)

′
ψ

′
(x)

= ieiθ(x)ψ̄(x)γµe−iθ(x)Dµψ(x)

−meiθ(x)ψ̄(x)e−iθ(x)ψ(x)

= ieiθ(x)ψ̄(x)γµe−iθ(x)(∂µ − ie(Aµ(x))ψ(x)

−meiθ(x)ψ̄(x)e−iθ(x)ψ(x)

= iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ + eψ̄γµψAµ

= iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ + ejµAµ

Lampiran A.IV

Pembuktian memperoleh transformasi ~Aµ menjadi ~A
′
µ pada persama-

an (2.17)

D
′
µψ

′
(x) = U(Dµψ(x))

(∂µ − igA′µ)Uψ(x) = U [(∂µ − igAµ)ψ(x)]

(∂µUψ(x))− igA′µUψ(x) = U(∂µψ(x)− igAµψ(x))

(∂µU)ψ(x) + U∂µψ(x)− igA′µUψ(x) = U∂µψ(x)− ig2UAµψ(x)

Dengan mengalikan kedua ruas dengan U−1 dari kanan, persamaan

menjadi :

(∂µ)U−1 − igA′µUU
−1 = ig2UAµU

−1

A′µ = UAµU
−1 +

1

ig2
(∂µU)U−1

A′µ = UAµU
−1 − i

g2
(∂µU)U−1
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Lampiran A.V

Pembuktian memperoleh persamaan (2.19)

A′µ = UAµU
−1 − i

g2
(∂µU)U−1

= (1− iθ)Aµ(1 + iθ)− i

g2
[∂µ(1− iθ)](1 + iθ)

= ( ~Aµ − iθ ~Aµ)(1 + iθ)− i

g2
[(∂µ(1)− i∂µθ)(1 + iθ)

= Aµ − iθAµ + iAµθ + Aµθ
2 − i

g2
[(−i∂µθ) + (θ∂µθ)]

= Aµ − i [θ,Aµ]− 1

g2
∂µθ

Lampiran A.VI

Pembuktian memperoleh persamaan (2.21)

LAµ = −1

2
Tr(FµνF

µν)

= −1

2
Tr

 3∑
i,j=1

σi

2
F iµν

σj

2
F jµν


= −1

2

3∑
i,j=1

(
F iµνF

jµν
)
Tr

(
σi

2

σj

2

)

= −1

2

3∑
i,j=1

(
F iµνF

jµν
)(1

2
δij
)

=

3∑
i=1

−1

4
F iµνF

jµν
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Lampiran A.VII

Pembuktian memperoleh persamaan (2.27)

∂V

∂φ
= 0

∂
(

1
2µ

2 + 1
4λφ

4
)

∂φ
= 0

φµ2 + λφ3 = 0

φ(µ2 + λφ2 = 0

µ2 + λν2 = 0

−λν2 = µ2

dengan ν =

√
−µ

2

λ

Lampiran A.VIII

Pembuktian hasil pers.(2.29)

V (φ) =
1

2
µ2φ2 +

1

4
λφ4

=
1

2
µ2(φ†φ) +

1

4
λ(φ†φ)2

=
1

2
µ2
(

0 ν + h
)( 0

ν + h

)
+

1

4
λ

[(
0 ν + h

)( 0

ν + h

)]2

=
1

2
µ2(ν + h)2 +

1

4
λ(ν + h)4

=
1

2
µ2(ν2 + 2νh+ h2) +

1

4
λ(ν4 + 4ν3h+ 6ν2h2 + 4νh3 + h4)

=
1

2
µ2ν2 + µ2νh+

1

2
µ2h2 +

1

4
λν4 + λν3h+

3

2
λν2h2 + λνh3 +

1

4
λh4
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Lampiran A.IX

Pembuktian hasil pers.(2.30)

V (φ) =
1

2
µ2ν2 + µ2νh+

1

2
µ2h2 +

1

4
λν4 + λν3h+

3

2
λν2h2

+ λνh3 +
1

4
λh4

=
1

2
(−λν2)ν2 + (−λν2)νh+

1

2
(−λν2)h2 +

1

4
λν4 + λν3h

+
3

2
λν2h2 + λνh3 +

1

4
λh4

= −λν
4

2
− λν3h− λν2h2

2
+

1

4
λν4 + λν3h+

3

2
λν2h2

+ λνh3 +
1

4
λh4

= −λν
4

2
+ λν2h2 + λνh3 +

1

4
λh4

Lampiran A.X

Pembuktian hasil pers.(2.32)

Dari persamaan (2.29) diambil suku-suku yang mengandng h2 :

h2(
1

2
µ2 +

3

2
λν2)

1

2
m2h2 = h2(

1

2
µ2 +

3

2
λν2)

m2
h = µ2 + 3λν2

= −λν2 + 3λν2

= 2λν2

mh =
√

2λν2



LAMPIRAN B

Pembuktian Rumus di Bab III

Lampiran B.I

Pembuktian hasil pers.(3.14)

LK−G ⊃

∣∣∣∣∣
(
∂µ + igσiW

i
µ + ig′

Y

2
Bµ

)
1√
2

(
0

ν

)∣∣∣∣∣
2

⊃

∣∣∣∣∣
(
∂µ + igσiW

i
µ + ig′

Y

2
Bµ

)
1√
2

(
0

ν

)∣∣∣∣∣
2

⊃ |[

(
∂µ 0

0 ∂µ

)
+ i

g

2

(
W 3
µ W 1

µ − iW 2
µ

W 1
µ + iW 2

µ −W 3
µ

)

+ i
g′

2

(
Bµ 0

0 Bµ

)
]

1√
2

(
0

ν

)
|2

⊃

∣∣∣∣∣
[(

∂µ 0

0 ∂µ

)
+
i

2

(
gW 3

µ + g′Bµ gW 1
µ − igW 2

µ

gW 1
µ + igW 2

µ −gW 3
µ + g′Bµ

)]
1√
2

(
0

ν

)∣∣∣∣∣
2

⊃

∣∣∣∣∣
[(

∂µ 0

0 ∂µ

)
+
i

2

(
gW 3

µ + g′Bµ gW 1
µ − igW 2

µ

gW 1
µ + igW 2

µ −gW 3
µ + g′Bµ

)]
1√
2

(
0

ν

)∣∣∣∣∣
2

⊃ ν2

8

(
gW 1µ + igW 2µ −gW 3µ + g′Bµ

)( gW 1
µ − igW 2

µ

−gW 3
µ + g′Bµ

)

⊃ ν2

8
[(gW 1µ + igW 2µ)(gW 1

µ − igW 2
µ)

+ (−gW 3µ + g′Bµ)(−gW 3
µ + g′Bµ)]
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⊃ ν2

8
[(g2W 1µW 1

µ − ig2W 1µW 2
µ + ig2W 2µW 1

µ + g2W 2µW 2
µ)

+ (g2W 3µW 3
µ − gg′W 3µBµ − gg′BµW 3

µ + g′2BµBµ)]

⊃ ν2

8
(g2[(W 1

µ)2 + (W 2
µ)2] + [g2W 3µW 3

µ − 2gg′W 3µBµ + g′2BµBµ])

Lampiran B.II

Pembuktian hasil pers.(3.16)∣∣∣∣∣ i

2
√

2

(
(gW 1

µ − igW 2
µ)ν

(−gW 3
µ + g′Bµ)ν

)∣∣∣∣∣
2

=
ν2

8
(g2[(W 1

µ)2 + (W 2
µ)2] + [g2W 3µW 3

µ − 2gg′W 3µBµ + g′2BµBµ])

=
ν2g2

8
[(W 1

µ)2 + (W 2
µ)2]

+
ν2

8

(
W 3
µ Bµ

)( g2 −gg′

−gg′ g′2

)(
W 3µ

Bµ

)

=
ν2g2

8
[2(W+

µ W
−
µ )] +

ν2

8

(
W 3
µ Bµ

)( g2 −gg′

−gg′ g′2

)(
W 3µ

Bµ

)

=
ν2g2

4
(W+

µ W
−
µ ) +

ν2

8

(
W 3
µ Bµ

)( g2 −gg′

−gg′ g′2

)(
W 3µ

Bµ

)

=
(gν

2

)2
(W+

µ W
−
µ ) +

ν2

8

(
W 3
µ Bµ

)( g2 −gg′

−gg′ g′2

)(
W 3µ

Bµ

)
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Lampiran B.III

Pembuktian hasil pers.(3.21)

S†MS =
1√

g2 + g′2

(
g −g′

g′ g

)(
g2 −gg′

−gg′ g′2

)
1√

g2 + g′2

(
g g′

−g′ g

)

=
1

g2 + g′2

(
g −g′

g′ g

)(
g3 + gg′2 g2g′ − g2g′

−g2g′ − g′3 −gg′2 + gg′2

)

=
1

g2 + g′2

(
g −g′

g′ g

)(
g3 + gg′2 0

−g2g′ − g′3 0

)

=
1

g2 + g′2

(
g4 + g2g′2 + g2g′2 + g′4 0

g3g′ + gg′3 − g3g′ − gg′3 0

)

=
1

g2 + g′2

(
g4 + g2g′2 + g2g′2 + g′4 0

0 0

)

=
1

g2 + g′2

(
(g2 + g′2)2 0

0 0

)

=

(
g2 + g′2 0

0 0

)
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Lampiran B.IV

Pembuktian hasil pers.(3.22)

ν2

8

(
W 3
µ Bµ

)( g2 −gg′

−gg′ g′2

)(
W 3µ

Bµ

)

=
ν2

8

(
W 3
µ Bµ

)
SS†MSS†

(
W 3µ

Bµ

)

=
ν2

8

(
W 3
µ Bµ

) 1√
g2 + g′2

(
g g′

−g′ g

)
(
g2 + g′2 0

0 0

)
1√

g2 + g′2

(
g −g′

g′ g

)(
W 3µ

Bµ

)

=
ν2

8(g2 + g′2)

(
W 3
µ Bµ

)( g g′

−g′ g

)(
g2 + g′2 0

0 0

)
(

g −g′

g′ g

)(
W 3µ

Bµ

)

=
ν2

8(g2 + g′2)

(
gW 3

µ − g′Bµ g′W 3
µ + gBµ

)( g2 + g′2 0

0 0

)
(
gW 3µ − g′Bµ

g′W 3µ + gBµ

)

=
ν2

8

(
Zµ Aµ

)( g2 + g′2 0

0 0

)(
Zµ

Aµ

)

=
ν2

8

[
(g2 + g′2)ZµZ

µ + 0AµA
µ
]
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Lampiran B.V

Pembuktian hasil pers.(3.27)

Zµ =
gW 3

µ − g′Bµ√
g2 + g′2

=
gW 3

µ√
g2 + g′2

− g′Bµ√
g2 + g′2

= cosθWW
3
µ − sinθWBµ

Aµ =
g′W 3

µ + gBµ√
g2 + g′2

=
g′W 3

µ√
g2 + g′2

− gBµ√
g2 + g′2

= sinθWW
3
µ + cosθWBµ

Lampiran B.VI

Pembuktian hasil pers.(3.32)

LY = −Gd
(
ū d̄

)
L

(
φ+

φ0

)
dR −Gu

(
ū d̄

)
L

(
φ̄0

φ−

)
uR + h.c

= −Gd
(
ū d̄

)
L

1√
2

(
0

ν + h

)
dR

−Gdd̄R
1√
2

(
0 ν + h

)( u

d

)
L

−Gu
(
ū d̄

)
L

1√
2

(
ν + h

0

)
uR

−GuūR
1√
2

(
ν + h 0

)( u

d

)
L
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= −Gd√
2
d̄L(ν + h)dR −

Gd√
2
d̄R(ν + h)dL

− Gu√
2
ūL(ν + h)uR −

Gu√
2
ūR(ν + h)uL

= −Gd√
2
ν(d̄LdR + d̄RdL)− Gd√

2
h(d̄LdR + d̄RdL)

− Gu√
2
νL(ūLuR + ūRuL)− Gu√

2
h(ūLuR + ūRuL)

Lampiran B.VII

Pembuktian hasil pers.(3.37)

LD+M = −mD(ν̄LνR + ν̄RνL)− 1

2
mL
M (ν̄Lν

c
L

+ ν̄cLνL)− 1

2
mR
M (ν̄Rν

c
R + ν̄cRνR) + h.c

= −1

2

(
ν̄L ν̄cR

)( a11 a12

a21 a22

)(
νcL
νR

)
+ h.c

= −1

2

(
ν̄L ν̄cR

)( a11 a12

a21 a22

)(
νcL
νR

)

− 1

2

(
ν̄cL ν̄R

)( a11 a12

a21 a22

)(
νL

νcR

)

= −1

2

(
ν̄L ν̄cR

)( a11ν
c
L a12νR

a21ν
c
L a22νR

)

− 1

2

(
ν̄cL ν̄R

)( a11νL a12ν
c
R

a21νL a22ν
c
R

)
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= −1

2

(
a11ν

c
Lν̄L a12νRν̄L

a21ν
c
Lν̄

c
R a22νRν̄

c
R

)
− 1

2

(
a11νLν̄

c
L a12ν

c
Rν̄

c
L

a21νLν̄R a22ν
c
Rν̄R

)

= −1

2

(
a11 (νcLν̄L + νLν̄

c
L) a12 (νRν̄L + νcRν̄

c
L)

a21 (νcLν̄
c
R + νLν̄R) a22 (νRν̄

c
R + νcRν̄R)

)
Persamaan diatas dibandingkan dengan persamaan (3.36), maka akan

didapatkan :

a11 = mL
M , a12 = mD , a21 = mD , a22 = mR

M

sehingga didapatkan matriks M persamaan (3.38)sebagai berikut :

M =

(
a11 a12

a21 a22

)

=

(
mL
M mD

mD mR
M

)

Lampiran B.VIII

Pembuktian hasil pers.(3.42)

det |M −mI| = 0

det

∣∣∣∣∣ 0−m mD

mD MR −m

)
= 0

−m(MR −m)−m2
D = 0

m2 −MRm−m2
D = 0
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Swanilai didapat dengan menggunakan rumus abc beikut :

m1,2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

=
−(−MR)±

√
(−MR)2 − 4.1.m2

D

2.1

=
MR ±

√
M2
R + 4m2

D

2

Lampiran B.IX

Pembuktian hasil pers.(3.43)

m1 =
1

2
MR +

1

2

√
M2
R + 4m2

D

=
1

2
MR +

1

2

√
M2
R

(
1 +

4m2
D

M2
R

)

=
1

2
MR +

1

2
MR

√
1 +

4m2
D

M2
R

≈ 1

2
MR +

1

2
MR

(
1 +

2m2
D

M2
R

+ ...

)
≈ 1

2
MR +

1

2
MR +

m2
D

MR

≈MR +
m2
D

MR

≈MR
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m2 =
1

2
MR −

1

2

√
M2
R + 4m2

D

=
1

2
MR −

1

2

√
M2
R

(
1 +

4m2
D

M2
R

)

=
1

2
MR −

1

2
MR

√
1 +

4m2
D

M2
R

≈ 1

2
MR +

1

2
MR

(
1 +

2m2
D

M2
R

+ ...

)
≈ 1

2
MR −

1

2
MR −

m2
D

MR

≈ −
m2
D

MR



LAMPIRAN C

Pembuktian Rumus di Bab IV

Lampiran C.I

Pembuktian hasil pers. (4.6)

V =
1

2
µ2φ2 +

1

4
λφ4

=
1

2
µ2

1(φ†LφL) +
1

2
µ2

2(φ†RφR) +
1

2
µ2

3(∆†L∆L) +
1

2
µ2

4(∆†R∆R)

+
1

4
λ1(φ†LφL)2 +

1

4
λ2(φ†RφR)2 +

1

4
λ3(∆†L∆L)2 +

1

4
λ4(∆†R∆R)2

+
1

4
λ5(φ†LφLφ

†
RφR) +

1

4
λ6(∆†L∆L∆†R∆R) +

1

4
λ7(φ†LφL∆†L∆L)

+
1

4
λ8(φ†LφL∆†R∆R) +

1

4
λ9(φ†RφR∆†L∆L) +

1

4
λ10(φ†RφR∆†R∆R)

+
1

4
λ11(φ†L∆L∆†LφL) +

1

4
λ12(φ†R∆L∆†LφR) +

1

4
λ13(φ†L∆R∆†RφL)

+
1

4
λ14(φ†R∆R∆†RφR)

V =
1

2
µ2

1(φ†LφL) +
1

2
µ2

2(φ†RφR) +
1

2
µ2

3(∆†L∆L) +
1

2
µ2

4(∆†R∆R)

+
1

4
λ1(φ†LφL)2 +

1

4
λ2(φ†RφR)2 +

1

4
λ3(∆†L∆L)2 +

1

4
λ4(∆†R∆R)2

+
1

4
λ5(φ†LφLφ

†
RφR) +

1

4
λ6(∆†L∆L∆†R∆R) +

1

4
λ7(φ†LφL∆†L∆L)

+
1

4
λ8(φ†LφL∆†R∆R) +

1

4
λ9(φ†RφR∆†L∆L) +

1

4
λ10(φ†RφR∆†R∆R)

+
1

4
λ11(φ†L∆L∆†LφL) +

1

4
λ12(φ†R∆L∆†LφR) +

1

4
λ13(φ†L∆R∆†RφL)

+
1

4
λ14(φ†R∆R∆†RφR)

78
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=
1

2
µ2

1

(
0 νL

)( 0

νL

)
+

1

2
µ2

2

(
0 νR

) ( 0

νR

)

+
1

2
µ2

3

(
0 0

0 0

)(
0 0

0 0

)
+

1

2
µ2

4

(
0 ωR

0 0

)(
0 0

ωR 0

)

+
1

4
λ1

[(
0 νL

)( 0

νL

)]2

+
1

4
λ2

[(
0 νR

) ( 0

νR

)]2

+
1

4
λ3

[(
0 0

0 0

)(
0 0

0 0

)]2

+
1

4
λ4

[(
0 ωR

0 0

)(
0 0

ωR 0

)]2

+
1

4
λ5

[(
0 νL

)( 0

νL

)(
0 νR

) ( 0

νR

)]

+
1

4
λ6

[(
0 0

0 0

)(
0 0

0 0

)(
0 ωR

0 0

)(
0 0

ωR 0

)]

+
1

4
λ7

[(
0 νL

)( 0

νL

)(
0 0

0 0

)(
0 0

0 0

)]

+
1

4
λ8

[(
0 νL

)( 0

νL

)(
0 ωR

0 0

)(
0 0

ωR 0

)]

+
1

4
λ9

[(
0 νR

) ( 0

νR

)(
0 0

0 0

)(
0 0

0 0

)]

+
1

4
λ10

[(
0 νR

)( 0

νR

)(
0 ωR

0 0

)(
0 0

ωR 0

)]
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+
1

4
λ11

[(
0 νL

)( 0 0

0 0

)(
0 0

0 0

)(
0

νL

)]

+
1

4
λ12

[(
0 νL

)( 0 0

ωR 0

)(
0 ωR

0 0

)(
0

νL

)]

+
1

4
λ13

[(
0 νR

)( 0 0

0 0

)(
0 0

0 0

)(
0

νR

)]

+
1

4
λ14

[(
0 νR

)( 0 0

ωR 0

)(
0 ωR

0 0

)(
0

νR

)]

=
1

2
µ2

1ν
2
L +

1

2
µ2

2ν
2
R +

1

2
µ2

3

(
0 0

0 0

)
+

1

2
µ2

4

(
ω2
R 0

0 0

)

+
1

2
λ1ν

4
L +

1

2
λ2ν

4
R +

1

2
λ3

(
0 0

0 0

)
+

1

2
λ2

4

(
ω4
R 0

0 0

)

+
1

2
λ2

5ν
2
Lν

2
R +

1

2
λ6

(
0 0

0 0

)
+

1

2
λ7

(
0 0

0 0

)
+

1

2
λ8

(
ν2
Lω

2
R 0

0 0

)

+
1

2
λ9

(
0 0

0 0

)
+

1

2
λ10

(
ν2
Rω

2
R 0

0 0

)
+

1

2
λ12ν

2
Lω

2
R +

1

2
λ14ν

2
Rω

2
R

=
1

2
µ2

1ν
2
L +

1

2
µ2

2ν
2
R +

1

2
µ2

4ω
2
R +

1

2
λ1ν

4
L +

1

2
λ2ν

4
R +

1

2
λ2

4ω
4
R

+
1

2
λ2

5ν
2
Lν

2
R +

1

2
(λ8 + λ12)ν2

Lω
2
R +

1

2
(λ10 + λ14)ν2

Rω
2
R
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Lampiran C.II

Pembuktian hasil nilai VEV boson Higgs

• Pembuktian persamaan (4.8)

Turunan potensial terhadap φL :

∂V

∂νL
= 0

µ2
1νL + λ1ν

3
L +

1

2
λ5νLν

2
R +

1

2
(λ8 + λ12)νLω

2
R = 0

νL(µ2
1 + λ1ν

2
L +

1

2
λ5ν

2
R +

1

2
(λ8 + λ12)ω2

R) = 0

µ2
1 + λ1ν

2
L +

1

2
λ5ν

2
R +

1

2
(λ8 + λ12)ω2

R = 0

−µ2
1 −

1

2
λ5ν

2
R −

1

2
(λ8 + λ12)ω2

R = λ1ν
2
L

−(µ2
1 +

1

2
λ5ν

2
R +

1

2
(λ8 + λ12)ω2

R) = λ1ν
2
L

−(µ2
1 + 1

2λ5ν
2
R + 1

2(λ8 + λ12)ω2
R)

λ1
= ν2

L√
−(µ2

1 + 1
2λ5ν2

R + 1
2(λ8 + λ12)ω2

R)

λ1
= νL



82

• Pembuktian persamaan (4.9)

Turunan potensial terhadap φR :

∂V

∂νR
= 0

µ2
2νR + λ2ν

3
R +

1

2
λ5νRν

2
L +

1

2
λ10νRω

2
R = 0

νR(µ2
2 + λ2ν

2
R +

1

2
λ5ν

2
L +

1

2
(λ10 + λ14)ω2

R) = 0

µ2
2 + λ2ν

2
R +

1

2
λ5ν

2
L +

1

2
(λ10 + λ14)ω2

R = 0

−µ2
2 −

1

2
λ5ν

2
L −

1

2
(λ10 + λ14)ω2

R = λ2ν
2
R

−(µ2
2 +

1

2
λ5ν

2
L +

1

2
(λ10 + λ14)ω2

R) = λ2ν
2
R

−(µ2
2 + 1

2λ5ν
2
L + 1

2(λ10 + λ14)ω2
R)

λ2
= ν2

R√
−(µ2

2 + 1
2λ5ν2

L + 1
2(λ10 + λ14)ω2

R)

λ2
= νR

• Pembuktian persamaan (4.10)

Turunan potensial terhadap ∆L :

∂V

∂∆L
= 0

ωL = 0
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• Pembuktian persamaan (4.11)

Turunan potensial terhadap ∆R :

∂V

∂∆R
= 0

µ2
4ωR + λ4ω

3
R +

1

2
(λ8 + λ12)ν2

LωR +
1

2
(λ10 + λ14)ν2

RωR = 0

ωR(µ2
4 + λ4ω

2
R +

1

2
(λ8 + λ12)ν2

L +
1

2
(λ10 + λ14)ν2

R = 0

µ2
4 + λ4ω

2
R +

1

2
(λ8 + λ12)ν2

L +
1

2
(λ10 + λ14)ν2

R = 0

−(µ2
4 +

1

2
(λ8 + λ12)ν2

L +
1

2
(λ10 + λ14)ν2

R) = λ4ω
2
R

−(µ2
4 + 1

2(λ8 + λ12)ν2
L + 1

2(λ10 + λ14)ν2
R)

λ4
= ω2

R√
−(µ2

4 + 1
2(λ8 + λ12)ν2

L + 1
2(λ10 + λ14)ν2

R)

λ4
= ωR

Lampiran C.III

Pembuktian persamaan (4.16)

V =
1

2
µ2φ2 +

1

4
λφ4

=
1

2
µ2

1(φ†LφL) +
1

2
µ2

2(φ†RφR) +
1

2
µ2

3(∆†L∆L) +
1

2
µ2

4(∆†R∆R)

+
1

4
λ1(φ†LφL)2 +

1

4
λ2(φ†RφR)2 +

1

4
λ3(∆†L∆L)2 +

1

4
λ4(∆†R∆R)2

+
1

4
λ5(φ†LφLφ

†
RφR) +

1

4
λ6(∆†L∆L∆†R∆R) +

1

4
λ7(φ†LφL∆†L∆L)

+
1

4
λ8(φ†LφL∆†R∆R) +

1

4
λ9(φ†RφR∆†L∆L) +

1

4
λ10(φ†RφR∆†R∆R)

+
1

4
λ11(φ†L∆L∆†LφL) +

1

4
λ12(φ†R∆L∆†LφR) +

1

4
λ13(φ†L∆R∆†RφL)

+
1

4
λ14(φ†R∆R∆†RφR)
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=
1

2
µ2

1

(
0 νL + hφL

)( 0

νL + hφL

)

+
1

2
µ2

2

(
0 νR + hφR

)( 0

νR + hφR

)

+
1

2
µ2

3

(
0 h∆L

0 0

)(
0 0

h∆L
0

)

+
1

2
µ2

4

(
0 ωR + h∆R

0 0

)(
0 0

ωR + h∆R
0

)

+
1

4
λ1

[(
0 νL + hφL

)( 0

νL + hφL

)]2

+
1

4
λ2

[(
0 νR + hφR

)( 0

νR + hφR

)]2

+
1

4
λ3

[(
0 h∆L

0 0

)(
0 0

h∆L
0

)]2

+
1

4
λ4

[(
0 ωR + h∆R

0 0

)(
0 0

ωR + h∆R
0

)]2

+
1

4
λ5[
(

0 νL + hφL

)( 0

νL + hφL

)(
0 νR + hφR

)
(

0

νR + hφR

)
]
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+
1

4
λ6[

(
0 h∆L

0 0

)(
0 0

h∆L
0

)(
0 ωR + h∆R

0 0

)
(

0 0

ωR + h∆R
0

)
]

+
1

4
λ7

[(
0 νL + hφL

)( 0

νL + hφL

)(
0 h∆L

0 0

)(
0 0

h∆L
0

)]

+
1

4
λ8[
(

0 νL + hφL

)( 0

νL + hφL

)(
0 ωR + h∆R

0 0

)
(

0 0

ωR + h∆R
0

)
]

+
1

4
λ9

[(
0 νR + hφR

) ( 0

νR + hφR

)(
0 h∆L

0 0

)(
0 0

h∆L
0

)]

+
1

4
λ10[

(
0 νR + hφR

)( 0

νR + hφR

)(
0 ωR + h∆R

0 0

)
(

0 0

ωR + h∆R
0

)
]

+
1

4
λ11

[(
0 νL + hφL

)( 0 0

h∆L
0

)(
0 h∆L

0 0

)(
0

νL + hφL

)]

+
1

4
λ12[

(
0 νL + hφL

)( 0 0

ωR + h∆R
0

)(
0 ωR + h∆R

0 0

)
(

0

νL + hφL

)
]

+
1

4
λ13[

(
0 νR + hφR

)( 0 0

h∆L
0

)(
0 h∆L

0 0

)
(

0 ωR + h∆R

0 0

)
]
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+
1

4
λ14[

(
0 νR + hφR

)( 0 0

ωR + h∆R
0

)(
0 ωR + h∆R

0 0

)
(

0

νR + hφR

)
]

=
1

2
µ2

1(νL + hφL)2 +
1

2
µ2

2(νR + hφR)2 +
1

2
µ2

3

(
h2

∆L
0

0 0

)

+
1

2
µ2

4

(
[ωR + h∆R

]2 0

0 0

)
+

1

2
λ1(νL + hφL)4 +

1

2
λ2(νR + hφR)4

+
1

2
λ3

(
h4

∆L
0

0 0

)
+

1

2
λ2

4

(
[ωR + h∆R

]4 0

0 0

)
+

1

2
λ2

5(νL + hφL)2(νR + hφR)2

+
1

2
λ6

(
h2

∆L
0

0 0

)(
[ωR + h∆R

]2 0

0 0

)

+
1

2
λ7(νL + hφL)2

(
h2

∆L
0

0 0

)

+
1

2
λ8(νL + hφL)2

(
[ωR + h∆R

]2 0

0 0

)

+
1

2
λ9(νR + hφR)2

(
h2

∆L
0

0 0

)

+
1

2
λ10(νR + hφR)2

(
[ωR + h∆R

]2 0

0 0

)

+
1

2
λ11(νL + hφL)2

(
h2

∆L
0

0 0

)

+
1

2
λ12(νL + hφL)2

(
[ωR + h∆R

]2 0

0 0

)
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+
1

2
λ13(νR + hφR)2

(
h2

∆L
0

0 0

)

+
1

2
λ14(νR + hφR)2

(
[ωR + h∆R

]2 0

0 0

)
=

1

2
µ2

1(ν2
L + 2νLhφL + h2

φL
) +

1

2
µ2

2(ν2
R + 2νRhφR + h2

φR
)

+
1

2
µ2

3h
2
∆L

+
1

2
µ2

4(ω2
R + 2ωRh∆R

+ h2
φL

)

+
1

4
λ1(ν4

L + 4ν3
LhφL + 6ν2

Lh
2
φL

+ 4νLh
3
φL

+ h4
φL

)

+
1

4
λ2(ν4

R + 4ν3
RhφR + 6ν2

Rh
2
φR

+ 4νRh
3
φR

+ h4
φR

) +
1

4
λ3h

2
∆L

+
1

4
λ4(ω4

R + 4ω3
Rh∆R

+ 6ω2
Rh

2
∆R

+ 4ωRh
3
∆R

+ h4
∆R

)

+
1

4
λ5(ν2

Lν
2
R + 2ν2

LνRhφR + ν2
Lh

2
φR

+ 2νLν
2
RhφL + 4νLνRhφLhφR

+ 2νLhφLh
2
φR

+ ν2
Rh

2
φL

+ 2νRhφRh
2
φL

+ h2
φL
h2
φR

)

+
1

4
λ6(ω2

Rh
2
∆L

+ 2ωRh∆R
h2

∆L
+ h2

∆R
h2

∆L
)

+
1

4
(λ7 + λ11)(ν2

Lh
2
∆L

+ 2νLhφLh
2
∆L

+ h2
φL
h2

∆L
)

+
1

4
(λ8 + λ12)(ν2

Lω
2
R + 2ν2

LωRh∆R
+ ν2

Lh
2
∆R

+ 2νLω
2
RhφL

+ 4νLωRhφLh∆R
+ 2νLhφLh

2
∆R

+ ω2
Rh

2
φL

+ 2ωRh∆R
h2
φL

+ h2
φL
h2

∆R
)

+
1

4
(λ9 + λ13)(ν2

Rh
2
∆L

+ 2νRhφRh
2
∆L

+ h2
φL
h2

∆R
)

+
1

4
(λ10 + λ14)(ν2

Rω
2
R + 2ν2

RωRh∆R
+ ν2

Rh
2
∆R

+ 2νRω
2
RhφR

+ 4νRωRhφRh∆R
+ 2νRhφRh

2
∆R

+ ω2
Rh

2
φR

+ 2ωRh∆R
h2
φR

+ h2
φR
h2

∆R
)
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=
1

2
µ2

1ν
2
L + µ2

1νLhφL +
1

2
µ2

1h
2
φL

+
1

2
µ2

2ν
2
R + µ2

2νRhφR +
1

2
µ2

2h
2
φR

+
1

2
µ2

3h
2
∆L

+
1

2
µ2

4ω
2
R + µ2

4ωRh∆R
+

1

2
µ2

4h
2
∆R

+
1

4
λ1ν

4
L + λ1ν

3
LhφL +

3

2
λ1ν

2
Lh

2
φL

+ λ1νLh
3
φL

+
1

4
λ1h

4
φL

+
1

4
λ2ν

4
R + λ2ν

3
RhφR +

3

2
λ2ν

2
Rh

2
φR

+ λ2νRh
3
φR

+
1

4
λ2h

4
φR

+
1

4
λ3h

2
∆L

+
1

4
λ4ω

4
R + λ4ω

3
Rh∆R

+
3

2
λ4ω

2
Rh

2
∆R

+ λ4ωRh
3
∆R

+
1

4
λ4h

4
∆R

+
1

4
λ5ν

2
Lν

2
R +

1

2
λ5ν

2
LνRhφR +

1

4
λ5ν

2
Lh

2
φR

+
1

2
λ5νLν

2
RhφL

+ λ5νLνRhφLhφR +
1

2
λ5νLhφLh

2
φR

+
1

4
λ5ν

2
Rh

2
φL

+
1

2
λ5νRhφRh

2
φL

+
1

4
λ5h

2
φL
h2
φR

+
1

4
λ6ω

2
Rh

2
∆L

+
1

2
λ6ωRh∆R

h2
∆L

+
1

4
λ6h

2
∆R
h2

∆L

+
1

4
(λ7 + λ11)ν2

Lh
2
∆L

+
1

2
(λ7 + λ11)νLhφLh

2
∆L

+
1

4
(λ7 + λ11)h2

φL
h2

∆L

+
1

4
(λ8 + λ12)ν2

Lω
2
R +

1

2
(λ8 + λ12)ν2

LωRh∆R
+

1

4
(λ8 + λ12)ν2

Lh
2
∆R

+
1

2
(λ8 + λ12)νLω

2
RhφL + (λ8 + λ12)νLωRhφLh∆R

+
1

2
(λ8 + λ12)νLhφLh

2
∆R

+
1

4
(λ8 + λ12)ω2

Rh
2
φL

+
1

2
(λ8 + λ12)ωRh∆R

h2
φL

+
1

4
(λ8 + λ12)h2

φL
h2

∆R

+
1

4
(λ9 + λ13)ν2

Rh
2
∆L

+
1

2
(λ9 + λ13)νRhφRh

2
∆L

+
1

4
(λ9 + λ13)h2

φL
h2

∆R

+
1

4
(λ10 + λ14)ν2

Rω
2
R +

1

2
(λ10 + λ14)ν2

RωRh∆R
+

1

4
(λ10 + λ14)ν2

Rh
2
∆R

+
1

2
(λ10 + λ14)νRω

2
RhφR + (λ10 + λ14)νRωRhφRh∆R

+
1

2
(λ10 + λ14)νRhφRh

2
∆R

+
1

4
(λ10 + λ14)ω2

Rh
2
φR

+
1

2
(λ10 + λ14)ωRh∆R

h2
φR

+
1

4
(λ10 + λ14)h2

φR
h2

∆R
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Lampiran C.IV

Pembuktian massa medan skalar

• Pembuktian persamaan (4.21)

1

2
m2
φL
h2
φL

= h2
φL

[
1

2
µ2

1 +
3

2
λ1ν

2
L +

1

4
λ5ν

2
R +

1

4
(λ8 + λ12)ω2

R

]
m2
φL

= µ2
1 + 3λ1ν

2
L +

1

2
λ5ν

2
R +

1

2
(λ8 + λ12)ω2

R

= −λ1ν
2
L + 3λ1ν

2
L

= 2λ1ν
2
L

mφL =
√

2λ1ν2
L

dengan

µ2
1 +

1

2
λ5ν

2
R +

1

2
(λ8 + λ12)ω2

R = −λ1ν
2
L

• Pembuktian persamaan (4.22)

1

2
m2
φR
h2
φR

= h2
φR

[
1

2
µ2

2 +
3

2
λ2ν

2
R +

1

4
λ5ν

2
L +

1

4
(λ10 + λ14)ω2

R

]
m2
φR

= µ2
2 + 3λ2ν

2
R +

1

2
λ5ν

2
L +

1

2
(λ10 + λ14)ω2

R

= −λ2ν
2
R + 3λ2ν

2
R

= 2λ2ν
2
R

mφR =
√

2λ2ν2
R

dengan

µ2
2 + 3λ2ν

2
R +

1

2
λ5ν

2
L +

1

2
(λ10 + λ14)ω2

R = −λ2ν
2
R
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• Pembuktian persamaan (4.23)

1

2
m2

∆L
h2

∆L
= h2

∆L
[
1

2
µ2

3 +
1

4
λ6ω

2
R +

1

4
(λ7 + λ11) ν2

L

+
1

4
(λ9 + λ13) ν2

R]

m2
∆L

= µ2
3 +

1

2
λ6ω

2
R +

1

2
(λ7 + λ11) ν2

L +
1

2
(λ9 + λ13) ν2

R

m∆L
=

√
µ2

3 +
1

2
λ6ω2

R +
1

2
(λ7 + λ11) ν2

L +
1

2
(λ9 + λ13) ν2

R

• Pembuktian persamaan (4.24)

1

2
m2

∆R
h2

∆R
= h2

∆R

[
1

2
µ2

4 +
3

2
λ4ω

2
R +

1

4
(λ8 + λ12) ν2

L +
1

4
(λ10 + λ14) ν2

R

]
m2

∆R
= µ2

4 + 3λ4ω
2
R +

1

2
(λ8 + λ12) ν2

L +
1

2
(λ10 + λ14) ν2

R

= 3λ4ω
2
R − λ4ω

2
R

= 2λ4ω
2
R

m∆R
=
√

2λ4ω2
R

dengan

µ2
4 + 3λ4ω

2
R +

1

2
(λ8 + λ12) ν2

L +
1

2
(λ10 + λ14) ν2

R = −λ4ω
2
R
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Lampiran C.V

Suku-suku yang muncul pada Lagrangian Yukawa model simetri kiri-

kanan minimal

1. l̄LφLeR = (2∗, 1∗, 1)(2, 1, 1)(1, 1,−2) = (1, 1, 0)

2. ēRφ
†
LlL = (1∗, 1∗, 2)(2∗, 1∗,−1)(2, 1,−1) = (1, 1, 0)

3. Q̄LφLdR = (2∗, 1∗, 1/3)(2, 1, 1)(1, 1,−2/3) = (1, 1, 0)

4. d̄Rφ
†
LQL = ((1∗, 1∗, 2/3)(2∗, 1∗,−1)(2, 1, 1/3) = (1, 1, 0)

5. Q̄RφRDL = (1∗, 2∗,−1/3)(1, 2, 1)(1, 1,−2/3) = (1, 1, 0)

6. D̄Lφ
†
RQR = (1∗, 2∗, 2/3)(1∗, 2∗,−1)(1, 2, 1/3) = (1, 1, 0)

7. l̄RφREL = (1∗, 2∗, 1)(1, 2, 1)(1, 1,−2) = (1, 1, 0)

8. ĒLφ
†
RlR = (1∗, 1∗, 2)(1∗, 2∗,−1)(1, 2,−1) = (1, 1, 0)

9. Q̄Lφ
c
LuR = (2∗, 1∗,−1/3)(2, 1,−1)(1, 1, 4/3) = (1, 1, 0)

10. ūR(φcL)†QL = (1∗, 1∗,−4/3)(2∗, 1∗, 1)(2, 1, 1/3) = (1, 1, 0)

11. l̄Lφ
c
LνR = (2∗, 1∗, 1)(2, 1,−1)(1, 1, 0) = (1, 1, 0)

12. ν̄R(φcL)†lL = (1∗, 1∗, 0)(2∗, 1∗, 1)(2, 1,−1) = (1, 1, 0)

13. Q̄Rφ
c
RUL = (1∗, 2∗,−1/3)(1, 2,−1)(1, 1, 4/3) = (1, 1, 0)

14. ŪL(φcR)†QR = (1∗, 1∗,−4/3)(1∗, 2∗, 1)(1, 2, 1/3) = (1, 1, 0)

15. l̄Rφ
c
RNL = (1∗, 2∗, 1)(1, 2,−1)(1, 1, 0) = (1, 1, 0)

16. N̄L(φcR)†lR = (1∗, 1∗, 0)(1∗, 2∗, 1)(1, 2,−1) = (1, 1, 0)

17. ν̄R∆LNL = (1∗, 1∗, 0)(3, 1, 0)(1, 1, 0) = (3, 1, 0)

18. N̄L∆LνR = (1∗, 1∗, 0)(3, 1, 0)(1, 1, 0) = (3, 1, 0)

19. ν̄R∆RNL = (1∗, 1∗, 0)(1, 3, 0)(1, 1, 0) = (1, 3, 0)

20. N̄L∆RνR = (1∗, 1∗, 0)(1, 3, 0)(1, 1, 0) = (1, 3, 0)
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Lampiran C.VI

Pembuktian persamaan (4.27)

LY e = −G1 l̄LφLeR −G2ēRφ
†
LlL −G7 l̄RφREL −G8ĒLφ

†
RlR

= −G1

(
ν̄ ē

)
L

1√
2

(
0

νL + hφL

)
eR

−G2ēR
1√
2

(
0 νL + hφL

)( ν

e

)
L

−G7

(
N̄ Ē

)
R

1√
2

(
0

νR + hφR

)
EL

−G8ĒL
1√
2

(
0 νR + hφR

)( N

E

)
R

= −G1√
2
ēL(νL + hφL)eR −

G2√
2
ēR(νL + hφL)eL −

G7√
2
ĒR(νR + hφR)EL

− G8√
2
ĒL(νR + hφR)ER

= −G1√
2
ēLνLeR −

G1√
2
ēLhφLeR −

G2√
2
ēRνLeL −

G2√
2
ēRhφLeL

− G7√
2
ĒRνREL −

G7√
2
ĒRhφREL −

G8√
2
ĒLνRER −

G8√
2
ĒLhφRER

= −Ge√
2
νL(ēLeR + ēReL)− Ge√

2
hφL(ēLeR + ēReL)

− GE√
2
νR(ĒREL + ĒLER)− GE√

2
hφR(ĒREL + ĒLER)
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Lampiran C.VII

Pembuktian persamaan (4.31)

LY d = −G3Q̄LφLdR −G4d̄Rφ
†
LQL −G5Q̄RφRDL −G6D̄Lφ

†
RQR

= −G3

(
ū d̄

)
L

1√
2

(
0

νL + hφL

)
dR

−G4d̄R
1√
2

(
0 νL + hφL

)( u

d

)
L

−G5

(
Ū D̄

)
R

1√
2

(
0

νR + hφR

)
dL

−G6D̄L
1√
2

(
0 νR + hφR

)( U

D

)
R

= −G3√
2
d̄L(νL + hφL)dR −

G4√
2
d̄R(νL + hφL)dL

− G5√
2
D̄R(νR + hφR)DL −

G6√
2
D̄L(νR + hφR)DR

= −G3√
2
d̄LνLdR −

G3√
2
d̄LhφLdR −

G4√
2
d̄RνLdL −

G4√
2
d̄RhφLdL

− G5√
2
D̄RνRDL −

G5√
2
D̄RhφRDL −

G6√
2
D̄LνRDR −

G6√
2
D̄LhφRDR

= −Gd√
2
νL(d̄LdR + d̄RdL)− Gd√

2
hφL(d̄LdR + d̄RdL)

− GD√
2
νR(D̄RDL + D̄LDR)− GD√

2
hφR(D̄RDL + D̄LDR)
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Lampiran C.VIII

Pembuktian persamaan (4.37)

LY u = −G9Q̄Lφ
c
LuR −G10ūR(φcL)†QL −G13Q̄Rφ

c
RUL −G14ŪL(φcR)†QR

= −G9

(
ū d̄

)
L

1√
2

(
νL + hφL

0

)
uR

−G10ūR
1√
2

(
νL + hφL 0

)( u

d

)
L

−G13

(
Ū D̄

)
R

1√
2

(
νR + hφR

0

)
UL

−G14ŪL
1√
2

(
νR + hφR 0

)( U

D

)
R

= −G9√
2
ūL(νL + hφL)uR −

G10√
2
ūR(νL + hφL)uL

− G13√
2
ŪR(νR + hφR)UL −

G14√
2
ŪL(νR + hφR)UR

= −G9√
2
ūLνLuR −

G9√
2
ūLhφLuR −

G10√
2
ūRνLuL −

G10√
2
ūRhφLuL

− G13√
2
ŪRνRUL −

G13√
2
ŪRhφRUL −

G14√
2
ŪLνRUR −

G14√
2
ŪLhφRUR

= −Gu√
2
νL(ūLuR + ūRuL)− Gu√

2
hφL(ūLuR + ūRuL)

− GU√
2
νR(ŪRUL + ŪLUR)− GU√

2
hφR(ŪRUL + ŪLUR)
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Lampiran C.IX

Pembuktian persamaan (4.40)

L = −G11 l̄Lφ
c
LνR −G12ν̄R(φcL)†lL −G15 l̄Rφ

c
RNL −G16N̄Lφ

c
RlR

−G17ν̄R∆LNL −G18N̄L∆LνR −G19ν̄R∆RNL −G20N̄L∆RνR

= −G11

(
ν̄ ē

)
L

1√
2

(
νL + hφL

0

)
νR

−G12ν̄R
1√
2

(
νL + hφL 0

)( ν

e

)
L

−G15

(
N̄ Ē

)
R

1√
2

(
νR + hφR

0

)
NL

−G16
1√
2
N̄L

(
νR + hφR 0

)( N

E

)
R

−G17ν̄R
1√
2

(
0 0

h∆L
0

)
NL −G18N̄L

1√
2

(
0 0

h∆L
0

)
νR
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−G19ν̄R
1√
2

(
0 0

ωR + h∆L
0

)
NL

−G20N̄Lfrac1
√

2

(
0 0

ωR + h∆L
0

)
νR

= −G11√
2
ν̄L(νL + hφL)νR −

G12√
2
ν̄R(νL + hφL)νL

− G15√
2
N̄R(νR + hφR)NL −

G16√
2
N̄L(νR + hφR)NR

− G17√
2
ν̄Rh∆L

NL −
G18√

2
N̄Lh∆L

νR

− G19√
2
ν̄R(ωR + h∆L

)NL −
G20√

2
N̄L(ωR + h∆L

)νR

= −G11√
2
ν̄LνLνR −

G11√
2
ν̄LhφLνR −

G12√
2
ν̄RνLνL −

G12√
2
ν̄RhφLνL

− G15√
2
N̄RνRNL −

G15√
2
N̄RhφRNL −

G16√
2
N̄LνRNR −

G16√
2
N̄LhφRNR

− G17√
2
ν̄Rh∆L

NL −
G18√

2
N̄Lh∆L

νR

− G19√
2
ν̄RωRNL −

G19√
2
ν̄Rh∆L

NL −
G20√

2
N̄LωRνR −

G20√
2
N̄Lh∆L

νR

= −Gν√
2
νL(ν̄LνR + ν̄RνL)− G√

2
hφL(ν̄LνR + ν̄RνL)

− GN√
2
νR(N̄RNL + N̄LNR)− GN√

2
hφR(N̄RNL + N̄LNR)

− GNν√
2
h∆L

(ν̄RNL + N̄LνR)

− GNν√
2
ωR(ν̄RNL + N̄LνR)− GNν√

2
h∆L

(ν̄RNL + N̄LνR)
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Lampiran C.X

Pembuktian persamaan (4.41)

ψ̄Mψ =
(
ν̄L N̄R N̄L ν̄R

)


a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44




νL

NR

NL

νR



=
(
ν̄L N̄R N̄L ν̄R

)


a11νL + a12NR + a13NL + a14νR

a21νL + a22NR + a23NL + a24νR

a31νL + a32NR + a33NL + a34νR

a41νL + a42NR + a43NL + a44νR


= a11νLν̄L + a12NRν̄L + a13NLν̄L + a14νRν̄L

+ a21νLN̄R + a22NRN̄R + a23NLN̄R + a24νRN̄R

+ a31νLN̄L + a32NRN̄L + a33NRN̄L + a34νRN̄L

+ a41νLν̄R + a42NRν̄R + a43NLν̄R + a44νRν̄R

Persamaan diatas dibandingkan dengan persamaan (4.44), maka akan

didapatkan :

a11 = 0, a12 = 0, a13 = 0, a14 = GννL

a21 = 0, a22 = 0, a23 = GNνR, a24 = 0

a31 = 0, a32 = GNνR, a33 = 0, a34 = GNνωR

a41 = GνnuL, a42 = 0, a43 = GNνωR, a44 = 0
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sehingga didapatkan matriks M sebagai berikut :

M =


0 0 0 GννL

0 0 GNνR 0

0 GNνR 0 GNνωR

GννL 0 GNνωR 0
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