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ABSTRAK

Pada penelitian ini, dipandang himpunan Rn
nor dari matriks

normal A = (ai,j) atas Rmax dengan ai,i = 0 dan ε = −∞ ≤
ai,j ≤ 0 yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan ⊕ = max
dan perkalian ⊗ = +. Pada matriks A ∈ Rn

nor dapat ditemukan
himpunan K(A) dimana entrinya merupakan matriks B ∈ Rn

nor

sedemikian sehingga A ⊗ B = B ⊗ A. Untuk matriks T = A ⊕ B
dan A∗ merupakan matriks kleene star dari matriks A, beberapa
himpunan bagian dari K(A) yang dapat terbentuk diantaranya
adalah KT (A),KA∗

(A),KA(A), dan KB(A) yang didefinisikan:

1. KT (A) = {B ∈ Rn
nor : A⊗B = B ⊗A = T}

2. KA∗
(A) = {B ∈ Rn

nor : A⊗B = B ⊗A = A∗}

3. KA(A) = {B ∈ Rn
nor : A⊗B = B ⊗A = A}

4. KB(A) = {B ∈ Rn
nor : A⊗B = B ⊗A = B}.

Dari himpunan bagian tersebut, dapat diketahui bentuk-bentuk
komutatif yang terbangun.

Kata kunci : Aljabar Max-plus, Matriks Normal atas Aljabar
Max-Plus, Matriks Komutatif

vi
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BAB I

PENDAHULUAN

Pada bab ini mengulas alasan kenapa penelitian ini dilakukan

yang dituangkan dalam bentuk latar belakang. Selanjutnya,

permasalahan yang muncul ditulis kedalam rumusan masalah yang

kemudian disusul dengan tujuan, manfaat, batasan, metode serta

sistematika penulisan penelitian.

A. Latar Belakang Masalah

Ilmu pengetahuan yang selalu berkembang merupakan

anugrah sekaligus tantangan bagi manusia sebagai makhluk

Allah Swt. yang diberi akal untuk berpikir. Perkembangan ilmu

pengetahuan ini merupakan buah dari hasrat manusia yang selalu

ingin tahu. Hasrat ingin tahu muncul akibat kebutuhan manusia

yang terus meningkat untuk menjalani kehidupan. Dengan ilmu

pengetahuan, manusia dapat mengambil manfaat dari semua

ciptaan Allah Swt. untuk mencapai kesejahteraan umat manusia

(Karim, 2014).

Berkembangnya ilmu pengetahuan tidak bisa dihindarkan

dari perkembangan konsep matematika. Konsep matematika

ini terbagi menjadi beberapa bidang kajian yang diantaranya

adalah bidang aljabar, statistik, komputasi, matematika terapan,

dan lain-lain. Aljabar merupakan salah satu ilmu percabangan

matematika yang membahas terkait simbol serta aturan yang ada

padanya. Dalam aljabar sendiri terdapat kajian tentang aljabar

abstrak yang membahas mengenai struktur aljabar seperti grup,

ring, dan masih banyak lagi (Majid, 2011). Secara garis besar,

1



2

aljabar abstrak membahas mengenai himpunan-himpunan serta

operasi yang ada di dalamnya. Konsep himpunan juga terdapat

dalam Q.S. Al-Hujurat ayat 13 sebagai berikut:
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Artinya: "Wahai manusia, sesungguhnya Kami telah menciptakan

kamu dari seorang laki-laki dan perempuan. Kemudian, Kami

menjadikan kamu berbangsa-bangsa dan bersuku-suku agar kamu

saling mengenal. Sesungguhnya yang paling mulia di antara kamu di

sisi Allah adalah orang yang paling bertakwa. Sesungguhnya Allah

Maha Mengetahui lagi Mahateliti."

Pada ayat ini dijelaskan bahwa Allah Swt. menciptakan

manusia menjadi beberapa himpunan yang beraneka ragam agar

saling mengenal dan bukan untuk saling menghina ataupun

merendahkan. Allah Swt. juga tidak menyukai himpunan

manusia yang memperlihatkan kesombongan atas kekayaan atau

kepangkatan karena sesungguhnya yang paling mulia adalah orang

yang paling bertaqwa kepada Allah Swt. (Anggraeni, 2018).

Dalam konsep matematika, himpunan bilangan real R yang

dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan perkalian biasa

membentuk struktur aljabar Ring (Dummit dan Foot, 1991).

Seiring berkembangnya penelitian terkait struktur aljabar, saat

ini muncul struktur aljabar max-plus dimana himpunan dan

operasi yang dimilikinya mempunyai perbedaan dengan himpunan

bilangan real R. Farlow (2009) menjelaskan dalam karyanya,

bahwa himpunan aljabar max-plus yang dinotasikan Rmax =

R ∪ {−∞} dengan dua operasi yang melekat yakni ⊕ yang

didefinisikan sebagai maksimum dan ⊗ didefinisikan sebagai

penjumlahan. Seperti pada aljabar linear klasik, dalam aljabar
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max-plus juga dipelajari tentang konsep matriks.

Penelitian terkait matriks atas aljabar max-plus diantaranya

pernah dilakukan oleh Ariyanti (2011) yang membahas mengenai

definisi dari aljabar max-plus serta perluasannya dalam matriks.

Kemudian penelitian lainnya oleh Gyamerah dkk. (2016) dengan

judul "Max-plus Algebra and Application to Matrix Operations".

Penelitian tersebut membahas mengenai pengaplikasian aljabar

max-plus pada operasi matriks untuk mendapatkan solusi.

Pada penelitian yang dilakukan oleh Desi (2013) terkait

matriks atas aljabar max-plus, diperoleh sifat bahwa himpunan

matriks dengan operasi penjumlahan ⊕ membentuk semi-grup

komutatif dan idempoten sedangkan himpunan matriks dengan

operasi perkalian ⊗ merupakan semi-grup dan tidak bersifat

komutatif. Suatu matriks A ∈ Rm×n
max akan bersifat komutatif pada

operasi perkalian dengan matriks B ∈ Rn×o
max sedemikian sehingga

berlaku A⊗B = B ⊗A.

Penelitian terkait komutatif terhadap operasi perkalian

pada matriks sendiri pernah dilakukan oleh Prasolov (1994)

pada karyanya yang berjudul "Problems and Theorems in Linear

Algebra". Pada penelitian tersebut, terdapat kajian terkait bentuk

matriks komutatif yang terjadi pada aljabar linear klasik. Peneliti

tertarik dengan sifat komutatif yang terjadi pada matriks. Sehingga

pada skripsi ini akan dibahas mengenai komutatif yang terjadi

pada matriks atas aljabar max-plus.

Di dalam himpunan matriks atas aljabar max-plus, terdapat

suatu himpunan bagian yang bernama himpunan matriks normal.

Menurut Puente (2012) menyatakan bahwa matriks normal adalah

matriks persegi yang entri pada diagonal utamanya adalah nol

sedangkan pada entri lainnya kurang dari atau sama dengan nol.
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Himpunan matriks normal ini dinotasikan dengan Rn
nor dimana n

menunjukkan ordo matriks.

Dari pemaparan di atas, peneliti tertarik untuk mengkaji lebih

dalam terkait matriks-matriks normal yang bersifat komutatif atas

aljabar max-plus yang terdapat dalam jurnal "Matrices Commuting

with a Given Normal Tropical Matrix" oleh Linde dan Puente

(2015). Sehingga penelitian ini diberi judul "Matriks Komutatif

pada Matriks Normal atas Aljabar Max-Plus".

B. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah dicantumkan

sebelumnya, maka permasalahan yang akan dikaji adalah

bagaimana bentuk-bentuk matriks yang bersifat komutatif pada

matriks normal atas aljabar max-plus?

C. Tujuan Penelitian

Dari paparan rumusan masalah tersebut, adapun tujuan dari

penelitian ini adalah untuk mengetahui bentuk-bentuk matriks

yang bersifat komutatif pada matriks normal atas aljabar max-plus.

D. Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan memberi manfaat bagi:

1. Penulis

Menambah pemahaman terkait aljabar max-plus pada

umumnya serta mengetahui bentuk matriks-matriks normal

yang komutatif dalam aljabar max-plus.
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2. Lembaga

Menambah pustaka sebagai rujukan bahan perkuliahan

maupun penelitian dikemudian hari yang berkaitan tentang

bentuk matriks yang saling komutatif pada matriks normal

atas aljabar max-plus.

3. Pembaca

Sebagai bahan ajar terkait materi tentang bentuk matriks

komutatif pada matriks normal atas aljabar max-plus.

E. Batasan Masalah

Sebagai batas dari pembahasan dalam penelitian ini, himpunan

matriks yang dibahas merupakan himpunan matriks normal atas

aljabar max-plus saja (Rn
nor,⊕,⊗).

F. Metode Penelitian

Metode yang dilakukan dalam penelitian ini adalah metode

penelitian kepustakaan. Dalam melakukan penelitian terkait

komutatif matriks pada matriks normal atas aljabar max-plus ini,

perlu diawali dengan mengkaji definisi aljabar max-plus serta

matriks yang terbentuk atasnya. Kemudian dilanjutkan dengan

melakukan kajian terkait matriks normal atas aljabar max-plus.

Adapun tahapan-tahapan penelitian yang dilakukan adalah

sebagai berikut:

1. Mencari dan mengumpulkan berbagai literatur dari beragam

sumber diantaranya internet, artikel, jurnal, buku dan

sumber lainnya yang berkaitan dengan penelitian ini.
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2. Mempelajari serta mendalami konsep aljabar max-plus dan

matriks yang terbentuk atasnya.

3. Mempelajari dan mengkaji lebih dalam tentang matriks

normal atas aljabar max-plus.

4. Melakukan kajian dan membuktikan matriks-matriks

normal atas aljabar max-plus yang saling komutatif.

G. Sistematika Penulisan

Penelitian ini ditulis dalam 4 bab serta beberapa sub-bab guna

mempermudah dalam memahami keseluruhan isi di dalamnya.

Sistematika penulisan yang digunakan dalam penelitian ini adalah

sebagai berikut:

1. BAB I PENDAHULUAN

Dalam bab ini berisi latar belakang, yang kemudian disusul

dengan rumusan masalah, tujuan, manfaat, batasan, metode

serta sistematika penulisan penelitian.

2. BAB II LANDASAN PUSTAKA

Pada bab ini diberikan dasar teori yang perlu diketahui.

Yakni teori tentang aljabar max-plus dan matriks yang

terbentuk atasnya, serta matriks normal atas aljabar

max-plus.

3. BAB III MATRIKS KOMUTATIF PADA MATRIKS NORMAL

ATAS ALJABAR MAX-PLUS

Bab ini merupakan inti kajian yang membahas bentuk dari

matriks normal yang saling komutatif atas aljabar max-plus.
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4. BAB IV SIMPULAN DAN SARAN

Bab ini berisikan kesimpulan dari kajian pada bab

sebelumnya serta saran penelitian selanjutnya yang bisa

dikaji.



BAB II

LANDASAN PUSTAKA

Bab ini berisi definsi yang mendasari pembahasan terkait

matriks komutatif pada matriks normal atas aljabar max-plus.

Teori dalam pembahasan ini meliputi tiga bagian, yakni aljabar

max-plus, matriks-matriks yang terbentuk atasnya, dan matriks

normal atas aljabar max-plus.

A. Aljabar Max-Plus

Definisi dasar dari aljabar max-plus yang dipaparkan oleh

Bacelli dkk. (2001) adalah sebagai berikut

Definisi 2.1 (Aljabar Max-Plus)

Untuk himpunan semua bilangan real R, diberikan himpunan tak

kosong Rmax = R ∪ {−∞} yang dilengkapi dengan operasi biner

ganda yakni penjumlahan ⊕ dan perkalian ⊗. Untuk setiap a, b ∈
Rmax didefinisikan:

a⊕ b = max(a, b)

a⊗ b = a+ b

dimana−∞ berperan sebagai elemen netral terhadap penjumlahan

⊕ dan 0 berperan sebagai elemen netral terhadap perkalian ⊗.

Lebih lanjut, −∞ akan dilambangkan dengan ε. Struktur aljabar

yang terbentuk (Rmax,⊕,⊗) dengan penotasian Rmax diberi nama

aljabar max-plus.

Seperti halnya struktur aljabar pada umumnya, aljabar

max-plus juga memiliki sifat-sifat tertentu. Menurut Heidergott

8
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dkk. (2006) sifat-sifat pada aljabar max-plus adalah sebagai

berikut.

Definisi 2.2 (Sifat-sifat Aljabar Max-Plus)

Untuk setiap a, b, c ∈ Rmax, berlaku:

1. Asosiatif

(a⊕ b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c)
(a⊗ b)⊗ c = a⊗ (b⊗ c)

2. Komutatif

a⊕ b = b⊕ a
a⊗ b = b⊗ a

3. Distributif⊗ terhadap⊕
a⊗ (b⊕ c) = (a⊗ b)⊕ (a⊗ c)

4. Keberadaan Elemen Identitas

a⊕ ε = ε⊕ a = a

a⊗ 0 = 0⊗ a = a

5. Keberadaan Elemen Penyerap pada Operasi⊗
a⊗ ε = ε⊗ a = ε

6. Idempoten pada Operasi⊕
a⊕ a = a.

Berdasarkan definisi serta sifat-sifat aljabar max-plus tersebut,

diberikan contoh operasi aritmatika sederhana berikut

Contoh 2.1

Misalkan diketahui a, b ∈ Rmax dengan a = 9 dan b = ε. Hasil
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penjumlahan a⊕ b dan hasil perkalian a⊗ b adalah sebagai berikut

a⊕ b = 9⊕ ε

= max(9, ε)

= 9

dan

a⊗ b = 9⊗ ε

= 9 + ε

= ε.

Seperti halnya operasi penjumlahan + dan perkalian × pada

aljabar konvensional, dimana × lebih prioritas daripada +, pada

struktur aljabar max-plus, operasi perkalian ⊗ lebih prioritas

daripada operasi penjumlahan⊕. Diperhatikan contoh berikut:

Contoh 2.2

Misalkan dipunyai a, b, c, d ∈ Rmax dengan a = 2, b = −5, c =

7, d = 3. Hasil operasi a⊗ b⊕ c⊗ d adalah sebagai berikut

a⊗ b⊕ c⊗ d = (a⊗ b)⊕ (c⊗ d)

= (2⊗−5)⊕ (7⊗ 3)

= (2 + (−5))⊕ (7 + 3)

= −3⊕ 10

= max(−3, 10)

= 10.

Pada struktur aljabar max-plus, perpangkatan dalam aljabar

max-plus menurut Rudhito (2016) sebagai berikut
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Definisi 2.3 (Pangkat dalam Aljabar Max-Plus)

Untuk r ∈ N ∪ {0} dimana N merupakan himpunan bilangan asli

dan a ∈ Rmax, a pangkat r dinotasikan a⊗r didefinisikan:

a⊗r = a⊗ a⊗ · · · ⊗ a︸ ︷︷ ︸
r

= a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
r

= r × a.

Contoh 2.3

Misalkan dipunyai r ∈ N ∪ {0} dan a ∈ Rmax dengan r = 6 dan

a = 3. perpangkatan a⊗r adalah sebagai berikut

a⊗r = 3⊗6

= 6× 3

= 18.

B. Matriks atas Aljabar Max-Plus

Aljabar max-plus dapat diperluas dalam bentuk matriks.

Misalkan [m] = {1, 2, ...,m} dan [n] = {1, 2, ..., n}, suatu matriks

A = (ai,j) dengan ai,j ∈ Rmax dan i ∈ [m] serta j ∈ [n] merupakan

matriks yang terbentuk atas aljabar max-plus. Matriks A yang

terbentuk dituliskan sebagai

A = (ai,j) =


a1,1 a1,2 a1,3 . . . a1,n

a2,1 a2,2 a2,3 . . . a2,n
...

...
...

. . .
...

am,1 am,2 am,3 . . . am,n


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Untuk himpunan bilangan asli N, himpunan matriks dengan

m baris dan n kolom atas Rmax tersebut dimana m,n ∈ N
dinotasikan dengan Rm×n

max . Matriks yang memiliki baris dan

kolom dengan jumlah yang sama disebut matriks persegi yang

dinotasikan dengan Rn
max dimana n merupakan ukuran/ordo dari

matriks.

Operasi aritmatika pada aljabar max-plus dapat diaplikasikan

dalam bentuk matriks. Menurut Farlow (2009), operasi aritmatika

pada matriks atas aljabar max-plus dijelaskan seperti berikut:

1. Penjumlahan matriks

Misalkan dipunyai A dan B adalah matriks atas aljabar

max-plus dengan ukuran yang sama. Penjumlahan matriks

diperoleh dari penambahan entri yang bersesuaian pada

kedua matriks tersebut. Misal dipunyai A,B ∈ Rm×n
max ,

penjumlahan A⊕B didefinisikan sebagai

A⊕B = (A⊕B)i,j

= ai,j ⊕ bi,j
= max(ai,j , bi,j)

dengan i ∈ [m] dan j ∈ [n].

Contoh 2.4

Misalkan dipunyai matriks A,B ∈ R2
max dengan A =[

ε 5

2 −3

]
dan B =

[
2 1

8 5

]
, penjumlahan dari A ⊕ B adalah

sebagai berikut
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A⊕B =

[
ε 5

2 −3

]
⊕

[
2 1

8 5

]

=

[
ε⊕ 2 5⊕ 1

2⊕ 8 −3⊕ 5

]

=

[
max(ε, 2) max(5, 1)

max(2, 8) max(−3, 5)

]

=

[
2 5

8 5

]

sehingga diperoleh penjumlahan A⊕B =

[
2 5

8 5

]
.

2. Perkalian matriks

Misalkan dipunyai dua buah matriks atas aljabar max-plus.

Perkalian dua buah matriks tersebut dapat dilakukan jika

kolom pada matriks pertama jumlahnya sama dengan baris

pada matriks kedua. Misal dipunyai A ∈ Rm×l
max dan B ∈

Rl×n
max, perkalian A⊗B didefinisikan sebagai

A⊗B = (A⊗B)i,j

=

l⊕
k=1

(ai,k ⊗ bk,j)

=
l

max
k=1

(ai,k + bk,j)

dengan i ∈ [m] dan j ∈ [n].
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Contoh 2.5

Misalkan dipunyai matriks A,B ∈ R2
max dengan A =

[
9 1

2 0

]

dan B =

[
6 ε

1 −6

]
, perkalian dari A ⊗ B adalah sebagai

berikut

A⊗B =

[
9 1

2 0

]
⊗

[
6 ε

1 −6

]

=

[
(9⊗ 6)⊕ (1⊗ 1) (9⊗ ε)⊕ (1⊗−6)
(2⊗ 6)⊕ (0⊗ 1) (2⊗ ε)⊕ (0⊗−6)

]

=

[
(9 + 6)⊕ (1 + 1) (9 + ε)⊕ (1 + (−6))
(2 + 6)⊕ (0 + 1) (2 + ε)⊕ (0 + (−6))

]

=

[
15⊕ 2 ε⊕−5
8⊕ 1 ε⊕−6

]

=

[
max(15, 2) max(ε,−5)
max(8, 1) max(ε,−6)

]

=

[
15 −5
8 −6

]

sehingga diperoleh perkalian dari A⊗B =

[
15 −5
8 −6

]
.

3. Perkalian skalar dengan matriks

Misalkan A adalah suatu matriks atas aljabar max-plus dan

α adalah skalar. Perkalian matriks dengan skalar diperoleh

dari mengalikan tiap-tiap entri dari matriksA dengan skalar

α. Misal dipunyai A ∈ Rm×n
max dan α ∈ Rmax, perkalian skalar
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dengan matriks didefinisikan sebagai

α⊗A = (α⊗A)i,j
= α⊗ ai,j
= α+ ai,j

dengan i ∈ [m] dan j ∈ [n].

Contoh 2.6

Misalkan dipunyai matriks A ∈ R2
max dan skalar α = 6

dengan A =

[
3 −8
ε 7

]
, perkalian dari α ⊗ A adalah sebagai

berikut

α⊗A = 6⊗

[
3 −8
ε 7

]

=

[
6⊗ 3 6⊗−8
6⊗ ε 6⊗ 7

]

=

[
6 + 3 6 + (−8)
6 + ε 6 + 7

]

=

[
9 −2
ε 13

]

sehingga diperoleh α⊗A =

[
9 −2
ε 13

]
.

Perpangkatan pada matriks atas aljabar max-plus didefinisikan

oleh Rudhito (2016) sebagai berikut

Definisi 2.4 (Pangkat Matriks atas Aljabar Max-Plus)

Untuk r ∈ N ∪ {0} dan matriksA ∈ Rn
max,A pangkat r dinotasikan
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A⊗r didefinisikan:

A⊗r = A⊗A⊗ · · · ⊗A︸ ︷︷ ︸
r

= A⊗Ar−1

Contoh 2.7

Misalkan dipunyai matriks A ∈ R2
max dengan A =

[
7 6

3 −2

]
,

perpangkatan dari A⊗2 adalah sebagai berikut

A⊗2 =

[
7 6

3 −2

]⊗2

=

[
7 6

3 −2

]
⊗

[
7 6

3 −2

]

=

[
(7⊗ 7)⊕ (6⊗ 3) (7⊗ 6)⊕ (6⊗−2)
(3⊗ 7)⊕ (−2⊗ 3) (3⊗ 6)⊕ (−2⊗−2)

]

=

[
(7 + 7)⊕ (6 + 3) (7 + 6)⊕ (6 + (−2))
(3 + 7)⊕ (−2 + 3) (3 + 6)⊕ (−2 + (−2))

]

=

[
14⊕ 9 13⊕ 4

10⊕ 1 9⊕−4

]

=

[
max(14, 9) max(13, 4)

max(10, 1) max(9,−4)

]

=

[
14 13

10 9

]

sehingga diperoleh A⊗2 =

[
14 13

10 9

]
.
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Berdasarkan dari pangkat matriks, terdapat suatu matriks yang

disebut dengan matriks Kleene Star yang merupakan rangkaian

seri maksimum dari perpangkatan matriks. Menurut Sergeev

(2009) matriks Kleene Star didefinisikan sebagai berikut

Definisi 2.5 (Matriks Kleene Star)

Misalkan dipunyai suatu matriks A ∈ Rn
max, matriks Kleene Star

A∗ = (a∗i,j) dari A didefinisikan sebagai berikut

A∗ = I ⊕A⊕A2 ⊕ · · · ⊕An−1.

Contoh 2.8

Misalkan dipunyai matriks A ∈ R3
max dengan A = 0 2 4

−3 −13 −13
−11 −14 −7

, matriks Kleene Star A∗ adalah sebagai

berikut

A∗ = I ⊕A⊕A2

=

0 ε ε

ε 0 ε

ε ε 0

⊕
 0 2 4

−3 −13 −13
−11 −14 −7

⊕
 0 2 4

−3 −13 −13
−11 −14 −7


⊗2

=

0 ε ε

ε 0 ε

ε ε 0

⊕
 0 2 4

−3 −13 −13
−11 −14 −7

⊕
 0 2 4

−3 −1 1

−11 −9 −7



=

 0 2 4

−3 0 1

−11 −9 0


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sehingga diperoleh matriks Kleene Star A∗ =

 0 2 4

−3 0 1

−11 −9 0

.

Pada himpunan matriks atas aljabar max-plus, elemen netral

pada operasi penjumlahan disebut matriks epsilon. Sedangkan

elemen netral pada operasi perkalian disebut matriks identitas.

Menurut Heidergott dkk. (2006) matriks epsilon dan matriks

identitas dalam aljabar max-plus adalah sebagai berikut

Definisi 2.6 (Matriks Epsilon)

Matriks A disebut matriks epsilon atas aljabar max-plus jika untuk

setiap entri dari matriks A adalah ε. Lebih lanjut, matriks epsilon

dinotasikan dengan E.

Contoh 2.9

Matriks E =

[
ε ε ε

ε ε ε

]
merupakan matriks epsilon pada R2×3

max.

Definisi 2.7 (Matriks Identitas)

Matriks persegi A disebut matriks identitas atas aljabar max-plus

jika

A = (ai,j) =

ai,j = 0 ; i = j

ai,j = ε ; i 6= j

Lebih lanjut, matriks identitas dinotasikan dengan I .

Contoh 2.10

Matriks I =

0 ε ε

ε 0 ε

ε ε 0

 merupakan matriks identitas pada R3
max.
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Menurut Linde dan Puente (2015) matriks zero atas aljabar

max-plus didefinisikan sebagai berikut

Definisi 2.8 (Matriks Zero)

Matriks A disebut matriks zero atas aljabar max-plus jika untuk

setiap entri dari matriks A adalah 0. Lebih lanjut, matriks zero

dinotasikan dengan Z .

Contoh 2.11

Matriks Z =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 merupakan matriks Z pada ordo 4.

Relasi urutan pada matriks atas aljabar max-plus menurut

Myšková (2016) adalah sebagai berikut

Definisi 2.9 (Relasi Urutan Matriks atas Aljabar Max-Plus)

Misalkan dipunyai A,B ∈ Rm×n
max . A ≤ B jika untuk setiap i ∈ [m]

dan j ∈ [n] berlaku ai,j ≤ bi,j .

Contoh 2.12

Misalkan dipunyai matriks A,B ∈ R4
max, dengan matriks A =

8 −10 −9 −20
−11 5 −9 −15
−8 −12 10 −12
−14 −10 −9 2

 dan matriks B =


9 −2 −9 −5
−7 7 −5 −9
−8 −6 10 −2
−9 −5 −7 3

.

Diperhatikan bahwa karena untuk setiap ai,j ≤ bi,j untuk setiap

i ∈ [4] dan j ∈ [4], maka matriks A ≤ B.
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C. Matriks Normal atas Aljabar Max-Plus

Dalam matriks atas aljabar max-plus, dikenal suatu matriks

yang bernama matriks normal. Matriks normal adalah matriks

persegi atas aljabar max-plus yang memiliki bentuk tertentu.

Menurut Puente (2012), matriks normal atas aljabar max-plus

didefinisikan sebagai berikut

Definisi 2.10 (Matriks Normal atas Aljabar Max-Plus)

Misalkan dipunyai matriks persegi A = (ai,j) ∈ Rn
max, matriks A

disebut matriks normal atas aljabar max-plus jika

A = (ai,j) =

ai,j = 0 ; i = j

ε ≤ ai,j ≤ 0 ; i 6= j

Himpunan matriks normal atas aljabar max-plus dinotasikan

sebagai Rn
nor , dengan n menunjukkan ukuran/ordo dari matriks.

Contoh 2.13

Matriks A =

 0 −1 −2
−11 0 −3
0 −3 0

 merupakan matriks normal atas

aljabar max-plus ordo 3 (A ∈ R3
nor).

Definisi 2.11 (Matriks Strictly Normal)

Misalkan dipunyai matriks persegi A = (ai,j) ∈ Rn
nor , matriks A

dikatakan strictly normal jika

A = (ai,j) =

ai,j = 0 ; i = j

ε ≤ ai,j < 0 ; i 6= j
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Contoh 2.14

Matriks A =

 0 −3 −10
−1 0 −1
−2 −5 0

 merupakan matriks strictly normal.



BAB III

MATRIKS KOMUTATIF PADA MATRIKS NORMAL ATAS
ALJABAR MAX-PLUS

Berdasarkan definisi (2.7), dengan [n] = {1, 2, . . . , n}, suatu

matriks persegi A = (ai,j) dengan ai,i = 0 dan −ε ≤ ai,j ≤ 0

untuk setiap i, j ∈ [n] merupakan matriks normal. Himpunan

semua matriks ini yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan

⊕ = maksimum dan perkalian ⊗ = + merupakan matriks

normal atas aljabar max-plus dan dinotasikan Rn
nor . Perkalian

dua matriks normal tidak bersifat komutatif, berikut ini diberikan

contoh perkalian matriks normal atas aljabar max-plus

Contoh 3.1

Misalkan dipunyai matriks A,B ∈ R3
nor , dengan A = 0 −11 −2

−13 0 −1
−6 −7 0

 dan B =

 0 −10 −3
−9 0 −2
−8 −3 0

. Perkalian matriks

A⊗B dan B ⊗A adalah sebagai berikut

A⊗B =

 0 −11 −2
−13 0 −1
−6 −7 0

⊗
 0 −10 −3
−9 0 −2
−8 −3 0



=

0⊕−20⊕−10 −10⊕−11⊕−5 −3⊕−13⊕−2
−13⊕−9⊕−9 −23⊕ 0⊕−4 −16⊕−2⊕−1
−6⊕−16⊕−8 −16⊕−7⊕−3 −9⊕−9⊕ 0



=

max(0,−20,−10) max(−10,−11,−5) max(−3,−13,−2)
max(−13,−9,−9) max(−23, 0,−4) max(−16,−2,−1)
max(−6,−16,−8) max(−16,−7,−3) max(−9,−9, 0)



22
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=

 0 −5 −2
−9 0 −1
−6 −3 0


dan

B ⊗A =

 0 −10 −3
−9 0 −2
−8 −3 0

⊗
 0 −11 −2
−13 0 −1
−6 −7 0



=

 0⊕−23⊕−9 −11⊕−10⊕−10 −2⊕−11⊕−3
−9⊕−13⊕−8 −20⊕ 0⊕−9 −11⊕−1⊕−2
−8⊕−16⊕−6 −19⊕−3⊕−7 −10⊕−4⊕ 0



=

 max(0,−23,−9) max(−11,−10,−10) max(−2,−11,−3)
max(−9,−13,−8) max(−20, 0,−9) max(−11,−1,−2)
max(−8,−16,−6) max(−19,−3,−7) max(−10,−4, 0)



=

 0 −10 −2
−8 0 −1
−6 −3 0



Diperhatikan bahwa A ⊗ B =

 0 −5 −2
−9 0 −1
−6 −3 0

 dan B ⊗ A =

 0 −10 −2
−8 0 −1
−6 −3 0

. Maka A ⊗ B 6= B ⊗ A, sehingga matriks A dan

B tidak bersifat saling komutatif.

Dari contoh di atas terlihat bahwa tidak semua matriks normal

saling komutatif. Akan tetapi menurut Linde dan Puente (2015),
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matriks normal dengan ordo 2 bersifat komutatif seperti yang

dijelaskan pada lema berikut.

Lema 3.1 Untuk setiap matriks A,B ∈ R2
nor , berlaku A ⊗ B =

B ⊗A = A⊕B.

Bukti dari lema (3.1) adalah sebagai berikut

1. Diambil sembarang matriks A dan B pada R2
nor . Dimisalkan

A =

[
0 −a
−b 0

]
dan B =

[
0 −c
−d 0

]
.

2. Akan dibuktikan bahwa A⊗B = B ⊗A = A⊕B.

Diperhatikan A⊗B dan B ⊗A serta A⊕B berikut

A⊗B =

[
0 −a
−b 0

]
⊗

[
0 −c
−d 0

]

=

[
0⊕−(a⊗ d) −c⊕−a
−b⊕−d −(b⊗ c)⊕ 0

]

=

[
0 (−c⊕−a)

(−b⊕−d) 0

]

dan

B ⊗A =

[
0 −c
−d 0

]
⊗

[
0 −a
−b 0

]

=

[
0⊕−(c⊗ b) −a⊕−c
−d⊕−b −(d⊗ a)⊕ 0

]

=

[
0 (−a⊕−c)

(−d⊕−b) 0

]

=

[
0 (−c⊕−a)

(−b⊕−d) 0

]
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serta

A⊕B =

[
0 −a
−b 0

]
⊕

[
0 −c
−d 0

]

=

[
0 (−a⊕−c)

(−b⊕−d) 0

]

=

[
0 (−c⊕−a)

(−b⊕−d) 0

]
.

Hasil dari perhitungan tersebut menunjukkan bahwa A ⊗
B = B ⊗A = A⊕B.

3. Terbukti bahwa untuk setiap dua matriks A,B ∈ R2
nor

seperti lema tersebut, maka berlakuA⊗B = B⊗A = A⊕B.

�

Contoh 3.2

Misalkan dipunyai matriks A,B ∈ R2
nor dengan A =

[
0 −11
−2 0

]

dan B =

[
0 −5
−7 0

]
. Akan ditunjukkan bahwa A ⊗ B = B ⊗ A =

A⊕B.

Diperhatikan perkalian dari A ⊗ B dan B ⊗ A serta penjumlahan

A⊕B sebagai berikut

A⊗B =

[
0 −11
−2 0

]
⊗

[
0 −5
−7 0

]

=

[
(0⊗ 0)⊕ (−11⊗−7) (0⊗−5)⊕ (−11⊗ 0)

(−2⊗ 0)⊕ (0⊗−7) (−2⊗−5)⊕ (0⊗ 0)

]

=

[
(0 + 0)⊕ (−11 +−7) (0 +−5)⊕ (−11 + 0)

(−2 + 0)⊕ (0 +−7) (−2 +−5)⊕ (0 + 0)

]
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=

[
0⊕−18 −5⊕−11
−2⊕−7 −7⊕ 0

]

=

[
max(0,−18) max(−5,−11)
max(−2,−7) max(−7, 0)

]

=

[
0 −5
−2 0

]

dan

B ⊗A =

[
0 −5
−7 0

]
⊗

[
0 −11
−2 0

]

=

[
(0⊗ 0)⊕ (−5⊗−2) (0⊗−11)⊕ (−5⊗ 0)

(−7⊗ 0)⊕ (0⊗−2) (−7⊗−11)⊕ (0⊗ 0)

]

=

[
(0 + 0)⊕ (−5 +−2) (0 +−11)⊕ (−5 + 0)

(−7 + 0)⊕ (0 +−2) (−7 +−11)⊕ (0 + 0)

]

=

[
0⊕−7 −11⊕−5
−7⊕−2 −18⊕ 0

]

=

[
max(0,−7) max(−11,−5)
max(−7,−2) max(−18, 0)

]

=

[
0 −5
−2 0

]

serta

A⊕B =

[
0 −11
−2 0

]
⊕

[
0 −5
−7 0

]
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=

[
0⊕ 0 −11⊕−5
−2⊕−7 0⊕ 0

]

=

[
max(0, 0) max(−11,−5)

max(−2,−7) max(0, 0)

]

=

[
0 −5
−2 0

]

Jadi, diperoleh A⊗B = B ⊗A = A⊕B =

[
0 −5
−2 0

]
.

Pada bab ini akan dibahas mengenai definisi dan teorema

dari beberapa bentuk matriks normal yang bersifat komutatif atas

aljabar max-plus pada ordo lebih dari 2. Berikut beberapa definisi

awal yang perlu diperhatikan.

Definisi 3.1 Untuk setiap matriks A = (ai,j) ∈ Rn
nor , didefinisikan

m(A) = min
i 6=j∈[n]

ai,j

dan

M(A) = max
i 6=j∈[n]

ai,j .

Contoh 3.3

Misalkan dipunyai matriks A ∈ Rn
nor dengan A = 0 −19 −7

−5 0 −10
−9 −3 0

, maka m(A) = −19 dan M(A) = −3.

Definisi 3.2 Untuk setiapA,B ∈ Rn
nor , didefinisikan suatu matriks

T = (ti,j) := A⊕B.
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Contoh 3.4

Misalkan dipunyai matriks A,B ∈ R3
nor dengan A = 0 −7 −5

−3 0 0

−2 −1 0

 dan B =

 0 −2 0

−1 0 −4
−6 −1 0

. Akan ditunjukan

matriks T yang terbentuk. Diperhatikan penjumlahan A ⊕ B

berikut

T = A⊕B

=

 0 −7 −5
−3 0 0

−2 −1 0

⊕
 0 −2 0

−1 0 −4
−6 −1 0



=

 0⊕ 0 −7⊕−2 −5⊕ 0

−3⊕−1 0⊕ 0 0⊕−4
−2⊕−6 −1⊕−1 0⊕ 0



=

 max(0, 0) max(−7,−2) max(−5, 0)
max(−3,−1) max(0, 0) max(0,−4)
max(−2,−6) max(−1,−1) max(0, 0)



=

 0 −7 0

−1 0 0

−2 −1 0

 .
Jadi, Matriks T yang terbentuk dari dua matriks A dan B tersebut

adalah T =

 0 −7 0

−1 0 0

−2 −1 0

.

Definisi 3.3 Untuk setiap matriks A ∈ Rn
nor , didefinisikan

himpunan K(A) dengan elemennya merupakan matriks pada Rn
nor
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yang bersifat komutatif dengan A yakni

K(A) = {B ∈ Rn
nor : A⊗B = B ⊗A}.

A. Komutatif Matriks Normal dengan Matriks Ei,j(−r)

Berikut ini diberikan definisi matriks Ei,j(r) menurut Linde

dan Puente (2015) serta diberikan juga proposisi komutatif

matriks normal dengan matriks Ei,j(−r). Kemudian diberikan

contoh yang berkaitan.

Definisi 3.4 Untuk setiap bilangan real r ≤ 0, dan i, j ∈ [n]dimana

i 6= j, matriks persegi Ei,j(r) ∈ Rn
nor didefinisikan sebagai matriks

dengan (i, j) entrinya adalah r dan nol pada entri lainnya.

Contoh 3.5

Matriks E1,2(−9) =

0 −9 0

0 0 0

0 0 0

 merupakan matriks Ei,j(r)

dengan i, j = 1, 2 dan r = −9.

Proposisi 3.1 Untuk setiap matriks A ∈ Rn
nor , terdapat ε > 0 dan

i, j ∈ [n] dengan i 6= j sedemikian sehingga Ei,j(−ε) ∈ K(A).

Bukti dari proposisi (3.1) adalah sebagai berikut:

1. Diambil sembarang matriks A ∈ Rn
nor dan diambil i, j ∈ [n]

serta ε > 0.

2. Akan dibuktikan terdapat ε > 0 dan i, j ∈ [n] sedemikian

sehinggaEi,j(−ε) ∈ K(A)yakniA⊗Ei,j(−ε) = Ei,j(−ε)⊗A.
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Diperhatikan A ⊗ Ei,j(−ε) = Ei,j(α) dan Ei,j(−ε) ⊗ A =

Ei,j(β) dengan α dan β sebagai berikut

α = max{ai,1, ai,2, . . . , ai,n,−ε}

β = max{a1,j , a2,j , . . . , an,j ,−ε}.

Kemudian diperhatikan

• Jika ai,j = 0 maka diperoleh α = β = ai,j = 0 sehingga

A ⊗ Ei,j(−ε) = Ei,j(−ε) ⊗ A = Ei,j(0) = Z dengan Z

merupakan matriks zero yang semua entrinya nol.

• Jika matriksA strictly normal maka didapatiM(A) < 0.

Untuk setiap ε dengan M(A) < −ε < 0 yang terletak

di setiap i 6= j, diperoleh α = β = −ε. Sehingga A ⊗
Ei,j(−ε) = Ei,j(−ε)⊗A = Ei,j(−ε).

Sehingga diperoleh terdapat ε > 0 dan i, j ∈ [n] dengan i 6=
j sedemikian sehingga untuk setiap A ∈ Rn

nor berlaku A ⊗
Ei,j(−ε) = Ei,j(−ε)⊗A.

3. Terbukti bahwa untuk setiap matriksA ∈ Rn
nor , terdapat ε >

0 dan i, j ∈ [n] dengan i 6= j sedemikian sehingga berlaku

A⊗Ei,j(−ε) = Ei,j(−ε)⊗A. SehinggaEi,j(−ε) ∈ K(A). �

Contoh 3.6

Misalkan dipunyai A ∈ R3
nor dengan A =

 0 −4 −6
−8 0 0

−13 −1 0

 dan

dipunyai i, j = 2, 3 serta r = −6 sehingga diperoleh matriks

Ei,j(r) = E2,3(−6) =

0 0 0

0 0 −6
0 0 0

. Akan ditunjukkan E2,3(−6) ∈
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K(A).

Diperhatikan perkalian A⊗ E2,3(−6) dan E2,3(−6)⊗A berikut

A⊗ E2,3(−6) =

 0 −4 −6
−8 0 0

−13 −1 0

⊗
0 0 0

0 0 −6
0 0 0



=

 0⊕−4⊕−6 0⊕−4⊕−6 0⊕−10⊕−6
−8⊕ 0⊕ 0 −8⊕ 0⊕ 0 −8⊕−6⊕ 0

−13⊕−1⊕ 0 −13⊕−1⊕ 0 −13⊕−7⊕ 0



=

max(0,−4,−6) max(0,−4,−6) max(0,−10,−6)
max(−8, 0, 0) max(−8, 0, 0) max(−8,−6, 0)
−13,−1, 0 max(−13,−1, 0) max(−13,−7, 0)



=

0 0 0

0 0 0

0 0 0


dan

E2,3(−6)⊗A =

0 0 0

0 0 −6
0 0 0

⊗
 0 −4 −6
−8 0 0

−13 −1 0



=

0⊕−8⊕−13 −4⊕ 0⊕−1 −6⊕ 0⊕ 0

0⊕−8⊕−19 −4⊕ 0⊕−7 −6⊕ 0⊕−6
0⊕−8⊕−13 −4⊕ 0⊕−1 −6⊕ 0⊕ 0



=

max(0,−8,−13) max(−4, 0,−1) max(−6, 0, 0)
max(0,−8,−19) max(−4, 0,−7) max(−6, 0,−6)
max(0,−8,−13) max(−4, 0,−1) max(−6, 0, 0)


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=

0 0 0

0 0 0

0 0 0



Sehingga diperoleh A ⊗ E2,3(−6) = E2,3(−6) ⊗ A =

0 0 0

0 0 0

0 0 0

.

Maka E2,3(−6) ∈ K(A).

B. Komutatif Matriks Normal dengan Kondisi ai,k⊗ bk,j ≤ ti,j

Berikut ini diberikan definisi himpunan bagian KT (A) dan

proposisi komutatif matriks A = (ai,j) dan B = (bi,j) serta

matriks T = (ti,j) := A ⊕ B dengan kondisi ai,k ⊗ bk,j ≤ ti,j

untuk i, j, k ∈ [n] menurut Linde dan Puente (2015). Kemudian

diberikan contoh yang berkaitan.

Definisi 3.5 Pada himpunan K(A), suatu himpunan bagian

KT (A) ⊆ K(A) didefinisikan untuk setiap A ∈ Rn
nor berlaku

KT (A) = {B ∈ Rn
nor : A⊗B = B ⊗A = T}

dimana T = A⊕B.

Proposisi 3.2 Untuk setiap A = (ai,j), B = (bi,j) ∈ Rn
nor dan T =

(ti,j) := A ⊕ B, jika ai,k ⊗ bk,j ≤ ti,j untuk i, j, k ∈ [n], maka

B ∈ KT (A).



33

Bukti dari proposisi (3.2) adalah sebagai berikut:

1. Diambil sembarang A,B ∈ Rn
nor dengan ai,k ⊗ bk,j ≤ ti,j

untuk i, j, k ∈ [n].

2. Akan dibuktikan B ∈ KT (A), yakni A⊗B = B ⊗A = T .

Karena baik matriks A dan B merupakan matriks normal,

maka dipunyai I ≤ A ≤ Z dan I ≤ B ≤ Z . Dan

karena matriks atas aljabar max-plus monoton naik sehingga

perkalian tidak merubah pertidaksamaan. Pada persamaan

pertama setiap ruasnya dikali denganB dari kanan sehingga

diperoleh

I ⊗B ≤ A⊗B ≤ Z ⊗B ⇔ B ≤ A⊗B ≤ Z.

Pada persamaan kedua setiap ruasnya dikalikan dengan A

dari kanan sehingga diperoleh

I ⊗A ≤ B ⊗A ≤ Z ⊗A⇔ A ≤ B ⊗A ≤ Z.

Kemudian kedua persamaan terakhir dijumlahkan ⊕
sehingga diperoleh

A⊕B ≤ A⊗B ⊕B ⊗A ≤ Z ⊕ Z

sehingga didapati T ≤ A⊗B dan T ≤ B ⊗A.

Diawal kita juga punyai ai,k ⊗ bk,j ≤ ti,j untuk i, j, k ∈ [n]

yang mengakibatkan A ⊗ B ≤ T dan B ⊗ A ≤ T . Dari

penjelasan tersebut diperoleh A ⊗ B ≤ T dan T ≤ A ⊗ B
sehingga A ⊗ B = T serta diperoleh B ⊗ A ≤ T dan

T ≤ B⊗A sehinggaB⊗A = T . Maka hasil dari pembuktian

di atas menunjukkan bahwa A⊗B = B ⊗A = T .
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3. Terbukti bahwa untuk setiapA,B ∈ Rn
nor denganai,k⊗bk,j ≤

ti,j , maka A⊗B = B ⊗A = T . Sehingga B ∈ KT (A). �

Contoh 3.7

Misalkan dipunyai dua matriks A,B ∈ R3
nor dengan A = 0 −6 −2

−8 0 −11
−7 −3 0

 dan B =

 0 −8 −9
−3 0 0

−1 −5 0

. Akan ditunjukkan

bahwa ai,k ⊗ bk,j ≤ ti,j untuk setiap i, j, k ∈ [3] sehingga B ∈
KT (A). Diperhatikan bahwa matriks T = A ⊕ B adalah sebagai

berikut

T = A⊕B =

 0 −6 −2
−8 0 −11
−7 −3 0

⊕
 0 −8 −9
−3 0 0

−1 −5 0



=

 0⊕ 0 −6⊕−8 −2⊕−9
−8⊕−3 0⊕ 0 −11⊕ 0

−7⊕−1 −3⊕−5 0⊕ 0



=

 max(0, 0) max(−6,−8) max(−2,−9)
max(−8,−3) max(0, 0) max(−11, 0)
max(−7,−1) max(−3,−5) max(0, 0)



=

 0 −6 −2
−3 0 0

−1 −3 0

 .
Dari operasi penjumlahan ⊕ di atas terlihat bahwa untuk setiap

i, j, k ∈ [3] berlaku ai,k ⊗ bi,k ≤ ti,k . Sehingga hasil kali matriks

A⊗B dan B ⊗A adalah sebagai berikut
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A⊗B =

 0 −6 −2
−8 0 −11
−7 −3 0

⊗
 0 −8 −9
−3 0 0

−1 −5 0



=

 0⊕−9⊕−3 −8⊕−6⊕−7 −9⊕−6⊕−2
−8⊕−3⊕−12 −16⊕ 0⊕−16 −17⊕ 0⊕−11
−7⊕−6⊕−1 −15⊕−3⊕−5 −16⊕−3⊕ 0



=

 max(0,−9,−3) max(−8,−6,−7) max(−9,−6,−2)
max(−8,−3,−12) max(−16, 0,−16) max(−17, 0,−11)
max(−7,−6,−1) max(−15,−3,−5) max(−16,−3, 0)



=

 0 −6 −2
−3 0 0

−1 −3 0


dan

B ⊗A =

 0 −8 −9
−3 0 0

−1 −5 0

⊗
 0 −6 −2
−8 0 −11
−7 −3 0



=

0⊕−16⊕−16 −6⊕−8⊕−12 −2⊕−19⊕−9
−3⊕−8⊕−7 −9⊕ 0⊕−3 −5⊕−11⊕ 0

−1⊕−13⊕−7 −7⊕−5⊕−3 −3⊕−16⊕ 0



=

max(0,−16,−16) max(−6,−8,−12) max(−2,−19,−9)
max(−3,−8,−7) max(−9, 0,−3) max(−5,−11, 0)
max(−1,−13,−7) max(−7,−5,−3) max(−3,−16, 0)



=

 0 −6 −2
−3 0 0

−1 −3 0


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sehingga diperolehA⊗B = B ⊗A = T =

 0 −6 −2
−3 0 0

−1 −3 0

. Maka

B ∈ KT (A).

C. Komutatif Matriks Normal dengan Entri Non-diagonal

Matriks Berada pada Interval [2r, r]

Berikut ini diberikan teorema komutatif dengan entri

non-diagonal matriks normal berada pada interval [2r, r] menurut

Linde dan Puente (2015). Kemudian diberikan contoh yang

berkaitan.

Teorema 3.1 Untuk setiap bilangan asli n dan setiap bilangan real

r ≤ 0, dua matriks A,B pada ordo n dengan entri pada diagonal

matriks adalah nol dan entri pada non-diagonal matriks berada

pada interval [2r, r] akan memenuhiA⊗B = B⊗A = T . Sehingga

B ∈ KT (A).

Bukti dari teorema (3.1) adalah sebagai berikut

1. Diambil sembarang bilangan asli n dan sembarang bilangan

real r ≤ 0 serta sembarang dua matriks A,B dengan entri

diagonal matriks adalah nol dan entri non-diagonal matriks

berada pada interval [2r, r].

2. Akan dibuktikan B ∈ KT (A) yakni A⊗B = B ⊗A = T .

Diperhatikan A⊗B berikut

• pada ai,i = 0 dan bi,j ≤ r untuk setiap i, j ∈ [n],

diperoleh ai,i⊗bi,j ≤ r ≤ ai,i sehingga (A⊗B)i,j = ai,i.
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• pada ai,j ≤ r dan bi,i = 0 untuk setiap i, j ∈ [n],

diperoleh ai,j⊗bi,i ≤ r ≤ bi,i sehingga (A⊗B)i,j = bi,i.

• pada ai,j ≤ r dan bi,j ≤ r untuk i 6= j ∈ [n], diperoleh

untuk k ∈ [n] sedemikian sehingga ai,k ⊗ bk,j ≤ 2r ≤
ai,j , bi,j sehingga (A⊗B)i,j = ai,j ⊕ bi,j .

Sehingga untuk setiap i, j, k ∈ [n], berlaku ai,k⊗ bk,j = ai,j⊕
bi,j ⇔ (A⊗B)i,j = (A⊕B)i,j ⇔ A⊗B = A⊕B ⇔ A⊗B =

T .

Diperhatikan juga B ⊗A berikut

• pada bi,i = 0 dan ai,j ≤ r untuk setiap i, j ∈ [n],

diperoleh bi,i⊗ai,j ≤ r ≤ bi,i sehingga (B⊗A)i,j = bi,i.

• pada bi,j ≤ r dan ai,i = 0 untuk i, j ∈ [n], diperoleh

bi,j ⊗ ai,i ≤ r ≤ ai,i sehingga (B ⊗A)i,j = ai,i.

• pada bi,j ≤ r dan ai,j ≤ r untuk i 6= j ∈ [n], diperoleh

untuk k ∈ [n] sedemikian sehingga bi,k ⊗ ak,j ≤ 2r ≤
ai,j , bi,j sehingga B ⊗Ai,j = ai,j ⊕ bi,j .

Sehingga untuk setiap i, j, k ∈ [n], berlaku bi,k⊗ak,j = ai,j⊕
bi,j ⇔ (B⊗A)i,j = (A⊕B)i,j ⇔ B⊗A = A⊕B ⇔ B⊗A =

T .

Dari pembuktian di atas, diperoleh A⊗B = B ⊗A = T .

3. Terbukti bahwa jika untuk setiapA,B dengan entri diagonal

matriks adalah nol dan entri non-diagonal matriks berada

pada interval [2r, r], maka berlaku A ⊗ B = B ⊗ A = T .

Sehingga B ∈ KT (A). �

Contoh 3.8

Misalkan dipunyai r = −5 dan matriks pada ordo n = 3. Dan
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dipunyai dua matriks A,B dengan entri diagonal matriks adalah

nol dan entri non-diagonal matriks berada pada interval [−10,−5]

yakni A =

 0 −6 −7
−8 0 −9
−6 −9 0

 dan B =

 0 −9 −8
−5 0 −10
−7 −9 0

. Akan

ditunjukkan bahwa B ∈ KT (A).

Diperhatikan hasil kali dari A⊗B dan B ⊗A berikut

A⊗B =

 0 −6 −7
−8 0 −9
−6 −9 0

⊗
 0 −9 −8
−5 0 −10
−7 −9 0



=

0⊕−11⊕−14 −9⊕−6⊕−16 −8⊕−16⊕−7
−8⊕−5⊕−16 −17⊕ 0⊕−18 −16⊕−10⊕−9
−6⊕−14⊕−7 −15⊕−9⊕−9 −14⊕−19⊕ 0



=

max(0,−11,−14) max(−9,−6,−16) max(−8,−16,−7)
max(−8,−5,−16) max(−17, 0,−18) max(−16,−10,−9)
max(−6,−14,−7) max(−15,−9,−9) max(−14,−19, 0)



=

 0 −6 −7
−5 0 −9
−6 −9 0


dan

B ⊗A =

 0 −9 −8
−5 0 −10
−7 −9 0

⊗
 0 −6 −7
−8 0 −9
−6 −9 0



=

0⊕−17⊕−14 −6⊕−9⊕−17 −7⊕−18⊕−8
−5⊕−8⊕−16 −11⊕ 0⊕−19 −12⊕−9⊕−10
−7⊕−17⊕−6 −13⊕−9⊕−9 −14⊕−18⊕ 0


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=

max(0,−17,−14) max(−6,−9,−17) max(−7,−18,−8)
max(−5,−8,−16) max(−11, 0,−19) max(−12,−9,−10)
max(−7,−17,−6) max(−13,−9,−9) max(−14,−18, 0)



=

 0 −6 −7
−5 0 −9
−6 −9 0


diperhatikan pula matriks T = A⊕B berikut

T = A⊕B =

 0 −6 −7
−8 0 −9
−6 −9 0

⊕
 0 −9 −8
−5 0 −10
−7 −9 0



=

 0⊕ 0 −6⊕−9 −7⊕−8
−8⊕−5 0⊕ 0 −9⊕−10
−6⊕−7 −9⊕−9 0⊕ 0



=

 max(0, 0) max(−6,−9) max(−7,−8)
max(−8,−5) max(0, 0) max(−9,−10)
max(−6,−7) max(−9,−9) max(0, 0)



=

 0 −6 −7
−5 0 −9
−6 −9 0



sehingga diperoleh bahwaA⊗B = B⊗A = T =

 0 −6 −7
−5 0 −9
−6 −9 0

.

Maka B ∈ KT (A).
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D. Komutatif Matriks Normal di Antara MatriksAn−2 danA∗

Berikut ini diberikan definisi himpunan bagian KA∗
(A) dan

proposisi komutatif yang berhubungan dengan matriks Kleene Star

(A∗) menurut Linde dan Puente (2015) serta diberikan contoh

yang sesuai.

Definisi 3.6 Pada himpunan K(A), suatu himpunan bagian

KA∗
(A) ⊆ K(A) didefinisikan untuk setiap A ∈ Rn

nor berlaku

KA∗
(A) = {B ∈ Rn

nor : A⊗B = B ⊗A = A∗}.

Proposisi 3.3 Untuk setiap A,B ∈ Rn
nor , jika An−2 ≤ B ≤ A∗

maka B ∈ KA∗
(A).

Bukti dari proposisi (3.3) adalah sebagai berikut:

1. Diambil sembarang A,B ∈ Rn
nor dengan An−2 ≤ B ≤ A∗.

2. Akan dibuktikan B ∈ KA∗
(A), yakni A⊗B = B ⊗A = A∗.

Diperhatikan A⊗B berikut

Karena dipunyai An−2 ≤ B ≤ A∗ dan perkalian matriks

normal monoton naik maka perkalian tidak merubah tanda

sehingga persamaan tersebut dikalikan dengan matriks A

dari kiri diperoleh

A⊗An−2 ≤ A⊗B ≤ A⊗A∗

⇔An−1 ≤ A⊗B ≤ A∗.

Berdasarkan definisi Klenee star pada matriks normal yakni

An−1 = An = An+1 = · · · = A∗, maka diperoleh A∗ ≤
A⊗B ≤ A∗ sehingga mengakibatkan A⊗B = A∗.
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Diperhatikan pula B ⊗A berikut

Karena dipunyai An−2 ≤ B ≤ A∗ dan perkalian matriks

normal monoton naik maka perkalian tidak merubah tanda

sehingga persamaan tersebut dikalikan dengan matriks A

dari kanan diperoleh

An−2 ⊗A ≤ B ⊗A ≤ A∗ ⊗A

⇔An−1 ≤ B ⊗A ≤ A∗.

Berdasarkan definisi Klenee star yakni An−1 = An =

An+1 = · · · = A∗, maka diperoleh A∗ ≤ B ⊗ A ≤ A∗

sehingga mengakibatkan B ⊗A = A∗.

Sehingga hasil dari pembuktian di atas menunjukkan bahwa

A⊗B = B ⊗A = A∗.

3. Terbukti bahwa untuk setiap A,B ∈ Rn
nor dengan An−2 ≤

B ≤ A∗, maka berlaku A ⊗ B = B ⊗ A = A∗. Sehingga

B ∈ KA∗
(A). �

Contoh 3.9

Misal dipunyai suatu matriks A,B ∈ R4
nor dengan A =

0 −7 −2 −8
−4 0 −6 0

−9 −6 0 −4
−1 −8 −5 0

 dan B =


0 −7 −2 −6
−1 0 −4 0

−5 −6 0 −4
−1 −8 −3 0

. Akan

ditunjukkan B ∈ KA∗
(A).
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Diperhatikan bahwa hasil pangkat An−2 sebagai berikut

An−2 = A4−2 = A2 =


0 −7 −2 −6
−1 0 −5 0

−5 −6 0 −4
−1 −8 −3 0


serta matriks kleene star A∗ adalah sebagai berikut

A∗ = An−1 = A4−1 = A3 =


0 −7 −2 −6
−1 0 −3 0

−5 −6 0 −4
−1 −8 −3 0


Dari perhitungan di atas dapat dilihat bahwa A2 ≤ B ≤ A∗.

Sehingga hasil kali A⊗B dan B ⊗A adalah sebagai berikut

A⊗B =


0 −7 −2 −8
−4 0 −6 0

−9 −6 0 −4
−1 −8 −5 0

⊗


0 −7 −2 −6
−1 0 −4 0

−5 −6 0 −4
−1 −8 −3 0



=


0 −7 −2 −6
−1 0 −3 0

−5 −6 0 −4
−1 −8 −3 0


dan
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B ⊗A =


0 −7 −2 −6
−1 0 −4 0

−5 −6 0 −4
−1 −8 −3 0

⊗


0 −7 −2 −8
−4 0 −6 0

−9 −6 0 −4
−1 −8 −5 0



=


0 −7 −2 −6
−1 0 −3 0

−5 −6 0 −4
−1 −8 −3 0



Jadi, diperoleh A ⊗ B = B ⊗ A = A∗ =


0 −7 −2 −6
−1 0 −3 0

−5 −6 0 −4
−1 −8 −3 0

.

Maka B ∈ KA∗
(A).

E. Komutatif Matriks Normal di Antara Matriks I dan

P (m(A))

Berikut ini diberikan definisi himpunan bagian KA(A) dan

definisi matriks P (r) serta proposisi komutatif matriks normal di

antara matriks I dan P (m(A)) menurut Linde dan Puente (2015).

Kemudian diberikan contoh yang berkaitan.

Definisi 3.7 Pada himpunan K(A), suatu himpunan bagian

KA(A) ⊆ K(A) didefinisikan untuk setiap A ∈ Rn
nor berlaku

KA(A) = {B ∈ Rn
nor : A⊗B = B ⊗A = A}.
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Definisi 3.8 Untuk setiap r ∈ Rmax, suatu matriks P (r) = (pi,j) ∈
Rn
nor didefinisikan sebagai

P (r) = (pi,j) =

pi,j = 0 ; i = j

pi,j = r ; i 6= j

Contoh 3.10

Matriks identitas I =

0 ε ε

ε 0 ε

ε ε 0

 merupakan matriks P (ε).

Proposisi 3.4 Untuk setiap A,B ∈ Rn
nor , jika I ≤ B ≤ P (m(A)),

maka B ∈ KA(A).

Bukti dari proposisi (3.4) adalah sebagai berikut:

1. Diambil sembarang A,B ∈ Rn
nor dengan I ≤ B ≤ P (m(A)

sehingga dipunyai bi,j ≤ m(A) untuk setiap i, j ∈ [n] dan

i 6= j.

2. Akan dibuktikan B ∈ KA(A), yakni A⊗B = B ⊗A = A.

Diperhatikan A⊗B berikut

• pada (A ⊗ B)i,i, terdapat ai,i = 0 dan bi,i = 0 sehingga

ai,i ⊗ bi,i = 0⊗ 0 = 0 = ai,i. Jelas bahwa 0 merupakan

entri maksimal sehingga (A⊗B)i,i = ai,i

• pada (A ⊗ B)i,j , untuk i, j, k ∈ [n] dan i 6= k 6= j

diperoleh ai,k ⊗ bk,j ≤ ai,k ⊗m(A) ≤ m(A) ≤ ai,j , dan

ketika k = j diperolehai,j dan bj,j = 0makaai,j⊗bj,j ≤
ai,j ⊗ 0 ≤ ai,j , serta ketika i = j diperoleh ai,i = 0 dan

bi,j ≤ m(A) maka ai,i⊗ bi,j ≤ 0⊗m(A) ≤ m(A) ≤ ai,j .

Sehingga (A ⊗ B)i,j = maxk∈[n] ai,k ⊗ bk,j = ai,j .

Sehingga diperoleh (A⊗B)i,j = ai,j .
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Maka didapati untuk setiap i, j, k ∈ [n], berlaku (A⊗B)i,j =

ai,k ⊗ bk,j = ai,j . Sehingga A⊗B = A.

Diperhatikan juga B ⊗A berikut

• pada (B ⊗ A)i,i, terdapat bi,i = 0 dan ai,i = 0 sehingga

bi,i ⊗ ai,i = 0⊗ 0 = 0 = ai,i. Jelas bahwa 0 merupakan

entri maksimal sehingga (B ⊗A)i,i = ai,i

• pada (B ⊗ A)i,j , untuk i, j, k ∈ [n] dan i 6= k 6= j

diperoleh bi,k ⊗ ak,j ≤ m(A) ⊗ ak,j ≤ m(A) ≤ ai,j ,

dan ketika k = j diperoleh bi,j dan aj,j = 0 maka

bi,j ⊗aj,j ≤ m(A)⊗ 0 ≤ m(A) ≤ ai,j , serta ketika i = j

diperoleh bi,i = 0 dan ai,j maka bi,i ⊗ ai,j ≤ 0 ⊗ ai,j ≤
ai,j . Sehingga (B ⊗ A)i,j = maxk∈[n] bi,k ⊗ ak,j = ai,k

Sehingga diperoleh (B ⊗A)i,j = ai,j .

Maka didapati untuk setiap i, j, k ∈ [n], berlaku (B⊗A)i,j =
bi,k ⊗ ak,j = ai,j . Sehingga B ⊗A = A.

Hasil dari pembuktian di atas menunjukkan bahwaA⊗B =

B ⊗A = A.

3. Terbukti bahwa untuk setiap A,B ∈ Rn
nor dengan I ≤ B ≤

P (m(A)), maka berlaku A ⊗ B = B ⊗ A = A. Sehingga

B ∈ KA(A). �

Contoh 3.11

Misalkan dipunyai matriks A,B ∈ R3
nor dengan A = 0 −8 −4

−2 0 −6
−9 −5 0

 dan B =

 0 −10 −13
−16 0 −9
−9 −10 0

. Akan ditunjukkan

bahwa B ∈ KA(A).

Diperhatikan bahwa m(A) = −9 sehingga diperoleh
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P (m(A)) =

 0 −9 −9
−9 0 −9
−9 −9 0

. Dari sini dapat dilihat bahwa

I ≤ B ≤ P (m(A)). Sehingga hasil kali A ⊗ B dan B ⊗ A adalah

sebagai berikut

A⊗B =

 0 −8 −4
−2 0 −6
−9 −5 0

⊗
 0 −10 −13
−16 0 −9
−9 −10 0



=

 0⊕−24⊕−13 −10⊕−8⊕−14 −13⊕−17⊕−4
−2⊕−16⊕−15 −12⊕ 0⊕−16 −15⊕−9⊕−6
−9⊕−21⊕−9 −19⊕−5⊕−10 −22⊕−14⊕ 0



=

 max(0,−24,−13) max(−10,−8,−14) max(−13,−17,−4)
max(−2,−16,−15) max(−12, 0,−16) max(−15,−9,−6)
max(−9,−21,−9) max(−19,−5,−10) max(−22,−14, 0)



=

 0 −8 −4
−2 0 −6
−9 −5 0


dan

B ⊗A =

 0 −10 −13
−16 0 −9
−9 −10 0

⊗
 0 −8 −4
−2 0 −6
−9 −5 0



=

 0⊕−12⊕−22 −8⊕−10⊕−18 −4⊕−16⊕−13
−16⊕−2⊕−18 −24⊕ 0⊕−14 −20⊕−6⊕−9
−9⊕−12⊕−9 −17⊕−10⊕−5 −13⊕−16⊕ 0


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=

 max(0,−12,−22) max(−8,−10,−18) max(−4,−16,−13)
max(−16,−2,−18) max(−24, 0,−14) max(−20,−6,−9)
max(−9,−12,−9) max(−17,−10,−5) max(−13,−16, 0)



=

 0 −8 −4
−2 0 −6
−9 −5 0



Sehingga diperolehA⊗B = B⊗A = A =

 0 −8 −4
−2 0 −6
−9 −5 0

. Maka

B ∈ KA(A).

F. Komutatif Matriks Normal di Antara MatriksP (M(A))dan

Z

Berikut ini diberikan definisi himpunan bagian KB(A).

Kemudian diberikan juga proposisi komutatif matriks normal di

antara matriksP (M(A)) danZ menurut Linde dan Puente (2015).

Selanjutnya diberikan contoh yang relevan.

Definisi 3.9 Pada himpunan K(A), suatu himpunan bagian

KB(A) ⊆ K(A) didefinisikan untuk setiap A ∈ Rn
nor berlaku

KB(A) = {B ∈ Rn
nor : A⊗B = B ⊗A = B}.

Proposisi 3.5 Untuk setiap matriks A,B ∈ Rn
nor , jika A matriks

strictly normal dan P (M(A)) ≤ B ≤ Z , maka B ∈ KB(A).

Bukti dari proposisi (3.5) adalah sebagai berikut:
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1. Diambil sembarang A,B ∈ Rn
nor dengan A merupakan

matriks normal dan P (M(A)) ≤ B ≤ Z sehingga dipunyai

M(A) < 0 dan M(A) ≤ bi,j untuk setiap i, j ∈ [n] dan i 6= j.

2. Akan dibuktikan B ∈ KB(A), yakni A⊗B = B ⊗A = B.

Diperhatikan A⊗B berikut

• pada (A ⊗ B)i,i terdapat ai,i = 0 dan bi,i = 0 sehingga

ai,i ⊗ bi,i = 0⊗ 0 = 0 = bi,i. Jelas bahwa 0 merupakam

entri maksimal sehingga (A⊗B)i,i = bi,i

• pada (A ⊗ B)i,j , untuk i, j, k ∈ [n] dan i 6= j 6= k

diperoleh ai,k ⊗ bk,j ≤ M(A) ⊗ bk,j ≤ M(A) ≤ bi,j ,

dan ketika k = j diperoleh ai,j dan bj,j = 0 maka

ai,j ⊗ bj,j ≤ M(A) ⊗ 0 ≤ M(A) ≤ bi,j . Sehingga

(A ⊗ B)i,j = maxk∈[n] ai,k ⊗ bk,j = bi,j . Sehingga

diperoleh (A⊗B)i,j = bi,j

Maka didapati untuk setiap i, j, k ∈ [n], berlaku (A⊗B)i,j =

ai,k ⊗ bk,j = bi,j . sehingga A⊗B = B.

Diperhatikan juga B ⊗A berikut

• pada (B ⊗ A)i,i terdapat bi,i = 0 dan ai,i = 0 sehingga

bi,i ⊗ ai,i = 0⊗ 0 = 0 = bi,i. Jelas bahwa 0 merupakam

entri maksimal sehingga (B ⊗A)i,i = bi,i

• pada (B ⊗ A)i,j , untuk i, j, k ∈ [n] dan i 6= j 6= k

diperoleh bi,k ⊗ ak,j ≤ bi,k ⊗ M(A) ≤ M(A) ≤ bi,j ,

dan ketika i = j diperoleh bj,j = 0 dan aj,k maka

bj,j ⊗ aj,k ≤ 0 ⊗ M(A) ≤ M(A) ≤ bi,j . Sehingga

(B ⊗ A)i,j = maxk∈[n] bi,k ⊗ ak,j = bi,j . Sehingga

diperoleh (B ⊗A)i,j = bi,j
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Maka didapati untuk setiap i, j, k ∈ [n], berlaku (B⊗A)i,j =
bi,k ⊗ ak,j = bi,j . sehingga B ⊗A = B.

Hasil dari pembuktian diatas menunjukkan bahwa A⊗ B =

B ⊗A = B.

3. Terbukti bahwa untuk setiap A,B ∈ Rn
nor dengan A

merupakan matriks strictly normal dan P (M(A)) ≤ B ≤ Z ,

maka berlaku A ⊗ B = B ⊗ A = B. Sehingga B ∈ KB(A).

�

Contoh 3.12 Misalkan dipunyai matriks A,B ∈ R3
nor dengan

A =

 0 −5 −3
−3 0 −4
−7 −6 0

 danB =

 0 −2 −3
−3 0 0

−2 −3 0

. Akan ditunjukkan

bahwa B ∈ KB(A).

Diperhatikan bahwa M(A)=-3 sehingga diperoleh matriks

P (M(A)) =

 0 −3 −3
−3 0 −3
−3 −3 0

. Dari sini dapat dilihat bahwa

P (M(A)) ≤ B ≤ Z . sehingga hasil kali A ⊗ B dan B ⊗ A adalah

sebagai berikut

A⊗B =

 0 −5 −3
−3 0 −4
−7 −6 0

⊗
 0 −2 −3
−3 0 0

−2 −3 0



=

 0⊕−8⊕−5 −2⊕−5⊕−6 −3⊕−5⊕−3
−3⊕−3⊕−6 −5⊕ 0⊕−7 −6⊕ 0⊕−4
−7⊕−9⊕−2 −9⊕−6⊕−3 −10⊕−6⊕ 0



=

 max(0,−8,−5) max(−2,−5,−6) max(−3,−5,−3)
max(−3,−3,−6) max(−5, 0,−7) max(−6, 0,−4)
max(−7,−9,−2) max(−9,−6,−3) max(−10,−6, 0)


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=

 0 −2 −3
−3 0 0

−2 −3 0


dan

B ⊗A =

 0 −2 −3
−3 0 0

−2 −3 0

⊗
 0 −5 −3
−3 0 −4
−7 −6 0



=

0⊕−5⊕−10 −5⊕−2⊕−9 −3⊕−6⊕−3
−3⊕−3⊕−7 −8⊕ 0⊕−6 −6⊕−4⊕ 0

−2⊕−6⊕−7 −7⊕−3⊕−6 −5⊕−7⊕ 0



=

max(0,−5,−10) max(−5,−2,−9) max(−3,−6,−3)
max(−3,−3,−7) max(−8, 0,−6) max(−6,−4, 0)
max(−2,−6,−7) max(−7,−3,−6) max(−5,−7, 0)



=

 0 −2 −3
−3 0 0

−2 −3 0



Sehingga diperolehA⊗B = B⊗A = B =

 0 −2 −3
−3 0 0

−2 −3 0

. Maka

B ∈ KB(A).



BAB IV

SIMPULAN DAN SARAN

A. Simpulan

Dari kajian skripsi ini dapat diberikan beberapa kesimpulan

bahwa matriks normal atas aljabar max-plus mempunyai beberapa

bentuk matriks komutatif sebagai berikut:

1. Komutatif matriks normal dengan matriks Ei,j(−r).

2. Komutatif matriks normal dengan kondisi ai,k ⊗ bk,j ≤ ti,j .

3. Komutatif matriks normal dengan entri non-diagonal

matriks berada pada interval [2r, r].

4. Komutatif matriks normal di antara matriks An−2 dan A∗.

5. Komutatif matriks normal di antara matriks I dan P (m(A)).

6. Komutatif matriks normal di antara matriksP (M(A))danZ .

Contoh dari masing-masing bentuk matriks komutatif tersebut

ditambahkan pada skripsi ini sebagai pelengkap yang tidak

didapati pada jurnal "Matrices Commuting with a Given Normal

Tropical Matrix" oleh Linde dan Puente (2015).

B. Saran

Pada skripsi ini ruang lingkup yang dibahas masih sempit,

yakni hanya pada himpunan matriks normal saja. Oleh karena itu,

peneliti memberi saran untuk penelitian yang akan datang dapat

mencari bentuk komutatif matriks pada himpunan lainnya.
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