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ABSTRAK

Pelabelan pada graf merupakan suatu pemetaan fungsi yang
memasangkan titik atau sisi pada graf dengan bilangan bulat.
Pelabelan sisi ajaib super merupakan suatu pelabelan total
sisi ajaib yang memetakan himpunan titik suatu graf ke suatu
himpunan {1, 2, 3, ..., |V |}, dan diperoleh suatu nilai k dari
pemetaan f(x) + f(x, y) + f(y) = k. Pada penelitian ini dibahas
pelabelan sisi ajaib super pada graf bintang K1,n, pelabelan sisi
ajaib super pada graf bintang dengan operasi join pada graf K1,1+
Nm dan pelabelan sisi ajaib super pada graf bintang dengan operasi
join pada graf K1,n +N1.

Berdasarkan penelitian diperoleh suatu nilai k yang disebut
konstanta ajaib dari pelabelan sisi ajaib super untuk ketiga jenis
graf yang diteliti, diantaranya

1. Untuk graf bintang K1,n diperoleh nilai k = 2n+ 4

2. Untuk graf bintang dengan operasi join K1,1 +Nm nilai k =
3m+ 6

3. Untuk graf bintang K1,n dengan operasi join N1 diperoleh
nilai k = 3n+ 6

Kata kunci : Pelabelan Sisi Ajaib Super, Graf Bintang K1,n, Graf
K1,1 +Nm, dan Graf K1,n +N1
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Matematika merupakan ilmu yang sangat penting, bahkan

menurut Agusdianata dan Asmahasanah (2020) matematika

merupakan semua aktivitas manusia dalam kehidupan sehari-hari.

Menurut Abdurahman (2003) ada beberapa alasan mengapa

manusia diharuskan belajar matematika, diantaranya untuk

sarana berpikir logis dan jelas, untuk memecahkan masalah

dalam kehidupan sehari-hari dan sebagai sarana mengembangkan

kreativitas. Untuk itu kemampuan untuk memanfaatkan ilmu

matematika menjadi hal mendasar bagi umat manusia, tanpa

memanfaatkan matematika manusia akan mengalami kesulitan.

Didalam matematika dipelajari banyak cabang ilmu, diantara

mengenai keuangan, stastitika, komputasi, terapan, analisis, dan

aljabar.

Salah satu cabang matematika yakni aljabar membahas

mengenai teori graf yang pertama kali dipopulerkan oleh

Leonhard Euler. Masalah yang mendasari munculnya graf adalah

Jembatan Konigsberg, Euler ingin menyelesaikan kasus ketika

tujuh jembatan yang menghubungkan daratan diantara sungai. Ia

ingin melewati tujuh jembatan tepat satu kali dan kembali ketitik

asal. Kemudian Euler memodelkan masalah tersebut dengan

menggunakan graf. Secara sederhana, graf merupakan dua atau

lebih titik yang dihubungkan oleh sisi-sisi. Salah satu manfaat

penerapan graf telah diteliti oleh Nasir dan Setyawan (2022)

mengenai penjadwalan mata kuliah agar tidak bentrok antar mata
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kuliah.

Graf terus berkembang, sehingga memunculkan sebuah

istilah pelabelan, dimana pelabelan merupakan materi pada

graf. Pelabelan merupakan pemetaan bijektif yang memetakan

himpunan titik dan / atau himpunan sisi ke bilangan asli. Saat ini

telah dikenal beberapa jenis pelabelan dalam graf, diantaranya

pelabelan kordial, pelabelan gracefull, dan pelabelan ajaib.

Pelabelan gracefull dan pelabelan kordial untuk graf bintang telah

diteliti oleh Ezhilarasi dan Kavitha (2021). Mengenai pelabelan

ajaib dibagi menjadi beberapa kelompok yaitu pelabelan titik sisi

ajaib, pelabelan total sisi ajaib, pelabelan total titik ajaib, pelabelan

sisi titik ajaib (Wallis, 2001), dan pelabelan sisi ajaib super

(Abdussakir, 2005). Manfaat pelabelan graf banyak digunakan

untuk sistem komunikasi dan transportasi, navigasi geografis,

radar, penyimpanan data komputer, dan desain pada komponen

elektronik (Rosyid, 2009).

Pembahasan topik pelabelan total titik ajaib telah dilakukan

oleh Irawati dan Heri (2010) dalam artikel tersebut dijelaskan

mengenai algoritma-algoritma yang digunakan untuk melakukan

pelabelan pada graf lengkap Kn dengan n ganjil dan juga

menentukan sebuah nilai k yaitu nilai konstanta ajaib. Untuk

penelitian pelabelan total sisi ajaib telah dilakukan oleh Gultiom

dan Mulyono (2019) dipaparkan beberapa teorema pembuktian

mengenai cara menentukan nilai konstanta ajaib (k) pada graf

lingkaran (Cn).

Pelabelan sisi ajaib telah dilakukan oleh Sugeng dan Miller

(2008) yang membahas mengenai pelabelan titik dan sisi pada

graf bintang namun hanya pada graf bintang sederhana dan belum

membahas mengenai operasi join pada graf. Jenis pelabelan yang
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digunakan oleh Sugeng dan Miller adalah pelabelan sisi ajaib

berurutan dan bukan pelabelan sisi ajaib super. Chusna (2011)

telah membahas mengenai pelabelan super sisi ajaib pada graf

bintang yang lebih kompleks dengan titik pusat terhubung oleh

satu titik pengait, namun pada penelitian Chusna belum membahas

mengenai operasi join pada graf bintang.

Maka pada kajian ini akan dibahas secara lengkap bagaimana

pelabelan sisi ajaib super pada graf bintang dengan menggunakan

operasi join pada graf. Berdasarkan latar belakang diatas, maka

penulis memilih judul "Pelabelan Sisi Ajaib Super pada Graf

Bintang".

1.2 Rumusan Masalah

Adapun rumusan masalah yang akan dibahas pada skripsi ini

adalah:

1. Apakah graf bintang K1,n dapat dilakukan pelabelan sisi

ajaib super?.

2. Apakah graf bintang dengan operasi join K1,1 + Nm dapat

dilakukan pelabelan sisi ajaib super?.

3. Apakah graf bintang dengan operasi join K1,n + N1 dapat

dilakukan pelabelan sisi ajaib super?.

1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah di atas maka tujuan skripsi ini

adalah:
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1. Untuk memeriksa apakah graf bintang K1,n dapat dilakukan

pelabelan sisi ajaib super.

2. Untuk memeriksa apakah graf bintang dengan operasi join

K1,1 +Nm dapat dilakukan pelabelan sisi ajaib super.

3. Untuk memeriksa apakah graf bintang dengan operasi join

K1,n +N1 dapat dilakukan pelabelan sisi ajaib super.

1.4 Manfaat Penelitian

1. Manfaat bagi penulis

Bagi penulis penelitian ini bertujuan untuk menambah

wawasan dan pengetahuan mengenai teori graf.

2. Manfaat bagi pembaca

Bagi pembaca penelitian ini bertujuan untuk menambah

wawasan bagi pembaca dan juga untuk dijadikan rujukan

untuk penelitian berikutnya.

3. Manfaat bagi lembaga

Sebagai bahan rujukan tentang teori graf serta bahan rujukan

untuk materi kuliah.

1.5 Metode Penelitian

Metode Penelitian yang digunakan oleh penulis dalam hal

ini merupakan metode studi literatur . Metode studi literatur

merupakan serangkaian kegiatan yang berkenaan dengan metode

pengumpulan data pustaka, membaca dan mencatat, serta

mengolah bahan penelitian (Zed, 2008). Pengumpulan data
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dilakukan dengan mencari sumber dan mengonstruksi dari

berbagai sumber seperti buku, jurnal dan penelitian-penelitian

yang telah dilakukan sebelumnya. Langkah-langkah yang

dilakukan penulis dalam penelitian ini adalah:

1. Mengkaji definisi graf, jenis-jenis graf, operasi graf, dan

pelabelan graf.

2. Memetakan himpunan titik dan sisi pada graf bintang K1,n

ke himpunan {1, 2, 3, . . . , |V |+ |E|}, dimana |V | merupakan

banyaknya titik dan |E| banyaknya sisi pada graf bintang

K1,n.

3. Menentukan bilangan ajaib k pada graf bintang K1,n dengan

menggunakan rumus untuk pelabelan total sisi ajaib, dimana

f merupakan sebuah fungsi bijektif

f(x) + f(x, y) + f(y) = k

4. Memetakan pelabelan total sisi ajaib dari himpunan titik

pada suatu graf K1,n ke himpunan {1, 2, 3, . . . , |V |}, karena

suatu pelabelan sisi ajaib super merupakan bentuk khusus

dari pelabelan total sisi ajaib.

5. Memetakan himpunan titik dan sisi pada graf bintang dengan

operasi join yang dinotasikan K1,1 + Nm ke himpunan

{1, 2, 3, . . . , |V | + |E|}, dimana |V | merupakan banyaknya

titik dan |E| banyaknya sisi pada graf bintang dengan operasi

join yang dinotasikan K1,1 +Nm.

6. Menentukan bilangan ajaib k pada graf bintang dengan

operasi join yang dinotasikan K1,1 + Nm dengan
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menggunakan rumus untuk pelabelan total sisi ajaib,

dimana f merupakan sebuah fungsi bijektif

f(x) + f(x, y) + f(y) = k

7. Memetakan pelabelan total sisi ajaib dari himpunan titik

pada suatu graf dengan operasi join yang dinotasikan K1,1 +

Nm ke himpunan {1, 2, 3, . . . , |V |}, karena suatu pelabelan

sisi ajaib super merupakan bentuk khusus dari pelabelan

total sisi ajaib.

8. Memetakan himpunan titik dan sisi pada graf bintang dengan

operasi join yang dinotasikan K1,n + N1 ke himpunan

{1, 2, 3, . . . , |V | + |E|}, dimana |V | merupakan banyaknya

titik dan |E| banyaknya sisi pada graf bintang dengan operasi

join yang dinotasikan K1,n +N1.

9. Menentukan bilangan ajaib k pada graf bintang dengan

operasi join yang dinotasikan K1,n + N1 dengan

menggunakan rumus untuk pelabelan total sisi ajaib,

dimana f merupakan sebuah fungsi bijektif

f(x) + f(x, y) + f(y) = k

10. Memetakan pelabelan total sisi ajaib dari himpunan titik

pada suatu graf dengan operasi join yang dinotasikan K1,n+

N1 ke himpunan {1, 2, 3, . . . , |V |}, karena suatu pelabelan

sisi ajaib super merupakan bentuk khusus dari pelabelan

total sisi ajaib.



BAB 2

LANDASAN PUSTAKA

2.1 Graf

Definisi 1 (Wallis, 2001) Graf G didefinisikan sebagai sebuah

himpunan berhingga V (G) dari objek-objek yang disebut titik dan

sebuah himpunan E(G) dari pasangan-pasangan titik yang tidak

berurutan; E(G) disebut sisi.

Contoh 1 GrafG yang dapat dinyatakan dengan V (G) = {1, 2, 3, 4}
dan E(G) = {0, 1, 2, 2, 2, 4}.

Dimana sisi-sisinya dapat dituliskan sebagai 2=(1, 4), 2=(2, 2),

2=(4, 3), 1=(2, 4), 0=(3, 2), dan 4=(1, 2).

1

2

3

4

4

02

2

1 2

Gambar 2.1. Graf G

2.2 Operasi Join pada Graf

Diberikan definisi 2 mengenai operasi join pada dua buah graf

G1 dan G2 :

7
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Definisi 2 (Harary, 1969) Dipunyai dua buah graf yaitu graf G1

dan graf G2 dengan himpunan titik kedua graf tersebut saling asing.

Join dari graf G1 dan graf G2 yang disimbolkan G1 + G2 yang

didesinisikan sebagai :

V (G1 +G2) = V (G1) ∪ V (G2)

E(G1 +G2) = E(G1) ∪ E(G2) ∪ {(g1, g2)|g1 ∈ G1, g2 ∈ G2}

Contoh 2 Suatu graf G1 memiliki himpunan titik {v1, v2} serta

himpunan sisi {(v1, v2)}. Graf G2 memiliki himpunan titik

{v3, v4, v5} serta himpunan sisi {(v3, v4), (v3, v5)}.

v1

v2

v3

v4

v5

Gambar 2.2. Graf G1 dan G2

v5

v3

v4

v2

v1

Gambar 2.3. G1 +G2

Gambar 2.3 merepresentasikan graf G1 +G2 atau dengan kata

lain graf G1 dioperasikan join dengan graf G2.



9

2.3 Jenis-Jenis Graf(Wilson dan Watkins,1990)

Penelitian ini membahas jenis-jenis graf diantaranya graf

bintang dan graf kosong.

1. Graf kosong

Definisi 3 Graf kosong merupakan graf yang himpunan

sisinya merupakan himpunan kosong, yang dinotasikan

dengan Nm dengan titik sebanyak m buah.

1

2

3

4

Gambar 2.4. Contoh graf kosong N4

2. Graf Bintang

Sebelum membahas graf bintang, terlebih dahulu mengenal

istilah graf bipartit karena definisi graf bipartit digunakan

untuk mendefinisikan graf bintang K1,n. Graf bipartit

sederhana adalah himpunan titik-titik dalam suatu graf G

yang dapat dibagi menjadi 2 himpunan yang saling asing,

misalkan V1(G) dan V2(G) sehingga setiap sisi e ∈ E(G)

menghubungkan suatu titik V1(G) dengan suatu titik V2(G)

dan tidak ada dua titik V1(G) dan V2(G) yang bertetangga.

Misalkan G merupakan graf bipartit sederhana dengan

V1(G) dan V2(G), sehingga disebut graf bipartit lengkap

apabila setiap titik di V1(G) bertetangga dengan V2(G).
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Definisi 4 Graf bintang merupakan graf bipartit lengkap

yang terbentuk dari K1,n.

Dengan simbol penulisan K1,n , dengan n merupakan

bilangan asli, dengan banyaknya titik |V | = 1 + n dan

banyaknya sisi |E| = n.

1

2

3

45

6

7

Gambar 2.5. Contoh graf bintang K1,6

2.4 Fungsi

Definisi 5 (Grimaldi, 1999) Misalkan dua buah himpunan tak

kosong yaitu X dan Y . Suatu fungsi f dilambangkan dengan f :

X → Y merupakan relasi dari X ke Y sehingga setiap elemen dari

himpunan X memetakan ke satu elemen pada himpunan Y .

Pada umumnya suatu fungsi f disebut memetakan X ke Y , dengan

X disebut sebagai domain dan Y sebagai kodomain.

Fungsi dapat dikelompokan menjadi tiga jenis, yaitu fungsi

injektif(fungsi satu-satu), fungsi surjektif (fungsi onto) dan fungsi

bijektif atau fungsi yang memenuhi injektif serta surjektif sebagai

berikut:
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1. Fungsi Injektif

Definisi 6 (Baugh,2009) Suatu fungsi disebut fungsi injektif

atau fungsi satu-satu jika sebuah fungsi f dari X ke Y dimana

untuk setiap y ∈ Y , terdapat paling banyak satu x ∈ X

dengan f(x)=y. Secara simbolis

(∀x1)(∀x2), x1, x2 ∈ X((f(x1) = f(x2)) → (x1 = x2))

Contoh 3 Suatu fungsi f={(B, 1), (C, 3), (A, 2)}, dimana

A={A,B,C} dan B={1, 2, 3} merupakan fungsi satu-satu.

A

B

C

A

1
2
3
4

B
f

Gambar 2.6. Contoh fungsi f injektif

2. Fungsi Surjektif

Definisi 7 (Baugh,2009) Suatu fungsi f dikatakan fungsi

surjektif dari Y apabila fungsi dari X ke Y dan range dari f

adalah Y . Atau untuk setiap y ∈ Y , terdapat x ∈ X sehingga

f(x)=y. Secara simbolis
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(∀y ∈ Y ), (∃x ∈ X)(f(x) = y)

Contoh 4 Fungsi g={(K, 2), (L, 1), (M, 2), (N, 3)}, dengan

A={K,L,M,N} dan B={1, 2, 3}, merupakan fungsi surjektif.

K

L

M

N

A

1
2
3

B
g

Gambar 2.7. Contoh fungsi g surjektif

3. Fungsi Bijektif

Definisi 8 (Baugh,2009) Suatu fungsi f yang merupakan

fungsi injektif dan fungsi surjektif disebut fungsi bijektif.

Contoh 5 Fungsi l={(A, 1), (C, 2), (B, 3), (D, 4)}, dimana

X={A,B,C,D} dan Y ={1, 2, 3} merupakan fungsi bijektif.

Fungsi l merupakan contoh fungsi bijektif karena fungsi l

merupakan fungsi injektif dan surjektif.
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A

B

C

D

X

1
2
3
4

Y
l

Gambar 2.8. Contoh fungsi l bijektif

2.5 Pelabelan pada Graf

Definisi 9 (Wallis,2001) Pelabelan pada graf merupakan suatu

fungsi atau pemetaan yang memasangkan titik atau sisi pada graf

dengan bilangan bulat (biasanya bilangan bulat positif).

Pelabelan pada graf dibedakan menjadi tiga, yakni pelabelan

titik, pelabelan sisi, dan pelabelan total. Pelabelan titik merupakan

suatu fungsi yang memasangkan titik atau sisi pada himpunan

titik dalam suatu bilangan bulat positif. Pelabelan sisi merupakan

suatu fungsi yang memasangakan titik atau sisi pada himpunan

sisi dalam suatu bilangan bulat positif. Sedangkan untuk pelabelan

total merupakan suatu fungsi yang memasangkan titik atau sisi

pada himpunan titik dan himpunan sisi dalam suatu bilangan bulat

positif.

2.5.1 Pelabelan Ajaib

Definisi 10 (Wallis,2001) Dipunyai suatu graf G yang mempunyai

himpunan titik V dan himpunan sisi E dengan sisi sebanyak |E|
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dan titik |V |. Pelabelan ajaib pada graf G merupakan pemetaan

bijektif pada suatu fungsi f dari E ke himpunan bilangan bulat

positif sehinggan untuk setiap titik v ∈ V penjumlahan semua sisi

e ∈ E terhadap titik v sama.

Pelabelan ajaib dibagi menjadi 4 jenis, yaitu pelabelan titik sisi

ajaib, pelabelan total titik ajaib, pelabelan sisi titik ajaib, dan

pelabelan total sisi ajaib. Pada penelitian ini membahas mengenai

pelabelan total sisi ajaib.

2.5.1.1 Pelabelan Total Sisi Ajaib

Definisi 11 (Wallis,2001) Pelabelan Total Sisi Ajaib pada suatu graf

Gmerupakan pemetaan dariV (G)∪E(G)pada himpunan bilangan

bulat {1, 2, . . . , |V |+|E|} sehingga untuk sebarang sisi (x, y) di graf

G berlaku

f(x) + f(x, y) + f(y) = k

dengan k merupakan konstanta, k disebut bilangan ajaib pada

G dan G disebut graf total sisi ajaib.

b c

a

Gambar 2.9. Graf G

Contoh 6 Dipunyai graf G dengan V (G)={a, b, c} dan

E(G)={(a, b), (b, c), (a, c)}.
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Graf G memiliki banyak titik |V |=3 dan banyak sisi |E|=3.

Apabila dibuat sebuah fungsi f dari V (G) ∪ E(G) ke himpunan

{1, 2, 3, 4, 5, 6}

a

b
c

(b, c)

(a, c)

(a, b)

X

1
2
3
4
5
6

Yf

Gambar 2.10. Fungsi f dari V (G) ∪ E(G)

Untuk mencari suatu nilai k dengan rumus f(x) + f(x, y) +

f(y) = k didapatkan

f(a) + f(a, b) + f(b)=1 + 6 + 2=9

f(a) + f(a, c) + f(c)=1 + 5 + 3=9

f(a) + f(b, c) + f(c)=2 + 4 + 3=9

2 3

1

4

56

Gambar 2.11. Contoh pelabelan total sisi ajaib

Jadi, graf pada gambar 2.11 merupakan pelabelan total sisi

ajaib pada graf G dengan k=9.
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2.5.1.2 Pelabelan Sisi Ajaib Super

Definisi 12 (Abdussakir, 2005) Suatu pelabelan total sisi ajaib

yang memetakan himpunan titik suatu graf ke suatu himpunan

{1, 2, 3, . . . , |V |} disebut pelabelan sisi ajaib super.

Dengan kata lain, pelabelan sisi ajaib super merupakan bentuk

khusus dari pelabelan total sisi ajaib. Setiap pelabelan sisi ajaib

super pasti pelabelan total sisi ajaib, namun tidak sebaliknya. Graf

dengan pelabelan sisi ajaib super disebut graf sisi ajaib super.

2 3

1

4

56

Gambar 2.12. Contoh pelabelan sisi ajaib super

Pelabelan pada graf gambar contoh pelabelan super sisi

ajaib merupakan contoh pelabelan total super sisi ajaib karena

himpunan titik dipetakan ke himpuanan {1, 2, 3}.



BAB 3

PELABELAN SISI AJAIB SUPER PADA GRAF BINTANG

Pada bab ini akan dibahas mengenai apakah dapat dilakukan

pelabelan sisi ajaib super pada graf bintang K1,n, K1,1 + Nm dan

K1,n +N1.

3.1 Graf K1,1 +Nm

Graf K1,1 merupakan graf bintang dengan banyaknya n = 1

serta graf Nm merupakan suatu graf kosong dengan m titik.

Definisi 13 Graf K1,1 + Nm merupakan dua buah graf

yang menggunakan operasi pada graf yaitu operasi join yang

didefinisikan

V (K1,1 +Nm) = V (K1,1) ∪ V (Nm)

E(K1,1 +Nm) = E(K1,1) ∪ E(Nm) ∪ {(k1,1, nm)

|k1,1 ∈ K1,1, nm ∈ Nm, }

vm+1

vm+2

v1 v2 . . . vm

Gambar 3.1. Graf K1,1 +Nm

17
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3.2 Graf K1,n +N1

Graf K1,n merupakan graf bintang dengan banyaknya titik = n

serta graf N1 merupakan suatu graf kosong dengan 1 titik.

Definisi 14 Graf K1,n + N1 merupakan dua buah graf yang

menggunakan operasi pada graf yaitu operasi join yang

didefinisikan

V (K1,n +N1) = V (K1,n) ∪ V (N1)

E(K1,n +N1) = E(K1,n) ∪ E(N1) ∪ {(k1,n, n1)

|k1,n ∈ K1,n, n1 ∈ N1}

v1

v2

v3

v4v5

vn

vn+1

vn+2

Gambar 3.2. Graf K1,n +N1

3.3 Pelabelan Sisi Ajaib Super pada Graf Bintang K1,n

Graf bintang K1,n memiliki banyak titik=|V (K1,n)|
dan banyaknya sisi=|E(K1,n)| dengan himpunan
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titik={v1, v2, v3, . . . , vn, vn+1} dan himpuanan sisi

={(v1, v2), . . . , (v1, vn+1)}.

v1

v2

v3

v4. . .

vn

vn+1

Gambar 3.3. Graf K1,n

Pelabelan sisi ajaib super pada graf bintang K1,n memiliki

himpunan titik {1, . . . , |V (K1,n)|}. Langkah pertama yaitu

menentukan apakah untuk graf bintang K1,n dapat dilakukan

pelabelan total sisi ajaib, sehingga dilakukan pemetaan himpunan

V (K1,n)∪E(K1,n) ke himpunan {1, 2, . . . , |V (K1,n)|+ |E(K1,n)|}.

Langkah yang kedua yaitu menentukan nilai konstanta ajaib

dengan rumus f(x) + f(x, y) + f(y) = k.

Langkah ketiga menentukan apakah graf bintang K1,n apakah

dapat dilakukan pelabelan sisi ajaib super, jika suatu graf

bintang K1,n sudah memetakan himpunan titik ke himpunan

{1, 2, . . . , |V (K1,n)|} maka dapat disimpulkan bahwa graf bintang

K1,n dapat dilakukan pelabelan sisi ajaib super. Untuk graf bintang

K1,n dengan n merupakan bilangan asli, maka:

1. Untuk n=1

Graf bintang untuk n=1 dapat dilakukan pelabelan total sisi
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ajaib yang memetakan himpunan V (K1,1) ∪ E(K1,1) ke

himpunan {1, 2, 3}, dengan nilai k=6. Sebagai ilustrasi

1
2

(1,2)

X

1
2
3

Y
f

1

2

3

Gambar 3.4. Graf K1,1

Graf bintang K1,1 juga dapat dilakukan pelabelan sisi ajaib

super karena memetakan titik ke himpunan {1, 2}.

2. Untuk n=2

Graf bintang untuk n=2 dapat dilakukan pelabelan total sisi

ajaib yang memetakan himpunan V (K1,2) ∪ E(K1,2) ke

himpunan {1, 2, 3, 4, 5},

dengan nilai k diperoleh dari

1 + 4 + 3 = 8

1 + 5 + 2 = 8.
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1
2
3

(1,3)
(1,2)

X

1
2
3
4
5

Y
f

1

2

3

5

4

Gambar 3.5. Graf K1,2

Secara lebih lanjut gambar graf bintang K1,2 juga dapat

dilakukan pelabelan sisi ajaib super karena memetakan

himpunan titik ke himpunan {1, 2, |V |} atau {1, 2, 3}.

3. Untuk n=3

Graf bintang K1,3 dapat dilakukan pemetaan himpunan

V (K1,3) ∪ E(K1,3) ke himpunan {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} dengan

nilai k=10.
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1
2
3
4

(1,4)
(1,3)
(1,2)

X

1
2
3
4
5
6
7

Yf

Nilai k=10 untuk graf K1,3 yang diperoleh dari pelabelan

total sisi ajaib untuk mencari suatu nilai k dengan rumus

f(x) + f(x, y) + f(y) = k sehingga untuk graf bintang K1,3

diperoleh:

1 + 5 + 4 = 10

1 + 6 + 3 = 10

1 + 7 + 2 = 10.

1

4

3

2

5

6

7

Gambar 3.6. Graf K1,3
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Graf bintang K1,3 sudah memetakan himpunan titik

ke himpunan {1, 2, 3, |V |} atau {1, 2, 3, 4} maka dapat

disimpulkan bahwa graf bintang K1,3 dapat dilakukan

pelabelan sisi ajaib super.

4. Untuk n=4

Graf K1,4 dapat dilakukan pemetaan himpunan V (K1,4) ∪
E(K1,4) ke himpunan {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, dengan nilai k

diperoleh dari

1
...
5

(1,5)
(1,4)
(1,3)
(1,2)

X

1
...
5
6
7
8
9

Yf

1 + 6 + 5 = 12

1 + 7 + 4 = 12

1 + 8 + 3 = 12

1 + 9 + 2 = 12.

Graf bintang K1,4 sudah memetakan himpunan titik ke

himpunan {1, 2, 3, 4, 5} maka dapat disimpulkan bahwa graf

bintang K1,4 dapat dilakukan pelabelan sisi ajaib super.
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1

23

4 5

98

7 6

Gambar 3.7. Graf K1,4

5. Untuk n=5

Graf bintang K1,5 dapat dilakukan pemetaan bijektif

himpunan V (K1,5) ∪ E(K1,5) ke himpunan {1, 2, 3, . . . , 11}.

Untuk bilangan kostanta ajaib dari graf bintang diperoleh

dengan menggunakan rumus f(x) + f(x, y) + f(y) = k,

diperoleh

1
...
6

(1,6)
(1,5)
(1,4)
(1,3)
(1,2)

X

1
...
6
7
8
9

10
11

Y
f

1 + 7 + 6 = 14

1 + 8 + 5 = 14
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1 + 9 + 4 = 14

1 + 10 + 3 = 14

1 + 11 + 2 = 14.

1

3

2

6

5 4

10
11

7

8 9

Gambar 3.8. Graf K1,5

Graf bintang K1,5 sudah memetakan himpunan titik ke

himpunan {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

6. Untuk n=6

Graf bintang K1,6 dengan pemetaan bijektif himpunan

V (K1,6)∪E(K1,6)ke himpunan {1, 2, 3, . . . , 12}, dengan nilai

k=16 diperoleh dari:
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1
...
7

(1,7)
(1,6)
(1,5)
(1,4)
(1,3)
(1,2)

X

1
...
7
8
9

10
11
12
13

Y
f

1 + 8 + 7 = 16

1 + 9 + 6 = 16

1 + 10 + 5 = 16

1 + 11 + 4 = 16

1 + 12 + 3 = 16

1 + 13 + 2 = 16.

Pelabelan sisi ajaib super juga berlaku pada graf bintang

K1,6 karena sudah memetakan himpunan titik ke himpunan

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Sehingga graf bintang K1,6 dapat

dilakukan pelabelan sisi ajaib super.

7. n=7

Graf bintang K1,7 dengan pemetaan bijektif himpunan

V (K1,7) ∪ E(K1,7) ke himpunan {1, 2, 3, . . . , 15} dengan
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1

76

5

4 3

2

89

10

11 12

13

Gambar 3.9. Graf K1,6

|V (K1,7)|=8 dan |E(K1,7)|=7. Selanjutnya menentukan nilai

konstanta ajaib dengan rumus f(x) + f(x, y) + f(y) = k,

diperoleh

1
...
8

(1,8)
(1,7)
(1,6)
(1,5)
(1,4)
(1,3)
(1,2)

X

1
...
8
9

10
11
12
13
14
15

Y
f

1 + 9 + 8 = 18
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1 + 10 + 7 = 18

1 + 11 + 6 = 18

1 + 12 + 5 = 18

1 + 13 + 4 = 18

1 + 14 + 3 = 18

1 + 15 + 2 = 18.

1

3
2

8

7

6 5

4

14159

10

11 12

13

Gambar 3.10. Graf K1,7

Graf bintang K1,7 sudah memetakan himpunan titik ke

himpunan {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, sehingga graf K1,7 dapat

dikatakan graf sisi ajaib super.

Dari penjelasan untuk n = 1 hingga n = 7, maka untuk graf

bintang K1,n merupakan graf sisi ajaib super dengan konstanta

ajaib k = 2n+ 4 dengan n ∈ N.

Dapat ditunjukan : misalkan V (K1,n)={v1, v2, v3, . . . , vn, vn+1}
dan E(K1,n)={(v1, v2), (v1, v3), . . . , (v1, vn), (v1, vn+1)}.

Jadi diperoleh:

|V (K1,n)| = n+ 1 dan |E(K1,n)| = n

Maka |V (K1,n)|+ |E(K1,n)| = n+ 1 + n = 2n+ 1

Terdapat pola pelabelan sebagai berikut:



29

v1

v2

v3

v4. . .

vn

vn+1

Gambar 3.11. Graf K1,n

Pelabelan titik f(vk) = k, 1 ≤ k ≤ n+ 1

Pelabelan sisi f((v1, vk)) = N − k, 2 ≤ k ≤ n + 1 dengan N

diperoleh dari |V (K1,n)|+ |E(K1,n)|+ 2

Dapat ditunjukan bahwa f adalah fungsi yang memetakan

setiap V (K1,n) ∪ E(K1,n) ke tepat satu {1, 2, . . . , |V (K1,n)| +
|E(K1,n)|}. Pelabelan titik dari pendefinisian f(vk) = k maka

untuk pelabelan titik paling besar dipetakan ke n + 1, untuk

pelabelan sisi f((v1, vk)) = N − k, 2 ≤ k ≤ n + 1 dengan N

diperoleh dari |V (K1,n)|+|E(K1,n)|+2,N = n+1+n+2 = 2n+3

serta batas interval untuk pelabelan sisi n+1. Untuk f((v1, vk)) =

2n + 3 − (n + 1) = n + 2, maka dapat disimpulkan bahwa tidak

ada irisan dari pelabelan titik. Dapat disimpulkan bahwa f adalah

fungsi yang memetakan setiap V (K1,n) ∪ E(K1,n) ke tepat satu

{1, 2, . . . , |V (K1,n)|+ |E(K1,n)|}.

Fungsi f dapat ditunjukan injektif dengan mengecek pada

masing-masing pelabelan titik dan sisi.

1. Pelabelan titik f(vk) = k, 1 ≤ k ≤ n+ 1
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Akan ditunjukan untuk bilangan bulat k1 dan k2, jika

f(vk1) = f(vk2) maka k1 = k2.

Diketahui f(vk) = k, 1 ≤ k ≤ n+ 1

Karena f(vk1) = f(vk2) maka diperoleh

k1 = k2.

2. Pelabelan sisi f((v1, vk)) = N − k, 2 ≤ k ≤ n + 1 dengan

N = |V (K1,n)|+ |E(K1,n)|+ 2

Akan ditunjukan untuk bilangan bulat k1 dan k2, jika

f((v1, vk1)) = f((v1, vk2)) maka k1 = k2

Diketahui f((v1, vk)) = N − k, 2 ≤ k ≤ n + 1 dengan N =

|V (K1,n)|+ |E(K1,n)|+ 2

Karena f((v1, vk1)) = f((v1, vk2)) maka diperoleh

N − k1 = N − k2

|V |+ |E|+ 2− k1 = |V |+ |E|+ 2− k2

k1 = k2

Dapat disimpulkan f merupakan fungsi injektif dari V (K1,n) ∪
E(K1,n) ke {1, 2, . . . , |V (K1,n)|+ |E(K1,n)|}.

Sesuai dengan definisi surjektif yaitu untuk setiap y ∈ Y ,

terdapat x ∈ X sehingga f(x) = y. Dengan fungsi f adalah

V (K1,n) ∪ E(K1,n) ke {1, 2, . . . , |V (K1,n)| + |E(K1,n)|}, untuk

bilangan asli dimana semua kodomainnya mempunyai pasangan di

domainnya. Karena f injektif juga surjektif maka f adalah bijektif.

Akan ditunjukan bahwa terdapat nilai k = 2n + 4 atau

konstanta ajaib di graf K1,n dengan rumus umum untuk pelabelan

total sisi ajaib adalah :

k = f(x) + f(x, y) + f(y)
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Untuk graf K1,n maka berlaku:

k = f(v1) + f((v1, vk)) + f(vk)

k = 1 +N − k + k

k = 1 + (|V |+ |E|+ 2− k) + k

k = 1 + n+ 1 + n+ 2− k + k

k = 2n+ 4.

Jadi graf K1,n adalah graf total sisi ajaib dengan bilangan ajaib

k = 2n+ 4.

Dengan melihat peta dari V (K1,n) oleh fungsi f yaitu

f(vk) = k, 1 ≤ k ≤ n+ 1

terlihat bahwa V (K1,n) dipetakan {1, 2, . . . , n + 1}, maka

{1, 2, . . . , n+ 1} = {1, 2, . . . , |V (K1,n)|}
Dengan demikian, terbukti bahwa graf K1,n merupakan graf

sisi ajaib super.

3.4 Pelabelan Sisi Ajaib Super pada graf K1,1 +Nm

Misalkan graf bintang dengan operasi join yang

dinotasikan K1,1 + Nm adalah graf yang memiliki banyak

titik=|V (K1,1 + Nm)| dan banyaknya sisi=|E(K1,1 + Nm)|
dengan V (K1,1 + Nm)={v1, v2, v3, . . . , vm, vm+1, vm+2} dan

E(K1,1+Nm)={(vm+1, v1), (vm+1, v2), . . . ,(vm+1, vm), (vm+2, v1),

(vm+2, v2), . . . , (vm+2, vm), (vm+1, vm+2)}.

Langkah pertama yaitu menentukan apakah untuk graf bintang

K1,1 + Nm dapat dilakukan pelabelan total sisi ajaib, sehingga

dilakukan pemetaan himpunan V (K1,1 +Nm)∪E(K1,1 +Nm) ke

himpunan {1, 2, . . . , |V (K1,1 +Nm)|+ |E(K1,1 +Nm)|}.

Langkah yang kedua yaitu menentukan nilai konstanta ajaib

dengan rumus f(x) + f(x, y) + f(y) = k.
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vm+1

vm+2

v1 v2 . . . vm

Gambar 3.12. Graf K1,1 +Nm

Langkah ketiga menentukan apakah graf bintang dengan

operasi join yang dinotasikan K1,1 + Nm apakah dapat dilakukan

pelabelan sisi ajaib super, jika suatu graf bintang dengan operasi

join yang dinotasikanK1,1+Nm sudah memetakan himpunan titik

ke himpunan {1, 2, . . . , |V (K1,1 +Nm)|} maka dapat disimpulkan

bahwa graf bintang dengan operasi join yang dinotasikan K1,1 +

Nm dapat dilakukan pelabelan sisi ajaib super. Untuk graf K1,1 +

Nm, nilaim diperoleh dari banyaknya titik pada graf kosong, maka:

1. Untuk m=2

Graf bintang dengan operasi join yang dinotasikan K1,1+N2

dapat dilakukan pelabelan total sisi ajaib dengan memetakan

himpunan V (K1,1 + N2) ∪ E(K1,1 + N2) ke himpunan

{1,2,. . . ,9},
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1
...
4

(3,4)
(2,2)
(1,4)
(1,3)
(1,2)

X

1
...
4
5
6
7
8
9

Y
f

dengan nilai k = 12 diperoleh dari pelabelan total sisi ajaib

yaitu f(x) + f(x, y) + f(y) = k

1 + 7 + 4 = 12

1 + 8 + 3 = 12

1 + 9 + 2 = 12

2 + 6 + 4 = 12

3 + 5 + 4 = 12.

1

4

3 27

8 9

5 6

Gambar 3.13. Graf K1,1 +N2
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Secara lebih lanjut gambar graf bintang dengan operasi join

yang dinotasikan K1,1 + N2 juga dapat dilakukan pelabelan

sisi ajaib super karena memetakan titik ke himpunan

{1, 2, 3, 4}.

2. Untuk m=3

Graf bintang dengan operasi join yang dinotasikan K1,1+N3

dapat dilakukan pelabelan total sisi ajaib dengan memetakan

himpunan V (K1,1 + N3) ∪ E(K1,1 + N3) ke himpunan

{1,2,. . . ,12},

dengan nilai k diperoleh dari

1 + 12 + 2 = 15

1 + 11 + 3 = 15

1 + 10 + 4 = 15

1 + 9 + 5 = 15

2 + 8 + 5 = 15

3 + 7 + 5 = 15

4 + 6 + 5 = 15.
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1
...
5

(4,5)
(3,5)
(2,5)
(1,5)
(1,4)
(1,3)
(1,2)

X

1
...
5
6
7
8
9

10
11
12

Y
f

1

5

4 3 29

10 11 12

6 7 8

Gambar 3.14. Graf K1,1 +N3

Secara lebih lanjut gambar graf bintang dengan operasi join

yang dinotasikan K1,1 + N3 juga dapat dilakukan pelabelan

sisi ajaib super karena memetakan titik ke himpunan

{1, 2, 3, 4, 5}.

3. Untuk m=4
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Graf bintang dengan operasi join yang dinotasikan K1,1+N4

dapat dilakukan pelabelan total sisi ajaib dengan memetakan

himpunan V (K1,1 + N4) ∪ E(K1,1 + N4) ke himpunan

{1,2,. . . ,15},

1
...
6

(5,6)
(4,6)
(3,6)
(2,6)
(1,6)
(1,5)
(1,4)
(1,3)
(1,2)

X

1
...
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15

Y
f

dengan nilai k diperoleh dari

1 + 15 + 2 = 18

1 + 14 + 3 = 18

1 + 13 + 4 = 18

1 + 12 + 5 = 18

1 + 11 + 6 = 18
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2 + 10 + 6 = 18

3 + 9 + 6 = 18

4 + 8 + 6 = 18

5 + 7 + 6 = 18

Secara lebih lanjut gambar graf bintang dengan operasi join

yang dinotasikan K1,1 + N4juga dapat dilakukan pelabelan

sisi ajaib super karena memetakan titik ke himpunan

{1, 2, 3, 4, 6}.

1

6

5 4 3 211

12 13 14 15

7 8 9 10

Gambar 3.15. Graf K1,1 +N4

Dari penjelasan untuk m = 2 hingga m = 4, maka untuk

graf bintang K1,1 + Nm merupakan graf sisi ajaib super dengan

konstanta ajaib k = 3m+ 6 dengan m ∈ N .

Dapat ditunjukan : misalkan

1. V (Nm)={v1, v2, . . . , vm}
2. V (K1,1)={vm+1, vm+2}
3. E(K1,1) = {(vm+1, vm+2)}
Apabila graf bintang dan graf kosong dilakukan

operasi join K1,1 + Nm maka untuk V (K1,1 +

Nm)={v1, v2, v3, . . . , vm, vm+1, vm+2} dan E(K1,1 +

Nm)={(vm+1, v1), (vm+1, v2), . . . , (vm+1, vm), (vm+2, v1),

(vm+2, v2), . . . , (vm+2, vm), (vm+1, vm+2)}.
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vm+1

vm+2

v1 v2 . . . vm

Gambar 3.16. Graf K1,1 +Nm

Jadi akan diperoleh |V (K1,1 + Nm)| = m + 2 dan |E(K1,1 +

Nm)| = 2m+ 1, dengan banyaknya titik |V (K1,1 +Nm)| = m+ 2

diperoleh dari banyaknya titikm dari graf kosong serta 2 diperoleh

dari banyaknya titik di graf K1,1. Banyaknya sisi |E(K1,1+Nm)| =
2m + 1 diperoleh angka 1 dari banyaknya sisi dari graf bintang

K1,1 nilai 2m didapat dari banyaknya sisi yang menghubungkan

graf kosong dengan graf bintang karena menggunakan operasi join.

Maka |V (K1,1 +Nm)|+ |E(K1,1 +Nm)| = m+ 2 + 2m+ 1 =

3m+ 3

Terdapat pola pelabelan sebagai berikut:

Pelabelan titik untuk f(vm+1) = 1

Pelabelan titik untuk f(vi) = m+ 2− i, 1 ≤ i ≤ m

Pelabelan titik untuk f(vm+2) = m+ 2

Pelabelan sisi f((vi, vm+1)) = 2m+ 3 + i, 1 ≤ i ≤ m

Pelabelan sisi f((vi, vm+2)) = m+ 2 + i, 1 ≤ i ≤ m

Pelabelan sisi f((vm+1, vm+2)) = 2m+ 3

Dapat ditunjukan bahwa f adalah fungsi yang memetakan

setiap V (K1,1 + Nm) ∪ E(K1,1 + Nm) ke tepat satu

{1, 2, . . . , |V (K1,1 + Nm)| + |E(K1,1 + Nm)|}. Dari pendefinisian

pelabelan yang telah didefinisikan terlihat bahwa untuk pelabelan
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titik paling besar dipetakan ke m+ 2, dan untuk pelabelan sisi

f((vi, vm+1)) = 2m + 3 + i, 1 ≤ i ≤ m dengan batas interval

terbesar m diperoleh f((vi, vm+1)) = 2m+ 3 +m = 3m+ 3.

f((vi, vm+2)) = m + 2 + i, 1 ≤ i ≤ m dengan batas interval

terbesar m diperoleh f((vi, vm+2)) = m+ 2 +m = 2m+ 2

f((vi, vm+1)) = 2m + 3 + i, 1 ≤ i ≤ m dengan batas interval

terkecil m diperoleh f((vi, vm+1)) = 2m+ 3 + 1 = 2m+ 4.

f((vi, vm+2)) = m + 2 + i, 1 ≤ i ≤ m dengan batas interval

terkecil m diperoleh f((vi, vm+2)) = m+ 2 + 1 = m+ 3

f((vm+1, vm+2)) = 2m+ 3

Dari ketiga pelabelan sisi diperoleh untuk pelabelan sisi

dimulai dari interval terkecil yaitu m + 3, maka tidak ada irisan

dari pelabelan titik. Dapat disimpulkan bahwa f merupakan fungsi

yang memetakan setiap V (K1,1 + Nm) ∪ E(K1,1 + Nm) ke tepat

satu {1, 2, . . . , |V (K1,1 +Nm)|+ |E(K1,1 +Nm)|}.

Fungsi f dapat ditunjukan injektif dengan mengecek pada

masing-masing pelabelan.

1. Pelabelan titik f(vm+1) = 1, karena f(vm+1) = 1 sehingga

sudah jelas memenuhi fungsi injektif.

2. Pelabelan titik f(vi) = m+ 2− i, 1 ≤ i ≤ m

Akan ditunjukan untuk bilangan bulat i1 dan i2 jika f(vi1) =

f(vi2) maka i1 = i2.

Diketahui f(vi) = m+ 2− i, 1 ≤ i ≤ m

Karena f(vi1) = f(vi2) maka diperoleh

m+ 2− i1 = m+ 2− i2

i1 = i2.



40

3. Pelabelan titik f(vm+2) = m + 2, karena f(vm+2) = m + 2

sehingga sudah jelas memenuhi fungsi injektif.

4. Pelabelan sisi f((vi, vm+1)) = 2m+ 3 + i, 1 ≤ i ≤ m

Akan ditunjukan untuk bilangan bulat i1 dan i2 jika

f((vi1 , vm+1)) = f((vi2 , vm+1)) maka i1 = i2

Diketahui f((vi, vm+1)) = 2m+ 3 + i, 1 ≤ i ≤ m

Karena f((vi1 , vm+1)) = f((vi2 , vm+1)) maka diperoleh

2m+ 3 + i1 = 2m+ 3 + i2

i1 = i2

5. Pelabelan sisi f((vi, vm+2)) = m + 2 + i, 1 ≤ i ≤
m Akan ditunjukan untuk bilangan bulat i1 dan i2 jika

f((vi1 , vm+2)) = f((vi2 , vm+2)) maka i1 = i2.

Diketahui f((vi, vm+2)) = m+ 2 + i, 1 ≤ i ≤ m

Karena f((vi1 , vm+2)) = f((vi2 , vm+2)) maka diperoleh

m+ 2 + i1 = m+ 2 + i2

i1 = i2

6. Pelabelan sisi f((vm+1, vm+2)) = 2m + 3, karena sisi

f((vm+1, vm+2)) = 2m + 3 sehingga sudah jelas memenuhi

fungsi injektif.

Dapat disimpulakn f merupakan fungsi injektif dari V (K1,1 +

Nm)∪E(K1,1+Nm)ke{1, 2, . . . , |V (K1,1+Nm)|+|E(K1,1+Nm)|}.

Sesuai dengan definisi surjektif yaitu untuk setiap y ∈ Y ,

terdapat x ∈ X sehingga f(x) = y. Dengan fungsi f adalah

V (K1,1 + Nm) ∪ E(K1,1 + Nm) ke {1, 2, . . . , |V (K1,1 + Nm)| +
|E(K1,1 +Nm)|}, untuk bilangan asli dimana semua kodomainnya
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mempunyai pasangan di domainnya. Karena f injektif juga

surjektif maka f adalah bijektif.

Akan ditunjukan bahwa terdapat nilai konstanta ajaib k =

3m + 6 di graf K1,1 + Nm dengan rumus umum untuk pelabelan

total sisi ajaib adalah:

k = f(x) + f(x, y) + f(y)

karena pada graf K1,1 + Nm pelabelan sisi terbagi menjadi 3

jadi untuk nilai k juga terbagi menjadi 3 kasus yaitu :

1. k = f(vi) + f((vi, vm+2)) + f(vm+2)

k = m+ 2− i+m+ 2 + i+m+ 2

k = 3m+ 6

2. k = f(vi) + f((vi, vm+1)) + f(vm+1)

k = m+ 2− i+ 2m+ 3 + i+ 1

k = 3m+ 6

3. k = f(vm+1) + f((vm+1, vm+2)) + f(vm+2)

k = 1 + 2m+ 3 +m+ 2

k = 3m+ 6.

Jadi graf K1,1 + Nm merupakan graf total sisi ajaib dengan

bilangan ajaib k = 3m+ 6.

Dengan melihat peta dari V (K1,1 +Nm) oleh fungsi f yaitu

f(vm+1) = 1

f(vi) = m+ 2− i, 1 ≤ i ≤ m

f(vm+2) = m+ 2

maka terlihat bahwa V (K1,1 + Nm) dipetakan {1, 2, . . . ,m +

2} = {1, 2, . . . , |V (K1,1 +Nm)|}
Dengan demikian, terbukti bahwa graf K1,1 + Nm merupakan

graf sisi ajaib super.
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3.5 Pelabelan Sisi Ajaib Super pada Graf K1,n +N1

Graf bintang K1,n + N1 dengan V (K1,n + N1)={v1, v2, v3,
. . . , vn, vn+1, vn+2} dan E(K1,n + N1)={(v1, v2), (v1, v3), . . . ,
(v1, vn+1), (v1, vn+2), (v2, vn+2), . . . , (vn+1, vn+2)}.

v1

v2

v3

v4v5

vn

vn+1

vn+2

Gambar 3.17. Graf K1,n +N1

Langkah pertama yaitu menentukan apakah untuk graf bintang

K1,n + N1 dapat dilakukan pelabelan total sisi ajaib, sehingga

dilakukan pemetaan himpunan V (N1 +K1,n) ∪ E(N1 +K1,n) ke

himpunan {1, 2, . . . , |V |+ |E|}.

Langkah yang kedua yaitu menentukan nilai konstanta ajaib

dengan rumus f(x) + f(x, y) + f(y) = k.

Langkah ketiga menentukan apakah graf bintang dengan

operasi join yang dinotasikan K1,n + N1 apakah dapat dilakukan

pelabelan sisi ajaib super, jika suatu graf bintang dengan operasi

join yang dinotasikan K1,n+N1 sudah memetakan himpunan titik

ke himpunan {1, 2, . . . , |V |} maka dapat disimpulkan bahwa graf

bintang dengan operasi join yang dinotasikan K1,n + N1 dapat

dilakukan pelabelan sisi ajaib super. Untuk graf K1,n + N1 nilai
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n didapat dari bilangan asli pada graf bintang, maka:

1. Untuk n=1

Graf bintang dengan operasi join yang dinotasikan K1,1+N1

dapat dilakukan pelabelan total sisi ajaib dengan memetakan

himpunan V (K1,1 + N1) ∪ E(K1,1 + N1) ke himpunan

{1,2,. . . ,6},

1
2
3

(2,3)
(1,3)
(1,2)

X

1
2
3
4
5
6

Y
f

dengan nilai k diperoleh dari

1 + 6 + 2 = 9

1 + 5 + 3 = 9

2 + 4 + 3 = 9

Secara lebih lanjut gambar graf bintang dengan operasi join

yang dinotasikan K1,1 + N1juga dapat dilakukan pelabelan

sisi ajaib super karena memetakan titik ke himpunan

{1, 2, 3}.

2. Untuk n=2
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1

2

36

5

4

Gambar 3.18. Graf K1,1 +N1

Graf bintang dengan operasi join yang dinotasikan K1,2+N1

dapat dilakukan pelabelan total sisi ajaib dengan memetakan

himpunan V (K1,2 + N1) ∪ E(K1,2 + N1) ke himpunan

{1,2,. . . ,9},

1
2
3
4

(3,4)
(2,4)
(1,4)
(1,3)
(1,2)

X

1
2
3
4
5
6
7
8
9

Y
f

dengan nilai k diperoleh dari

1 + 9 + 2 = 12

1 + 8 + 3 = 12
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1 + 7 + 4 = 12

2 + 6 + 4 = 12

3 + 5 + 4 = 12.

Secara lebih lanjut gambar graf bintang dengan operasi join

yang dinotasikan K1,2 + N1juga dapat dilakukan pelabelan

sisi ajaib super karena memetakan titik ke himpunan

{1, 2, 3, 4}.

1

2

3

4

9 6

7

58

Gambar 3.19. Graf K1,2 +N1

3. Untuk n=3

Graf bintang dengan operasi join yang dinotasikan K1,3+N1

dapat dilakukan pelabelan total sisi ajaib dengan memetakan

himpunan V (K1,3 + N1) ∪ E(K1,3 + N1) ke himpunan

{1,2,. . . ,12},
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1
...
5

(4,5)
(3,5)
(2,5)
(1,5)
(1,4)
(1,3)
(1,2)

X

1
...
5
6
7
8
9

10
11
12

Y
f

dengan nilai k diperoleh dari

1 + 9 + 5 = 15

1 + 10 + 4 = 15

1 + 11 + 3 = 15

1 + 12 + 2 = 15

2 + 8 + 5 = 15

3 + 7 + 5 = 15

4 + 6 + 5 = 15.

Secara lebih lanjut gambar graf bintang dengan operasi join

yang dinotasikan K1,3 + N1 juga dapat dilakukan pelabelan

sisi ajaib super karena memetakan titik ke himpunan

{1, 2, 3, 4, 5}.
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1

2
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12
8

9

6
10

11
7

Gambar 3.20. Graf K1,3 +N1

Dari penjelasan untukn = 1hinggan = 3, maka untuk graf bintang

K1,n +N1 merupakan graf sisi ajaib super dengan konstanta ajaib

3n+ 6 dengan n ∈ N.

v1

v2

v3

v4v5

vn

vn+1

vn+2

Gambar 3.21. Graf K1,n +N1

Dapat ditunjukan : misalkan

1. V (K1,n)={v1, v2, . . . , vn, vn+1}
2. V (N1)={vn+2},

3. E(K1,n)={(v1, v2), (v1, v3), . . . , (v1, vn+1)}
Apabila graf bintang K1,n dilakukan operasi join

dengan graf kosong N1 atau graf K1,n + N1, maka

V (K1,n + N1)={v1, v2, v3, . . . , vn, vn+1, vn+2}. E(K1,n +

N1)={(v1, v2), (v1, v3), . . . , (v1, vn+1), (v1, vn+2), (v2, vn+2),
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. . . , (vn+1, vn+2)}.

Jadi diperoleh:

|V (K1,n +N1)| = n+ 2 dan |E(K1,n +N1)| = 2n+ 1, dengan

banyaknya titik |V (K1,n + N1)| = n + 2 diperoleh n + 1 dari

pendefisian banyaknya titik pada graf bintang dan ditambah 1 dari

banyaknya titik dari graf kosong N1. Banyaknya sisi |E(K1,n +

N1)| = 2n+1, banyak sisi dari grafK1,n adalahn, ditambah dengan

n+ 1 diperoleh dari pengoperasian join dengan N1

Maka |V (K1,n+N1)|+|E(K1,n+N1)| = n+2+2n+1 = 3n+3

Terdapat pola pelabelan sebagai berikut:

Pelabelan titik f(v1) = 1

Pelabelan titik f(vk) = k, 2 ≤ k ≤ n+ 1

Pelabelan titik f(vn+2) = n+ 2

Pelabelan sisi f((v1, vk)) = N − k, 2 ≤ k ≤ n + 2 dengan

N = |V (G)|+ |E(G)|+ 2

Pelabelan sisi f((vk, vn+2)) = 2(n+ 2)− k, 2 ≤ k ≤ n+ 1

Dapat ditunjukan bahwa f adalah fungsi yang memetakan

setiap V (K1,n + N1) ∪ E(K1,n + N1) ke tepat satu

{1, 2, . . . , |V (K1,n + N1)| + |E(K1,n + N1)|}. Dari pelabelan

yang telah didefinisikan terlihat bahwa untuk pelabelan titik

paling besar dipetakan ke n+ 2. Untuk pelabelan sisi

f((v1, vk)) = N − k, 2 ≤ k ≤ n + 2 dengan N = |V (K1,n +

N1)|+|E(K1,n+N1)|+2dengan batas interval terbesarn+2ketika

disubtitusi ke f((v1, vk)) = N−k diperolehN = n+2+2n+1+2 =

3n+ 5 maka f((v1, vk)) = 3n+ 5− (n+ 2) = 2n+ 3

f((vk, vn+2)) = 2(n + 2) − k, 2 ≤ k ≤ n + 1 dengan batas

interval terkeciln+1maka f((vk, vn+2)) = 2(n+2)−(n+1) = n+3

Jadi dari kedua pelabelan sisi tersebut dapat disimpulkan

bahwa untuk pelabelan sisi dimulai darin+3, maka tidak ada irisan
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dari pelabelan titik. Dapat disimpulkan bahwa f merupakan suatu

fungsi yang memetakan setiap V (K1,n + N1) ∪ E(K1,n + N1) ke

tepat satu {1, 2, . . . , |V (K1,n +N1)|+ |E(K1,n +N1)|}.

Fungsi f dapat ditunjukan injektif dengan mengecek pada

masing-masing interval titik.

1. Pelabelan titik f(v1) = 1, karena f(v1) = 1 sehingga sudah

jelas memenuhi fungsi injektif.

2. Pelabelan titik f(vk) = k, 2 ≤ k ≤ n+ 1

Akan ditunjukan untuk bilangan bulat k1 dan k2, jika

f(vk1) = f(vk2) maka k1 = k2.

Diketahui f(vk) = k, 2 ≤ k ≤ n+ 1

Karena f(vk1) = f(vk2) maka diperoleh

k1 = k2.

3. Pelabelan titik f(vn+2) = n + 2, karena f(vn+2) = n + 2

sehingga sudah jelas memenuhi fungsi injektif

4. Pelabelan sisi f((v1, vk)) = N − k, 2 ≤ k ≤ n + 2 dengan

N = |V (K1,n +N1)|+ |E(K1,n +N1)|+ 2

Akan ditunjukan untuk bilangan bulat k1 dan k2, jika

f((v1, vk1)) = f((v1, vk2)) maka k1 = k2

Diketahui f((v1, vk)) = N − k, 2 ≤ k ≤ n + 2 dengan N =

|V (K1,n +N1)|+ |E(K1,n +N1)|+ 2

Karena f((v1, vk1)) = f((v1, vk2)) maka diperoleh

N − k1 = N − k2

|V |+ |E|+ 2− k1 = |V |+ |E|+ 2− k2

k1 = k2
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5. Pelabelan sisi f((vk, vn+2)) = 2(n+ 2)− k, 2 ≤ k ≤ n+ 1

Akan ditunjukan untuk k1 dan k2, jika f((vk1 , vn+2)) =

f((vk2 , vn+2))

Diketaui f((vk, vn+2)) = 2(n+ 2)− k, 2 ≤ k ≤ n+ 1

Karena f((vk1 , vn+2)) = f((vk2 , vn+2)) maka diperoleh

2(n+ 2)− k1 = 2(n+ 2)− k2

k1 = k2

Dapat disimpulkan f merupakan fungsi injektif dari V (K1,n +

N1)∪E(K1,n+N1) ke {1, 2, . . . , |V (K1,n+N1)|+ |E(K1,n+N1)|}.

Sesuai dengan definisi surjektif yaitu untuk setiap y ∈ Y ,

terdapat x ∈ X sehingga f(x) = y. Dengan fungsi f adalah

V (K1,n + N1) ∪ E(K1,n + N1) ke {1, 2, . . . , |V (K1,n + N1)| +
|E(K1,n +N1)|}, untuk bilangan asli dimana semua kodomainnya

mempunyai pasangan di domainnya. Karena f injektif juga

surjektif maka f adalah bijektif.

Akan ditunjukan bahwa untuk nilai konstanta ajaib k = 3n +

6 di graf K1,n + N1 dengan rumus umum untuk mencari nilai k

dengan pelabelan total sisi ajaib berlaku:

k = f(x) + f(x, y) + f(y)

karena pada graf K1,n + N1 pelabelan sisi dibagi menjadi 2

maka untuk nilai k terbagi menjadi 2 kasus yaitu:

1. k = f(v1) + f((v1, vk)) + f(vk)

k = 1 +N − k + k

k = 1 +N

k = 1 + n+ 2 + 2n+ 1 + 2

k = 3n+ 6
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2. k = f(vk) + f((vk, vn+2)) + f(vk)

k = k + 2(n+ 2)− k + n+ 2

k = 2(n+ 2) + n+ 2

k = 2n+ 4 + n+ 2

k = 3n+ 6.

Jadi graf K1,n + N1 merupakan graf total sisi ajaib dengan

bilangan ajaib k = 3n+ 6.

Dengan melihat peta dari V (K1,n +N1) oleh fungsi f yaitu

f(v1) = 1

f(vk) = k, 2 ≤ k ≤ n+ 1

f(vn+2) = n+ 2

maka terlihat bahwa V (K1,n +N1) dipetakan {1, 2, . . . , n+ 2}
atau {1, 2, . . . , n+ 2} = {1, 2, . . . , |V (K1,n +N1)|}

Dengan demikian, terbukti bahwa graf K1,n + N1 merupakan

graf sisi ajaib super.



BAB 4

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

1. Graf bintang K1,n merupakan graf yang dapat dilakukan

pelabelan sisi ajaib super dengan nilai k yaitu 2n+ 4. Untuk

pelabelan titik f(vk) = k dengan 1 ≤ k ≤ n + 1 serta

pelabelan sisi f((1, vk)) = N − k, 2 ≤ k ≤ n + 1 serta

N = |V |+ |E|+ 2.

2. Graf dengan operasi join yang dinotasikan K1,1 + Nm dapat

dilakukan pelabelan sisi ajaib super dengan nilai k = 3m+6.

Pelabelan titik f(vm+1) = 1, f(vi) = m+2−i, 1 ≤ i ≤ mdan

f(vm+2) = m+2. Pelabelan sisi f((vi, vm+1)) = 2m+3+ i,

f((vi, vm+2)) = m+ 2+ i dan f((vm+1, vm+ 2)) = 2m+ 3.

3. GrafK1,n+N1 merupakan graf dengan menggunakan operasi

join yang dapat dilakukan pelabelan sisi ajaib super dan

mempunyai nilai k = 3n + 6. Pelabelan titik f(v1) = 1,

f(vk) = k dengan 1 ≤ kleqn + 1 dan f(vn+2) = n + 2.

Pelabelan sisi f((v1, vk)) = N − k, 2 ≤ k ≤ n + 2 dengan

N = |V |+ |E|+2 dan f((vk, vn+2)) = 2(n+2)− k, 2 ≤ k ≤
n+ 1.

4.2 Saran

Pembahasan mengenai pelabelan sisi ajaib super masih

terbuka untuk peneliti lain untuk melanjutkan penelitian ini, atau

dengan menggunakan operasi graf yang lain seperti gabungan,
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hasil kali dan komposisi. Atau juga dapat melakukan penelitian

serupa dengan jenis graf yang berbeda seperti graf pohon, graf

kipas, graf sikel, graf roda, dan lain sebagainya.
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