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ABSTRAK

Aljabar max-plus adalah contoh dari semiring.  Aljabar
max-plus itu sendiri ialah himpunan R;,,x dengan operasi biner
¢ dan ®. Dimana Ry, adalah himpunan R U {e}. R itu sendiri
merupakan himpunan bilangan real sedangkan e didefinisikan
sebagai ¢ = —oc. Terdapat beberapa bentuk sistem persamaan
linear dalam aljabar maxplus, salah satunya A ® x = b.Persamaan
tersebut dapat diperluas kedalam bentuk sistem persamaan dua
sisi A ® * = B ® y atas aljabar max-plus. Untuk mencari solusi
dari persamaan tersebut menggunakan metode alternating. Vektor
x dan y dikatakan stabil jikaz = A*®'(B®y)dany = B*®/(Axx).
Setiap pasangan (x,y) stabil merupakan solusi dari persamaan
ARr=B®uy.

Kata kunci : Aljabar max-plus, Metode alternating, solusi stabil

vi
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BAB1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Dalam matematika terdapat beberapa bidang ilmu, salah satu
bidang ilmu matematika adalah aljabar. Aljabar mempelajari
tentang struktur dan aturan untuk memanipulasi simbol-simbol
dalam matematika. Dalam aljabar itu sendiri terdapat topik-topik
yang dapat dipelajari, antara lain aljabar abstrak dan aljabar linear.

Salah satu dari bidang matematika adalah aljabar linear
Aljabar linear sendiri memempelajari mengenai pemetaan, vektor,
dan matriks. Suatu matriks disimbolkan dengan huruf kapital.
Dalam matriks terdapat bilangan yang tersusun dalam bentuk dan
kolom yang dinamakan dengan entri atau elemen dari matriks.
Terdapat beberapa jenis matriks contohnya yaitu matriks identitas,
matriks nol, dan matriks permutasi (Majid, 2012).

Sedangkan aljabar abstrak mempelajari tentang grup, ring,
semigrup, semiring, dan lainya. Dalam buku yang ditulis oleh
Rudito (2016) dijelaskan bahwa aljabar max-plus merupakan salah
satu contoh dari semiring. Aljabar max-plus itu sendiri adalah
himpunan R,,,x dengan operasi biner ¢® dan ®. Dimana Ry,
merupakan himpunan RU {e}. R itu sendiri merupakan himpunan
bilangan real sedangkan e didefinisikan ¢ = —oo (Olsder dan
Woude, 2005).

Dalam aljabar linear terdapat suatu sistem persamaan yang
berbentuk Axr + by = c¢. Sama halnya dengan aljabar linear,
di dalam aljabar max-plus juga terdapat suatu sistem persamaan

linear. Dalam aljabar max-plus terdapat tiga persamaan linear,



yaitu A ® x = b kemudian A ® * = B ® y dan persamaan
yang terakhir adalah A ® © = B ® x (Butkovic, P. 2010). Untuk
menyelesaikan persamaan tersebut terdapat berbagai metode
contohnya metode alternating yang dikenalkan oleh Cunninghame
dan Butkovic (2003) dalam penelitiannya yang berjudul "The
equation A ® * = B ® y over (max+)". Dalam penelitian
lain yang ditulis oleh Aminu dan Butkovic (2008) dengan judul
"comparison of method for solving two sided system in max-algebra”,
dalam penelitian tersebut Aminu dan Butkovic membandingkan
metode-metode yang dapat digunakan dalam penyelesaian sistem
persamaan linear dua sisi atas aljabar max-plus dan hasilnya
adalah metode alternating lah yang lebih efektif.

Berdasarkan latar belakang masalah yang dijabarkan diatas,
penulis akan mengkaji lebih dalam jurnal yang berjudul "The
equation A ® *x = B ® y over (max,+)" yang ditulis oleh
Cunninghame dan Butkovic (2003). Maka penulis melakukan
kajian tersebut dengan judul "Penyelesaian Sistem Persamaan
Linear Dua Sisi pada A ® z = B ® y dalam Aljabar Max-plus".

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang masalah yang dijabarkan,
diperoleh rumusan masalah yaitu bagaimana menyelesaikan
sistem persamaan linear dua sisi pada A ® + = B ® y dalam
aljabar max-plus?

1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan dari kajian ini adalah mengetahui solusi penyelesaikan

sistem persamaan linear dua sisi pada ARz = B®y dalam aljabar



max-plus.

1.4 Manfaat Penelitian

Harapan penulis dalam kajian dan pembahasan ini dapat
membawa manfaat untuk kemudian hari mengenai penyelesaian
sistem persamaan linear dua sisi pada A ® + = B ® y dalam
aljabar max-plus. Serta diharapkan dapat menjadi pengetahuan
mengenai metode alternating yang digunakan untuk penyelesaian

sistem persamaan A ® r = B ® y dalam aljabar max-plus.

1.5 Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan adalah metode studi
literatur. Studi literatur dilakukan guna mencari informasi dan
pengetahuan dalam penelitian melalui membaca buku-buku
referensi, jurnal ilmiah dan bahan bacaan yang tersedia di
perpustakaan (Ruslan, 2008). Langkah-langkah penulis dalam
kajian ini sebagai berikut:

1. Mengkaji tentang definisi dan sifat-sifat aljabar max-plus.
Pada tahap ini dikaji mengenai definisi dasar dan sifat-sifat
yang ada pada aljabar max-plus.

2. Mengkaji tentang matriks atas aljabar max-plus. Pada tahap
ini akan dipelajari tentang matriks atas aljabar max-plus dan

operasi-operasi yang ada didalamnya.

3. Mengkaji tentang sistem persamaan dua sisi dalam aljabar
max-plus. Pada tahap ini dipelajari mengenai sistem
persamaan dua sisi dalam aljabar max-plus dan cara

penyelesaiannya.



4. Mengkaji tentang metode alternating. Tahap selanjutnya
adalah penulis mempelajari tentang metode alternating.

5. Menyelesaikan sistem persamaan linear dua sisi pada aljabar
max-plus menggunakan metode alternating. Pada tahap
ini akan dikaji tentang bagaimana cara menyelesaikan
sistem persamaan linear dua sisi pada aljabar max-plus
menggunakan metode alternating.



BAB 2
LANDASAN PUSTAKA

2.1 Aljabar Max-plus

Definisi 2.1.1 Semiring adalah suatu himpunan tak kosong R yang
dilengkapi dengan dua operasi biner + dan x dinotasikan dengan

(R, +, x) yang memenuhi aksioma-aksioma berikut.

1. (R,4+) merupakan monoid komutatif, yaitu Ya,b,c € R
bersifat

(a) Asosiatif
a+(b+c)=(a+b)+¢

(b) Memiliki elemen identitas
ada 0 € R sehinggaa +0 =0+ a = a,Va € R,

(c) Komutatif
a+b=b+a
2. (R, x) merupakan monoid, yaitu Va, b, c € R bersifat
(a) Asosiatif
ax(bxc)=(axb)xcdan
(b) Memiliki elemen identitas

Adal € Rsehinggaa x1=1xa=a,Va € R

3. (R, +, x) Bersifat distributif, yaitu Va,b,c € R
ax(b+c) = (axb)+(axc),
(a+b)xc = (axc)+(bxec).



4. Elemen penyerap, yaitu Va € R
ada 0 € RsehinggaO x a =a x0=0,a € R.

Contoh 2.1.1 Diberikan himpunan R, dengan operasi ® dan .
Dimana R,,x adalah himpunan R U {¢}. Sedangkan R merupakan
himpunan bilangan real dan ¢ didefinisikan ¢ = —oo. Operasi &
dan ® didefinisikan dengan

a ® b = max(a,b),

a®b=a+b

Untuk setiap a,b € Rpyax.
Misalkan:
362 =max(3,2) =3,

3®2=3+2=05.

2.2 Matriks di Aljabar Max-plus

Selanjutnya akan dipelajari mengenai vektor dan matriks di
Rax. Didalam aljabar max-plus operasi & dan ® bisa diperluas
untuk mengoperasikan matriks atas aljabar max-plus. Dalam sub

bab kali ini akan dijabarkan tentang matriks atas R ..

2.3 Operasi Matriks dalam Aljabar Max-plus

Definisi 2.3.1 Matriks dan Skalar
Untuk setiap matriks A = (a;;) € R} dan setiap skalar ¢ € Ryax,

max

perkalian ¢ ® A didefinisikan sebagai

[C® A]U =c® Q5



dengani € 1,2,3,....mdan j € 1,2, 3,....,n (Farlow, 2009).

Definisi 2.3.2 Penjumlahan Matriks
Untuk setiap A = (ai;) € R dan B = (b)) € R
didefinisikan A & B sebagai

[A S, B]Z‘j = a;; D bij
= max(aij, b”)
dimanai € 1,2,3,....mdanj € 1,2,3,...,n.

Contoh 2.3.1 Penjumlahan Matriks
Diberikan matriks A € R'X" dan B € R]X". Penjumlahan matriks

max max
3 2 1 —o00 —2 2
A = —1 —oo 0 | dan matriks B = 5 6 -3 |,
2 -4 5 4 -2 -0
sebagai berikut
3 2 1 —00 —2 2
AcB =| -1 -~ 0|© 5 6 -3
2 -4 5 4 -2 —o0
[ max(3, —o0) max(2, —2) max(1,2)

= | max(—1,5) max(—00,6) max(0,—3)
| max(2,4) max(—4,—-2) max(5, —00)
(3 2 2

=[5 6 0
4 -2 5

Definisi 2.3.3 Perkalian Matriks
Untuk setiap A = (a;j) € Rinar , B = (b;;) € Rhyax didefinisikan
A ® B sebagai

n

[A® Blij = @(ai @ byy)
=1



untuk: € 1,2,3,...,mdanj € 1,2,3,...,n.

Contoh 2.3.2 Perkalian Matriks
Diberikan matriks A € Rpaf dan matriks B € RIL

3 2 1
Perkalian matriks A = -1 —o0 0 dan matriks
2 -4 5
-0 =2 2
B = 5 6 —3 |,sebagaiberikut
4 -2 —o0
3 2 1 —00 -2 2
ARB =| -1 -0 0 |® 5 6 -3
2 -4 5 4 -2 -
max(—00,7,5) max(1,8,—1) max(5, —1, —00)
= | max(—o0, —00,4) max(—3,—00,—2) max(l,—o0, —00)
| max(—00,1,9) max(0,2,3) max(4, =7, —00)
(7 4 5
=14 =21
9 3 4

Definisi 2.3.4 Transpos Matriks
Untuk setiap A = (a;;) € RTX", transpos matriks didefinisikan AT

sebagai
[AT]ij = [Al;i

untuki € 1,2,3,....mdanj € 1,2, 3,....n.

Definisi 2.3.5 Matriks Identitas
Matriks identitas n x n dalam aljabar max-plus dinotasikan I,
dimana I € R} %

v yang elemen-elemennya:



e=0 jikai=j
[L]i; = o
€ jikai # j

untuki,j € 1,2,3,...,n.
Dengan kata lain, semua elemen pada diagonal utamanya sama

dengan 0, sedangkan elemen non diagonal utama bernilai sama

dengan ¢ = —oo. Seperti
€ €
[[]33 = e 0 ¢
e € 0

Definisi 2.3.6 Perpangkatan Matriks
Untuk setiap A € R"X", perpangkatan matriks A didefinisikan A%¥
sebagai

A — AQ AR AR A®...Q A,

Sebarryak k

untuk k € N.

Dalam aljabar max-plus, perpangkatan 0 matriks A didefinisikan
A®0 =T

2.4 Operasi Ganda dan Konjugasi

Hal yang membantu dalam permasalahan aljabar max-plus
yang disebabkan tidak adanya operasi pengurangan dan invers

matriks yaitu adanya operasi ganda (@', ®’) dan matriks konjugasi.

Definisi 2.4.1 Diberikan R,,;, dengan operasi &', ®’, dimana Ry,
himpunan bilangan R U co. Diberikan a,b € Ry, dengan operasi
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(@', ®') yang didefinisikan sebagai
a &' b =min(a,b),

a®' b=a+b.

Operasi (&', ®') diperluas ke operasi matriks dengan cara yang

sama dengan operasi (D, ®).

Untuk mempermudah dalam pembahasan selanjutnya, akan
didefinisikan gabungan R,.x dengan R, dan definisi dari

matriks konjugasi.

Definisi 2.4.2 Diberikan himpunan Ry,,x = ({—0o}UR, &, ®) dan
Rpmin = ({0} UR, &', ®"), maka akan didefinisikan T dimana T
merupakan gabungan dari Ry, dan R,,;, sebagai

T =({-c}URU{x},®,®,& &)
= ({—oc0} URU {oo}, max, +, min, +)

Untuk operasi ® dan &' adalah operasi penjumlahan, yang
membedakan dari keduanya adalah

(—00) ® 00 = —00 4 00 = —00

sedangkan

(—o0) ®' 00 = —00 + 00 = 0.

Definisi 2.4.3 Diberikan matriks A = [a;;] € T™*". Didefinisikan
matriks konjugasi dari matriks A sebagai
A* = —AT c Tmxn

= [—aji].
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Dengan kata lain matriks konjugasi dari matriks A adalah
negasi dari transpos matriks A.

2.5 Sistem Persamaan Linear Aljabar Max-plus

Dalam subbab ini akan dibahas mengenai sistem persamaan
linear. Untuk mendefinisikan sistem tersebut dapat menggunakan
notasi matriks. Terdapat dua jenis sistem persamaan linear dalam
Rmax yang mana dapat dicari solusinya yaitu: * = A ® = ® b dan
A ® x = b (bentuk umumnya menjadi A® z ® b= C ® x D d).

2.5.1. SolusidariA@Qxzeb=Cxxdd

Definisi 2.5.1 Sistem ARz ®b = C®xdDddikatakan dalam bentuk

canonical jika A, C, b, dan d memenuhi
1. C;j = e jika A,‘j > Cyj, dan A,’j = ¢ jika Aij < Cyj,

2. d; = ejika b; > d;, dan b; = € jika b; < d;.

54danC’:63
e 4 3 3

1
vektor b = A dand = ; . Tentukan nilai x yang memenuhi

Contoh 2.5.1 Diberikan matriks A =

persamaan AQ x @b=C Xz @ d.
Solusi:
ARz @®b=C® x® ddapat ditulis sebagai

5 4 1 1_63 1
To 41 |3 3 o

e 4
yang dapat disederhanakan menjadi :

Rl

€
5

S

S
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yang berarti :
d@a®l =00o } 560z =1Rz 5
4 ® 9 =1®x1®5
- 06® T = 5
— T = —ldanwg =1
Sistem ini mempunyai solusi. Secara umum, sistem linear
mungkin saja tidak memiliki solusi. Selain itu, meskipun ada solusi,

solusi tersebut mungkin tidak unik.

2.5.2. SolusidariAQz=5»

Sistem persamaan linear dalam aljabar max-plus bentuk
umumnya adalah A ® z = b dimana A € R,z € R}

max ’ max
m
beR™.

penyelesaian.

dan
Sistem persamaan linear ini tidak selalu mempunyai

Contoh 2.5.2 misal diberikan matriks A € R™M*" =

max

3 5
dan
o

4
beRy = . selesaikan sistem persamaan linearA @ x = b.

Solusi :

worne[3 3] 2]-[2]

sistem persamaan tersebut ekuivalen dengan
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31 E5Rxy =4
{7@%1@9@332 =5
{—3@(3®x1@5®x2) =-3®4

—TR(TRr1®IRT) =-TR5

1 P2®x9 = 1
{331692@:62 = =2

max(z1,2+x2) = 1
{max(x1,2—|—:v2) = -2

Terlihat bahwa 1 # —2 artinya x1 dan xs tidak ada nilai yang
memenuhi persamaan diatas.

Oleh karena itu dengan mendefinisikan subpenyelesaian, masalah
penyelesaian A ® x = b dapat diperlemah.

Definisi 2.5.2 Misalkan A € R™ X" danb € R™__. Vektor x’ disebut

max max*

subpenyelesaian dari sistem persamaan linear A ® © = b jika x’
memenuhi A® 2’ <b.

Definisi 2.5.3 Subpenyelesaian z” dari sistem persamaan linear
A ® x = b disebut sebagai subpenyelesaian terbesar apabila untuk
setiap =’ merupakan subpenyelesaian dari persamaan A ® x = b
berlaku ' < z".

Teorema 2.5.1 (Cunninghame, G. & Butkovic, P 2003) Misalkan

A € RI'*" dengan elemen-elemen setiap kolomnya tak semuanya

sama dengan —co dan b € R?

max’

A ® x = b ada dan merupakan solusi sistem jika x” memenuhi

Subpenyelesaian terbesar x” dari

—a" = max{—b;; Aj;},
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—z" = AT ® (-b)
atau

2" = —(AT ® —b).

bukti:

{A®a" <b} « {DA; @] <b;,Vi}
J
— {J};/ < bl — AZ]VZ,j}
& {zf <min(bi — Ai),Vj}
— {—x” > max(—bi + AZ]),VJ}
Sebaliknya, dapat diperiksa dengan cara yang sama bahwa vektor x
didefinisikan oleh —z = max(—b; + A;;), adalah subpenyelesaian.

Oleh karena itu, 2" adalah yang terbesar.

3 0
Contoh 2.5.3 Misal diberikan A € R = | —1 —oo | dan
2 12
13
b e Ry = 9 |. Tentukan penyelesaian sistem persamaan
12
linear A® xz =b.
solusi :

2" = —(AT @ —b)

—13
3 -1 2 )
=— ® -9
0 —oo 12
—12

[ -we-108-10]
a —13® -0 &0

T
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substitusi : x1 = 10dan x5 = 0

3.0 10 [ 1390
-1 —o0 | ® ] =] 9® —o0
2 12 0 | 12® 12
[ 13
=19
| 12
Diperoleh subpenyelesaian terbesar dari sistem persamaan
3 0 13
diatas adalah [ 10 ] Karena | —1 —o0 | ® 10 ] =1 9 |
0 2 12 0 12

10
maka [ 0 ] merupakan solusi penyelesaian sistem persamaan

tersebut.
2 21
Contoh 2.5.4 Misal diberikan A € RIX? = | 2 1 3 | dan
3 25
2
vektor b € R}, = | 6 |. Tentukan solusi penyelesaian sistem
4
persamaan linear A ® x = b.
solusi :
x” —(AT ® —b)
2 3 -2
( 1 2|1 ®| -6
3 5 —4
0
0

® —
2
2
1
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2 21 0
Karena 2 1 3 & 0 = 2 < 6 |, maka
3 25 -1
0
0 bukan merupakan solusi dari penyelesaian sistem
-1

persamaan di atas. Tetapi sistem persamaan linear tersebut
memiliki subpenyelesaian terbesar yang bukan merupakan
penyelesaian.



BAB 3

Solusi Sistem Persamaan Dua Sisi A . x = B® y

Dalam bab ini membahas tentang sistem persersamaan linear
dua sisi atas aljabar max-plus dan metode alternating yang akan
digunakan untuk mencari solusi dari sistem persamaan linear dua
sisi A ® * = B ® y atas aljabar max-plus, yang diperkenalkan oleh
Cuningham-Green dan Butkovic (2003).

3.1 Sistem persamaan linear dua sisi

Sistem persamaan linear A ® z = b juga dapat diperluas
ke dalam bentuk sistem persamaan linear dua sisi, salah satu
contohnya adalah A ® &b = C ® ¢ & d, dimana A dan C
merupakan matriks persegi n X n dan b dan d merupakan vektor
n x 1 untuk menyelesaikan persamaannya sistem tersebut dapat
dirubah dalam bentuk canonical sesuai dengan definisi (2.5.1).

Dari bentuk persamaan linear duasisiA @z ®b=C®z & d
dapat diubah dalam bentuk yang lain, contohnya A ® * = B ® y,
diamana A € R”" dan B € R™F. Sistem persamaan tersebut

max max

disebut dengan sistem persamaan dengan variabel terpisah.

3.2 Solusi Sistem Persamaan Linear DuaSisi A® x = B® y

Perhatikan masalah penyelesaian sistem persamaan dengan
variabel terpisah berikut.
Diberikan A € R™X" dan B € R7%F, tentukan v € R", 2 € R¥,

yang memenuhi
ARz =B®y.

17
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Metode aljabar untuk menyelesaikan sistem persamaan
tersebut dapat menggunakan A ® x < b. Berdasarkan teorema
(2.5.1) setiap A € R™X", b € R™ . Vektor 2" = —(AT @ —b)
merupakan solusi terbesar dari A ® x < b, dan A ® x = b memiliki
solusi jika dan hanya jika x” adalah solusi. Jadi ide yang dapat

digunakan adalah sebagai berikut.

1. Dimulai dari mengambil sembarang vektor x = x,, dimana
r € {0,1,2,...} sebagai iterasi,

2. Untuk mendapatkan solusi y, dari persamaan linear dua
sisi A ® x, = B ® y yaitu menggunakan teorema (2.5.1),
diperoleh yy = —(BT ® —a, ), dimana a, adalah hasil dari
AR z,

3. Kemudian untuk solusi z,; dari persamaan A ® * = B ®
y» menggunakan teorema yang sama. Selanjutnya diperoleh
nilai z,,1 = —(A” ® —b), dimana b adalah hasil dari B @ y,,

Begitu juga dengan ¥, dan seterusnya.

Akan tetapi tidak diketahui secara pasti {z, }>2,, {yr }22, yang
tidak menghasilkan apapun.

3.3 Algoritma Alternating

Berikut ini akan dibahas mengenai salah satu metode untuk
mencari solusi penyelesaian dari sistem persamaan dua sisi yang
berbentuk A ® *+ = B ® y. Metode ini dikenalkan oleh
Cunninghame dan Butkovic (2003). Metode tersebut dinamakan
metode Alternating. Metode alternating ini menggunakan metode

iterasi, yaitu sebagai berikut:
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Input : matriks A € R™X", B € R™X" vektor z € R"*1.

max ? max ?

Output : Solusi (x,y) dari persamaan A ® z = B ® y.

Langkah-langkah untuk mencari solusi x dan y dari persamaan
A ® z = B ® y adalah sebagai berikut.

1. Ambil sembarang vektor berhingga z ¢ R™*!

2. Tetapkan z = z, dimana r € {0, 1,2, ...} sebagai iterasi,

3. Tetapkan iterasi pertama yaitur = 0,

4. Hitung a, = A ® x,,

5. Hitung 3, = —(B” @ (—a,)),

6. Hitung b, = B ® v,

7. Hitung 2,41 = —(AT @ (=b,)),

8. Ulangi langkah-langkah tersebut hingga persamaan linear

A ® z,+1 = B ® y, konvergen.

Perhatikan contoh penggunakan metode alternating berikut.

max

1 2
Contoh 3.3.1 Diberikan suatu matriks A € R?X" = l 3 4 ] dan

—00
matriks B € R**" =

Ul ) . Tentukan nilai = dan y yang

memenuhi persamaan AQ z = B R y.

Solusi:

Langkah pertama ambil sembarang vektor x =

Selanjutnya Tetapkan xz = z, dimana r € {0,1,2,...} sebagai

iterasi.



Hitung: ag = A ® xg
ag = AR xg
1 2
3 4

:;1]

Selanjutnya hitung: yo = — (BT ® (—ay))

yo =—(B" @ (~ao))
—oo 1 —4
T\ 2 o |® —6])
B -5
)
|5
12
Hitung: by = B ® yo
bo =B ®yo
—o0 2 5
B
|4
|6
Selanjutnya hitung: z1 = — (AT ® (—bp))
z1 = —(AT & (~bo))

(e L=])

Hitung: a1 = A ® x1
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ap =A®z
1 2 2
tnEn
| 4
|6
Dapat dilihat bahwa A ® x1 = B ® yo. Artinya pasangan (x,y)
yang memenuhi persamaan A ® x = B ® y adalah x = ; dan
5
Y79

Akan dilakukan perhitungan lagi untuk membuktikan apakah
persamaan diatas memiliki penyelesaian tunggal atau banyak.
Perhitungan akan menggunakan cara yang sama akan tetapi

menggunakan vektor x yang nilainya berbeda.
4
Ambil sembarang vektor x = ) ]

Selanjutnya Tetapkan z = z, dimana r € {0,1,2,...} sebagai

iterasi.

Hitung: ag = A ® xg
a =ARQz,
4
X
AN
|5
7

1 2
Hitung: yo = — (BT ® (—ap))
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yo =—(B" @ (~ao))
—o0 1 -5
= ®
)
B —5
-3
| 6
3
Hitung: by = B ® yo
bp =B &yo
—oc0 2 6
= ®
1 —1 3
19
7
Selanjutnya hitung: z; = —(AT ® (—bp))
r1 = —(AT & (—bo))
1 3 -5
= - ®
)

Dapat dilihat bahwa A ® 1 = B & yo. Artinya pasangan (z, 1)

4
yang memenuhi persamaan A ¥ * = B ® y adalah x = 5 ]
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6
dan y = 5 dari dua percobaan perhitungan diatas diperoleh

4 6
pasangan (z,y) r = [ 5 ] dany = l X ] Dapat dilihat bahwa
sistem persamaan diatas memiliki penyelesaian tak tunggal yaitu

2 5 4
pasangan x = [ 2] dany = [2 ] dan pasangan z = [3]

dany =

Akan ditunjukkan bahwa barisan pasangan (x,;y,) konvergen
ke suatu solusijika ada. Sebelum itu akan didefinisikan (z, y) stabil.

Definisi 3.3.1 vektor x dan y dari sistem persamaan linear dua sisi
A ® x = B ® y dikatakan stabil jika memenuhi

r=A"® (Bay),
y=B*«¢ (A® ).

Teorema 3.3.1 (Cunninghame, G. & Butkovic, P 2003) Setiap
pasangan (x,y) stabil merupakan solusi stabil dari persamaan A ®
r=B®y.

Bukti :
Diberikan pasangan (z,y) stabil, kemudian akan dibuktikan
bahwa (z,y) merupakan solusi. Berdasarkan definisi stabil maka
diperoleh:

r=A"® (B®y) (3.1)

y=B*"®' (A® ) (3.2)
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Akan dibuktikan (z, y) merupakan solusi dari persamaan A ® x =
B ® y dengan kata lain akan dibuktikan
Az < B®y.
berdasarkan persamaan (3.1) diperoleh

ARr =A®«z

= A A*@ (B®y).

Diketahui dalam persamaan U @ (U* @' W) < W, dengan kata lain
W = B ® y, maka diperoleh

A A" ® (B®y) <B®y. (3.3)

Akan dibuktikan pula B ® y < A ® y. Berdasarkan persamaan
(3.2) diperoleh
By =B®y
=B & B*® (A® x).
Diketahui dalam persamaan U @ (U* ®’' W) < W, dengan kata lain
W = A ® x. maka diperoleh

BwB*®(Awz) <A®x. (3.4)

Akan dibuktikan A ® x = B ® y. dari persamaan (3.3) dan (3.4)
diperoleh
ARA*"®(BRYy)<BRy =BRB"2(A®zr)<ARx
A%z Bgy
ARz =B®uy.
Jadi terbukti bahwa setiap pasangan (z,y) stabil merupakan

solusi.

3.4 Contoh penerapan metode alternating

Berikut merupakan contoh penerapan dari metode alternating.
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4 —o0 1
Contoh 3.4.1 Diberikan matriks A € R} = 2 2 1
-0 2 3
2 2
dan maatriks B € R = | 4 3 |. Tentukan nilai x dan y yang
4 2

memenuhi persamaan A ® x = B ® y.

Solusi :
Dengan menggunakan metode alternating maka langkah pertama
yang dilakukan adalah ambil sembarang vektor berhingga x
kemudian tetapkan x = x, dimana r € {0, 1,2, ...} sebagai iterasi.

6
Diambil zyg = | 4
2
Kemudian hitung ag = A ® xg
apg = AR xg

[ 4 -0 1 6

= 2 2 1| ®]|4

-0 2 3 2

126)® (—o®d)®(1®1)
= | @2e6oedo(lwl)

 (—o®6)e(204)a(B1)
[ 10® —o00 & 2

= SO6D2

—oc0 6D 4

10

=1 8

6

Kemudian hitung yo = —(BT @ (—ag))
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Yo —(BT & (

T,

(2@ -10)e (4o —8)® (4
| 22 -10)0 B -8)® (2

B 8@ —4® -2
~ | 8 -50 -4 )
(-
(=)

_-2-

14

Kemudian hitung by = B ® yq
bo = B®uyo

(2 2
=14 3

(2®2 @(2@4)}

)

=| 422 23c4)
(42024
406
= 6@7]
6@ 6

B

Selanjutnya hitung x1 = — (AT @ (—bp))
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x1 = —(AT ® (~bo))
[ 4 2 —x —6
= —0 2 2 | ®| -7
1 1 3 —6

A2 —-6)D2® —T7)® (—oco® —6)
= — (—oo®—6)® (20 -7) % (2 —6)
| 1®-6)2(1®-7)® (3 —6)
[ 2053 -

= — —oc0® -5 —4
| 5@ —6®-3
[ —2
= — —4
| -3
2
=14
3

kemudian hitung a1 = A ® 1
ap =A®x;



=A®x

[ 4 —o0 1 2
= 2 2 1 |®| 4
|~ 2 3 3

dx2)e(—od) e (1x3)
= 2®2)e(224)e (1®3) }
| (—oo®2) P (204) @ (3®3)
[ 6® —co @4
= 4@6@4}
—00B6@6

[ 6
=16
|6

Hitung 1 =—(BT® ( 1))

Y1 —(B"® (-
(244
2 3 2
B '(2® —6) ) D (
IRNECE 6) (3® ) D (
BT
T\ 4e 384 )
([
()
2
|3

kemudian hitung by = B ® i1
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bi =By
(2 2
=14 3|®

@@2
= | 4®2
(492

)o (2R 3)

)

)
4@5]

o
5 (3®3)
5 (2®3)

=| 6Dd6
6@5

=16
| 6
Selanjutnya hitung kembali x5 = — (AT @ (—b1))
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xy = —(AT ® (~b1))
[ 4 2 —x -5
= —0 2 2 | ®| -6
1 1 3 —6

(42 -5)®(2® —6)® (—oc0o ® —6)
= — (—oo®—5) & (2® —6) B (2R —6)
| 1®-5)d(1®—-6)® (3R —6)
[ -1 -4 -0

= - —o00®—4® -4
| 40 -50-3
[ -1
=—|| -4
| -3
1
=14
3

Kemudian hitung ay; = A ® x5
ay = AR o
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ay; =A®z
[ 4 —x 1 1
=| 2 2 1 |®| 4
—0 2 3 3

del)e(—ord) e (1x3)
= 2el)e2e4) e (1x3)
| (—oo®1) P (204) @ (3®3)

[ 5@ —co®4
= 306d4
| — 0B 6D6
[ 5
=6
| 6
Dapat dilihat bahwa A ® x2 = B ® y. Artinya pasangan (x,y)
1
yang memenuhi persamaan A ® v = B @ yadalahxz = | 4 | dan
3

Akan dibuktikan bahwa setiap pasangan (z,y) stabil

merupakan solusi stabil. (z, y) dikatakan stabil jika:
r=A"®" (B®y)

y=B"& (A® )

Bukti:



40593

®l

®6)®
26)©

=A*"® (B®y)
[ 4 -2 —x
-0 —2 =2
| -1 -1 -3
[ 4 —2 —x
-0 —2 =2
-1 -1 -3
[ (—4®5)d (- 2®6)
(—oo®5) @ (-2
| (-1®5)& (-1
(140 —
—oco @' 4" 4

2
3| ®
2

2
4
4

—00 ® 6)
(—2®6)
&' (3®6)

/

\/—\CﬂCDO'(I—l

2
3

32



y =B & (Awz)

- - 4 -0 1 1
-2 —4 -4 |
= ® 2 2 ®
-2 -3 -2
- - - 2 3
- ~ [5
-2 —4 4|
= @' | 6
-2 -3 -2
- - | 6
| (205)8' (-4®6) @ (—4®
(—2®5)d' (-3®6)d (-2®
| 39292
| 3@/3a/4
]2
3

Terbukti bahwa setiap pasangan (z,y) stabil adalah solusi

33



BAB 4
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Setelah mengkaji lebih dalam mengenai solusi persamaan dua
sisi A ® © = B ® y dalam aljabar max-plus dapat disimpulkan:

1. Solusi sistem persamaan linear dua sisi A ® ¢ = B ® y dapat

dicari dengan menggunakan metode alternating.
2. Setiap pasangan (x,y) stabil merupakan solusi stabil.

3. Vektor z dan y dari sistem persamaan linear dua sisi A® z =

B ® y dikatakan stabil jika memenubhi:
v=A"®" (Boy)

y=B"% (A®z)

34
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