
KONTROL OPTIMAL MODEL BALITA STUNTING DENGAN
EDUKASI ORANG TUA DAN PEMENUHAN NUTRISI

BALITA DI INDONESIA

SKRIPSI

Diajukan untuk Memenuhi Sebagian Syarat Guna Memperoleh
Gelar Sarjana Matematika
dalam Ilmu Matematika

Oleh SITI MAUNATUL KHASANAH
NIM 2008046046

FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI
UNIVERSITAS ISLAM NEGERI WALISONGO

SEMARANG
2024



 



 



 



 



ABSTRAK

Stunting merupakan masalah kekurangan gizi yang
berkepanjangan dan tidak dapat disembuhkan sepenuhnya.
Namun, stunting dapat dicegah dan dikurangi gejalanya dengan
adanya penerapan kontrol optimal. Penelitian ini membahas
tentang penyelesaian masalah kontrol optimal pada model balita
stunting dengan edukasi orang tua dan pemenuhan nutrisi
balita di Indonesia. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk
meminimumkan jumlah populasi balita yang memperlihatkan
gejala stunting dan balita yang mengalami stunting. Kontrol
optimal diperoleh dengan menggunakan prinsip minimum
pontryagin, kemudian akan diselesaikan secara numerik
menggunakan metode sweep maju mundur. Hasil dari penelitian
ini akan menunjukkan konstruksi model balita stunting dengan
edukasi orang tua dan pemenuhan nutrisi balita. Selanjutnya,
diperoleh sistem yang optimal dengan menyelesaikan model
menggunakan prinsip minimum pontryagin. Hasil dari simulasi
numerik menunjukkan bahwa pemberian kontrol berupa
edukasi orang tua dan pemenuhan nutrisi balita efektif untuk
meminimumkan jumlah populasi balita yang memperlihatkan
gejala stunting dan balita yang mengalami stunting. Adanya
penelitian ini diharapkan dapat memicu beberapa tindakan
konkret seperti pengembangan program edukasi, perubahan
kebijakan, maupun penelitian lebih lanjut mengenai topik stunting.

Kata kunci : Kontrol Optimal, Stunting, Edukasi Orang Tua,
Pemenuhan Nutrisi, Sweep Maju Mundur, Prinsip Minimum
Pontryagin.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Matematika merupakan cabang ilmu yang tidak bisa

dilepaskan dari kegiatan sehari-hari. Tanpa disadari banyak

kegiatan yang melibatkan adanya ilmu matematika seperti

pemodelan matematika, optimisasi pada sistem produksi,

perhitungan pada bidang keuangan, dan lain-lain. Pemodelan

matematika merupakan suatu teknik untuk menyatakan sistem

yang kompleks kebentuk model matematika. Dengan kata lain,

pemodelan matematika merupakan sistem persamaan yang

dapat menggambarkan suatu permasalahan yang kompleks.

Model matematika terdiri dari variabel, parameter dan fungsi

yang menyatakan hubungan antara variabel dan parameter.

Pembentukan model didasarkan pada data yang diperoleh dan

secara umum bertujuan untuk menentukan hubungan antara data

tersebut (Ndii, 2022).

Pemodelan matematika dapat diterapkan berbagai bidang,

termasuk ilmu alam, sosial dan teknologi. Penerapan pemodelan

matematika pada ilmu alam khususnya bidang kesehatan dapat

dilakukan dalam memprediksi terjadinya peningkatan maupun

penurunan pada suatu masalah sosial maupun kesehatan pada

masa yang akan datang (Anovska-Griffiths, J. 2020). Pemodelan

matematika tidak hanya digunakan untuk memprediksi kejadian

yang akan datang saja, tetapi juga dapat digunakan untuk

menganalisis dan mengendalikan berbagai permasalahan dengan

melakukan kontrol optimal (Hakim, 2022).
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Masalah kesehatan terutama stunting dan gizi buruk

akhir-akhir ini tengah menjadi topik perbincangan di media

sosial (Monita, 2024). Stunting yang terjadi pada anak-anak

terutama balita termasuk salah satu masalah yang cukup serius.

Dampak stunting dapat menyebabkan penurunan fungsi kognitif

daya pikir, meningkatkan kerentanan penyakit dan postur tubuh

tidak optimal saat dewasa. Hal ini dapat mempengaruhi standar

kualitas sumber daya manusia di Indonesia (Renyoet, dkk. 2016).

Menurut informasi yang diambil dari website KEMENKO

PMK (2022) menyatakan bahwa tahun 2022 angka stunting di

Indonesia sebesar 21,6%. Adanya informasi tersebut, menjadikan

pemerintah menjadika stunting sebagai topik utama dalam

RPJMN (Rencana Pembangunan Jangka Menengah Nasional)

tahun 2020-2024 dengan tujuan stunting dapat turun dari 24,4%

menjadi 14% pada tahun 2024. Strategi percepatan penurunan

angka stunting sudah disesuaikan dengan Peraturan Pemerintah

No. 72 Tahun 2021. Peraturan tersebut menekan beberapa

langkah, seperti peningkatan tanggung jawab dan tujuan yang

jelas terkait strategi penurunan angka stunting di pemerintah

desa, pemerintah daerah kota/kabupaten, pemerintah provinsi,

bahkan di kelembagaan/kementrian (Wahyu A. 2022). Oleh

karena itu, dilakukan pemodelan matematika dan penambahan

kontrol optimal untuk menggambarkan perubahan jumlah kasus

stunting di Indonesia pada masa yang akan datang.

Beberapa penulis sebelumnya telah menggunakan pemodelan

matematika dalam memprediksi berkurangnya atau bahkan

hilangnya suatu penyakit di masa yang akan datang. Fredlina, dkk

(2012) melakukan penelitian dengan menerapkan pemodelan

matematika terhadap penyakit tuberkulosis dalam bentuk SIR
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(Susceptible – Infected- Recovered). Ihsan, dkk (2021) menerapkan

pemodelan matematika pada penyakit malaria dalam bentuk

SEIRS (Susceptible – Exposed – Infected – Recovered - Susceptible).

Sementara untuk kasus stunting di Indonesia dapat dimodelkan

dalam bentuk SEIR. Model ini terdiri dari Susceptible (S), Exposed

(E), Infected (I), dan Recovered (R) (Pratama, Lismayani, 2023).

Ada juga beberapa penelitian sebelumnya yang meneliti

mengenai penggunaan kontrol optimal terhadap penyebaran

penyakit diantaranya Putri, dkk (2022) dalam penelitiannya

melakukan kontrol optimal terhadap penyakit HIV (Human

Immunodeficiency Virus) dengan menerapkan dua kontrol berupa

respon imun dan terapi Antiretroviral. Hasil dari pemberian

kontrol tersebut menyebabkan populasi CD4+T tumbuh secara

signifikan sehingga populasi yang terinfeksi dapat menurun.

Selanjutnya Lukman Hakim (2018) yang melakukan penelitian

kontrol optimal pada penyakit Campak dengan model SIQR

(Susceptible – Infected – Quarantine - Recovery). Hasil penelitian

tersebut memperlihatkan adanya pengaruh variabel kontrol

yang signifikan dalam mengurangi jumlah subpopulasi terinfeksi.

Azzahra, dkk. (2022) juga telah melakukan penelitian mengenai

kontrol optimal pada penyebaran COVID-19 model SEIR di Jakarta.

Hasil dari simulasi yang dilakukan menunjukkan efektivitas

kontrol dalam mengendalikan penyebaran COVID-19 di Jakarta

mencapai 99% sehingga jumlah individu yang terpapar berkurang.

Selain penelitian dari Azzahra, dkk. (2022) ada juga penelitian

dari Zulaikha dan Norasia, Y. (2024) yang menambahkan kontrol

berupa pendidikan, vaksinasi, dan pengobatan pada pandemi

covid-19 di Jakarta. Hasil dari kontrol yang ditambahkan

terbukti dapat menurunkan subpopulasi yang terpapar dan
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terinfeksi. Selanjutnya penelitian dari Zulaikha, dkk. (2017)

yang melakukan modifikasi model epidemik SEIQR dengan tingkat

kejadian standar dan kontrol optimal. Kontrol optimal yang

ditambahkan berupa usaha pengontrolan kontak langsung antara

populasi rentan dengan populasi terinfeksi, dan pemberian obat

pada populasi terinfeksi. Hasil dari penelitian ini menunjukkan

bahwa adanya kontrol dapat menekan jumlah pertumbuhan

subpopulasi terinfeksi dan subpopulasi laten.

Pemberian kontrol optimal dapat berupa salah satu faktor

yang mempengaruhi kasus stunting. Menurut penelitian yang

dilakukan oleh Yanti, dkk. (2020) faktor yang mempengaruhi

stunting terkait dengan peran orang tua dapat dikelompokkan

menjadi 3 kategori yaitu pengetahuan ibu terhadap berbagai hal

dan pola asuh orang tua, BBLR (Berat Badan Lahir Rendah)

dan status gizi serta status pendapatan keluarga. Dari ketiga

kategori tersebut dapat disimpulkan bahwasannya orang tua

memiliki peran yang sangat penting dalam upaya penanganan

kasus stunting. Didalam Al-qur’an Allah juga telah menyebutkan

bagaimana peran orang tua terhadap anaknya. Sebagaimana

dijelaskan dalam Q.S. Al-Baqarah[2] : 233.

Artinya : "Para ibu hendaklah menyusukan anak-anaknya
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selama dua tahun penuh, yaitu bagi yang ingin menyempurnakan

penyusuan. Dan kewajiban ayah memberi makan dan pakaian

kepada para ibu dengan cara ma’ruf. Seseorang tidak dibebani

melainkan menurut kadar kesanggupannya. Janganlah seorang ibu

menderita kesengsaraan karena anaknya dan seorang ayah karena

anaknya, dan warispun berkewajiban demikian. Apabila keduanya

ingin menyapih (sebelum dua tahun) dengan kerelaan keduanya

dan permusyawaratan, maka tidak ada dosa atas keduanya. Dan

jika kamu ingin anakmu disusukan oleh orang lain, maka tidak ada

dosa bagimu apabila kamu memberikan pembayaran menurut yang

patut. Bertakwalah kamu kepada Allah dan ketahuilah bahwa Allah

Maha Melihat apa yang kamu kerjakan."

Dalam Tafsir al-Munir, jilid 1 halaman 565, Wahbah Az-Zuhaili

menyatakan bahwa ayat di atas telah menjelaskan bahwasannya

bapak dan ibu memiliki kewajibannya masing-masing. Seorang

bapak memiliki kewajiban untuk menafkahi anak dan istrinya.

Nafkah memiliki kaitan yang erat dengan pemenuhan kebutuhan

primer salah satunya kebutuhan untuk makan. Maka seorang

bapak harus berusaha memberikan asupan yang terbaik untuk

anak dan istrinya.

Kewajiban seorang ibu dalam ayat tersebut adalah

memberikan nutrisi yang cukup dan seimbang bagi anaknya.

Dalam proses pemberian nutrisi seorang ibu diharuskan dapat

memilih makanan yang akan dikonsumsi oleh anaknya, sehingga

keseimbangan nutrisi anaknya terpenuhi. Diawali dengan

pemberian ASI (Air Susu Ibu) secara eksklusif selama 6 bulan

dan pemberian MPASI (Makanan Pendamping ASI) saat usia anak

mencapai 6 bulan. Mengenai kewajiban pemberian ASI eksklusif
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ini juga telah diatur oleh peraturan pemerintah nomor 33 tahun

2012 (Pemerintah Pusat, 2012).

Berdasarkan uraian tafsir tersebut, penulis bermaksud

memberikan kontrol optimal berupa edukasi orang tua dan

pemenuhan nutrisi balita. Hal tersebut dilakukan dengan alasan

orang tua yang memiliki pengetahuan cukup rendah dapat

menyebabkan anak memiliki resiko stunting yang cukup besar.

Orang tua dengan pengetahuan yang rendah dapat berpengaruh

terhadap pola asuh dan pemberian nutrisi terhadap anaknya.

Adanya pemberian edukasi pada orang tua khususnya pada

seorang ibu memiliki tujuan untuk menyampaikan permasalahan

yang berkaitan dengan stunting yang meliputi pengertian stunting,

tanda dan gejala anak menderita stunting, penyebab stunting,

serta cara pencegahan stunting (Ezalina, dkk. 2022).

Setelah diberikannya edukasi diharapkan para orang tua dapat

memenuhi kebutuhan nutrisi anaknya dengan baik. Nutrisi

yang dipenuhi dengan cukup dan seimbang dapat menjadikan

imunologi serta fisiologis tubuh balita bisa menjadi normal

dan mengalami penambahan berat badan. Dengan demikian

penambahan kontrol optimal pada model ini diharapkan dapat

membantu mempercepat penurunan angka stunting di Indonesia.

Berdasarkan latar belakang tersebut, penulis menindaklanjuti

penelitian yang dilakukan oleh Pratama dan Lismayani (2023)

dengan memberikan tambahan kontrol berupa edukasi orang

tua dan pemenuhan nutrisi balita. Dengan demikian, penulis

melakukan penelitian yang berjudul “Kontrol Optimal Model

Balita Stunting dengan Edukasi Orang Tua dan Pemenuhan

Nutrisi Balita di Indonesia.”
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1.2 Rumusan Masalah

1. Bagaimana konstruksi model balita stunting dengan

penambahan dua kontrol berupa edukasi orang tua dan

pemenuhan nutrisi balita di Indonesia ?

2. Bagaimana penyelesaian masalah kontrol optimal pada

balita stunting dengan penambahan dua kontrol berupa

edukasi orang tua dan pemenuhan nutrisi balita di

Indonesia?

3. Bagaimana hasil interpretasi simulasi numerik model balita

stunting tanpa dan dengan adanya kontrol ?

1.3 Tujuan Penelitian

1. Mengkonstruksi model balita stunting dengan penambahan

dua kontrol berupa edukasi orang tua dan pemenuhan

nutrisi balita di Indonesia

2. Menyelesaikan masalah kontrol optimal pada balita stunting

dengan dengan penambahan dua kontrol berupa edukasi

orang tua dan pemenuhan nutrisi balita di Indonesia

3. Menginterpretasi hasil simulasi numerik pada model balita

stunting berdasarkan hasil simulasi numerik

1.4 Manfaat Penelitian

1. Menambah dan memperluas wawasan penulis tentang

solusi untuk mengontrol jumlah penderita stunting dengan
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menggunakan model SEIR balita stunting dengan edukasi

orang tua dan pemenuhan nutrisi balita

2. Menginformasikan model balita stunting dengan maupun

tanpa kontrol berupa edukasi orang tua dan pemenuhan

nutrisi balita

3. Sebagai bahan pertimbangan pemerintah Indonesia dalam

pengambilan kebijakan untuk mengurangi angka stunting

4. Sebagai informasi, pengetahuan dan referensi untuk

melakukan sebuah penelitian lebih lanjut



BAB 2

LANDASAN PUSTAKA

2.1 Stunting

Stunting merupakan permasalahan cukup serius yang

banyak dialami oleh balita di Indonesia. Menurut organisasi

kesehatan dunia (WHO), Indonesia saat ini berada dalam

kondisi darurat stunting. Berdasarkan data SSGI (Studi Status

Gizi Indonesia) tahun 2021, menunjukkan prevalensi stunting

di Indonesia sebesar 24,4 persen. Artinya sekitar satu dari

tiga balita di Indonesia mengalami stunting. Angka tersebut

mengkategorikan Indonesia berada pada status kronis karena

WHO mengkategorikan suatu negara mengalami status kronis

apabila angka prevalensinya lebih dari 20 persen (Kementerian

Kesehatan RI., 2018). Stunting juga sering didefinisikan dengan

kondisi gagal tumbuh pada balita akibat kekurangan gizi kronis

terutama pada 1.000 hari pertama kehidupan.

Stunting merupakan masalah gizi buruk kronis yang

disebabkan oleh kurangnya mengkonsumsi zat gizi yang cukup

dalam jangka waktu yang lama. Masalah ini dapat dipengaruhi

oleh beberapa hal diantaranya rendahnya akses terhadap kualitas

gizi pada makanan dan pola asuh yang kurang baik dalam hal

pemberian makan pada anak. Gizi buruk pada anak usia dini dapat

menyebabkan peningkatan pada angka kematian anak, sehingga

penderitanya mudah terkena penyakit dan memiliki postur tubuh

kurang optimal saat dewasa (Handayani, dkk. 2023).

Stunting paling rentan terjadi pada masa 1000 hari kehidupan

atau saat janin masih dalam kandungan hingga anak berusia dua

9
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tahun. Masa ini merupakan masa yang sangat diperlukan untuk

pertumbuhan badan, tulang dan otak. Diketahui bahwa 80%

pertumbuhan otak terjadi pada 2 tahun pertama. Ini menunjukkan

bahwa pondasi kehidupan sudah terbentuk pada 2 tahun pertama.

Apabila anak mengalami stunting pada masa ini maka akan terjadi

gangguan pada pertumbuhan, termasuk perawakan pendek. Oleh

karena itu, sangat penting untuk memantau tumbuh kembang anak

secara rutin dan dengan memenuhi kebutuhan dasar anak yaitu

nutrisi dan stimulasi. Ciri-ciri anak terkena stunting dapat dilihat

dari terlambatnya tanda pubertas, kesulitan dalam melakukan

kontak mata saat usia 8-10 tahun dan mudah mengalami penyakit

infeksi (Antari, 2020).

Stunting yang tidak diberi penanganan akan berdampak jangka

pendek maupun jangka panjang. Efek jangka pendek yang akan

terjadi antara lain peningkatan kejadian kematian, gangguan

kognitif, perkembangan motorik, dan verbal pada anak, serta

peningkatan pengeluaran untuk perawatan kesehatan. Sementara

dampak jangka panjangnya adalah postur tubuh yang kurang

optimal saat dewasa, obesitas meningkat, dan produktivitas serta

kinerja di sekolah tidak optimal. Dari rendahnya produktivitas

dapat berakibat pada memperlambatnya pertumbuhan ekonomi,

yang pada akhirnya dapat meningkatkan angka kemiskinan dan

meningkatkan kesenjangan ekonomi (Kementerian Kesehatan RI.,

2018). Kepala bappenas pada tahun 2018 menyatakan bahwa

dalam jangka panjang stunting dapat menimbulkan kerugian

ekonomi Indonesia sebesar 2-3 persen dari produk domestik bruto

(PDB) pertahun atau sekitar 260-390 triliyun (Bappenas, 2018).
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2.2 Edukasi Kepada Orang tua

Berdasarkan hasil penelitian Sastria, A. (2019) diketahui

bahwa pengetahuan orang tua dalam memahami tentang stunting

memberikan pengaruh terhadap besarnya persentase anak yang

mengalami stunting. Hal itu telah dibuktikan dengan melakukan

uji yang dilakukan pada 52 orang tua dan anak. Dari pengujian

tersebut diperoleh orang tua yang memahami stunting dengan

baik sebesar 61,5% dan anak yang mengalami stunting sebanyak

3,8%, sedangkan orang tua yang tidak memahami stunting dengan

baik sebanyak 38,5% dan anak yang mengalami stunting sebanyak

26,9% (Sastria, dkk. 2019).

Peningkatan pengetahuan orang tua tidak hanya diperoleh

dari pendidikan formal melainkan bisa diperoleh dari pendidikan

non formal. Peningkatan pengetahuan orang tua dapat dilakukan

dengan memberikan eduksi terkait informasi-informasi tentang

stunting melalui kegiatan kemasyarakatan seperti posyandu

(Natoatmodjo, 2012). Dengan adanya pemberian edukasi kepada

orang tua diharapkan dapat memutuskan mata rantai stunting,

karena dengan adanya edukasi akan menambah pengetahuan

orang tua (Sastria, dkk. 2019).

2.3 Pemenuhan Nutrisi

Pemenuhan nutrisi pada balita dalam menangani kasus

stunting di Indonesia masih menjadi perhatian utama. Dimulai

dari ibu hamil yang mengalami anemia, pemberian ASI eksklusif

yang kurang dari 6 bulan, pemberian makanan pendamping

yang belum memenuhi kebutuhan gizi secara kuantitas dan

kualitas serta kebiasaan makan yang kurang baik dapat menjadi
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faktor pemicu terjadinya stunting pada balita (Naulia, dkk.

2021). Pemberian makanan pendamping dianjurkan mengandung

banyak protein hewani. Hal tersebut sesuai dengan penelitian

yang dilakukan oleh Headey, dkk (2018) yang menyatakan bahwa

terdapat hubungan yang kuat antara stunting dan konsumsi

pangan hewani pada balita 6-23 bulan. Berdasarkan data Food and

Agriculture Organization (FAO) konsumsi telur, daging dan susu di

Indonesia masih termasuk rendah di dunia. Telur dapat dikatakan

sebagai sumber protein, asam amino dan lemak sehat sedangkan

susu mengandung protein dan kalsium. Apabila seorang balita

makan telur dengan susu maka asupan protein yang diperoleh

sudah termasuk seimbang.

Dalam berita yang ditulis oleh Eko (2023) disebutkan

bahwa Prof. Hardiansyah selaku ketua umum pergizi pangan

Indonesia menyatakan “Dasar pertumbuhan tulang itu terletak

pada pertumbuhan tulang rawan”. Mengonsumsi protein hewani

yang tepat juga mampu membentuk tulang yang normal. Oleh

karena itu beliau juga mengatakan bahwa “Ini bukti pemberian

telur satu butir satu hari pada anak setelah pemberian ASI eksklusif

itu menurunkan resiko stunting”. Jadi, apabila kebutuhan nutrisi

dapat dipenuhi dengan tepat maka hal tersebut dapat dijadikan

salah satu alternatif untuk menurunkan jumlah kasus stunting.

Mengenai pentingnya pemenuhan nutrisi pada balita, Rusdi

(2021) telah melakukan penelitan dengan mengambil sampel ibu

berusia dibawah 35 tahun sebanyak 72 responden. Hasil survei

menunjukan bahwa dari semua responden yang memberikan

nutrisi kurang baik terhadap balita sebagian besar mempunyai

balita stunting sebesar 42,8%. Sementara itu, responden yang

memberikan nutrisi balita dengan baik hanya mempunyai



13

balita stunting sebesar 1,2%. Pemenuhan nutrisi pada balita

dapat dilakukan dengan memberikan makanan yang sehat,

memperhatikan kebersihan makanan serta memilih menu yang

mampu memenuhi kebutuhan gizi balita.

2.4 Persamaan Diferensial

Definisi 2.1 (Purnomo, 2012)

Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang di didalamnya

terdapat paling sedikit satu turunan atau diferensial dari suatu

fungsi yang belum diketahui.

Secara umum persamaan diferensial dapat dinyatakan dalam

bentuk

F (x, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0 (2.1)

dengan :

x : varabel independen

y : variabel dependen

n : bilangan real

y(n) : turunan ke-n dari y terhadap x.

Dari definisi 2.1 diketahui bahwa persamaan diferensial adalah

persamaan matematika yang memuat satu atau lebih variabel

dependen beserta turunannya terhadap satu atau lebih variabel

independen dari suatu fungsi yang belum diketahui.

Contoh 2.1 (Suprihatin, dkk. 2013)

Berikut terdapat beberapa contoh persamaan diferensial :

dy

dx
= 0 (2.2)
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dy

dx
+ xy = ex (2.3)

∂2u

∂x2
+ 5

∂2u

∂y2
= ex (2.4)

Berdasarkan jumlah variabel independennya, persamaan

diferensial dapat dibedakan menjadi persamaan diferensial

biasa dan persamaan diferensial parsial. Persamaan Diferensial

Biasa (PDB) adalah persamaan diferensial dengan satu variabel

independen. Hal ini dapat dilihat pada persamaan (2.2) dan (2.3),

dengan x merupakan variabel independen dan y merupakan

variabel dependen.

Persamaan Diferensial Parsial (PDP) adalah persamaan

diferensial dengan jumlah variabel independen lebih dari satu.

Dalam persamaan diferensial parsial dapat dilambangkan dengan

∂. Hal tersebut dapat dilihat pada persamaan (2.4), dengan x

dan y merupakan variabel independen dan u merupakan variabel

dependen.

2.5 Sistem Persamaan Diferensial

Definisi 2.2 (Sinaga, dkk. 2021)

Sistem persamaan diferensial adalah suatu sistem yang memuat

n persamaan diferensial, dengan n fungsi yang tidak diketahui,

dimananmerupakan bilangan bulat positif lebih besar sama dengan

2. Antara persamaan diferensial yang satu dengan yang lain saling

terkait dan konsisten.

Bentuk umum dari suatu sistem persamaan diferensial orde

satu dengan n fungsi kontinu sebagai berikut :
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f(t,x) =


f1(t, x1, x2, · · · , xn)
f2(t, x1, x2, · · · , xn)

...

fn(t, x1, x2, · · · , xn)

 (2.5)

x1, x2, ..., xn merupakan variabel independen dan t merupakan

variabel dependen, sehingga x1 = x1(t), x2 = x2(t), ..., xn = xn(t),

dengan dxn
dt merupakan turunan fungsixn terhadap t, dan fi adalah

fungsi yang tergantung pada variabel x1, x2, ..., xn dan t.

Sistem persamaan diferensial dibagi menjadi sistem

persamaan diferensial linier dan sistem persamaan diferensial

non-linier. Sistem persamaan diferensial linier merupakan sistem

yang terdiri dari dua atau lebih persamaan diferensial linier

dengan dua atau lebih buah fungsi yang tidak diketahui. Sistem

persamaan tersebut dinyatakan sebagai:

ẋ1(t) = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn + h1(t)

ẋ2(t) = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn + h2(t)
...

ẋn(t) = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn + hn(t)

(2.6)

Secara umum sistem persamaan (2.6) dapat ditulis sebagai

berikut :

ẋ(t) = AX + H(t) (2.7)

Dimana ẋ(t) merupakan turunan fungsi x yang bergantung

terhadap waktu (t), A adalah koefisien dan H(t) adalah fungsi

kontinu. Dengan A adalah matriks berukuran n×n dan H(t)

merupakan fungsi t yang kontinu (Riogilang, 1997). Persamaan
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(2.7) dapat dinyatakan sebagai berikut :

ẋ =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...

an1 an2 · · · ann



x1

x2
...

xn

+


h1(t)

h2(t)
...

hn(t)

 (2.8)

Persamaan dapat dikatakan linier jika memiliki ciri-ciri sebagai

berikut :

1. Variabel tak bebas dan turunannya harus berderajat satu

2. Tidak terdapat perkalian pada variabel bebas dan

turunannya

3. Variabel tak bebas bukan termasuk dalam fungsi transenden.

Contoh 2.2

ẋ1 = 4x1 + 3x2

ẋ2 = 2x1 + 5x2
(2.9)

Sistem persamaan (2.9) dapat ditulis menjadi,

ẋ =

[
4 3

2 5

][
x1

x2

]
(2.10)

Sistem persamaan diferensial non-linear merupakan sistem

yang terdiri dari dua atau lebih persamaan diferensial non-linear

yang saling terikat.
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Contoh 2.3

ẋ1 = 2x1 + x2x3

ẋ2 = x21 + x2
(2.11)

Sistem persamaan (2.11) merupakan sistem persamaan diferensial

non-linear karena terdapat perkalian variabel tak bebas, yaitu

perkalian antara x2 dan x3 pada persamaan ẋ1 dan kuadrat dari

x1 pada persamaan ẋ2 .

2.6 Model SEIR Pada Stunting

Penelitian ini akan membahas tentang bagaimana proses

penyebaran penyakit stunting tipe SEIR. SEIR adalah singkatan dari

Susceptible (S), Exposed (E), Infected (I) dan Recovered (R)

Telah diperoleh beberapa asumsi dari Pratama dan Lismayani

(2023) yaitu :

1. Anak yang baru lahir memungkinkan terkena stunting

2. Jumlah populasi konstan (laju kelahiran dan kematian

diasumsikan sama) yang disimbolkan dengan (µ)

3. Laju perubahan populasi dari S ke E karena adanya

penularan secara tidak langsung dari orang yang terkena

stunting (αI)

4. Laju perubahan populasi dari E ke I karena anak tidak

diberikan perlakuan khusus (β)

5. Laju perubahan populasi dari E ke R yaitu δ (tidak terkena

stunting secara permanen) karena diberikan perlakuan

khusus, yaitu sanitasi
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Berdasarkan asumsi-asumsi di atas, maka dapat dituliskan

parameter-parameter yang digunakan sebagaimana ditunjukkan

pada tabel (2.1) berikut :

Tabel 2.1. Parameter untuk kasus stunting

Parameter Keterangan
S Bayi yang baru lahir memungkinkan terkena stunting
E Balita yang memperlihatkan gejala stunting
I Balita yang terkena stunting dan tidak bisa

disembuhkan
R Balita yang memperlihatkan gejala stunting

tetapi tidaktidak terkena stunting (bebas stunting)
karena diberikan penanganan khusus

µ Laju kelahiran/kematian
αI Laju perubahan populasi dari S ke E karena adanya

penularan secara tidak langsung dari orang
yang terkena stunting

β Laju Perubahan populasi dari E ke I Anak karena
tidak diberikan perlakuan khusus

δ Laju perubahan populasi dari E ke R (tidak terkena
stunting secara permanen) karena diberikan

perlakuan khusus, yaitu sanitasi.

(Pratama dan Lismayani, 2023)

Berdasarkan tabel (2.1) dapat dibentuk model yang sesuai

dengan model SEIR yang disajikan dalam diagram kompartemen

berikut.
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Gambar 2.1. Diagram kompartemen model SEIR stunting
(Pratama, Lismayani, 2023)

Gambar (2.1) menunjukkan bahwa populasi S mengalami

penambahan individu dari banyaknya kelahiran (µ), Selain

penambahan individu, perubahan jumlah populasi S dipengaruhi

oleh kematian alami (µS). Populasi S juga dapat berkurang

karena adanya penularan secara tidak langsung dari orang terkena

stunting (αIS). Penualaran secara tidak langsung dapat terjadi

ketika balita tinggal di lingkungan yang sama dan lingkungan

tersebut belum memenuhi syarat kesehatan. Salah satunya

keadaan sanitasi yang kurang baik (Mukaramah, Wahyuni, 2020).

Jumlah penambahan populasiE diperoleh dari populasiS yang

memperlihatkan gejala stunting karena adanya penularan secara

tidak langsung dari orang terkena stunting yang disimbolkan

dengan (αIS). Sedangkan pengurangan jumlah populasi E

diperoleh dari kematian secara alami (µE). Jumlah populasi E

juga dapat berkurang karena adanya perubahan dari populasi E

ke populasi I yang terjadi karena tidak adanya perlakuan khusus

kepada populasi E sebesar (βE) dan perubahan pada populasi E

ke populasi R dapat terjadi karena diberikannya perlakuan khusus
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berupa adanya perbaikan sanitasi yang diberikan kepada populasi

E sebesar (δE).

Jumlah populasi I mengalami penambahan karena tidak

adanya perlakuan khusus kepada populasi E sebesar (βE) dan

mengalami pengurangan karena kematian secara alami pada

populasi I (µI). Jumlah populasi R tergantung pada banyaknya

E yang mengalami perubahan karena diberikannya perlakuan

khusus berupa adanya perbaikan sanitasi yang diberikan kepada

populasi E sebesar (δE) dikurangi dengan kematian secara

alami pada populasi R (µR). Berdasarkan penjelasan diagram

kompartemen di atas, dapat dibentuk sistem persamaan model

matematika SEIR seperti di bawah ini:

dS
dt = µ− (αI + µ)S

dE
dt = αIS − (β + δ + µ)E

dI
dt = βE − µI

dR
dt = δE − µR

(2.12)

2.7 Kontrol Optimal

Dalam menyelesaikan masalah kontrol optimal variabel yang

dibutuhkan adalah variabel kontrol u(t) dan variabel state x(t).

Variabel state memenuhi persamaan diferensial yang bergantung

pada variabel kontrol yang dapat ditulis dalam persamaan

diferensial berikut (Lenhart and Workman, 2007).

dx

dt
= g(t, x(t), u(t)) (2.13)
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Diketahui bahwa jika variabel kontrol diubah maka persamaan

diferensial akan berubah. Oleh karena itu, fungsi tujuan dalam

masalah kontrol optimal juga dipengaruhi oleh variabel kontrol

u(t) dan variabel state x(t). Secara umum fungsi tujuan dapat

ditulis sebagai berikut.

J(u) =

∫ T

0
f(t, x(t), u(t))dt (2.14)

dengan kondisi awal x(0) = x0 dan kondisi transversal (x(T ))

bebas.

Masalah kontrol optimal ini dapat diselesaikan secara manual

dengan memperhatikan Prinsip Pontryagin. Prinsip Pontryagin

terdiri dari Prinsip Minimum Pontryagin dan Prinsip Maksimum

Pontryagin. Pada pembahasan ini digunakan Prinsip Minimum

Pontryagin dengan tujuan untuk meminimumkan jumlah anak

yang menunjukkan gejala dan yang sudah terkena stunting. Pada

dasarnya Prinsip Minimum Pontryagin terdiri dari beberapa

langkah, yaitu (Lenhart and Workman, 2007)

1. Membentuk fungsi Hamiltonian

H = f(t, x⃗(t), u⃗(t)) +

n∑
i=1

λi(t)gi(t, x⃗(t), u⃗(t)) (2.15)

dengan f adalah fungsi tujuan dan g adalah ruas kanan

persamaan state, dan i = 1, 2, 3, · · · , n.

2. Menurunkan fungsi Hamiltonian terhadap u(t) untuk

memperoleh u∗(t) dengan kondisi optimal

∂H

∂u
= 0 (2.16)
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3. Memeriksa turunan kedua dari fungsi Hamiltonian terhadap

u(t) untuk mengetahui kontrol yang diperoleh minimum

atau maksimum. Kontrol dikatakan minimum jika

∂2H

∂u2
> 0 (2.17)

dan dikatakan maksimum jika

∂2H

∂u2
< 0 (2.18)

4. Mencari persamaan state dan costate

Persamaan state dapat dituliskan sebagai berikut

xi
′(t) =

∂H

∂λi
= gi(t, x⃗(t), u⃗(t)) (2.19)

dan persamaan costate dapat dituliskan sebagai berikut

λi
′(t) =

dλi

dt
= −∂H

∂xi
(2.20)

dengan kondisi transversal yaitu λi(T ) = 0

5. Mensubtitusikan persamaan (2.19) dan (2.20) ke persamaan

(2.16) untuk memperoleh kontrol yang optimal.

2.8 Contoh Masalah Kontrol Optimal

Diambil contoh sederhana dalam buku karya Lenhart dan

Workman (2007) untuk memahami langkah-langkah dalam

menyelesaikan masalah kontrol optimal. Diberikan fungsi tujuan
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sebagai berikut.

min
u

∫ 1

0
u(t)2dt. (2.21)

dengan

kendala (state) x′(t) = x(t) + u(t)

kondisi awal x(0) = 1 dan kondisi transversal x(1) bebas

Berdasarkan persamaan (2.15) dibentuk fungsi Hamiltonian

sebagai berikut.

H = u2 + λ(x+ u)

Dengan menerapkan Prinsip Minimum Pontryagin, langkah

yang dilakukan setelah membentuk fungsi Hamiltonian adalah

menentukan kondisi optimal, yaitu

0 =
∂H

∂u
= 2u+ λ pada u∗ → u∗(t) = −1

2
λ

Turunan kedua dari fungsi Hamiltonian, diperoleh

∂2H

∂u2
= 2 > 0

Karena turunan kedua fungsi Hamiltonian berupa bilangan positif

maka kontrol yang dihasilkan adalah kontrol minimum.

Langkah selanjutnya adalah menyelesaikan persamaan costate,

diperoleh

λ′ = −∂H

∂x
= −λ → λ(t) = ce−t
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dengan kondisi transversal

λ(1) = 0 → ce−1 = 0 → λ(t) = ce−t

Dengan demikian λ ≡ 0, sehingga u∗ = −λ/2 = 0. Jadi, x∗

memenuhi x′ = x dan x(0) = 1. Sehingga diperoleh kondisi

optimal sebagai berikut

λ ≡ 0, u∗ ≡ 0, x∗(t) = et

2.9 Metode Sweep Maju Mundur

Penyelesaian metode numerik pada masalah kontrol optimal

dapat diselesaikan dengan menggunakan metode sweep maju

mundur dengan menggunakan bantuan aplikasi MATLABR2014b.

MatlabR2014b merupakan salah satu aplikasi matematika yang

sering digunakan untuk melakukan perhitungan matematika

secara numerik. Adapun tahapan-tahapannya sebagai berikut :

1. Membuat dugaan awal untuk nilai u

2. Menggunakan kondisi awal x0=x(0) dan nilai untuk u, untuk

menyelesaikan persamaan state x′ dengan Metode Runge

Kutta orde 4 langkah maju

3. Menggunakan kondisi transversal λN+1 = λ(T ) = 0, nilai

awal u dan x′ untuk menyelesaikan persamaan costate λ′

dengan Metode Runge Kutta orde 4 langkah mundur.

4. Memperbarui nilai u dengan memasukkan nilai x′ dan λ′

yang baru ke dalam karakteristik kontrol optimal.

5. Memeriksa konvergensi, jika selisih nilai antara variabel dari

perhitungan tersebut dan sebelumnya sangat kecil maka nilai
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tersebut dapat dijadikan sebagai solusi, namun jika selisih

nilainya tidak cukup kecil maka kembali ke langkah 2.

(Lenhart and Workman, 2007)

2.10 Metode Runge-Kutta

Metode runge-kutta adalah metode yang sering digunakan

dalam penyelesaian numerik persamaan diferensial. Metode

runge-kutta Ini menggunakan nilai turunan pada satu titik. Metode

Runge-Kutta orde 4 merupakan salah satu dari beberapa orde yang

ada (pertama, kedua, dan ketiga). Metode Runge-Kutta orde 4

lebih dikenal karena tingkat ketelitiannya yang tinggi dan proses

perhitungan yang masih termasuk sederhana. Formulanya sebagai

berikut

yn + 1 = yn +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (2.22)

Dengan konstanta yaitu

k1 = f(xn, yn)

k2 = f(xn +
h

2
, yn +

h

2
k1)

k3 = f(xn +
h

2
, yn +

h

2
k2)

k4 = f(xn + h, yn + hk3)

(2.23)

k1 merupakan nilai dari kemiringan pertama pada interval, k2 yaitu

kemiringan nilai tengah pada interval menggunakan kemiringan

pada k1 pada nilai variabel y, selanjutnya untuk k3 merupakan

nilai kemiringan yang menggunakan nilai dari kemiringan k2 pada

pendefinisian nilai y nya. Dan k4 merupakan nilai kemiringan akhir

yang menggunakan nilai k3 untuk nilai y (Sui, Syata, 2022).
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2.11 Kajian Penelitian Terdahulu

Sebelumnya penelitian yang berkaitan dengan masalah

stunting telah banyak dilakukan. Agar tidak terjadi adanya

kesamaan pada skripsi ini, maka penulis telah melakukan kajian

terhadap penelitian-penelitian sebelumnya yang berkaitan

dengan masalah stunting. Adapun penelitian-penelitian tersebut

akan ditulis sebagai berikut :

1. Penelitian yang berjudul “ Simulasi Pemodelan Matematika

SEIR Terhadap Pengaruh Sanitasi Pada Kasus Stunting di

Indonesia” oleh Muh. Isbar Pratama dan Angri Lismayani

pada tahun 2023. Hasil dari penelitian tersebut yaitu

diperoleh model SEIR pada masalah stunting, diketahui

adanya pengaruh sanitasi dengan melakukan simulasi

pada model SEIR yang dibentuk dengan bantuan Maple

18. Perbedaan penelitian pada skripsi ini yaitu adanya

penambahan kontrol optimal berupa edukai orang tua

dan pemenuhan nutrisi pada balita yang belum dibahas

sebelumnya dalam penelitian Pratama dan Lismayani.

2. Penelitian berjudul “Optimal Control of HIV-1 Spread in

Combination with Nutritional Status and ARV-Treatment”

oleh Yolanda Norasia, dkk pada tahun 2022. Hasil dari

penelitian tersebut yaitu dengan adanya penambahan

kontrol optimal berupa status nutrisi dan pengobatan

ARV terhadap model SIPA pada penyebaran HIV dapat

mengurangi penularan penyakit. Hal itu disebabkan oleh

penilaian status gizi yang dilakukan pada Orang Dengan

HIV/AIDS (ODHA) dan pengobatan ARV yang bekerja

dengan mengurangi jumlah viral load HIV. Dengan demikian,
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Infeksi HIV tidak dapat menyebabkan gangguan pada sistem

kekebalan tubuh. Penelitian ini memiliki kesamaan dalam

metode perhitungan tetapi juga memiliki perbedaan pada

penyakit dan kontrol yang diberikan.

3. Penelitian berjudul “Faktor Penyebab Stunting pada Anak :

Tinjauan Literatur” oleh Nova Dwi Yanti, Feni Betriana dan

Imelda Rahmayunia Kartika pada tahun 2020. Penelitian

tersebut dilakukan dengan tinjauan literature dengan

menentukan pertanyaan PICO (Problem, Intervention,

Comparison, Outcome). Dari penelitian tersebut diperoleh

hasil yang menyatakan bahwa stunting dipengaruhi oleh

pengetahuan ibu terhadap berbagai hal dan pola asuh

orang tua, BBLR (Berat Badan Lahir Rendah) dan status

gizi serta status pendapatan keluarga. Perbedaan penelitian

ini dengan penelitian pada skripsi ini adalah metode

yang digunakan pada penelitian ini tidak menggunakan

pemodelan matematika sebagaimana yang akan penulis

lakukan.

4. Penelitian berjudul “Faktor Kejadian Stunting pada Anak dan

Balita” oleh Andi Sastria, Hasnah, dan Fadli pada tahun 2019.

Metode yang digunakan pada penelitian ini berupa metode

kuantitatif dengan menggunakan pendekatan cross sectional

study. Hasil dari penelitian ini menunjukkan bahawa

terdapat hubungan antara pemberian ASI, pemberian

MP-ASI dan pengetahuan keluarga terhadap stunting.

Perbedaan penelitian ini dengan penelitian yang akan

dilakukan oleh penulis terletak pada metode penelitian

yang digunakan. Dalam penelitian ini analisis data yang
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digunakan oleh Sastria dkk adalah uji statistik chi-square

sedangkan penulis menggunakan pemodelan matematika.

5. Penelitian berjudul “Hubungan Pemberian Nutrisi dan

Sanitasi Lingkungan Terhadap Kejadian Stunting Pada

Balita” oleh Pagdya Haninda Nusantri Rusdi dan Sylvi Nezi

Azwita pada tahun 2021. Hasil penelitian ini diperoleh

bahwa adanya hubungan yang signifkan antara kebiasaan

pemberian makan dan sanitasi lingkungan terhadap kejadian

stunting hal tersebut dilihat dari hasil analisis bivariate

yang telah dilakukan. Penelitian ini dengan penelitian yang

dilakukan oleh penulis memiliki tujuan yang sama yaitu ingin

mengetahui apakah faktor pemenuhan nutrisi berpengaruh

terhadap angka kejaidian stunting. Namun, dalam proses

penelitian penulis menggunakan metode yang berbeda dari

penelitian ini.



BAB 3

Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan adalah studi literatur. Studi

literatur dilakukan dengan mengkaji berbagai literatur nasional

maupun internasional yang berhubungan dengan kontrol optimal

dan stunting. Tahapan yang dilakukan setelah melakukan studi

literatur yaitu melakukan proses penelitian berdasarkan alur

penelitian. Adapun alur penelitian yang digunakan sebagai berikut

1. Kontruksi model kontrol optimal

Pada tahap ini, dilakukan pengembangan model SEIR pada

stunting yang sebelumnya telah diteliti oleh Pratama dan

Lismayani (2023). Kontruksi yang dilakukan adalah dengan

menambahkan kontrol berupa edukasi orang tua (u1) dan

pemenuhan nutrisi balita (u2)

2. Menentukan formulasi masalah kontrol optimal

Pada tahap ini, ditentukan formulasi pada masalah kontrol

optimal yang terdiri dari fungsi tujuan dan kendala berupa

model dari permasalahan yang akan diselesaiakan (SEIR),

kondisi awal, kondisi transversal dan batas dari nilai kontrol

u1 dan u2.

3. Penyelesaian masalah kontrol optimal

Pada tahap ini, dilakukan penyelesaian masalah kontrol

optimal dengan menggunakan Prinsip Minimum Pontryagin.

Adapun langkah-langkah yang harus dilakukan yaitu

menentukan persamaan fungsi Hamiltonian, kondisi

optimal, persamaan state, dan persamaan costate

29
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4. Melakukan simulasi numerik

Pada tahap ini, hal pertama yang dilakukan adalah

menentukan nilai dari masing-masing parameter.

Selanjutnya, dilakukan metode sweep maju mundur

5. Menginterpretasikan hasil simulasi numerik

Pada tahap ini, interpretasi hasil simulasi numerik dapat

dilakukan dengan melihat bagaimana perubahan bentuk

grafik tanpa dan dengan adanya kontrol.

Tahapan-tahapan penelitian yang telah dijelaskan dapat

dicermati melalui diagram alir penelitian berikut
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Gambar 3.1. Diagram alir penelitian



BAB 4

Pembahasan

4.1 Kontruksi Model Balita Stunting dengan Tambahan

Kontrol

Penelitian ini membahas tentang modifikasi dari model balita

stunting yang telah diteliti oleh Pratama dan Lismayani (2023)

dengan adanya penambahan kontrol. Adapun kontrol yang

diberikan berupa edukasi orang tua (u1) dan pemenuhan nutrisi

balita (u2). Adanya pemberian kontrol ini diharapkan dapat

mengurangi jumlah balita yang terkena stunting.

Pemberian edukasi kepada kedua orang tua dapat berpengaruh

pada pola pikir orang tua, baik dalam pola asuh anak maupun

dalam masa kehamilan. Tan Shot Yen seorang ahli gizi menyatakan

bahwasannya stunting dapat disebabkan dari berbagai hal

diantaranya, ibu hamil yang mengalami anemia hal ini dapat

diketahui dengan melakukan pengukuran lingkar lengan bagian

atas. Selanjutnya, seorang ibu yang kurang berlatih menyusui

sebelum melahirkan, hal ini bertujuan untuk menghindari

kegagalan terhadap pemberian ASI eksklusif (Yen, T.S. 2023).

Pemberian nutrisi terhadap balita juga cukup berpengaruh

dalam proses pertumbuhan dan perkembangan balita. Adanya

pemenuhan nutrisi pada balita dapat memperbaiki pertumbuhan

fisik, sistem saraf dan otak. Selain itu, pemenuhan nutrisi

juga dapat memperbaiki tingkat intelektualitas dan kecerdasan

manusia serta mengurangi resiko komplikasi kesehatan (Mayar,

Astuti, 2021).

32
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Berikut ditunjukkan diagram kompartemen model balita

stunting dengan edukasi orang tua dan pemenuhan nutrisi balita

pada gambar (4.1).

Gambar 4.1. Diagram kompartemen model balita stunting dengan
kontrol berupa edukasi orang tua dan pemenuhan
nutrisi balita

Berikut ditunjukkan definisi dari masing-masing variabel dan

parameter model balita stunting dengan tabel (4.1) dan tabel

(4.2).(Pratama dan Lismayani, 2023)

Tabel 4.1. Definisi dari variabel

Variabel Keterangan
S Bayi yang baru lahir memungkinkan terkena stunting
E Balita yang memperlihatkan gejala stunting
I Balita yang terkena stunting dan tidak bisa

disembuhkan
R Balita yang memperlihatkan gejala stunting

tetapi tidaktidak terkena stunting (bebas stunting)
karena diberikan penanganan khusus
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Tabel 4.2. Definisi dari parameter

Parameter Keterangan
µ Laju kelahiran/kematian
α Laju perubahan populasi dari S ke E karena adanya

penularan secara tidak langsung dari orang
yang terkena stunting

β Laju Perubahan populasi dari E ke I Anak karena
tidak diberikan perlakuan khusus

δ Laju perubahan populasi dari E ke R (tidak terkena
stunting secara permanen) karena diberikan

perlakuan khusus, yaitu sanitasi.
u1 Kontrol berupa edukasi orang tua
u2 Kontrol berupa pemenuhan nutrisi balita

Gambar (4.1) menunjukkan bahwa laju perubahan populasi

S terhadap waktu
(
dS
dt

)
mengalami penambahan dari banyaknya

kelahiran (µ) dan adanya kontrol berupa edukasi orang tua (u1).

Selain penambahan, laju perubahan populasi S juga mengalami

pengurangan yang dipengaruhi oleh kematian alami (µS) dan

adanya penularan secara tidak langsung dari orang terkena

stunting (αIS). Penualaran secara tidak langsung dapat terjadi

ketika balita tinggal di lingkungan yang sama dan lingkungan

tersebut belum memenuhi syarat kesehatan. Salah satunya

keadaan sanitasi yang kurang baik (Mukaramah, Wahyuni, 2020).

Maka diperoleh persamaan

dS

dt
= µ− α(1− u1)IS − µS (4.1)

Laju perubahan populasi E terhadap waktu
(
dE
dt

)
mengalami

penambahan dari populasi S yang memperlihatkan gejala stunting

karena adanya penularan secara tidak langsung dari orang
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terkena stunting (αIS). Sedangkan pengurangan laju perubahan

populasi E diperoleh dari kematian secara alami (µE), adanya

kontrol berupa edukasi orang tua (u1) dan pemenuhan nutrisi

balita (u2). Jumlah populasi E juga dapat berkurang karena

adanya perubahan dari populasi E ke populasi I yang terjadi

karena tidak adanya perlakuan khusus kepada populasi E (βE)

dan perubahan pada populasi E ke populasi R dapat terjadi

karena diberikannya perlakuan khusus berupa adanya perbaikan

sanitasi yang diberikan kepada populasi E (δE). Maka diperoleh

persamaan

dE

dt
= α(1− u1)IS − (β + δ + µ+ u2)E (4.2)

Laju perubahan populasi I terhadap waktu
(
dI
dt

)
mengalami

penambahan karena tidak adanya perlakuan khusus kepada

populasi E (βE) dan mengalami pengurangan karena kematian

secara alami pada populasi I (µI). Maka diperoleh persamaan

dI

dt
= βE − µI (4.3)

Laju perubahan populasi R terhadap waktu
(
dR
dt

)
tergantung

pada banyaknya E yang mengalami perubahan karena

diberikannya perlakuan khusus berupa adanya perbaikan sanitasi

yang diberikan kepada populasiE (δE) dan adanya kontrol berupa

pemenuhan nutrisi balita (u2) dikurangi dengan kematian secara

alami pada populasi R (µR). Maka diperoleh persamaan

dR

dt
= (δ + u2)E − µR (4.4)
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Dari persamaan (4.1), (4.2), (4.3), dan (4.4) didapat model

balita stunting berupa sistem persamaan diferensial biasa

nonlinear sebagai berikut :

dS
dt = µ− α(1− u1)IS − µS

dE
dt = α(1− u1)IS − (β + δ + µ+ u2)E

dI
dt = βE − µI

dR
dt = (δ + u2)E − µR

(4.5)

4.2 Penyelesaian Masalah Kontrol Optimal

Penyelesaian masalah kontrol optimal yang dilakukan

bertujuan untuk meminimumkan jumlah populasi balita yang

memperlihatkan gejala stunting (E) dan yang mengalami stunting

(I) dengan meminimumkan fungsi tujuan. Fungsi tujuan yang

terbentuk sebagai berikut :

J(u1, u2) =

∫ T

0
E + I +Au21 +Bu22dt (4.6)

dapat ditulis dengan

min
u1,u2

=

∫ T

0
E + I +Au21 +Bu22dt

dengan E dan I merupakan variabel dari populasi yang

diminimumkan jumlah pertambahannya. Selanjutnya, untuk

A adalah bobot yang berkorelasi dengan biaya kontrol edukasi

orang tua dan B merupakan bobot yang berkorelasi dengan biaya

kontrol untuk biaya pemenuhan nutrisi balita. T adalah waktu

akhir pemberian kontrol serta u1 dan u2 adalah kontrol yang akan
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diminimumkan dengan fungsi kendala sebagai berikut

S′ = µ− α(1− u1)IS − µS

E′ = α(1− u1)IS − (β + δ + µ+ u2)E

I ′ = βE − µI

R′ = (δ + u2)E − µR

S(0) = S0 > 0, E(0) = E0 > 0, I(0) = I0 > 0, R(0) = R0 > 0

0 ≤ u1 ≤ 1

0 ≤ u2 ≤ 1

Masalah kontrol optimal dapat diselesaikan dengan

memperhatikan Prinsip Minimum Pontryagin. Berikut

merupakan langkah-langkah penyelesaian masalah kontrol

optimal menggunakan Prinsip Minimum Pontryagin.

4.2.1 Fungsi Hamiltonian

Langkah pertama yang dilakukan dalam menyelesaikan

masalah kontrol optimal adalah membentuk fungsi Hamiltonian.

Pembentukan fungsi Hamiltonian disesuaikan dengan sistem

persamaan (4.5), diperoleh

H = f(t, x⃗(t), u⃗(t)) +

4∑
i=1

λi(t)gi(t, x⃗(t), u⃗(t))

= E + I +Au21 +Bu22 +

4∑
i=1

λi(t)gi(t, x⃗(t), u⃗(t))

= E + I +Au21 +Bu22 + λ1(µ− α(1− u1)IS − µS)

+ λ2(α(1− u1)IS − (β + δ + µ+ u2)E) + λ3(βE − µI)

+ λ4((δ + u2)E − µR).

(4.7)
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dengan

x⃗(t) = {S,E, I,R}
u⃗(t) = {u1, u2}

4.2.2 Kondisi Optimal

Suatu kontrol yang optimal dapat diperoleh apabila ∂H
∂u1

= 0

dan ∂H
∂u2

= 0. Kondisi tersebut dinamakan kondisi optimal. Kontrol

yang optimal dimisalkan dengan u∗1 dan u∗2 sehingga diperoleh

∂H

∂u1
= 0

∂H

∂u1
= 2Au1 − αIS(λ2 − λ1) = 0

u1 =
αIS

2A
(λ2 − λ1)

(4.8)

Jadi, diperoleh nilai u1 adalah

u1 =
αIS

2A
(λ2 − λ1)

∂H

∂u2
= 0

∂H

∂u2
= 2Bu2 − E(λ2 − λ4) = 0

u2 =
E

2B
(λ2 − λ4)

(4.9)

Jadi, diperoleh nilai u2 adalah

u2 =
E

2A
(λ2 − λ4)
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Maka nilai kontrol optimal u∗1 dan u∗2 dapat ditulis sebagai berikut

:

u∗1 = min

[
1,max

(
0,

αIS

2A
(λ2 − λ1)

)]
u∗2 = min

[
1,max

(
0,

E

2B
(λ2 − λ4)

)] (4.10)

Turunan kedua dari fungsi Hamiltonian pada persamaan (4.7)

terhadap u1(t) dan u2(t) adalah

∂2H

∂2u1
= 2A

∂2H

∂2u2
= 2B

(4.11)

dengan A dan B adalah bobot yang berupa bilangan positif sehingga

nilai turunan kedua dari fungsi Hamiltonian adalah bilangan

positif. Oleh karena itu, jenis kontrol yang dihasilkan adalah

kontrol minimum.

4.2.3 Persamaan State

Berdasarkan Prinsip Minimum Pontrygin, persamaan

state merupakan turunan dari fungsi Hamiltonian terhadap

masing-masing variabel costate yaitu λ1, λ2, λ3, λ4 sebagaimana

rumus pada persamaan (2.19). Dari rumus persamaan (2.19)
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diperoleh persamaan state sebagai berikut.

dS
dt = ∂H

∂λ1
= µ− α(1− u1)IS − µS

dE
dt = ∂H

∂λ2
= α(1− u1)IS − (β + δ + µ+ u2)E

dI
dt = ∂H

∂λ3
= βE − µI

dR
dt = ∂H

∂λ4
= (δ + u2)E − µR.

(4.12)

Dengan kondisi awal,

S(0) = S0, E(0) = E0, I(0) = I0, R(0) = R0

4.2.4 Persamaan Costate

Berdasarkan Prinsip Minimum Pontrygin, persamaan costate

merupakan negatif dari turunan fungsi Hamiltonian terhadap

masing-masing variabel yaitu S,E, I,R sebagaimana rumus pada

persamaan (2.20). Dari rumus persamaan (2.20) diperoleh

persamaan costate sebagai berikut.

dλ1
dt = −∂H

∂S = λ1(α(1− u1)I + µ)− λ2(α(1− u1)I))

dλ2
dt = −∂H

∂E = λ2(β + δ + µ+ u2)− λ3β − λ4(δ + u2)− 1

dλ3
dt = −∂H

∂I = λ1(α(1− u1)S)− λ2(α(1− u1)S) + λ3µ− 1

dλ4
dt = −∂H

∂R = λ4µ

(4.13)

Dengan kondisi transversal λ1(T ) = λ2(T ) = λ3(T ) = λ4(T ) = 0

4.2.5 Sistem yang Optimal

Solusi yang optimal diperoleh dengan mensubstitusikan nilai

dari kontrol optimal (u∗) ke persamaan state dan persamaan
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costate diperoleh,

∂H
∂λ1

= µ− α(1− u∗1)IS − µS

∂H
∂λ2

= α(1− u∗1)IS − (β + δ + µ+ u∗2)E

∂H
∂λ3

= βE − µI

∂H
∂λ4

= (δ + u∗2)E − µR

−∂H
∂S = λ1(α(1− u∗1)I + µ)− λ2(α(1− u∗1)I))

−∂H
∂E = λ2(β + δ + µ+ u∗2)− λ3β − λ4(δ + u∗2)− 1

−∂H
∂I = λ1(α(1− u∗1)S)− λ2(α(1− u∗1)S) + λ3µ− 1

−∂H
∂R = λ4µ

u∗1 = min
[
1,max

(
0, αIS2A (λ2 − λ1)

)]
u∗2 = min

[
1,max

(
0, E

2B (λ2 − λ4)
)]

(4.14)

4.3 Simulasi Numerik

Hasil solusi numerik dari penyelesaian masalah kontrol

optimal dapat diperoleh dengan bantuan program MatlabR2014b

yaitu berupa metode sweep maju-mundur. Variabel–variabel

yang digunakan berupa S,E, I,R, u1, u2, λ1, λ2, λ3, λ4 dan

kemudian dinyatakan dalam bentuk titik sebagai berikut

S(t), E(t), I(t), R(t), u1(t), u2(t), λ1(T ), λ2(T ), λ3(T ), λ4(T )

dengan t=1,2,. . . ,T. Nilai variabel-variabel state (S,E, I,R) didekati

dengan metode runge kutta orde 4 langkah maju dengan kondisi

awal S(0) = S0, E(0) = E0, I(0) = I0, R(0) = R0, sedangkan

variabel-variabel costate λ1, λ2, λ3, λ4 didekati dengan metode

runge kutta orde 4 langkah mundur dengan kondisi transversal

λ1(T ) = λ2(T ) = λ3(T ) = λ4(T ) = 0. Berikut merupakan

penjelasan dari langkah-langkah dan algoritma metode sweep



42

maju mundur (Zulaikha, dkk. 2017).

Langkah 1

Membuat dugaan nilai awal untuk u∗1(t), u
∗
2(t)

Langkah 2

Menyelesaikan persamaan state S∗, E∗, I∗, R∗ dengan mencari

nilai dari S(i+1), C(i+1), J(i+1), H(i+1). Untuk i = 0 : n− 1

menggunakan kondisi awal S(0) = S0, E(0) = E0, I(0) =

I0, R(0) = R0, u1(t), u2(t) dengan metode runge kutta orde 4

langkah maju.

Langkah 3

Menyelesaikan persamaan costate λ∗
1, λ

∗
2, λ

∗
3, λ

∗
4 dengan mencari

nilai dari λ1(k− 1), λ2(k− 1), λ3(k− 1), λ4(k− 1). Untuk k : n− 1

menggunakan kondisi transversal λ1(T ) = λ2(T ) = λ3(T ) =

λ4(T ) = 0 dan nilai dari S∗, E∗, I∗, R∗, u∗1(t), u
∗
2(t) dengan metode

runge kutta orde 4 langkah mundur.

Langkah 4

Mencari nilai u∗1, u
∗
2 dengan memasukkan nilai S∗, E∗, I∗, R∗ dan

λ∗
1, λ

∗
2, λ

∗
3, λ

∗
4 yang baru ke dalam karakteristik kontrol optimal.

Langkah 5

Menghitung nilai error dari variabel S∗, E∗, I∗, R∗λ∗
1, λ

∗
2, λ

∗
3, λ

∗
4, u

∗
1

dan u∗2. jika selisih nilai error antara variabel pada perhitungan ini

dan sebelumnya lebih kecil maka nilai tersebut dapat dijadikan

sebagai solusi, namun jika selisih nilainya tidak cukup kecil maka

kembali ke langkah 2.

Simulasi numerik dilakukan dengan menggunakan kontrol

edukasi orang tua (u1) dan pemenuhan nutrisi balita (u2) dengan

diberikan bobot berupa A=1 untuk (u1) dan B=2 untuk (u2).

Pemberian kontrol dilakukan selama 300 minggu dengan nilai awal

populasi ditunjukkan pada tabel (4.3) berikut.
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Tabel 4.3. Nilai awal yang digunakan dalam simulasi numerik

Populasi Awal Nilai Awal Satuan Sumber
S 0,412 orang/tahun Kemenkes RI
E 0,231 orang/tahun Pratama (2023)
I 0,244 orang/tahun Kemenkes RI
R 0,16 orang/tahun Pratama (2023)

Selanjutnya ditunjukkan tabel (4.4) yang merupakan nilai

dari parameter yang digunakan dalam proses perhitungan

kontrol optimal secara numerik. Setelah menetapkan nilai

Tabel 4.4. Nilai parameter yang digunakan dalam simulasi numerik

Parameter Nilai satuan Sumber
µ 0,0045 1/tahun Pratama (2023)
α 0,0785 1/tahun Asumsi
β 0,0032 1/tahun Pratama (2023)
δ 0,0451 1/tahun Pratama (2023)

dari masing-masing populasi dan parameter akan dilakukan

beberapa simulasi dengan mengganti nilai parameter δ dan α

untuk mengamati adanya perubahan perilaku dari masing-masing

simulasi.

4.3.1 Simulasi I

Pada simulasi ini diterapkan parameter yang sama dengan

tabel (4.4) yaitu α = 0,0785, µ= 0,0045, β = 0,0032 dan δ= 0,0451

dengan bobot u1 = 1 dan u2 = 2 pada populasi S,E, I dan R.

Hasil dari simulasi numerik pada populasi bayi yang baru lahir

memungkinkan terkena stunting (S) dapat dilihat pada gambar

berikut.
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Gambar 4.2. Simulasi populasi S tanpa dan dengan adanya kontrol
u1 dan u2

Simulasi numerik yang ditampilkan pada gambar (4.2)

menunjukkan bahwa jumlah populasi S sebelum diberikan

kontrol mengalami penurunan yang cukup banyak. Diawali

dengan 0,412 menjadi 0,24 dalam rentang waktu 105 minggu

pertama. Selanjutnya, mulai minggu ke-105 sampai minggu

ke-300 jumlah populasi S mengalami peningkatan secara berkala

sedikit demi sedikit hingga mencapai titik 0,32.

Akan tetapi setelah adanya kontrol berupa edukasi orang

tua dan pemenuhan nutrisi balita, jumlah populasi S mengalami

penurunan yang sedikit berbeda dari sebelum adanya kontrol.

Sebelumnya turun sampai 0,24 menjadi 0,256 dalam kurun

waktu 95 minggu pertama. Selanjutnya, mulai minggu ke-95

hingga minggu ke-300 jumlah populasi S secara terus menerus

mengalami peningkatan. Peningkatan yang dialami setelah adanya
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pemberian kontrol dapat mencapai 0,36 pada minggu ke-300. Hal

ini menunjukkan bahwa kontrol yang diberikan dapat membantu

meningkatkan jumlah populasi S.

Gambar 4.3. Simulasi populasi E tanpa dan dengan adanya kontrol
u1 dan u2

Gambar (4.3) merupakan hasil dari simulasi numerik pada

populasi balita yang memperlihatkan gejala stunting (E). Simulasi

numerik yang ditampilkan pada gambar (4.3) menunjukkan bahwa

jumlah populasi E sebelum adanya kontrol sudah mengalami

penurunan yang cukup stabil dimulai dari 0,231 menjadi 0,048

dalam kurun waktu 300 minggu. kemudian setelah adanya kontrol

berupa edukasi orang tua dan pemenuhan nutrisi balita, jumlah

populasiE mengalami penurunan yang lebih banyak dibandingkan

sebelum adanya kontrol. Yakni yang awalnya 0,231 menjadi

0,041 hanya dalam kurun waktu 20 minggu. Selanjutnya, mulai

minggu ke-20 hingga minggu ke-300 jumlah populasiE mengalami
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penurunan secara berangsur-angsur hingga mencapai 0,026.

Gambar 4.4. Simulasi populasi I tanpa dan dengan adanya kontrol
u1 dan u2

Gambar (4.4) merupakan hasil dari simulasi numerik pada

populasi balita yang terkena stunting dan tidak bisa disembuhkan

(I). Simulasi numerik yang ditunjukkan pada gambar (4.4)

menunjukkan bahwa populasi I sebelum diberikan kontrol sudah

mengalami penurunan yang cukup stabil mulai dari minggu ke-0

hingga minggu ke-300. Namun, setelah diberikan kontrol berupa

edukasi orang tua dan pemenuhan nutrisi balita penurunan yang

dialami semakin besar. Dapat diperhatikan pada gambar (4.4)

bahwa kondisi awal populasi I adalah 0,244. Dalam waktu

300 minggu tanpa diberikan kontrol turun menjadi 0,09 tetapi

setelah diberikan kontrol populasi I dapat turun hingga 0,077.

Hal tersebut menunjukkan bahwa pemberian kontrol memberikan

pengaruh dalam menurunkan jumlah populasi I .
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Gambar 4.5. Simulasi populasi R tanpa dan dengan adanya kontrol
u1 dan u2

Gambar (4.5) merupakan hasil dari simulasi numerik pada

populasi balita yang memperlihatkan gejala stunting tetapi tidak

terkena stunting (bebas stunting) karena diberikan penanganan

khusus (R). Simulasi numerik yang ditampilkan pada gambar (4.5)

menunjukkan bahwa jumlah populasiR sebelum diberikan kontrol

sudah mengalami peningkatan secara berkala sedikit demi sedikit

dimulai dari 0,16 menjadi 0,562 dalam kurun waktu 192 minggu.

Kemudian, mulai minggu ke-192 hingga minggu ke-300 populasiR

mulai turun menjadi 0,544.

Namun, setelah adanya kontrol berupa edukasi orang tua

dan pemenuhan nutrisi balita. Terjadi adanya perbedaan jumlah

peningkatan pada populasi R. Setelah diberikan kontrol populasi

R sudah mengalami peningkatan mencapai 0,595 pada minggu

ke-150. Kemudian, mengalami penurunan menjadi 0,546 pada
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minggu ke-300. Penurunan yang terjadi disebabkan oleh jumlah

populasi E yang mengalami penurunan.

Berikut merupakan gambar grafik hasil simulasi numerik

kontrol optimalu∗1 pada model SEIR balita stunting dengan edukasi

orang tua dan pemenuhan nutrisi balita.

Gambar 4.6. Kontrol u∗1 pada simulasi numerik model balita
stunting

Gambar (4.6) menunjukkan simulasi numerik dari nilai

efektivitas adanya kontrol u∗1 yang berupa edukasi orang tua.

Pada awal periode kontrol u∗1 nilai efektivitasnya masih di titik

0 kemudian naik sampai menuju titik 0,01 pada saat minggu

ke-270. Hal ini dikarenakan adanya penyesuaian yang lebih baik

dari variabel sistem. Pemberian kontrol edukasi orang tua (u1)

dihentikan pada minggu ke-300 sehingga setelah minggu ke-270

nilai efektivitasnya menurun cukup drastis hingga pada titik 0.
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Simulasi selanjutnya merupakan gambar grafik hasil simulasi

numerik kontrol optimal u∗2 pada model balita stunting dengan

edukasi orang tua dan pemenuhan nutrisi balita.

Gambar 4.7. Kontrol u∗2 pada simulasi numerik model balita
stunting

Gambar (4.7) menunjukkan simulasi numerik dari efektivitas

adanya kontrol u∗2 berupa pemenuhan nutrisi balita. Pada awal

periode, nilai efektivitas kontrol u∗2 mencapai 0,347 kemudian

mengalami penurunan secara perlahan hingga nilai efektivitasnya

menuju 0 pada minggu ke-300. Oleh karena itu, pemberian kontrol

pemenuhan nutrisi balita (u2) dihentikan.

Berdasarkan simulasi I diperoleh hasil bahwa dengan adanya

kontrol u∗1 dan u∗2 populasi E dan I telah mengalami penurunan

lebih banyak dibandingkan tanpa adanya kontrol. Dengan

demikian populasi S dan R mengalami peningkatan. Hal ini sesuai

dengan fungsi tujuan yang diharapkan.
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4.3.2 Simulasi II

Pada simulasi II akan ditunjukkan adanya perubahan pada

nilai parameter δ yang digunakan. Pada simulasi ini diterapkan

parameter α = 0,0785, µ= 0,0045, β = 0,0032 dan δ= 0,035

dengan bobot u1 = 1 dan u2 = 2 pada populasi S,E, I dan R.

Hasil dari simulasi numerik pada populasi bayi yang baru lahir

memungkinkan terkena stunting (S) dapat dilihat pada gambar

berikut.

Gambar 4.8. Simulasi populasi S tanpa dan dengan adanya kontrol
u1 dan u2

Simulasi numerik yang ditampilkan pada gambar (4.8)

menunjukkan bahwa jumlah populasi S sebelum diberikan

kontrol mengalami penurunan yang lebih banyak dibandingkan

dengan sebelum adanya perubahan nilai parameter. Diawali

dengan 0,412 menjadi 0,235 dalam rentang waktu 115 minggu

pertama. Selanjutnya, mulai minggu ke-115 sampai minggu
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ke-300 jumlah populasi S mengalami peningkatan secara berkala

sedikit demi sedikit hingga mencapai 0,308.

Namun, setelah adanya pemberian kontrol berupa edukasi

orang tua dan pemenuhan nutrisi balita, jumlah populasi S

mengalami penurunan yang sedikit berbeda dari sebelum adanya

kontrol. Sebelumnya turun sampai 0,235 menjadi 0,256 dalam

waktu 95 minggu pertama. Perbedaan rentang waktu penurunan

jumlah populasi S ini dapat menyebabkan adanya perbedaan yang

cukup besar terhadap jumlah peningkatan populasi S tanpa dan

dengan adanya kontrol. Peningkatan jumlah populasi S yang

terjadi mulai minggu ke-95 hingga minggu ke-300 setelah adanya

pemberian kontrol dapat mencapai 0,362. Hal ini menunjukkan

bahwa kontrol yang diberikan dapat membantu meningkatkan

jumlah populasi S.

Gambar 4.9. Simulasi populasi E tanpa dan dengan adanya kontrol
u1 dan u2
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Gambar (4.9) merupakan hasil dari simulasi numerik pada

populasi balita yang memperlihatkan gejala stunting (E). Simulasi

numerik yang ditampilkan pada gambar (4.9) menunjukkan bahwa

jumlah populasi E sebelum adanya kontrol sudah mengalami

penurunan yang cukup stabil dimulai dari 0,231 menjadi 0,0625

dalam kurun waktu 300 minggu. Akan tetapi, setelah adanya

kontrol berupa edukasi orang tua dan pemenuhan nutrisi balita,

jumlah populasi E mengalami penurunan yang lebih banyak

dibandingkan sebelum adanya kontrol. Yakni yang awalnya 0,231

menjadi 0,042 hanya dalam kurun waktu 20 minggu. Selanjutnya,

mulai minggu ke-20 hingga minggu ke-300 jumlah populasi

Exposed mengalami penurunan secara berangsur-angsur hingga

mencapai 0,0285. Dibandingkan dengan simulasi I jumlah populasi

E pada (4.9) memiliki jumlah yang lebih besar. Artinya, perubahan

nilai parameter dapat memberikan pengaruh terhadap jumlah

populasi E.
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Gambar 4.10. Simulasi populasi I tanpa dan dengan adanya
kontrol u1 dan u2

Gambar (4.10) merupakan hasil dari simulasi numerik pada

populasi balita yang terkena stunting dan tidak bisa disembuhkan

(I). Simulasi numerik yang ditunjukkan pada gambar (4.10)

menunjukkan bahwa populasi I sebelum diberikan kontrol sudah

mengalami penurunan yang cukup stabil mulai dari minggu ke-0

hingga minggu ke-300. Namun, setelah diberikan kontrol berupa

edukasi orang tua dan pemenuhan nutrisi balita penurunan yang

dialami semakin besar. Hal tersebut dapat dilihat pada gambar

(4.10) bahwa kondisi awal populasi I adalah 0,244. Dalam waktu

300 minggu tanpa diberikan kontrol turun menjadi 0,108 tetapi

setelah diberikan kontrol populasi I dapat turun hingga 0,078. Hal

tersebut menunjukkan bahwa pemberian kontrol dapat membantu

dalam menurunkan jumlah populasi I . Adanya perubahan nilai

pada parameter δ memberikan pengaruh pada jumlah populasi I
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baik tanpa kontrol maupun dengan kontrol. Akan tetapi perubahan

jumlah populasi I tanpa kontrol memiliki jumlah yang lebih banyak

dibandingkan dengan yang sudah ada kontrol.

Gambar 4.11. Simulasi populasi R tanpa dan dengan adanya
kontrol u1 dan u2

Gambar (4.11) merupakan hasil dari simulasi numerik pada

populasi balita yang memperlihatkan gejala stunting tetapi tidak

terkena stunting (bebas stunting) karena diberikan penanganan

khusus (R). Simulasi numerik yang ditampilkan pada gambar

(4.11) menunjukkan bahwa jumlah populasi R sebelum diberikan

kontrol sudah mengalami peningkatan secara berkala sedikit

demi sedikit dimulai dari 0,16 menjadi 0,546 dalam 206 minggu

pertama. Kemudian mengalami penurunan mulai minggu ke-206

hingga minggu ke-300 menjadi 0,524.

Berbeda dengan setelah adanya kontrol berupa edukasi

orang tua dan pemenuhan nutrisi balita. Jumlah peningkatan
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pada populasi R setelah adanya kontrol mengalami peningkatan

mencapai 0,594 pada minggu ke-149. Kemudian mulai minggu

ke-149 hingga minggu ke-300 jumlah populasi R mengalami

penurunan menjadi 0,545. Dibandingkan dengan simulasi

I, simulasi II ini memiliki perbedaan nilai parameter yang

menyebabkan jumlah populasi R tanpa kontrol pada minggu

ke-300 mengalami penurunan sebesar 0,02 dibandingkan

sebelumnya. Namun, pada jumlah populasi R dengan kontrol

hanya mengalami penurunan sebesar 0,001.

Gambar 4.12. Kontrol u∗1 pada simulasi numerik model balita
stunting

Gambar (4.12) merupakan gambar grafik hasil simulasi

numerik kontrol optimal u∗1 pada model balita stunting dengan

edukasi orang tua dan pemenuhan nutrisi balita. Gambar (4.12)

tersebut menunjukkan simulasi numerik dari efektivitas adanya

kontrol u∗1 yang berupa edukasi orang tua. Pada awal periode
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kontrol u∗1 nilai efektivitasnya masih di titik 0 kemudian naik

secara terus menerus hingga menuju titik 0,0106 pada saat

minggu ke-268. Hal ini dikarenakan adanya penyesuaian yang

lebih baik dari variabel sistem. Pemberian kontrol edukasi orang

tua (u1) dihentikan pada minggu ke-300 sehingga setelah minggu

ke-268 nilai efektivitasnya menurun cukup drastis hingga pada

titik 0.

Gambar 4.13. Kontrol u∗2 pada simulasi numerik model balita
stunting

Gambar (4.13) merupakan gambar grafik hasil simulasi

numerik kontrol optimal u∗2 pada model balita stunting dengan

edukasi orang tua dan pemenuhan nutrisi balita. Gambar (4.13)

menunjukkan simulasi numerik dari efektivitas adanya kontrol

u∗2 yang berupa pemenuhan nutrisi balita. Pada awal periode

kontrol u∗2 nilai efektivitasnya mencapai 0,353. Setelah itu nilai

efektivitasnya mulai mengalami penurunan secara perlahan
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hingga menuju 0 pada minggu ke-300. Maka dari itu pemberian

kontrol pemenuhan nutrisi balita (u2) dihentikan.

Berdasarkan simulasi II diperoleh hasil bahwa dengan adanya

kontrol u∗1 dan u∗2 populasi E dan I telah mengalami penurunan

lebih banyak dibandingkan tanpa adanya kontrol. Dengan

demikian populasi S dan R mengalami peningkatan. Selain itu,

Terlihat adanya perbedaan nilai efektivitas periode awal pada

simulasi I dan II membuktikan bahwa jika terjadi perubahan

nilai pada parameter maka efektivitas kontrol bisa berubah. Hal

tersebut terbukti bahwa jika nilai parameter δ menurun maka

tingkat efektivitas dari kontrol u∗1 dan u∗2 mengalamai peningkatan.

4.3.3 Simulasi III

Pada simulasi IIi akan ditunjukkan adanya perubahan pada

nilai parameter α yang digunakan. Pada simulasi ini diterapkan

parameter α = 0,085, µ= 0,0045, β = 0,0032 dan δ= 0,0451

dengan bobot u1 = 1 dan u2 = 2 pada populasi S,E, I dan R.

Hasil dari simulasi numerik pada populasi bayi yang baru lahir

memungkinkan terkena stunting (S) dapat dilihat pada gambar

berikut.
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Gambar 4.14. Simulasi populasi S tanpa dan dengan adanya
kontrol u1 dan u2

Simulasi numerik yang ditampilkan pada gambar (4.14)

menunjukkan bahwa jumlah populasi S mengalami penurunan

baik tanpa kontrol maupun dengan adanya kontrol. Namun,

terdapat perbedaan jumlah penurunan antara tanpa kontrol dan

dengan adanya kontrol. Nilai awal populasi S sebesar 0,412

kemudian setelah 107 minggu turun menjadi 0,224 tanpa adanya

kontrol dan berubah menjadi 0,241 dengan adanya kontrol pada

96 minggu pertama.

Tidak hanya mengalami penurunan namun populasi S juga

mengalami peningkatan baik tanpa kontrol maupun dengan

adanya kontrol. Populasi S tanpa kontrol mulai mengalami

peningkatan pada minggu ke-107 hingga minggu ke-300.

peningkatan terjadi dari 0,224 menjadi 0,304. Peningkatan

juga terjadi pada populasi S dengan adanya kontrol. Peningkatan
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yang terjadi dimulai pada minggu ke-96 hingga minggu ke-300

dengan perubahan jumlah populasi S yaitu 0,241 menjadi 0,346.

Gambar 4.15. Simulasi populasi E tanpa dan dengan adanya
kontrol u1 dan u2

Gambar (4.15) merupakan hasil dari simulasi numerik pada

populasi balita yang memperlihatkan gejala stunting (E). Simulasi

numerik yang ditampilkan pada gambar (4.15) menunjukkan

bahwa jumlah populasi E terus menerus mengalami penurunan

selama 300 minggu baik tanpa kontrol maupun dengan adanya

kontrol. Akan tetapi dengan adanya kontrol berupa edukasi orang

tua dan pemenuhan nutrisi balita penurunan yang terjadi menjadi

semakin besar. Jumlah populasi E tanpa kontrol dimulai dari

nilai awal 0,231 turun menjadi 0,05 sedangkan jumlah populasi E

dengan kontrol berubah dari 0,231 menjadi 0,027.



60

Gambar 4.16. Simulasi populasi I tanpa dan dengan adanya
kontrol u1 dan u2

Gambar (4.16) merupakan hasil simulasi numerik pada

populasi balita yang terkena stunting dan tidak bisa disembuhkan

(I). Simulasi numerik yang ditunjukkan pada gambar (4.16)

menunjukkan bahwa populasi I baik tanpa kontrol maupun

dengan adanya kontrol sudah mengalami penurunan yang

cukup stabil selama 300 minggu. Namun, setelah diberikan

kontrol berupa edukasi orang tua dan pemenuhan nutrisi balita

penurunan yang dialami semakin besar. Nilai awal populasi I

adalah 0,244. Dalam waktu 300 minggu tanpa diberikan kontrol

turun menjadi 0,10 tetapi setelah adanya kontrol populasi I turun

menjadi 0,077. Hal tersebut menunjukkan bahwa adanya kontrol

dapat membantu dalam menurunkan jumlah populasi I .
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Gambar 4.17. Simulasi populasi R tanpa dan dengan adanya
kontrol u1 dan u2

Gambar (4.17) merupakan hasil dari simulasi numerik pada

populasi balita yang memperlihatkan gejala stunting tetapi tidak

terkena stunting (bebas stunting) karena diberikan penanganan

khusus (R). Simulasi numerik yang ditampilkan pada gambar

(4.17) menunjukkan bahwa jumlah populasi R sebelum adanya

kontrol sudah mengalami peningkatan secara berkala sedikit

demi sedikit dimulai dari 0,16 menjadi 0,575 dalam 196 minggu

pertama. Kemudian mengalami penurunan mulai minggu ke-196

hingga minggu ke-300 menjadi 0,558.

Berbeda dengan setelah adanya kontrol berupa edukasi

orang tua dan pemenuhan nutrisi balita. Jumlah peningkatan

pada populasi R setelah adanya kontrol mengalami peningkatan

mencapai 0,609 pada minggu ke-154. Kemudian mulai minggu

ke-154 hingga minggu ke-300 jumlah populasi R mengalami

penurunan menjadi 0,562. Dibandingkan dengan simulasi I dan
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simulasi II, simulasi III ini memiliki jumlah populasi R yang cukup

tinggi.

Gambar 4.18. Kontrol u∗1 pada simulasi numerik model balita
stunting

Gambar (4.18) merupakan gambar grafik hasil simulasi

numerik kontrol optimal u∗1 pada model balita stunting dengan

edukasi orang tua dan pemenuhan nutrisi balita. Gambar (4.18)

tersebut menunjukkan simulasi numerik dari efektivitas adanya

kontrol u∗1 yang berupa edukasi orang tua. Pada awal periode

nilai efektivitas kontrol u∗1 masih berada di titik 0 yang artinya

kontrol u∗1 masih belum bekerja. Kemudian, naik secara terus

menerus hingga mencapai 0,0102 pada saat minggu ke-270.

Hal ini dikarenakan adanya penyesuaian yang lebih baik dari

variabel sistem. Pemberian kontrol edukasi orang tua (u1)

dihentikan pada minggu ke-300 sehingga setelah minggu ke-270

nilai efektivitasnya menurun cukup drastis hingga pada titik 0.
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Gambar 4.19. Kontrol u∗2 pada simulasi numerik model balita
stunting

Gambar (4.19) merupakan gambar grafik hasil simulasi

numerik kontrol optimal u∗2 pada model balita stunting dengan

edukasi orang tua dan pemenuhan nutrisi balita. Gambar (4.19)

menunjukkan simulasi numerik dari efektivitas adanya kontrol

u∗2 yang berupa pemenuhan nutrisi. Pada awal periode kontrol u∗2
nilai efektivitas mencapai 0,345. Setelah itu mengalami penurunan

secara berangsur-angsur hingga menuju 0 pada minggu ke-300.

Artinya kontrol sudah tidak bekerja. Maka dari itu pemberian

kontrol pemenuhan nutrisi balita (u2) dihentikan.

Berdasarkan simulasi III diperoleh hasil bahwa dengan adanya

kontrol u∗1 dan u∗2 populasi E dan I telah mengalami penurunan

lebih banyak dibandingkan tanpa adanya kontrol. Dengan

demikian populasi S dan R mengalami peningkatan. Selain itu,

Terlihat adanya perbedaan nilai efektivitas periode awal pada
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simulasi I dan III yang membuktikan bahwa jika terjadi perubahan

nilai pada parameter α maka nilai efektivitas kontrol pun berubah.

Hal tersebut terbukti ketika nilai parameter α bertambah, nilai

efektivitas dari kontrol u∗1 mengalami peningkatan sedangkan

kontrol u∗2 mengalamai penurunan. Artinya jika nilai parameter α

bertambah maka pemberian kontrol u∗1 dapat lebih ditingkatkan.

Dari ketiga simulasi yang telah dilakukan dapat disimpulkan

bahwasannya pemberian kontrol u∗1 dan u∗2 dapat membantu

meminimumkan jumlah populasi E dan I sekaligus dapat

meningkatkan jumlah populasi S dan R. Perubahan nilai

parameter tidak menyebabkan adanya perbedaan perilaku

pada masing-masing simulasi. Akan tetapi, dapat menyebabkan

perubahan pada besarnya nilai efektivitas kontrol.



BAB 5

Penutup

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada penelitian ini, dapat ditarik

kesimpulan sebagai berikut.

1. Model balita stunting dengan penambahan dua kontrol

berupa edukasi orang tua dan pemenuhan nutrisi balita di

Indonesia sebagai berikut.

dS
dt = µ− α(1− u1)IS − µS

dE
dt = α(1− u1)IS − (β + δ + µ+ u2)E

dI
dt = βE − µI

dR
dt = (δ + u2)E − µR

2. Hasil penyelesaian kontrol optimal pada balita stunting

dengan penambahan dua kontrol berupa edukasi orang tua

dan pemenuhan nutrisi balita di Indonesia sebagai berikut.

65
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

dS
dt = ∂H

∂λ1
= µ− α(1− u∗1)IS − µS

dE
dt = ∂H

∂λ2
= α(1− u∗1)IS − (β + δ + µ+ u∗2)E

dI
dt = ∂H

∂λ3
= βE − µI

dR
dt = ∂H

∂λ4
= (δ + u∗2)E − µR

dλ1
dt = −∂H

∂S = λ1(α(1− u∗1)I + µ)− λ2(α(1− u∗1)I))

dλ2
dt = −∂H

∂E = λ2(β + δ + µ+ u∗2)− λ3β − λ4(δ + u∗2)− 1

dλ3
dt = −∂H

∂I = λ1(α(1− u∗1)S)− λ2(α(1− u∗1)S) + λ3µ− 1

dλ4
dt = −∂H

∂R = λ4µ

3. Hasil dari simulasi numerik model balita stunting

menunjukkan bahwa pemberian kontrol berupa edukasi

orang tua dan pemenuhan nutrisi balita dapat membantu

mempercepat penurunan jumlah balita yang menunjukkan

gejala stunting dan balita yang terkena stunting dengan biaya

minumum yang disesuaikan dengan fungsi tujuan. Selain

itu, dari simulasi numerik yang dilakukan dapat diketahui

bahwa perubahan nilai parameter yang digunakan dapat

menyebabkan perubahan pada besarnya nilai efektivitas

kontrol.
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5.2 Saran

Pada penelitian ini hanya dibahas masalah kontrol optimal

menggunakan dua kontrol yaitu edukasi orang tua dan pemenuhan

nutrisi balita. Untuk penelitian selanjutnya, disarankan adanya

penambahan variabel kontrol yang diharapkan mendapatkan hasil

yang efektif.
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Lampiran 1. Program MATLAB R2014b

• Fungsi state

function

dy=PSJ(y, u1, u2, miu, alpha, beta, delta)

x(1)=miu-(alpha*y(3)*y(1)*(1-u1))-miu*y(1);

x(2)=alpha*y(3)*y(1)*(1-u1)-(beta+delta+u2)*y(2)-miu*y(2);

x(3)=beta*y(2)-miu*y(3);

x(4)=(delta+u2)*y(2)-miu*y(4);

dy=[x(1) x(2) x(3) x(4)];

• Fungsi costate

function

dg=PCY(y, S, I, u1, u2, miu, alpha, beta, delta)

p1=y(1); p2=y(2); p3=y(3); p4=y(4);

x(1)=p1*(alpha*I*(1-u1)+miu)-p2*(alpha*I*(1-u1));

x(2)=p2*(beta+delta+u2+miu)-p3*beta-p4*(delta+u2)-1;

x(3)=p1*(alpha*S*(1-u1))-p2*(alpha*S*(1-u1))+p3*miu-1;

x(4)=p4*miu;

dg=[x(1) x(2) x(3) x(4)];
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• Program MATLAB2014b Model balita stunting tanpa dan

dengan Kontrol

clc;

clear all;

close all;

S0=0.412;

E0=0.231;

I0=0.244;

R0=0.16;

miu=0.0045;

alpha=0.085;

beta=0.0032;

delta=0.0451;

A=1;

B=2;

u1max=1;

u2max=1;

h=0.1;

t=0:h:300;

Z=length(t);

u1=zeros(Z,1);

u1old=zeros(Z,1);
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u2=zeros(Z,1);

u2old=zeros(Z,1);

S=zeros(Z,1);

E=zeros(Z,1);

I=zeros(Z,1);

R=zeros(Z,1);

Sold=zeros(Z,1);

Eold=zeros(Z,1);

Iold=zeros(Z,1);

Rold=zeros(Z,1);

p1=zeros(Z,1);

p2=zeros(Z,1);

p3=zeros(Z,1);

p4=zeros(Z,1);

p1old=zeros(Z,1);

p2old=zeros(Z,1);

p3old=zeros(Z,1);

p4old=zeros(Z,1);

tes=1;

it=0;



76

while tes>1e-3

u1old=u1;

u2old=u2;

Sold=S; Eold=E; Iold=I; Rold=R;

p1o=p1; p2o=p2; p3o=p3; p4o=p4;

S(1)=S0; E(1)=E0; I(1)=I0; R(1)=R0;

J(it+1)=0;

for i=1:Z-1

J(it+1)=J(it+1)+h*(I(i)+E(i)+1*A*u1old(i)ˆ 2+1*B*

u2old(i)ˆ 2);

y=[S(i) E(i) I(i) R(i)];

k1=h*PSJ (y,u1old(i),u2old(i),miu,alpha,beta,delta);

k2=h*PSJ (y+0.5*k1,u1old(i),u2old(i),miu,alpha,beta,delta);

k3=h*PSJ (y+0.5*k2,u1old(i),u2old(i),miu,alpha,beta,delta);

k4=h*PSJ (y+k3,u1old(i),u2old(i),miu,alpha,beta,delta);

y=y+(1/6)*(k1+2*k2+2*k3+k4);

S(i+1)=y(1);

E(i+1)=y(2);

I(i+1)=y(3);

R(i+1)=y(4);

end
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J(it+1)=J(it+1)+h*(I(i)+E(i)+1*A*u1old(i)ˆ 2+1*B*

u2old(i)ˆ 2);

if it == 0

figure(1)

plot(t,S,’m–’,’Linewidth’,3);

hold on;

figure(2)

plot(t,E,’m–’,’Linewidth’,3);

hold on;

figure(3)

plot(t,I,’m–’,’linewidth’,3);

hold on;

figure(4)

plot(t,R,’m–’,’linewidth’,3);

hold on;

end

p1(Z)=0; p2(Z)=0; p3(Z)=0; p4(Z)=0;

for i=1:Z-1

je=Z-i;

y=[p1(je+1) p2(je+1) p3(je+1) p4(je+1)];
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k1=h*PCY (y, S(je+1), I(je+1), u1old(je+1), u2old(je+1),

miu,

alpha, beta, delta);

k2=h*PCY (y+0.5*k1, S(je+1), I(je+1), u1old(je+1),

u2old(je+1), miu, alpha, beta, delta);

k3=h*PCY (y+0.5*k2, S(je+1), I(je+1), u1old(je+1),

u2old(je+1), miu, alpha, beta, delta);

k4=h*PCY (y+k3, S(je+1), I(je+1), u1old(je+1),

u2old(je+1), miu, alpha, beta, delta);

y=y-(1/6)*(k1+2*k2+2*k3+k4);

p1(je)=y(1);

p2(je)=y(2);

p3(je)=y(3);

p4(je)=y(4);

temp2=min([(1/(2*A))*(p2(je)-p1(je))*alpha*I(je)*S(je)

u1max]);

u1(je)=max([temp2 0]);

temp4=min([(1/(2*B))*(p2(je)-p4(je))*E(je) u2max]);

u2(je)=max([temp4 0]);

end

eS=sum(abs(S-Sold));

eE=sum(abs(E-Eold));
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eI=sum(abs(I-Iold));

eR=sum(abs(R-Rold));

ep1=sum(abs(p1-p1o));

ep2=sum(abs(p2-p2o));

ep3=sum(abs(p3-p3o));

ep4=sum(abs(p4-p4o));

eu1=sum(abs(u1-u1old));

eu2=sum(abs(u2-u2old));

tes=eS+eE+eI+eR+ep1+ep2+ep3+ep4+eu1+eu2;

it=it+1;

u1=(0.5*u1+0.5*u1old);

u2=(0.5*u2+0.5*u2old);

end

figure(1)

plot (t, S, ’r’ , ’linewidth’, 3);

xlabel (’Waktu (minggu)’);

ylabel (’Susceptible’);

grid on;

legend (’S Tanpa kontrol’ , ’S Dengan kontrol’);

title (’Populasi Susceptible’)

hold on;
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figure(2)

plot (t, E, ’r’ , ’linewidth’, 3);

xlabel (’Waktu (minggu)’);

ylabel (’Exposed’);

grid on;

legend (’E Tanpa kontrol’ , ’E Dengan kontrol’);

title (’Populasi Exposed’)

hold on;

figure(3)

plot (t, I, ’r’ , ’linewidth’, 3);

xlabel (’Waktu (minggu)’);

ylabel (’Infected’);

grid on;

legend (’I Tanpa kontrol’ , ’I Dengan kontrol’);

title (’Populasi Infected’)

hold on;

figure(4)

plot (t, R, ’r’ , ’linewidth’, 3);

xlabel (’Waktu (minggu)’);

ylabel (’Recovered’);

grid on;

legend (’R Tanpa kontrol’ , ’R Dengan kontrol’);
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title(’Populasi Recovered’)

hold on;

figure(5)

plot (t, u1, ’r’ , ’linewidth’, 3);

xlabel (’Waktu (minggu)’);

ylabel (’uˆ *1(t)’);

grid on;

legend (’Kontrol u1’);

title (’Kontrol Edukasi Orang Tua’)

hold on;

figure(6)

plot (t, u2, ’r’ , ’linewidth’, 3);

xlabel (’Waktu (minggu)’);

ylabel (’uˆ *2(t)’);

grid on;

legend (’Kontrol u2’);

title (’Kontrol Pemenuhan Nutrisi’)

hold on;



 


