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ABSTRAK 
 

 
Barisan Cauchy merupakan alternatif untuk mengetahui 

kekonvergenan suatu barisan tanpa mencari limit barisannya. 
Konsep barisan I−Cauchy dan barisan I∗−Cauchy merupakan 
generalisasi dari barisan Cauchy. Dalam tugas akhir ini dibahas 
mengenai keterkaitan antara barisan I−Cauchy dengan barisan 
I∗−Cauchy. Kondisi I ideal digunakan sebagai syarat untuk 
merepresentasikan barisan I∗− Cauchy menjadi barisan 
I−Cauchy. Hasil dari penelitian ini adalah suatu barisan 
I∗−Cauchy dapat menjadi barisan I−Cauchy jika memenuhi 
kondisi I ideal. 

Kata kunci : I− Convergence, I−Cauchy, I∗−Cauchy 
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Daftar Simbol 
 

 

 
Simbol Keterangan 

= Sama dengan 

 = Tidak sama dengan 

> Lebih dari 

≥ Lebih dari atau sama dengan 
< Kurang dari 

≤ Kurang dari atau sama dengan 

(. . . ) Menyatakan barisan 

{. . . } Menyatakan himpunan 

∈ Elemen dari 

∈/ Bukan elemen dari 

∅ Himpunan kosong 

⊂ & ⊆ Subset ; himpunan bagian 

∩ Gabungan 

∪ Irisan 

| . . . | Nilai mutlak 

N Himpunan bilangan asli 
R Himpunan bilangan real 

△ Himpunan tak hingga 

X = {xn} Himpunan 

X = (xn) Barisan 

M = (mnk) Barisan bagian 

x Anggota himpunan/barisan 

y Anggota himpunan /barisan 

n Suku barisan 
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α Skalar 

ρ Metrik 

θ elemen tak nol 

βs Kardinalitas minimal 
βs Kardinalitas maksimal 

u Densitas seragam bawah 

u Densitas seragam atas 

I Ideal 

ξ Titik limit 

Ai△Bj Selisih simetri 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 
1.1 Latar Belakang Masalah 

 
Pada barisan konvergen sering ditemui masalah terkait 

menentukan limit barisannya. Pada sistem bilangan real, 

barisan Cauchy merupakan salah satu alternatif untuk mencari 

konvergensi dari suatu barisan tanpa mencari limit barisannya. 

Adanya ekuivalensi antara barisan Cauchy dan barisan konvergen 

di R, sebagai cara untuk pembuktian barisan konvergen tanpa 

melalui limit barisannya. Barisan Cauchy merupakan barisan 

dengan menggunakan konsep jarak (metrik), selanjutnya konsep 

jarak tersebut digeneralisasi untuk sebarang ruang metrik. 

Pembahasan terkait barisan Cauchy dengan barisan konvergen 

menjadi komponen yang digunakan untuk penentuan kelengkapan 

suatu ruang metrik (Khusna, 2020). 

Himpunan daerah yang merupakan hasil dari suatu barisan 

telah dilengkapi dengan fungsi jarak. Sebuah barisan dikatakan 

konvergen jika batasnya ada dan terhingga. Dengan kata lain, 

terdapat suatu nilai tetap yang menjadi batas barisan tersebut saat 

suku-suku barisan mendekati nilai tersebut. Syarat konvergensi 

barisan adalah bahwa barisan harus terbatas dan mendekati 

suatu nilai tertentu saat suku-suku barisan mendekati tak hingga. 

Suatu barisan dikatakan konvergen jika limit barisannya ada 

(Gunawan, 2017). Suatu barisan dikatakan I − Convergence yaitu 

ketika kekonvergenan suatu barisan dapat dievaluasi untuk metrik 

kurang dari nilai bilangan positif. Kemudian pengembangan 

dari I − Convergence yang dilakukan dengan menitikberatkan 
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pada posisi barisan di luar metrik dapat dikatakan sebagai I∗ − 

Convergence (Arslan, 2018). 

Dalam matematika, uji kekonvergenan dapat dilakukan dengan 

banyak metode salah satunya dengan uji kekonvergenan Cauchy. 

Hasil ekspansi dari ekuivalensi barisan cauchy dengan barisan 

konvergen adalah barisan I-Cauchy. Barisan I-Cauchy merupakan 

aplikasi dari barisan Cauchy yang nilai setiap metriknya lebih dari 

nol. Selanjutnya barisan I∗-Cauchy merupakan perkembangan 

dari barisan I-Cauchy dimana terdapat himpunan yang nilai ε nya 

diluar ruang metrik asal (Dems, 2005). 

Konsep konvergensi statistik diperkenalkan oleh Steinhaus 

(1951). Pada penelitian ini membahas mengenai konvergensi 

statistik pada barisan bilangan real. Tujuan dalam penelitian 

tersebut adalah mengkaji sifat-sifat barisan fungsi yang konvergen 

secara statistik. Sifat-sifat tersebut selanjutnya diterapkan 

untuk membahas karakteristik limit superior secara statistik, 

limit inferior secara statistik, keterjumlahan Cesaro yang kuat, 

monotonisitas secara statistik, serta barisan Cauchy secara 

statistik (Agung, 2021). 

Beberapa penelitian yang mengkaji tentang konvergen statistik 

diantara penelitian yang dilakukan oleh Salat (1980). Dalam 

penelitian ini memperkenalkan konsep konvergensi statistik dari 

barisan bilangan real. Selanjutnya hasil yang diperoleh dapat 

menunjukkan bahwa himpunan semua barisan konvergen secara 

statistik terbatas dari bilangan real adalah suatu himpunan bagian 

dari ruang bernorma linear m (dengan sup-norm) untuk semua 

barisan terbatas dari bilangan real. Berbeda dengan penelitian 

sebelumnya, Krishnamurthy (2014) melakukan penelitian yang 

mengkaji mengenai karateristik dari konvergen statistik dan 
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barisan Cauchy statistik pada bidang Non-Archimedean. Peranan 

konvergensi statistik telah dibahas dalam teori analisis Fourier, 

teori ergodik, teori bilangan, teori ukuran, deret trigonometri, teori 

turnpike, dan ruang Banach (Das, dkk. 2014). 

Nabiev  (2004)  menunjukkan  bahwa  barisan  I  Cauchy 

ekuivalen jika memenuhi kondisi barisan aritmatika dan syarat 

perlu dan cukup untuk ekuivalensi I Cauchy. Das (2010) dalam 

penelitiannya mengkaji kembali dari penelitian sebelumnya 

yaitu mengkonstruksi sebuah contoh dari Barisan I Cauchy yang 

bukan merupakan I∗ Cauchy dan syarat perlu dan cukup untuk 

ekuivalensi keduanya. Kemudian, diperkenalkan juga ide dari 

I dan I∗ divergen dalam suatu ruang metrik dan mempelajari 

sifat-sifatnya. 

Penelitian selanjutnya dilakukan oleh Arslan (2018) yaitu 

menggeneralisasikan konsep I-Convergence, I∗-Convergence, I 

Cauchy dan I∗ Cauchy dari barisan fungsi. Dalam artikel tersebut 

juga mengkaji tentang hubungan antara I-Convergence dan 

I∗-Convergence dan mengkaji beberapa sifat konvergen statistik 

di ruang bernorma-2. 

Pengembangan dari konvergen statistik dan barisan Cauchy 

dilakukan Edely (2022), pada penelitiannya mengkaji tentang 

A konvergen statistik ekuivalen dengan A∗ konvergen statistik. 

Selain itu, didefinisikan juga barisan A Cauchy dan barisan A∗ 

Cauchy secara statistik dan menemukan hubungan yang ekuivalen 

dengan A konvergen statistik. 

Berdasarkan uraian dan pemaparan beberapa penelitian 

terdahulu,  maka pada tugas akhir ini ditunjukkan barisan 

I−Cauchy yang berkaitan dengan barisan I∗−Cauchy. 
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1.2 Rumusan Masalah 

 

Bagaimana keterkaitan barisan I-Cauchy dengan barisan 

I∗-Cauchy? 

 
1.3 Tujuan Penelitian 

 
Tujuan dari tugas akhir ini adalah memperoleh keterkaitan 

antara barisan I-Cauchy dengan barisan I∗-Cauchy. 

 
1.4 Manfaat Penelitian 

Manfaat dari tugas akhir ini adalah memberikan pengetahuan 

mengenai barisan I-Cauchy, barisan I∗-Cauchy, kekonvergenan 

barisan I-Cauchy dalam ruang metrik. Tugas akhir ini juga 

diharapkan dapat menjadi referensi bagi peneliti lain yang akan 

mengangkat topik yang sama dengan pengembangan yang lebih 

sempurna. 

 
1.5 Metode Penelitian 

 
Metode yang digunakan dalam tugas akhir ini adalah studi 

kepustakaan atau literatur review. 

 
1.6 Prosedur Penelitian 

 
Langkah-langkah dalam menyusun tugas akhir ini adalah 

sebagai berikut: 

1. Mengkaji tentang definisi barisan dan deret. 

2. Mengkaji tentang ruang metrik. 
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3. Mengkaji tentang konvergensi statistik. 

4. Mengkaji tentang keterkaitan antara Barisan I-Cauchy 

dengan Barisan I∗-Cauchy. 



 

2 4 8  

BAB II 

LANDASAN PUSTAKA 

 
Pada bab ini diberikan teori dasar yang digunakan pada 

pembahasan untuk bab selanjutnya, yaitu definisi barisan dan 

deret, ruang metrik, dan konvergen statistik. 

 
2.1 Barisan dan Deret 

 
Pada bagian ini diberikan definisi barisan dan deret sebagai 

dasar dalam pembahasan selanjutnya. Barisan dalam himpunan 

S adalah sebuah fungsi yang memiliki domain yang terdiri dari 

himpunan bilangan asli N, dan range yang merupakan himpunan 

bagian dari himpunan S. Berikut ini adalah definisi dari barisan. 

Definisi 2.1.1 (Bartle, 2000) Barisan bilangan real (atau barisan di 

R) adalah suatu fungsi yang didefinisikan pada himpunan bilangan 

asli N = {1, 2, 3, . . . } yang rangenya terdapat dalam himpunan 

bilangan real R. 

 
Contoh 2.1.1 Jika b ∈ R, maka B  := (bn), di mana b =  1 . 

Urutannya adalah
 

1 , 2 , 1 , . . . ,  1  , . . .
 

. 

 
Barisan bagian merupakan barisan baru yang suku-sukunya 

adalah sebagian dari suku-suku barisan yang yang terbentuk dari 

barisan utama dengan tetap memperhatikan urutan yang ada. 

Berikut ini diberikan definisi dari barisan bagian. 

Definisi 2.1.2 (Wahidah, 2021) Diberikan barisan bilangan 

real X = (xn) dan diberikan barisan bilangan asli naik tegak 
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n1 < n2 < · · · < nk < . . . . Barisan X′ = (xn ) dengan 

 
(xnk ) = (xn1, xn2, . . . , xnk , . . . ) 

Contoh 2.1.2 Diberikan X := ( 1 , 1 , 1 , . . . , 1 , . . . ) 
1  2  3 n 

1. Barisan X′ = ( 1 , 1 , . . . ,  1  , . . . ) merupakan barisan bagian 
1 2  4 2n 

dari X. 

2. Barisan X′ = ( 1 , 1 , 1 , 1 , . . . ) merupakan barisan bagian 
2 

dari X. 

3. Barisan X′ 

4  5  6  7 
 

 
= ( 1 , 1 , 1 , 1 , . . . ) bukan merupakan barisan 

3 3  2  4  5 

bagian dari X karena n2 < n1. 

Sedangkan untuk definisi dari deret dapat dituliskan sebagai 

berikut. 

Definisi 2.1.3 (Goldberg, 1964) Jika X:= (xn) adalah sebuah 

barisan dalam R, maka deret tak hingga (atau secara sederhana 

deret) yang dihasilkan oleh X adalah deret S:= (sk) yang 

didefinisikan oleh 

s1 := x1 

s2 := s1 + x2(= x1 + x2) 

. . . 

sk := sk − 1 + xk(= x1 + x2 + · · · + xk) 

Bilangan-bilangan xn disebut suku-suku deret dan 

bilangan-bilangan sk disebut jumlah parsial deret ini. Jika 

limS ada, maka deret ini konvergen dan disebut sebagai jumlah 

atau nilai dari deret ini. Apabila limit ini tidak ada, maka deret S 

adalah divergen. 
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Contoh 2.1.3 Diberikan Σ∞   1  =  1  +  1  +  1  + . . . 
k=1 k(k+1) 1.2 2.3 3.4 

Perhatikan bahwa untuk setiap k ∈ N mempunyai 
 

1 
= 

k(k + 1) 

1 
− 

1 

k k + 1 

Akibatnya, jumlah parsial ke-n dari deret di atas adalah 
 

S  =

  
1 
− 1

  

+

   
1 
−

 1
  

+ · · · 
+

  
1

    
— 

1 
  

= 1 −    1  
n 1 2 2 3 n n + 1 n + 1 

Pada contoh ini lim(sn) = 1. Jadi deret tersebut konvergen ke 1. 

Setelah diberikan definisi barisan dan deret, selanjutnya 

diberikan definisi ruang metrik. 

 
2.2 Ruang Metrik 

 
Ruang metrik merupakan konsep penting dalam analisis. 

Ruang metrik adalah himpunan yang dilengkapi dengan suatu 

definisi jarak antara elemennya. Metrik pada himpunan X adalah 

sebuah fungsi yang mengukur jarak antara dua titik dalam pada X. 

Berikut ini adalah definisi dari ruang metrik. 

Definisi 2.2.1 (Bartle, 2000) Sebuah metrik pada sebuah 

himpunan S adalah sebuah fungsi d : S × S → R yang memenuhi 

sifat-sifat berikut: 

1. d(x, y) ≥ 0 untuk semua x, y ∈ S (kepositifan). 

2. d(x, y) = 0 jika dan hanya jika x = y (ketunggalan). 

3. d(x, y) = d(y, x) untuk semua x, y ∈ S (simetri). 
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4. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) untuk semua x, y, z ∈ S 

(ketaksamaan segitiga). 

 
Contoh 2.2.1 Diberikan Q adalah bilangan rasional dan fungsi d : 

Q × Q → R yang didefinisikan oleh d(x, y) = |x − y| adalah metrik 

pada Q sehingga (Q, d) adalah ruang metrik. 

 
Bukti. 

1. Ditunjukkan d(x, y) ≥ 0 untuk semua x, y ∈ Q. 

Ambil x, y ∈ Q, maka d(x, y) = |x − y| ≥ 0. 

Jadi, d(x, y) = |x − y| ≥ 0, untuk setiap x, y ∈ Q. 

2. Ditunjukkan d(x, y) = 0 jika dan hanya jika x = y. 

(⇐) Jika d(x, y) = 0 maka x = y. 

Ambil x, y ∈ Q, berdasarkan definisi d(x, y) = |x − y| ≥ 0 

maka x = y. 

(⇒) Jika x = y maka d(x, y) = 0. 

Ambil x, y ∈ Q dengan x = y, maka d(x, y) = |x − y| ≥ 0. 

Jadi, d(x, y) = 0 jika dan hanya jika x = y. 

3. Ditunjukkan d(x, y) = d(y, x) untuk semua x, y ∈ Q. 

Ambil x, y ∈ Q, maka d(x, y) = |x − y| = |y − x| = d(y, x). 

Jadi, d(x, y) = d(y, x), untuk semua x, y ∈ Q. 

4. Ditunjukkan d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) untuk semua x, y, z ∈ 

Q. 
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Ambil x, y ∈ Q, maka 

d(x, y) = |x − y| 

= |(x − z) + (z − y)| 

≤ |x − z| + |z − y| 

= d(x, z) + d(z, y) 

 
Berdasarkan (1), (2), (3) dan (4) terbukti bahwa (Q, d) 

adalah ruang metrik. 

Selanjutnya akan diberikan teorema ketaksamaan segitiga yang 

berhubungan dengan ruang metrik. 

Teorema 2.2.1 (Hernadi, 2015) 

Jika a, b ∈ R maka |a + b| ≤ |a| + |b|. 

Bukti. Kita memiliki −|a| ≤ a ≤ |a| dan −|b| ≤ b ≤ |b|. 

dengan menambahkan pertidaksamaan-pertidaksamaan ini, kita 

mendapatkan 

−(|a| + |b|) ≤ a + b ≤ |a| + |b|. 

Oleh karena itu, diperoleh |a + b| ≤ |a| + |b|. Dapat ditunjukkan 

bahwa kesetaraan terjadi pada ketaksamaan segitiga jika dan 

hanya jika ab > 0, yang sama dengan mengatakan bahwa a dan 

b memiliki tanda yang sama. Sebuah ruang metrik (S, d) adalah 

sebuah himpunan S bersama dengan sebuah metrik d pada S. 

Selanjutnya diberikan definisi dari ruang metrik linear yang 

merupakan pengembangan dari ruang metrik. Definisi ruang 

metrik linear adalah sebagai berikut. 



1
1 

 

 

 

 
Definisi 2.2.2 (Iswanti, 2010) Terdapat X merupakan ruang 

linear atas F, dengan F = R. Ruang X disebut ruang linear metrik 

jika terdapat metrik ρ sehingga operasi (+, ×) dengan memenuhi, 

a f = (x, y) → x + y 

b g = (α, x) → αx 

Maka X disebut ruang linear metrik. 

 
Contoh 2.2.2 Diberikan himpunan tak kosong Q = R2 = 

{(x1, x2)|x1, x2 ∈ R}. Didefinisikan metrik d((x1, x2)(y1, y2)) = 

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2. Berikut ditunjukkan Q dengan metrik d 

merupakan ruang linear metrik. 

 
1. Ditunjukkan d((x1, x2), (y1, y2)) = 0 jika dan hanya jika 

(x1, x2) = (y1, y2). Karena metrik d memiliki komponen 

yang sama yaitu (x1, x2) = (y1, y2). 

2. Ditunjukkan d((x1, x2), (y1, y2)) = d((y1, y2), (x1, x2)). 

Metrik  d  memenuhi  karena  d((x1, x2)(y1, y2))   = 

√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2. 

3. Ditunjukkan d((x1, x2), (y1, y2))  =  d((x1 + z, x2), (y1 + 

z, y2)) untuk semua z ∈ R. Metrik d memenuhi karena 

d((x1, x2)(y1, y2)) =  (x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 sama dengan 

d((x1 + z, x2), y1 + z, y2)) untuk semua z ∈ R. 

4. ((x1, x2), (y1, y2)) = ((x1, x2) + (y1, y2)) memenuhi karena 

misalkan (x1, y1), (x2, y2)) ∈ R2 maka (x1, y1) + (x2, y2) = 

(x1 + x2, y1 + y2), atau ((x1 + x2) + (y1 + y2)) = ((x1 + y1) + 

(x2 + y2)). 
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5. (x1, x2) = (αx1, αx2) memenuhi karena misalkan c ∈ 

R dimana cx = (c1, cx2) maka c(x) = c(αx1, αx2) = 

(cαx1, cαx2) 

Dengan memeriksa kondisi-kondisi tersebut, dapat 

menunjukkan bahwa Q dengan d merupakan ruang linear 

metrik. 

Setelah ditunjukkan definisi dari ruang metrik, selanjutnya 

diberikan definisi dari densitas. 

Definisi 2.2.3 (Barbarski, 2011) Misalkan A ∈ N dan n ∈ N 

dengan (kardinalitas dari sebuah himpunan X dilambangkan 

dengan |X|) 

 
sn(A) = min |A ∩ {m, m + 1, . . . , m + n − 1}| 

m∈N 

 

 
Sn(A) = max |A ∩ {m, m + 1, . . . , m + n − 1}| 

m∈N 

 
Diketahui bahwa terdapat limit sebagai berikut ini, 

 

u = lim 
sn(A) 

, ū = lim sn(A) 

n→∞ n n→∞ n 

Keduanya disebut densitas seragam bawah dan atas dari A. Jika 

u(A) = ū (A)  maka u(A) = u(A) = ū (A )  disebut densitas seragam 

dari A. 



1
3 

 

 
2.3 Konvergen Statistik 

 
Konvergen statistik diperkenalkan oleh A. Zygmund, seorang 

teoritis kritis dan sosiolog asal Polandia pada awal tahun 1935, 

selanjutnya diperkenalkan definisi dari konvergen statistik sebagai 

berikut. 

Definisi 2.3.1 (Salat, 1980) Misalkan N dinyatakan sebagai 

himpunan bilangan bulat positif dan (X, ρ) adalah sebuah 

ruang metrik linear. Barisan (xn)n∈N dari elemen-elemen X 

dikatakan konvergen secara statistik ke x ∈ X jika himpunan 

A(ε) = {n ∈ N : ρ (xn, x) ≥ ε} memiliki densitas alami nol untuk 

setiap ε > 0. 

Contoh 2.3.1 Densitas seragam dari sebuah himpunan A ⊂ N 

didefinisikan sebagai berikut. Untuk bilangan bulat t ≥ 0 dan s ≥ 1, 

diberikan A(t + 1, t + s) = {n ∈ A : t + 1 ≤ n ≤ t + s}. 

Dimana βs = lim inft→∞A(t + 1, t + s), βs = lim supt→∞A(t + 

1, t + s). Dapat ditunjukkan bahwa batas-batas berikut ini terdapat: 
u(A) = lims→∞ βs , ū (A)  = lims→∞ βs . Jika u(A) = ū(A) maka 

s s 

u(A) = ū (A )  disebut densitas seragam dari himpunan A. Dimana 

Iu = {A ⊂ N : u(A) = 0}. Maka Iu adalah ideal non-trivial dan 

Iu-convergent dikatakan sebagai konvergen statistik yang seragam. 

Selanjutnya diberikan definisi dari barisan Cauchy. Kriteria 

yang penting untuk membuktikan suatu barisan konvergen tanpa 

mengetahui limitnya disebut kriteria Cauchy. Berikut merupakan 

definisi dari barisan Cauchy. 

Definisi 2.3.2 (Goldberg, 1964) Sebuah barisan X = (xn) dari 

bilangan-bilangan real dikatakan sebagai sebuah barisan Cauchy 
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1 1 1 1 

Karena − < ε maka, dapat disimpulkan bahwa barisan 
   

 
jika untuk setiap ε > 0 terdapat sebuah bilangan asli H(ε) 

sedemikian sehingga untuk semua bilangan-bilangan asli n, m ≥ 

H(ε), suku-suku xn, xm memenuhi |xn − xm| < ε. 

Contoh 2.3.2 Akan ditunjukkan bahwa barisan 1 adalah barisan 

Cauchy. 

 
Penyelesaian: 

Untuk setiap ε > 0 terdapat bilangan asli n0 (bergantung pada ε) 

∈ N sehingga ada dua bilangan asli m, n ≥ n0 maka 

||xm − xn|| < ε 

Untuk dua bilangan asli m, n ≥ n0 maka 

1 
≤ 

1 
, 

1 
≤ 

1 

m n0  n n0 

Sehingga 

     −  ≤  + −  (ketaksamaan segitiga) 
 m n  m n  

 

1 1 1 1 2 
≤  +  ≤ + = < ε. 

m n n0 n0 n0 
 

 m n n 

 adalah barisan Cauchy. 



 

BAB III 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

Pada bab ini ditunjukkan teorema keterkaitan antara barisan 

I-Cauchy dengan barisan I∗-Cauchy. Sebelum membahas 

mengenai teorema keterkaitan antara barisan I-Cauchy dengan 

barisan I∗-Cauchy, diberikan definisi dari ideal dan filter. Berikut 

ini adalah definisi dari ideal dan filter. 

 
3.1 Ideal dan Filter 

 

Pada bagian ini dikaji mengenai notasi I sebagai ideal. Berikut 

ini adalah definisi dari ideal. 

Definisi 3.1.1 (Kuratowski, 1966) Misalkan Y  = ∅. Suatu 

himpunan I ⊂ 2Y dari himpunan-himpunan bagian dari Y 

dikatakan sebuah ideal di Y dengan memenuhi kondisi-kondisi 

berikut ini berlaku: 

(a) ∅ ∈ I 

(b) A, B ∈ I mengimplikasikan A ∪ B ∈ I 

(c) A ∈ I, B ⊂ A mengimplikasikan B ∈ I. 

 
Contoh 3.1.1 Asumsikan X adalah himpunan bilangan bulat 

positif dan I adalah koleksi dari semua himpunan bilangan positif 

yang terbatas. Jika I didefinisikan sebagai I = {A ⊆ X : |A| < 

∞} dengan |A| memiliki jumlah anggota A yang terbatas, maka I 

adalah sebuah ideal di X. 

 

Akan dibuktikan bahwa I memenuhi kondisi-kondisi sesuai 

dengan Definisi 3.1.1. 

 
15 
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1. Misalkan A, B ∈ I. Akibatnya A, B ⊆ X dengan |A|, |B| < 

∞. Karena A ∪ B ⊆ X dan |A| ∪ |B| ⊆ |A| + |B| < ∞, maka 

A ∪ B ∈ I. 

2. Misalkan A ∈ I dan B ⊆ A. Karena A ⊆ X dan B ⊆ A ⊆ 

X, maka misalkan A = a1, a2, . . . , an, maka B ⊆ X dengan 

|B| < ∞ sehingga B ∈ I. 

Karena I memenuhi kondisi-kondisi di atas, maka I ideal di X. 

Berikut ini adalah definisi filter yang digunakan untuk 

pembuktian teorema kaitan antara barisan I-Cauchy dengan 

barisan I∗-Cauchy. 

Definisi 3.1.2 (Das dan Ghosal, 2006) Misalkan Y  = ∅. Sebuah 

himpunan tak kosong F ⊂ 2Y dari himpunan bagian dari Y 
dikatakan sebuah filter pada Y jika yang berikut ini terpenuhi: 

(a) ∅ ∈/ F 

(b) A, B ∈ F mengimplikasikan A ∩ B ∈ F 

(c) A ∈ F, B ⊂ A ⊂ Y mengimplikasikan B ∈ F. 

Contoh 3.1.2 Misalkan X = {1, 2, 3} dan F = {X, {1}, {1, 2}}. I 

adalah suatu koleksi himpunan di X. 

1. ∅ ∈/ F, kondisi pertama terpenuhi. 

2. Jika A = X dan B = {1}, maka A ∩ B = {1} = B ∈ F 

Jika A = X dan B = {1, 2}, maka A ∩ B = {1, 2} = B ∈ F 

Jika A = {1} dan B = {1, 2}, maka A ∩ B = {1} = A ∈ F 

Jika A, B ∈ F dan A = B, maka A ∩ B ∈ F. Kondisi kedua 

terpenuhi. 

3. Jika A = {1} dan B = {1, 2}, A ⊂ B maka B ∈ F 

Jika A = {1, 2} dan B = {1, 2, 3}, A ⊂ B = X maka B ∈ F. 
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Kondisi ketiga juga terpenuhi. 

 

 

Lemma 3.1.1 (Nabiev dkk, 2007) Misalkan I adalah sebuah ideal 

di Y (yaitu Y ∈/ I ) Y  = ∅. Maka keluarga himpunan 

F(I) = {M ⊂ Y : ∃A ∈ I : M = Y \A} (3.1) 

adalah filter dalam Y. Ini disebut filter yang berkaitan dengan I 

yang ideal. 

Bukti. 

1. Karena I ideal di Y , maka setidaknya ada satu himpunan A ∈ 

I sedemikian sehingga A  = Y. Oleh karena itu, dipilih M = 

Y \A sehigga M ∈ F(I). Maka F(I) bukanlah himpunan 
kosong. 

2. Misalkan M, N ∈ F(I) yang berarti ada A1, A2 ∈ I sehingga 

M = Y \A1 dan N = Y \A2. maka 

M ∩ N = (Y \A1) ∩ (Y \A2) (3.2) 

 
Pada ruas kanan persamaan (3.2) dapat direpresentasikan 

dalam bentuk lain untuk menunjang pembuktian lemma ini. 

Seperti ditunjukkan pada pembuktian berikut ini. 

(Y \A1) ∩ (Y \A2) 

= {y ∈ Y |y ∈/ A1} ∩ {y ∈ Y |y ∈/ A2} 

= {y ∈ Y |y ∈/ A1dany ∈/ A2} 

= {y ∈ Y |y ∈/ A1 ∪ A2} 

= Y \(A1 ∪ A2) ∈ F(I) 
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3. Misalkan M ∈ F(I) dan M ⊂ N ⊂ Y dengan M = 

Y/A1danN = Y/A2. Karena I ideal maka memenuhi sifat 

untuk A1 ∈ IdanA2 ⊂ A mengimplikasikan A2 ∈ I. Oleh 

karena itu, dapat disimpulkan bahwa Y/A2 = N ∈ F(I). 

Dengan memenuhi ketiga kriteria tersebut, maka terbukti bahwa 

F(I) = {M ⊂ Y : ∃A ∈ I : M = Y \A} merupakan filter di Y . 

 
Selanjutakan diberikan definisi dari ideal proper sebagai 

berikut. 

Definisi 3.1.3 (Nabiev dkk, 2007) Suatu ideal I yang tepat dapat 

dikatakan admissible jika {x} ∈ I untuk setiap x ∈ Y. 

Contoh 3.1.3 Misalkan Y  = N dan I = {A ⊆ Y  : |A| < 

∞}. Berdasarkan Contoh 3.1.1 sudah dibuktikan bahwa I memenuhi 

aksioma dari definisi ideal. Berikutnya Dibuktikan bahwa I adalah 

ideal admissible. Karena I  = {∅} dan Y = N dengan |Y | = ∞ 

sehingga Y ∈/ I, maka I adalah ideal nontrivial. Sementara untuk 

setiap y ∈ Y dengan |{y}| = 1 maka {y} ∈ I. Oleh karena itu, I 

adalah ideal admissible di Y. 

 

3.2 Kaitan Barisan I-Cauchy dengan Barisan I∗-Cauchy 

Sebelum membahas tentang teorema barisan I-Cauchy yang 

berkaitan dengan barisan I∗-Cauchy diberikan definisi dari I − 
Convergence. 

Konsep I − Convergence adalah generalisasi dari konvergensi 

statistik dan didasarkan pada gagasan ideal I dari himpunan 

bagian dari himpunan N bilangan bulat positif. Selanjutnya 

diberikan definisi dari I − Convergence sebagai berikut. 
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Definisi 3.2.1 (Arslan dan Dundar, 2018) Sebuah barisan (fn) 

dikatakan I − Convergence ke f pada X ⊆ R jika dan hanya jika 

untuk setiap ϵ > 0 dan setiap x ∈ X berlaku {n : |fn(x) − f (x)| ≥ 

ϵ} ∈ I. 

Contoh 3.2.1 Misalkan ν adalah sebuah ukuran ternormalisasi 

aditif berhingga sembarang yang didefinisikan pada sebuah 

lapangan U ⊂ 2N. Misalkan U berisi semua {n}, n ∈ N. Maka 

Iν = {A ⊂ N : ν(A) = 0} adalah sebuah ideal non-trivial di N 

yang menghasilkan kekonvergenan Iν. 

 

Selanjutnya diberikan definisi dari I∗ − Convergence. I∗ − 

Convergence merupakan pengembangan dari I − Convergence. 

Berikut ini adalah definisi dari I∗ − Convergence. 

Definisi 3.2.2 (Arslan dan Dundar, 2018) Sebuah barisan (fn) 

dikatakan I∗ − Convergence ke f pada X ⊆ R jika dan hanya jika 

∀ϵ > 0 dan ∀x ∈ X, ∃Kx ∈/ I dan ∃n0 = n0(ϵ, x) ∈ Kx : ∀n ≥ n0 

dan n ∈ Kx sedemikian hingga |fn(x) − f (x)| < ϵ. 

Contoh 3.2.2 Diberikan I merupakan ideal dari semua 

subhimpunan berhingga N.  Misalkan (R, G) ruang metrik 

dan (xn) =  
1  dalam  ruang  metrik  (R, G)  dengan 

G(xn, xn, x) = |x − y| + |x − z| − |y − z|. Dipilih M himpunan 

bilangan genap sehingga M = |2, 4, 6, . . . |. Maka (xn) merupakan 

I∗ − Convergence ke x = 0. 

Perhatikan bahwa M = |2, 4, 6, . . . | merupakan filter F(I), karena 

M = N\{1, 3, 5, . . . } dan {1, 3, 5, . . . } ∈ I. Kemudian ditunjukkan 
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 −    0  

 

limk→∞G(xn, xn, x) = 0. Perhatikan bahwa k ∈ M dan 

 
G(x , x , x) = G

 
  1  

, 
  1  

, x

 

 

= G

 
  1  

, 
  1  

, 0

 

 

                  

k2 + 1 

= 0 

k2 + 1   k2 + 1  k2 + 1 

 

Ini menunjukkan bahwa (xn) =  1  I∗ − Convergence ke x = 0 

dengan dipilih M = {2, 4, 6, . . . }. 

 

Selanjutnya diberikan definisi dari Barisan I-Cauchy. Barisan 

I-Cauchy merupakan generalisasi dari barisan Cauchy yang selisih 
suku-sukunya lebih dari ε. Berikut ini merupakan definisi dari 

barisan I-Cauchy. 

Definisi 3.2.3 (Nabiev, 2007) Misalkan (X, ρ) adalah sebuah 

ruang metrik linear dan I ⊂ 2N menjadi sebuah ideal yang dapat 

diterima. Maka sebuah barisan {xn}n∈N dalam X disebut sebuah 

barisan I-Cauchy dalam X jika untuk setiap ε > 0 ada N = N (ε) 
sedemikian sehingga 

 

A(ε) = {n ∈ N : ρ (xn, xN ) ≥ ε} ∈ I 

Contoh 3.2.3 Misalkan R adalah ruang bilangan real dengan 

metrik biasa d. Biarkan N = j∈N ∆j menjadi dekomposisi dari 

N sedemikian rupa sehingga setiap ∆j tak hingga dan ∆i ∩ ∆j = ∅ 

untuk i  = j. Misalkan I adalah kelas dari semua himpunan bagian 

Adari N yang dapat memotong hanya sejumlah berhingga ∆i. Maka 
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2 

 

2 

 

2 

  

2 

 

I adalah sebuah ideal yang dapat diterima secara non-trivial dari N. 

Sekarang { 1 }{n∈N} adalah Cauchy di (R, d). Tentukan barisan 

{xn}n∈N dengan xn =  1 jika n ∈ ∆j. Misal ϵ > 0 diberikan. 
Kemudian ada k ∈ N sedemikian rupa sehingga d( 1 ,  1 ) < ϵ 

n  m 2 

kapanpun n, m ≥ k. Sekarang B = ∆1 ∪ ∆2 ∪ · · · ∪ ∆k ∈ I dan 

dengan jelas m, n ∈/ B ⇒ d(xm, xn) < ϵ. Oleh karena itu {xn}n∈N 

adalah I-Cauchy. 

Teorema 3.2.1 (Arslan, 2018) Jika {fn} adalah I − Convergence, 

maka itu adalah barisan I-Cauchy. 

Bukti. Misalkan {fn} adalah I-Convergence ke f . Kemudian, untuk 

ε > 0 

A
  ε 

, z
  

= 
n

n ∈ N : ||f (x) − x(x), z|| ≥ 
ε 

∈ I, 
2 

untuk setiap x ∈ X dan setiap bukan nol z ∈ Y . Hal ini 

menyiratkan bahwa 

Ac
  ε 

, z
  

= 
n

n ∈ N : ||f (x) − f (x), z|| < 
ε 

∈ F(I), 
2 

untuk setiap x ∈ X dan setiap bukan nol z ∈ Y dan oleh karena 

itu Ac ε , z tidak kosong. Jadi, dapat memilih interger positif k 

sedemikian rupa sehingga k ∈/ A
  

ε , z
  

dan ||fk(x) − f (x), z|| < ε . 
2 2 

Didefinisikan himpunan 

 

B(ε, z) = {||fn(x) − fk(x), z|| ≥ ε}, 

untuk setiap x ∈ X dan setiap bukan nol z ∈ Y , sehingga dapat 

ditunjukkan bahwa B(ε, z) ⊂ A
 

ε , z
 

. Biarkan n ∈ B(ε, z), maka 
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2 

  

 
dimiliki 

ε ≤ ||fn(x) − fk(x), z|| ≤ ||fn(x) − f (x), z|| + ||fk(x) − f (x), z|| 
ε 

< ||fn(x) − f (x), z|| + 
2

 

untuk setiap x ∈ X dan setiap bukan nol z ∈ Y . Hal ini 

menyiratkan bahwa 

ε 
 < ||fn(x) − f (x), z|| 

2 

sehingga, n ∈ A ε , z dan {fn} adalah barisan I-Cauchy. 

Selanjutnya, diberikan definisi mengenai barisan I∗-Cauchy 

seperti ditunjukkan pada definisi berikut ini. 

Definisi 3.2.4 (Nabiev, 2007) Misalkan (X, ρ) adalah sebuah 

ruang metrik linear dan I ⊂ 2N menjadi sebuah ideal yang 

dapat diterima.  Kemudian sebuah barisan x  =  (xn) dalam 

X disebut barisan I∗-Cauchy jika ada sebuah himpunan M  = 

{m1 < m2 < . . . < mk < . . .} ⊂ N, M ∈ F(I) sedemikian hingga 

barisan xM = (xmk ) merupakan barisan Cauchy biasa dalam X, 

yaitu, 
 

lim 
k,p→∞ 

ρ
 

xmk , xmp

  
= 0 

Berdasarkan Contoh 3.2.3 dibuktikan barisan {xn}n∈N bukan 

merupakan barisan I∗-Cauchy. 

Contoh 3.2.4 Dibuktikan bahwa {xn}n∈N bukanlah I∗ Cauchy. 

Jika memungkinkan, asumsikan bahwa {xn}n∈N adalah I∗ Cauchy. 

Kemudian ada A ∈ F (I) sedemikian rupa sehingga {xn}n∈A adalah 

Cauchy. Karena N \ A ∈ I sehingga ada I ∈ N sedemikian sehingga 
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N \ A ⊂ ∆1 ∪ ∆2 ∪ · · · ∪ ∆I Tetapi kemudian ∆i ⊂ A untuk semua 

i > I. Khususnya ∆I+1, ∆I+2 ⊂ A. Dari konstruksi ∆j jelaslah 

bahwa diberikan sebarang k ∈ N terdapat m ∈ ∆I+1 dan n ∈ ∆I+2 

sedemikian sehingga m, n ≥ k. Oleh karena itu, tidak ada k ∈ N 

sedemikian sehingga setiap kali m, n ∈ A dengan m, n ≥ k maka 

d(xm, xn) < ϵ0 di mana ϵ0 =  
1  > 0. Ini bertentangan 

dengan fakta bahwa {xn}n∈A adalah Cauchy. 

Definisi tersebut dapat digunakan untuk menjelaskan 

kaitan antara barisan I-Cauchy dengan I∗-Cauchy yang 

direpresentasikan pada teorema berikut ini. 

Teorema 3.2.2 (Nabiev dkk, 2007) Misalkan I adalah sebuah ideal. 

Jika x = (xn) adalah sebuah barisan I∗-Cauchy maka ia adalah 

I-Cauchy. 

Bukti. Misalkan x = (xn) adalah sebuah barisan I∗-Cauchy, 

diberikan sebarang bilangan real ε > 0. Maka menurut Definisi 

3.1.5, ada sebuah himpunan M = {m1 < m2 < · · · < 

mk < · · · : Mk−1 < Mk} ⊂ N, sehinggaM ∈ F(I) dan 

limk,p→∞ ρ(xmk, xmp) = 0. Karena limk,p→∞ ρ(xmk, xmp) = 0 

maka untuk bilangan real ε > 0 tersebut, terdapat bilangan asli 

k0 = k0(ε), sehingga untuk setiap k, p > k0 = k0(ε) berlaku 

ρ(xmk , xmp ) < ε. 

Misalkan dipilih N = N (ε) = mk0+1. Maka untuk setiap 

bilangan ε > 0 tersebut, diperoleh 

 
ρ(xmk , xN ) < ε, k > k0 

Selanjutnya diberikan H = N\M dengan H ∈ I sehingga 
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A(ε) = {n ∈ N : ρ(xn, xN ) ≥ ε} ⊂ H ∪ {m1 < m2 < . . . < mk0 } 

(3.3) 

Maka himpunan dari (3.3) adalah milik dari I. Oleh karena 
itu, untuk setiap ε > 0 dapat ditemukan sebuah bilangan asli 

N = N (ε) sedemikian rupa sehingga A(ε) ∈ I, maka barisan (xn) 

adalah I-Cauchy. Oleh karena itu pembuktiannya sudah selesai ■. 



 

BAB IV 

PENUTUP 

 
4.1 Kesimpulan 

 
Dari pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan 

bahwa suatu barisan (xn) yang merupakan barisan I∗−Cauchy, 

dapat direpresentasikan menjadi barisan I−Cauchy jika 

memenuhi kondisi I sebagai suatu ideal. Syarat I ideal harus 
memenuhi tiga kriteria yang berlaku yaitu himpunan tak kosong 

merupakan elemen dari I, himpunan pada I mengimplikasikan 

gabungan dua himpunan yang anggotanya elemen I, dan jika 
suatu himpunan subset himpunan lain, maka himpunan tersebut 

harus termuat pada I. 

 
4.2 Saran 

Pada skripsi ini hanya diberikan bukti keterkaitan antara 

barisan I−Cauchy dengan I − Convergence dan keterkaitan 

antara barisan I−Cauchy dan barisan I∗−Cauchy. Sebagai 

penelitian berikutnya disarankan untuk mengkaji keterhubungan 

barisan I−Cauchy dan barisan I∗−Cauchy dengan kondisi 

Almost Periodicity(AP ), keterkaitan antara I − Convergence 

dengan I∗−Cauchy. 
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