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ABSTRAK  

 

Judul  : Optimasi Waktu Produksi Kue Lanji menggunakan 

Aljabar Max-Plus 

Penulis: Musthofa Abdillah 

NIM      : 1908046017 

 

Aljabar max-plus (ℝ𝑚𝑎𝑥 ) merupakan suatu struktur aljabar di 

mana himpunan gabungan semua bilangan real (ℝ) dengan 

−∞, yang dilengkapi dengan operasi maximum (⊕) dan operasi 

plus (⊗). Aljabar ini dapat digunakan untuk memecahkan 

masalah yang berhubungan dengan teori graf, seperti sistem 

produksi perakitan, sistem jaringan telekomunikasi, sistem 

pemrosesan paralel pada komputer, sistem jaringan kereta, 

penjadwalan proyek dan sebagainya. Penelitian ini 

memanfaatkan aljabar max-plus untuk mencari waktu optimal 

produksi kue tradisional khas Kendal. Hasil yang di dapatkan, 

waktu optimal aktifitas produksi per 60 buah yaitu 199 menit 

atau 3 jam 19 menit. Diperoleh juga jalur kritis dan waktu 

mengambangnya. 

 

Kata kunci: Aljabar Max-Plus, Waktu Optimal, Sistem Produksi  
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BAB I 

PENDAHULUAN  

 

1.1 Latar Belakang Masalah 

Optimasi adalah usaha untuk memperoleh hasil yang lebih 

efisien dan efektif pada suatu masalah, biasanya diterapkan 

pada kendala dalam aktivitas produksi. Kendala yang ada 

biasanya berupa waktu produksi, sumber daya produksi dan 

pencapaian hasil produksi (Wati dan Rochman, 2013). Tujuan 

utama dari optimasi yaitu manajemen untuk mengembangkan 

kebijakan penjadwalan yang dapat meminimalkan total waktu 

produksi (Cristianta dan Sunarni, 2012). Berbagai cara ilmiah 

dapat dilakukan untuk mengoptimasi waktu produksi, salah 

satunya dengan aljabar dalam ilmu matematika. 

Aljabar merupakan salah satu cabang ilmu matematika 

yang sangat penting untuk dipelajari bagi setiap orang, karena 

di dalamnya terdapat pengetahuan dasar matematika. 

Menurut Booker, aljabar memiliki peranan penting sebagai alat 

menyelesaikan persoalan matematika, bisnis, perdagangan, 

ekonomi, sains, komputasi dan lain sebagainya. Krimanto juga 

berpendapat bahwa aljabar merupakan salah satu cabang di 

ilmu matematika yang berkaitan dengan analisis kuantitas, 

persamaan-persamaan, hubungan dan struktur yang 

terbentuk (Dede dkk, 2021). 
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Aljabar abstrak merupakan salah satu kajian di aljabar yang 

mempelajari struktur aljabar seperti grup, ring, field, modul, 

dan ruang vektor. Pada dasarnya aljabar abstrak juga 

membahas tentang himpunan dan operasinya, oleh karena itu 

dalam mempelajari materi ini selalu identik dengan sebuah 

himpunan tidak kosong yang mempunyai elemen-elemen yang 

dapat dikombinasikan dengan penjumlahan, perkalian, 

ataupun keduanya atau dapat dioperasikan dengan satu atau 

lebih operasi biner. Pembahasannya melibatkan objek-objek 

abstrak yang berupa simbol-simbol. Salah satu kajian di 

dalamnya adalah aljabar max-plus (Abdul Majid, 2012). 

Aljabar max-plus merupakan suatu struktur aljabar berupa 

himpunan gabungan bilangan real dengan 𝜀 = −∞ yang 

memuat operasi maksimum (⊕) dan penjumlahan (⊗). 

Dinotasikan dengan ℝ𝑚𝑎𝑥 = (ℝ𝜀 ,⊕,⊗), dengan ℝ𝜀 = {ℝ∪

−∞}. Aljabar max-plus muncul pada tahun 1970-an silam, 

tetapi baru berkembang dengan pesat sekitar tahun 1990-an. 

Permasalahan-permasalahan dalam jaringan (teori graf), 

terutama terkait dengan masalah sinkronasi dapat dimodelkan 

dan diselesaikan dengan baik menggunakan aljabar max-plus. 

Diantara permasalahan yang dapat dimodelkan dengan aljabar 

max-plus yaitu sistem produksi perakitan, sistem jaringan 

telekomunikasi, sistem pemrosesan paralel pada komputer, 
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sistem jaringan kereta, jaringan proyek dan sebagainya (Andy, 

2016). 

Permasalahan terkait optimasi waktu dalam jaringan 

proyek akan menghasilkan jalur kritis yang memuat aktivitas-

aktivitas kritis di dalam proyek. Hasil itu sangat penting untuk 

membuat waktu penyelesaian yang optimal, tanpa adanya 

keterlambatan. Waktu optimal merupakan waktu tercepat 

dalam menyelesaikan suatu proyek, dari mulainya aktivitas 

awal sampai selesainya aktivitas akhir. Sedangkan jalur kritis 

merupakan urutan aktivitas di dalam suatu proyek, sebagai 

penentu waktu tercepat penyelesaiannya. 

Banyak penelitian yang telah dilakukan terkait dengan 

penjadwalan proyek menggunakan aljabar max-plus. Pertama, 

penelitian Arpi Median Lavandi Noor (2015) dengan hasil yang 

diperoleh yaitu waktu penyelesaian optimum beserta jalur 

kritis dari penjadwalan proyek PDAM. 

Kedua, penelitian Lailany Yahya, Nurwan, dan Resmawan 

(2022) dengan hasil yang diperoleh yaitu waktu penyelesaian 

optimum 34,5 hari dan jalur kritis dari proses pembuatan 

kerajinan Sulaman Karawo sehingga dapat menunda proses 

pengirisan kain. 

Ketiga, penelitian Eka Susilowati dan Bryan Pudji Hartono 

(2023) dengan hasil yang diperoleh yaitu waktu penyelesaian 
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optimum selama 136 hari dan jalur kritis dari suatu proyek 

pembuatan rumah. 

Keempat, penelitian Mitra Amalia, Siswanto dan Bowo 

Winarno (2017) dengan hasil waktu tempuh minimalnya yaitu 

16 hari dan jalur kritisnya dari suatu proyek bangunan. 

Mengacu kepada penelitian-penelitian sebelumnya, dalam 

penelitian ini akan dibahas mengenai optimasi waktu 

produksi. Objek yang dituju yaitu salah satu usaha rumahan 

jajanan tradisional khas Desa Lanji, Kecamatan Patebon, 

Kabupaten Kendal. Jajanan ini cukup diminati masyarakat, 

khususnya untuk kegiatan keagamaan seperti tahlilan dan 

selamatan, bisa juga buat dibagikan ke sanak keluarga ketika 

menjelang lebaran. Salah satu pelaku produksi kue ini adalah 

keluarga Ibu Mustafidah. Dalam produksinya, beliau masih 

menggunakan cara tradisional yang turun temurun dari zaman 

penjajahan untuk mempertahankan ciri khas rasa Kue Lanji itu. 

Beliau memproduksi Kue Lanji ketika menerima pesanan saja 

disamping profesi aslinya yaitu bertani. Pesanan paling banyak 

ketika menjelang lebaran, hampir seminggu terakhir bulan 

Ramadhan beliau memproduksi kue Lanji setiap malamnya. 

Pemodelan aljabar max-plus akan diterapkan pada sistem 

produksi Kue Lanji untuk memperoleh waktu optimal pada 

aktivitas produksi Kue Lanji. 
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1.2 Rumusan Masalah 

Rumusan masalah dalam penelitian ini adalah berapa 

waktu optimal aktivitas produksi Kue Lanji menggunakan 

aljabar max-plus. 

1.3 Tujuan Penelitian 

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menemukan waktu 

optimal aktivitas produksi Kue Lanji dengan aljabar max-plus. 

1.4 Manfaat Penelitian 

Manfaat dari penelitian ini diantaranya: 

1. Diketahui waktu optimal aktivitas produksi Kue Lanji 

dengan aljabar max-plus. 

2. Diketahui manfaat penerapan petri aljabar max-plus 

dalam kehidupan sehari-hari, khususnya pada bidang 

produksi. 

3. Dibuat sebagai tugas akhir untuk memperoleh gelar 

sarjana. 

 

1.5 Metode Penelitian 

Tahapan-tahapan yang runtut dan sistematis untuk 

mempermudah penelitian ini adalah sebagai berikut: 
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1. Studi literatur, mempelajari penelitian-penelitian 

terdahulu yang membahas mengenai penjadwalan 

proyek dengan menggunakan aljabar max-plus. 

2. Menentukan lokasi penelitian, lokasi yang 

digunakan untuk penelitian yaitu produksi rumahan 

Kue Lanji Ibu Mustafidah yang terletak di desa Lanji, 

kecamatan Patebon, kabupaten Kendal. Penelitian 

dilakukan pada tanggal 8 Juni 2023 pada jam 19.00-

selesai. 

3. Mencari informasi pembuatan produk, mengamati 

dan menuliskan tahapan-tahapan pembuatan Kue Lanji 

serta waktu yang diperlukan dalam setiap tahapannya. 

4. Mencari waktu optimal dengan aljabar max-plus, 

menggunakan algoritma Critical Path Method (CPM) 

dengan pendekatan aljabar max-plus untuk 

menemukan waktu optimal dalam proses pembuatan 

Kue Lanji. 

5. Menyusun hasil penelitian dalam bentuk laporan, 

hasil yang diperoleh disusun secara ilmiah dalam 

bentuk skripsi. 

 

1.6 Sistematika Penulisan 
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Penyusunan penelitian ini memerlukan urutan yang 

sistematis guna memepermudah pemaknaan dari setiap bab-

babnya. Penelitian ini terdiri dari empat bab: 

1. BAB I PENDAHULUAN 

Bab ini membahas tentang latar belakang, rumusan 

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, 

metodologi, sistematika penulisan, dan batasan 

masalah. 

2. BAB II LANDASAN TEORI 

Bab ini membahas tentang teori-teori yang 

mendukung penelitian ini, seperti Aljabar max-plus, 

matirks pada aljabar max-plus, matriks dan digraf, 

sistem persamaan linear iteratif, dan waktu optimal. 

3. BAB III PEMBAHASAN 

Bab ini berisi hasil dan pembahasan mengenai 

aktivitas produksi Kue Lanji, kemudian dicari waktu 

optimalnya menggunakan aljabar max-plus. 

4. BAB IV PENUTUP 

Bab ini berisi kesimpulan dari pembahasan penelitian 

dan hasilnya, serta saran untuk penelitian selanjutnya. 

1.7 Batasan Masalah 
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Penelitian ini hanya terfokus pada waktu produksi setiap 

aktivitasnya saja, dengan mengabaikan berbagai kendala yang 

mungkin bisa terjadi. 

  



 

9 
 
 

BAB II 

LANDASAN PUSTAKA 

 

2.1 Aljabar Max-Plus 

Sebelum membahas aljabar max-plus, kita perlu 

mengetahui semiring. Berikut definisi dari semiring. 

Definisi 2.1.1 (Semiring, e.g. Jonathan, 1999) 

Semiring (𝑆,+,×) merupakan suatu himpunan tak kosong 

𝑆 yang dilengkapi dua operasi biner + dan ×, yang memenuhi 

aksioma berikut; 

1. (𝑆,+) adalah semigrup komutatif dengan elemen identitas 

0, yaitu 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆 berlaku 

(a) Sifat assosiatif, 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧, 

(b) Sifat komutatif, 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥, 

(c) Elemen identitas 0, yang memenuhi 𝑥 + 0 = 0 +

 𝑥 = 𝑥. 

2. (𝑆,×) adalah semigrup dengan elemen identitas 1, yaitu 

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆 berlaku 

(a) Sifat assosiatif,  𝑥 × (𝑦 × 𝑧) = (𝑥 × 𝑦) × 𝑧 

(b) Elemen identitas 1, yang memenuhi  𝑥 × 1 = 1×

𝑥 = 𝑥. 

3. Operasi × distributif terhadap +, yaitu  𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆 berlaku 

(a) 𝑥 × (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 × 𝑦) + (𝑥 × 𝑧) 
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(b) (𝑥 + 𝑦) × 𝑧 = (𝑥 × 𝑧) + (𝑦 × 𝑧) 

4. Mempunyai elemen penyerap 0 terhadap operasi ×, 

dimana x × 0 = 0 × x = 0. 

Aljabar max-plus merupakan contoh semiring, yakni 

semiring max-plus dengan notasi ℝ𝑚𝑎𝑥 = (ℝ𝜖,⊕,⊗)  yang 

merupakan himpunan ℝ𝜖 = {ℝ∪ −∞} dengan dua buah 

operasi 𝑎 ⊕ 𝑏 =  𝑚𝑎𝑥(𝑎. 𝑏) dan 𝑎 ⊗  𝑏 =  𝑎 +  𝑏. Dilengkapi 

dengan elemen identitas masing-masing operasi ⊕ dan ⊗ 

berturut-turut 𝜀 =  −∞ dan 𝑒 =  0. Operasinya bersifat 

assosiatif, komutatif dan distributif seperti halnya semiring 

pada aljabar biasa (Kasie, G.F, 2009). 

Sesuai kaidah yang berlaku pada operasi bilangan real, 

operasi perkalian dilakukan terlebih dahulu dibandingkan 

operasi penjumlahan. Oleh karena itu, pada aljabar max-plus 

operasi ⊗ dilakukan terlebih dahulu dibandingkan operasi ⊕. 

Contoh 2.1.1 (Operasi pada Aljabar Max-Plus) 

Tabel 2.1. Contoh operasi aljabar max-plus 

Operasi Artinya Hasil 

5⊕  3 𝑚𝑎𝑥(5,3) 5 

7⊕  𝜀 𝑚𝑎𝑥(7,−∞) 7 

6⊗  3 6 +  3 9 

8 ⊗ 𝑒 8 +  0 8 
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6⊗  𝜀 6 + (−∞) −∞ 

9⊕7⊗ 6 𝑚𝑎𝑥(9,7+ 6)  =  𝑚𝑎𝑥(9,13) 13 

 

2.2 Matriks pada Aljabar Max-Plus 

Aljabar max-plus mempunyai matriks yang elemen-

elemennya berada di aljabar max-plus, seperti halnya pada 

matriks real yang elemennya berupa himpunan bilangan real. 

Himpunan matriks berordo 𝑚× 𝑛 pada ℝ𝑚𝑎𝑥 dinotasikan 

dengan 𝑅𝑚𝑎𝑥
𝑚×𝑛, untuk setiap 𝑚,𝑛 ∈ ℕ.  

Definisi 2.2.1 (Matriks Aljabar Max-Plus, e.g. Heidergott, 

2005) 

Diberikan matriks 𝐴 ∈ 𝑅𝑚𝑎𝑥
𝑚×𝑛 untuk setiap 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ. Matriks 

𝐴 memiliki entri-entri pada baris 𝑖 dan kolom 𝑗 yang 

dinotasikan 𝑎𝑖𝑗, untuk setiap 𝑖 ∈ 𝑚 dan 𝑗 ∈ 𝑚. Matriks 𝐴 dapat 

ditulis sebagai berikut: 

 

Matriks dalam aljabar max-plus juga memiliki matriks 

identitas yang didefinisikan sebagai matriks 𝐼 ∈ 𝑅𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛  yang 
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elemen diagonal utamanya bernilai 0 dan elemen lainnya 

bernilai −∞. 

Definisi 2.2.2 (Operasi Matriks Aljabar Max-Plus, e.g. 

Heidergott, 2005) 

1. Untuk 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗), 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗) ∈ 𝑅𝑚𝑎𝑥
𝑚×𝑛, maka: 

𝐴⊕𝐵 = (𝑎𝑖𝑗⊕ 𝑏𝑖𝑗)  =  𝑚𝑎𝑥(𝑎𝑖𝑗, 𝑏𝑖𝑗) untuk 𝑖, 𝑗 ∈ ℕ 

2. Untuk 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗), ∈ 𝑅𝑚𝑎𝑥
𝑚×𝑝

  dan 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗) ∈ 𝑅𝑚𝑎𝑥
𝑝×𝑛

 , maka: 

𝐴⊗𝐵 = 𝐶 dimana 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗) ∈ 𝑅𝑚𝑎𝑥
𝑚×𝑛 dan  𝑐𝑖𝑗 = max

𝑘
(𝑎𝑖𝑘 +

𝑏𝑘𝑗), untuk 𝑖 =  1, 2, 3, . . . ,𝑚 dan 𝑗 =  1, 2, 3, . . . , 𝑛. 

3. Untuk sembarang matriks 𝐴 ∈ 𝑅𝑚𝑎𝑥
𝑚×𝑛 dan sembarang 

skalar 𝑎 ∈ 𝑅𝑚𝑎𝑥 maka: 

𝑎⊗𝐴 = 𝑎⊗ (𝑎𝑖𝑗)  =  (𝑎 +  𝑎𝑖𝑗)  

Contoh 2.2.1 (Operasi Materiks Aljabar Max-Plus) 

Diketahui matriks 𝐴,𝐵 ∈ 𝑅𝑚𝑎𝑥
2×2  dimana 𝐴 = [

2 3
𝜀 −1

] dan 𝐵 =

[
𝑒 3
2 4

] maka: 

1. 𝐴⊕𝐵 = [
2 3
𝜀 −1

]⊕ [
𝑒 3
2 4

] = [
2⊕ 𝑒 3⊕3
𝜀 ⊕2 −1⊕4

] =

[
2 3
2 4

] 

2. 𝐴⊗𝐵 = [
2 3
𝜀 −1

]⊗ [
𝑒 3
2 4

] = [
2⊕ 5 5⊕7
𝜀⊕ 1 𝜀 ⊕ 3

] = [
5 7
1 3

]  
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3. 2⊗ 𝐴 = 2⊗ [
2 3
𝜀 −1

] = [
2⊗ 2 2⊗ 3
2⊗ 𝜀 2⊗−1

] = [
4 5
𝜀 1

]  

Definisi 2.2.3 (Perpangkatan Matriks Aljabar Max-Plus, e.g. 

Heidergott, 2005) 

Perpangkatan pada matriks atas aljabar max-plus, 

didefinisikan matriks persegi atas aljabar max-plus (𝐴 ∈

𝑅𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛), berlaku 

𝐴⊗𝑘 = 𝐴⊗𝐴⊗…⊗𝐴⏟          
𝑘

, ∀𝑘 ∈ ℕ 

Definisi 2.2.4 (Kleene Star, e.g.  Sergeev, 2009) 

Diberikan matriks 𝐴 ∈ 𝑅𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛  

𝐴∗ ≔ 𝐼 ⊕𝐴⊕ 𝐴⊗2⊕… 

dengan  𝐼 merupakan matriks identitas. Deret tersebut 

merupakan analog aljabar max dari (𝐼 − 𝐴)−1, dan konvergen 

ke matriks dengan entri berhingga jika dan hanya jika 𝜆(𝐴) ≤

1. Yang dimaksud kleene star dari 𝐴 adalah  

𝐴∗ ≔ 𝐼⊕ 𝐴⊕𝐴⊕2⊕…⊕𝐴⊕(𝑛−1) 

2.3 Graf Berarah (Digraf) dan Matriks 

Definisi 2.3.1 (Graf, e.g. Bacelli, 2001) 
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Graf didefinisikan sebagai suatu pasangan (𝑉, 𝐸) di mana 𝑉 

merupakan himpunan tak kosong yang disebut titik (vertex) 

dan 𝐸 merupakan himpunan pasangan titik-titik yang disebut 

sisi (edge). 

Definisi 2.3.2 (Graf Berarah, e.g. Bacelli, 2001) 

Graf berarah G didefinisikan sebagai suatu pasangan (𝑉, 𝐴)  

dimana 𝑉 = {1, 2, . . . , 𝑛} merupakan himpunan titik dan 𝐴 

merupakan himpunan pasangan titik-titik yang berurutan, 

yaitu 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐴 dengan titik awal 𝑖 dan titik akhir 𝑗. 

Berikut ini akan dijelaskan mengenai istilah-istilah yang 

berhubungan dengan digraf: 

 Lintasan, yaitu barisan sisi-sisi digraf, diawali dengan 

titik 𝑖1 dan diakhiri titik 𝑖𝑛, (𝑖1, 𝑖2), (𝑖2, 𝑖3),… , (𝑖𝑝−1, 𝑖𝑝). 

 Sirkuit (cycle), yaitu  keadaan  dimana  titik  awal  dari 

suatu lintasan itu bertepatan dengan titik akhirnya, 

(𝑖1, 𝑖2), (𝑖2, 𝑖3),… , (𝑖𝑝, 𝑖1). Graf yang memuat sirkuit 

disebut graf siklik, sedangkan graf yang tidak memuat 

sirkuit disebut graf tak siklik. 

 Loop, yaitu sirkuit yang hanya terdiri dari satu titik 

yang merangkap sebagai titik awal dan titik akhir. 

Definisi 2.3.3 (Strongly Connected, e.g. Clark, 1995) 
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Suatu digraf dikatakan terhubung kuat (strongly connected), 

jika pada setiap titik yang berbeda terdapat sisi-sisi yang 

membentuk suatu lintasan. 

Digraf 𝐺 = (𝑉,𝐴) memuat suatu bobot jika setiap sisi 𝑗, 𝑖 ∈

𝐴 dipasangkan dengan suatu bilangan riil 𝐴𝑖𝑗, yang merupakan 

bobot sisi (𝑗, 𝑖) dan dinotasikan dengan 𝑤(𝑗, 𝑖). Setiap matriks 

𝐴 ∈ 𝑅𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛  selalu dapat didefinisikan sebagai digraf berbobot, 

seperti definisi berikut. 

Definisi 2.3.4 (Digraf berbobot, e.g. Bacelli, 2001) 

Suatu matriks 𝐴 ∈ 𝑅𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛bertepatan dengan digraf berbobot 

𝐺(𝐴) = (𝑉, 𝐴) dengan 𝑉 =  {1, 2, . . , 𝑛} dan 𝐴 =  (𝑗, 𝑖), dimana 

𝑤(𝑗, 𝑖) = 𝐴𝑖𝑗 ≠ −∞. 

Sebaliknya, untuk setiap digraf berbobot 𝐺(𝐴) = (𝑉,𝐴) 

selalu dapat didefinisikan sebagai matriks 𝐴 ∈ 𝑅𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛 , yang 

merupakan matriks bobot dari 𝐺(𝐴), dengan: 

𝐴𝑖𝑗 = {
𝑤(𝑗, 𝑖) jika (𝑗, 𝑖) ∈ 𝐴

−∞ jika (𝑗, 𝑖) ∉ 𝐴
 

Contoh 2.3.1 Diberikan suatu matriks 
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Digraf berbobot dari matriks 𝐴 adalah 𝐺(𝐴) = (𝑉,𝐴) dengan 

𝑉 = {1,2,3,4} dan 𝐴 = {(2, 1), (3, 2), (1,3), (4, 3), (1, 4), (2, 4) 

yang disajikan pada gambar 2.1. 

 

Gambar 2.1. Representasi digraf dari matriks A 

Definisi 2.3.5 (Maximum Cycle Mean, e.g. Sergeev, 2009) 

 

Digraf berbobot 𝐺(𝐴) mempunyai maximum cycle mean yang 

dinotasikan 𝜆(𝐴) dan didefinisikan: 
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𝜆(𝐴) = max
𝜎
(µ(𝜎, 𝐴)) 

dimana µ(𝜎, 𝐴) merupakan bobot rata-rata suatu sirkuit yang 

didefinisikan sebagai jumlah dari masing-masing bobot pada 

suatu sirkuit dibagi dengan panjang sirkuitnya. 

2.4 Sistem Persamaan Linear Iteratif Max-Plus 

Sebelum membahas sistem persamaan linear iteratif max-

plus, diberikan teorema dan definisi-definisi berikut: 

Definisi 2.4.1  

Diberikan 𝐴 ∈ 𝑅𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛  dengan semua sirkuit dalam 𝐺(𝐴) 

berbobot tak positif. Didefinisikan 

𝐴∗ ≔ 𝐼⊕𝐴⊕…⊕𝐴⊗𝑛⊕𝐴⊗(𝑛+1)⊕… 

dan 𝐴+ ≔ 𝐴⊗𝐴∗  

Teorema 2.4.1 (Bacelli, 2001) 

Diberikan matriks 𝐴 ∈ 𝑅𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛 . Jika semua sirkuit dalam 𝐺(𝐴) 

mempunyai bobot tak positif, maka untuk setiap 𝑝 ≥  𝑛 

𝐴⊗𝑝 ≤𝑚 𝐼 ⊕ 𝐴⊕…⊕𝐴⊗(𝑛−1) 

Definisi 2.4.2  

Suatu matriks 𝐴 ∈ 𝑅𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛  dikatakan semi-definit jika semua 

sirkuit dalam 𝐺(𝐴) mempunyai bobot tak positif dan dikatakan 
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definit jika semua sirkuit dalam 𝐺(𝐴) mempunyai bobot 

negatif. 

Sistem persamaan linear iteratif max-plus mempunyai bentuk 

umum 𝑥 = 𝐴⊗𝑥⊕𝑏 dengan 𝑥, 𝑏 ∈ 𝑅𝑚𝑎𝑥
𝑛  dan 𝐴 ∈ 𝑅𝑚𝑎𝑥

𝑛×𝑛 . 

Dengan substitusi berulang diperoleh: 

 Substitusi ke-1 : 

𝑥 = 𝐴⊗ (𝐴⊗𝑥⊕𝑏)⊕ 𝑏 

= 𝐴⊗2⊗ 𝑥⊕𝐴⊗𝑏⊕ 𝑏 

= 𝐴⊗2⊗𝑥⊕ (𝐴⊕ 𝐼)⊗ 𝑏 

 Substitusi ke-2: 

𝑥 = 𝐴⊗3⊗ 𝑥⊕(𝐴⊗2⊕𝐴⊕ 𝐼)⊗ 𝑏 

 Substitusi ke-n: 

𝑥 = 𝐴⊗𝑛⊗𝑥⊕ (𝐴⊗(𝑛−1)⊕…⊕𝐴⊕ 𝐼)⊗ 𝑏 

Dengan demikian, jika jika 𝐴∗ ada, maka 𝑥∗ = 𝐴∗⊗𝑏 

merupakan penyelesaian sistem di atas. Hal ini karena 

𝐴⊗ (𝐴∗⊗ 𝑏)⊕𝑏 = (𝐼 ⊕ 𝐴⊕𝐴∗) ⊗ 𝑏 = 𝐴∗⊗𝑏 

Teorema 2.4.2 (Baccelli, dkk, 2001) 

Jika matriks 𝐴 semi-definit, maka 𝑥∗ = 𝐴∗⊗𝑏 merupakan 

suatu penyelesaian sistem persamaan linear iteratif max-plus 

𝑥 = 𝐴⊗ 𝑥⊗𝑏. Lebih lanjut jika 𝐴 definit, maka sistem 

persamaan linear tersebut mempunyai penyelesaian tunggal. 

2.5 Waktu Optimal 
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Waktu optimal penyelesaian proyek adalah waktu minimal 

dalam menyelesaikan suatu proyek dari mulainya aktivitas 

awal sampai selesainya aktivitas akhir, tanpa terjadinya suatu 

keterlambatan pada aktivitas-aktivitasnya. Dalam mencari 

waktu optimal, diperlukan juga jalur kritis untuk mengetahui 

aktivitas yang tidak dapat dilakukan penundaan. Menurut 

Duncan (2013), jalur kritis merupakan urutan proses di dalam 

suatu proyek, yang menentukan durasi tercepat penyelesaian 

proyek tersebut. Jadi, kita dapat mempercepat atau bahkan 

menunda penyelesaian proyek dengan mempercepat atau 

menunda setiap proses yang termasuk jalur kritisnya. 

Berdasarkan Rudhito (2016), waktu optimal dan jalur kritis 

bisa diperoleh menggunakan algoritma Critical Path Method 

(CPM) pada teknik perhitungan maju dan mundur, dengan 

pendekatan aljabar max-plus. Yang akan dibahas dalam 

metode ini yaitu waktu mulai paling awal (𝑥𝑒) , waktu selesai 

paling lambat (𝑥𝑙), waktu mengambang total (𝑇𝐹), waktu 

mengambang bebas (𝐹𝐹) dan jalur kritis. 

Sebelum itu, kita perlu mengetahui tentang jaringan proyek 

yang akan dijelaskan dalam Definisi 2.4.1: 

Definisi 2.5.1 (Jaringan Proyek, e.g. Chanas dan Zeilinski, 

2001) 
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Diberikan suatu digraf 𝑆 = (𝑉, 𝐴).  𝑆 dinamakan jaringan 

proyek jika berbobot, terhubung kuat (strongly connected), dan 

tak siklik. 

Dari definisi di atas diketahui bahwa jaringan proyek 

merupakan suatu graf berarah yang mempunyai bobot, 

terhubung kuat dan tidak membentuk sirkuit (tak siklik). 

Selanjutnya, akan dibahas secara runtut mengenai metode 

CPM dengan pendekatan aljabar max-plus, yang akan 

digunakan dalam menentukan waktu optimal dan jalur kritis 

suatu jaringan proyek. 

Pertama, akan dibahas mengenai waktu mulai paling awal 

aktivitas titik i menggunakan tehnik perhitungan maju.  

Misalkan 𝑥𝑖
𝑒 = waktu mulai paling awal proses 𝑖. 

𝐴𝑖𝑗 = {
waktu aktifitas dari titik 𝑗 ke 𝑖, jika (𝑗, 𝑖) ∈ 𝐴

−∞, jika (𝑗, 𝑖) ∈ 𝐴
 

Asumsikan bahwa aktivitas dimulai pada titik 1 ketika waktu 

sama dengan nol (𝑥1
𝑒 = 0), sehingga 

𝑥𝑖
𝑒 = {

0, jika 𝑖 = 1

𝑚𝑎𝑥
1≤𝑗≤𝑛

(𝐴𝑖𝑗 + 𝑥𝑗
𝑒) , jika 𝑖 > 1 

Jika dituliskan dalam aljabar max-plus menjadi 
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𝑥𝑖
𝑒 = {

0, jika 𝑖 = 1

⊕
1≤𝑗≤𝑛

(𝐴𝑖𝑗 + 𝑥𝑗
𝑒) , jika 𝑖 > 1 

Untuk memperoleh 𝑥𝑒, digunakan Teorema berikut: 

Teorema 2.5.1 (e.g. Rudhito, 2016) 

Suatu jaringan proyek dengan n titik dan A sebagai matriks 

representasi dari digraf berbobot jaringan tersebut. Vektor 

waktu mulai paling cepat titik i dapat diperoleh dengan 

𝑥𝑒 = 𝐴∗⊗𝑏𝑒      (2.1) 

dengan 𝐴∗ merupakan kleene star matriks 𝐴, 𝑏𝑒 =

(0, 𝜀, 𝜀, . . . , 𝜀)𝑇   dan 𝑥𝑒 = (𝑥1
𝑒 , 𝑥2

𝑒, … , 𝑥𝑛
𝑒)𝑇. Lebih lanjut, 𝑥𝑛

𝑒  

adalah waktu minimal selesainya proyek. 

Bukti Teorema 2.4.2: 

Diberikan 𝐴 yang merupakan matriks bobot dari jaringan 

proyek 𝑆, 𝑥𝑒 = (𝑥1
𝑒 , 𝑥2

𝑒 , … , 𝑥𝑛
𝑒)𝑇 dan 𝑏𝑒 = (0, 𝜀, 𝜀, . . . , 𝜀)𝑇. 

Persamaan 2.1 dapat dituliskan ke dalam suatu sistem 

persamaan linear iteratif max-plus berikut 

𝑥𝑒 = 𝐴⊗𝑥𝑒⊕𝑏𝑒  

Mengingat jaringan proyek merupakan graf berarah tak siklik, 

maka tidak terdapat sirkuit, sehingga semua sirkuit dalam 
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jaringan mempunyai bobot negatif, yang berarti matriks 𝐴 

definit. Dengan demikian menurut Teorema 2.4.2, 

𝑥𝑒 = 𝐴∗⊗𝑏𝑒 

merupakan penyelesaian tunggal Persamaan 2.1 tersebut. 

Mengingat jumlah titik dalam jaringan proyek ini adalah 𝑛, 

maka panjang lintasannya tidak mungkin melebihi 𝑛 − 1. 

Dengan demikian, dalam hal ini Persamaan 2.1 dapat ditulis 

𝑥𝑒 = 𝐴∗⊗𝑏𝑒 = (𝐼 ⊕ 𝐴⊕𝐴⊗2⊕…⊕𝐴⊗(𝑛−1))⊗ 𝑏𝑒  

yang merupakan vektor waktu mulai paling cepat titik i. 

Perhatikan bahwa (𝐴∗)𝑛1 merupakan bobot maksimum 

lintasan dari titik awal hingga titik akhir, sehingga 𝑥𝑛
𝑒 

merupakan waktu minimal penyelesaian proyek. 

Kedua, akan dibahas mengenai waktu penyelesaian paling 

lambat untuk semua aktivitas yang datang ke titik i 

menggunakan tehnik perhitungan mundur. 

 

Misalkan 𝑥𝑖
𝑙 = waktu penyelesaian paling lambat semua 

kegiatan yang datang ke titik i. 

𝐵𝑖𝑗 = {
waktu aktivitas dari titik 𝑖 ke 𝑗, jika (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴

−∞, jika (𝑖, 𝑗) ∉ 𝐴
 

Asumsikan 𝑥𝑛
𝑙 = 𝑥𝑛

𝑒, sehingga: 
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𝑥𝑖
𝑙 = {

𝑥𝑛
𝑒, jika 𝑖 = 𝑛

𝑚𝑖𝑛
1≤𝑗≤𝑛

(−𝐵𝑖𝑗 +𝑥𝑗
𝑙), jika 𝑖 > 𝑛 

Jika dituliskan dalam aljabar max-plus menjadi 

−𝑥𝑖
𝑙 = {

−𝑥𝑛
𝑒 , jika 𝑖 = 𝑛

𝑚𝑎𝑥
1≤𝑗≤𝑛

(𝐵𝑖𝑗 −𝑥𝑗
𝑙), jika 𝑖 > 𝑛 

Perhatikan bahwa 𝐵 = 𝐴𝑇 , sehingga 𝐵∗ = (𝐴𝑇)∗ dan (𝐴𝑇)∗ =

(𝐴∗)𝑇. Dapat dibuktikan menggunakan sifat-sifat perpangkatan 

dan transpose matriks. 

 𝐵∗ = 𝐼 ⊕𝐵⊕…⊕𝐵⊗(𝑛−1) 

= 𝐼 ⊕ 𝐴𝑇⊕…⊕ (𝐴𝑇)⊗(𝑛−1) 

= (𝐴𝑇)∗(Terbukti) 

 (𝐴𝑇)∗ =  𝐼 ⊕𝐴𝑇⊕𝐴⊗2⊕…⊕ (𝐴𝑇)⊗(𝑛−1) 

= 𝐼 ⊕ 𝐴𝑇⊕(𝐴𝑇⊗𝐴𝑇)⊕…⊕ (𝐴𝑇⊗𝐴𝑇⊗…) 

= 𝐼 ⊕ 𝐴𝑇⊕(𝐴⊗ 𝐴)𝑇⊕…⊕(𝐴⊗𝐴⊗…)𝑇 

= 𝐼 ⊕ 𝐴𝑇⊕(𝐴⊗2)
𝑇
⊕…⊕(𝐴⊗(𝑛−1))

𝑇
 

= (𝐼 ⊕𝐴⊕𝐴⊗2⊕…⊕𝐴⊗(𝑛−1))
𝑇

 

= (𝐴∗)𝑇(Terbukti) 

Teorema 2.5.2 (e.g. Rudhito, 2016) 

Suatu jaringan proyek dengan 𝑛 titik dan waktu aktivitas tegas, 

dapat diperoleh suatu vektor penyelesaian paling lambat 

untuk semua aktivitas yang datang ke 𝑖 sebagai berikut: 
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𝑥 𝑙 = −((𝐴∗)𝑇⊗𝑏𝑙)          (2.2) 

untuk 𝐴 merupakan matriks representasi dari digraf berbobot 

jaringan tersebut dan vector 𝑏𝑙 = (𝜀, 𝜀,… , −𝑥𝑛
𝑒)𝑇. 

Bukti Teorema di 2.5.2: 

Misalkan 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑛)
𝑇 = −𝑥 𝑙 = (−𝑥1

𝑙 , −𝑥2
𝑙 ,… , −𝑥𝑛

𝑙 )
𝑇
  

dan 𝑏𝑙 = (𝜀, 𝜀,… ,−𝑥𝑛
𝑒)𝑇, Persamaan 2.2 dapat dituliskan 

menjadi: 

𝑧 = 𝐴𝑇⊗ 𝑧⊕𝑏𝑙 

di mana menurut Teorema 2.4.2, penyelesaiaannya adalah: 

𝑧 = (𝐴𝑇)∗⊗𝑏𝑙 

Dikarenakan 𝑧 = −𝑥 𝑙 , maka −𝑧 = 𝑥 𝑙, sehingga diperoleh 

vektor waktu penyelesaian paling cepat, yaitu: 

−𝑧 = −((𝐴𝑇)∗⊗𝑏𝑙  

𝑥 𝑙 = −((𝐴𝑇)∗⊗𝑏𝑙 

Dengan melihat bukti bahwa (𝐴𝑇)∗ = (𝐴∗)𝑇, maka untuk 

mempermudah perhitungan, ditulis: 

𝑥 𝑙 = −((𝐴∗)𝑇⊗𝑏𝑙 
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Ketiga, akan dibahas mengenai waktu mengambang atau 

bisa disebut juga waktu toleransi. Waktu mengambang sendiri 

ada dua macam, yaitu waktu mengambang total dan waktu 

mengambang bebas. Waktu mengambang total (Total Float 

Time) merupakan besarnya toleransi waktu yang 

memungkinkan terjadinya keterlambatan selesainya aktivitas, 

tanpa mempengaruhi waktu minimal penyelesaian proyek. 

Secara matematis, didefinisikan sebagai selisih antara waktu 

maksimum yang tersedia untuk melakukan suatu aktivitas 

dengan waktu aktivitasnya. 

𝑇𝐹𝑖𝑗 = (𝑥𝑗
𝑙 −𝑥𝑖

𝑒) − 𝐴𝑖𝑗     (2.3) 

dengan 𝑇𝐹𝑖𝑗 = waktu mengambang total untuk aktivitas (𝑖, 𝑗) ∈

𝐴. Sedangkan waktu mengambang bebas (Free Float Time) 

merupakan besarnya toleransi waktu yang memungkinkan 

penundaan suatu aktivitas tanpa mempengaruhi waktu 

dimulainya aktivitas selanjutnya. Secara matematis, dengan 

mengasumsikan semua aktivitas dimulai sedini mungkin, 

waktu mengambang bebas didefinisikan sebagai kelebihan 

waktu yang tersedia di sepanjang aktivitas tersebut. 

𝐹𝐹𝑖𝑗 = (𝑥𝑗
𝑒 −𝑥𝑖

𝑒) − 𝐴𝑖𝑗              (2.4) 

dengan 𝐹𝐹𝑖𝑗 =  waktu mengambang bebas untuk aktivitas 

(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴. 
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Keempat, menentukan lintasan kritis yang dijelaskan 

dalam definisi-definisi di bawah ini. 

Definisi 2.5.2 (aktivitas kritis, e.g, Chanas dan Zielinski , 

2001) 

Suatu aktivitas kritis (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴 dalam jaringan proyek 𝑆 disebut 

aktivitas kritis jika 𝑇𝐹𝑖𝑗  =  0. 

Definisi 2.5.3 (Lintasan kritis, e.g, Chanas dan Zielinski , 2001) 

Suatu lintasan 𝑝 ∈ 𝑃 dalam jaringan proyek 𝑆 disebut lintasan 

kritis jika semua aktivitas yang terletak didalamnya 

merupakan aktivitas kritis. 

Dari dua definisi tersebut dapat diketahui bahwa lintasan kritis 

atau jalur kritis bisa diperoleh dengan melihat waktu 

mengambang totalnya (𝑇𝐹). Jika suatu aktivitas (𝑖, 𝑗) ∈

𝐴 mempunyai 𝑇𝐹𝑖𝑗 = 0, maka aktivitas tersebut termasuk 

dalam jalur kritis. Akibatnya, waktu mulainya harus tepat 

waktu dan tidak dapat dilakukan penundaan, jika tidak ingin 

terjadi keterlambatan. 

2.6 Algoritma Mencari Waktu Optimal 

Berdasarkan Subbab 2.5, diperoleh suatu algoritma atau 

tahapan untuk mencari waktu optimal dalam sebuah jaringan 

proyek. 
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1. Membuat jaringan proyek dari awal dimulainya 

proyek sampai akhir selesainya proyek. 

2. Membuat matriks aljabar max-plus (𝐴) sebagai 

representasi digraf berbobot dari jaringan proyek 

tersebut. 

3. Mencari klene star 𝐴, yaitu 𝐴∗ = 𝐼 ⊕ 𝐴⊕𝐴⊗2⊕

…⊕𝐴⊗(𝑛−1) dengan memperhatikan banyak titik 

(𝑛). 

4. Mencari waktu mulai paling awal untuk setiap titik 

i dengan Persamaan (2.1) berikut: 

𝑥𝑒 = 𝐴∗⊗𝑏𝑒  

dan waktu selesai paling lambat semua aktivitas 

yang datang ke titik  I dengan Persamaan (2.2) 

berikut: 

𝑥 𝑙 = −((𝐴∗)𝑇⊗𝑏𝑙) 

5. Menentukan waktu optimal penyelesaian proyek, 

yaitu 𝑥𝑛
𝑒. 

6. Mencari waktu mengambang bebas dan waktu 

mengambang total dengan Persamaan (2.3) dan 

(2.4): 

𝑇𝐹𝑖𝑗 = (𝑥𝑗
𝑙 − 𝑥𝑖

𝑒)− 𝐴𝑖𝑗 

𝐹𝐹𝑖𝑗 = (𝑥𝑗
𝑒 −𝑥𝑖

𝑒) − 𝐴𝑖𝑗 

7. Menentukan jalur kritis dan waktu toleransinya. 
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2.7 Contoh Mencari Waktu Optimal 

Perusahaan Setia Bakery merupakan salah satu 

perusahaan yang bergerak di bidang kuliner, khususnya roti. 

Produk yang paling diminati konsumen adalah roti isi coklat 

yang diberi nama Roti Cok. Aktivitas pembuatannya terdiri dari 

6 proses, yaitu penyiapan bahan A, B dan C, pencampuran dan 

pengembangan bahan A, penghalusan bahan B, pelelehan 

bahan C, pencampuran bahan B dan C, dan pemanggangan. 

Simbol setiap aktivitasnya berturut-turut 1, 2, 3, 4, 5 dan 6 

Akan dicari waktu optimalnya dengan menggunakan aljabar 

max-plus. 

Berikut runtutan langkah dalam mencari waktu optimal: 

1. Membuat tabel dan jaringan proyek aktivitas produksi Kue 

Cok, dengan menambahkan aktivitas 7 sebagai selesainya 

produksi. Berikut disajikan pada Tabel 2.2 dan Gambar  2.2  

Tabel 2.2. Aktivitas produksi contoh 

Aktivitas Waktu Sebelumnya Sesudahnya 

1 5,2,4 menit - 2,3,dan 4 

2 10 menit 1 6 

3 4 menit 1 5 

4 5 menit 1 5 

5 5 menit 3 dan 4 6 
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6 8 menit 2 dan 5 7 

7 - 6 - 

 

 

Gambar 2.2. Jaringan proyek contoh 

 

2. Merepresentasikan jaringan proyek Gambar 2.2 ke dalam 

matriks 𝐴 ∈ ℝ𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛  terlebih dahulu, diperoleh: 

 

3. Mencari 𝐴∗ = 𝐼 ⊕ 𝐴⊕⊗2⊕…⊕𝐴⊗6, karena 𝑛 = 7  
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4. Mencari 𝑥𝑒 dan 𝑥 𝑙 dengan menggunakan Persamaan (2.2) 

dan (2.4) dengan 

 𝑏𝑒  =  [0,−∞,−∞,−∞,−∞,−∞,−∞]𝑇  

 𝑏𝑙  =  [−∞,−∞,−∞, −∞,−∞,−∞,−23]𝑇 

sehingga diperoleh: 

 

5. Menentukan waktu optimalnya, bisa dilihat pada 𝑥𝑛
𝑒 =

𝑥7
𝑒 = 23. Artinya, waktu untuk memulai aktivitas terakhir 

adalah 23 menit, sehingga seluruh aktivitas proyek dapat 

diselesaikan tidak lebiih dari kurun waktu tersebut. 
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6. Mencari waktu mengambang total (𝑇𝐹𝑖𝑗) dan waktu 

mengambang bebasnya (𝐹𝐹𝑖𝑗). 

𝑇𝐹𝑖𝑗 = (𝑥𝑗
𝑙 − 𝑥𝑖

𝑒) − 𝐴𝑖𝑗 

 𝑇𝐹12 = (𝑥2
𝑙 −𝑥1

𝑒) − 𝐴12 = (5− 0) − 5 = 0 

 𝑇𝐹13 = (𝑥3
𝑙 −𝑥1

𝑒) − 𝐴13 = (6− 0) − 2 = 4 

 𝑇𝐹14 = (𝑥4
𝑙 −𝑥1

𝑒) − 𝐴14 = (5− 0) − 4 = 1 

 𝑇𝐹26 = (𝑥6
𝑙 − 𝑥2

𝑒)− 𝐴26 = (15 − 5) − 10 = 0 

 𝑇𝐹35 = (𝑥5
𝑙 − 𝑥3

𝑒)− 𝐴35 = (10 − 2) − 4 = 4 

 𝑇𝐹45 = (𝑥5
𝑙 − 𝑥4

𝑒) − 𝐴45 = (10− 4) − 5 = 1 

 𝑇𝐹56 = (𝑥6
𝑙 − 𝑥5

𝑒)− 𝐴56 = (15 − 9) − 5 = 1 

 𝑇𝐹67 = (𝑥7
𝑙 − 𝑥6

𝑒)− 𝐴67 = (23 − 15) − 8 = 0 

𝐹𝐹𝑖𝑗 = (𝑥𝑗
𝑒 −𝑥𝑖

𝑒) − 𝐴𝑖𝑗 

 𝐹𝐹12 = (𝑥2
𝑒 − 𝑥1

𝑒) − 𝐴12 = (5− 0) − 5 = 0 

 𝐹𝐹13 = (𝑥3
𝑒 − 𝑥1

𝑒) − 𝐴13 = (2− 0) − 2 = 0 

 𝐹𝐹14 = (𝑥4
𝑒 − 𝑥1

𝑒) − 𝐴14 = (4− 0) − 4 = 0 

 𝐹𝐹26 = (𝑥6
𝑒 − 𝑥2

𝑒) − 𝐴26 = (15− 5) − 10 = 0 

 𝐹𝐹35 = (𝑥5
𝑒 − 𝑥3

𝑒) − 𝐴35 = (9− 2) − 4 = 3 

 𝐹𝐹45 = (𝑥5
𝑒 − 𝑥4

𝑒) − 𝐴45 = (9− 4) − 5 = 0 

 𝐹𝐹56 = (𝑥6
𝑒 − 𝑥5

𝑒) − 𝐴56 = (15− 9) − 5 = 1 
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Kemudian hasil tersebut dimasukkan dalam Tabel 2.3, 

dengan tujuan untuk mempermudah dalam memahami 

setiap perhitungannya. 

Tabel 2.3. Waktu mengambang contoh 

(𝑖, 𝑗) 𝐴𝑖𝑗 𝑥𝑖
𝑒 𝑥𝑗

𝑒 𝑥𝑗
𝑙 𝑇𝐹𝑖𝑗  𝐹𝐹𝑖𝑗  

(1,2) 5 0 5 5 0 0 

(1,3) 2 0 2 6 4 0 

(1,4) 4 0 4 5 1 0 

(2,6) 10 5 15 15 0 0 

(3,5) 4 2 9 10 4 3 

(4,5) 5 4 9 10 1 0 

(5,6) 5 9 15 15 1 1 

(6,7) 8 15 23 23 0 0 

 

7. Menentukan jalur kritis dengan melihat aktivitas yang nilai 

𝑇𝐹𝑖𝑗 = 0, yaitu (1, 2), (2, 6) dan (6, 7). Diperoleh jalur 

kritisnya yaitu 1-2-6-7, sedangkan aktivitas yang lain 

bukan termasuk jalur kritis. Waktu toleransi diperoleh 

dengan melihat nilai 𝐹𝐹𝑖𝑗 ≠ 0, yaitu pada 𝐹𝐹35 = 3 dan 

𝐹𝐹56 = 1. Artinya waktu toleransi aktivitas 3 dan aktivitas 

5 masing-masing sebesar 3 menit dan 1 menit, yang mana 

dalam kurun waktu tersebut dapat dilakukan penundaan.  
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1 Aktivitas Produksi Kue Lanji 

Berdasarkan data yang telah diperoleh dari Ibu Mustafidah 

selaku pemilik usaha Kue Lanji, dalam sekali produksi bisa 

menghasilkan sekitar 60 buah Kue Lanji. Untuk aktivitas 

pembuatannya adalah sebagai berikut. 

1. Nitik Telur 

Nitik telur adalah mengeluarkan telur dari cangkangnya. 

Telur yang digunakan berjumlah 45 butir terdiri dari 42 

butir telur ayam dan 3 butir telur bebek. Satu per satu 

telur dikeluarkan isinya ke dalam sebuah ember 

berukuran sedang. Proses ini memakan waktu 8,5 menit. 

2. Pengayakan Terigu 

Pengayakan atau penyaringan terigu ini bertujuan untuk 

mendapatkan tepung terigu yang halus sehingga akan 

sangat berpengaruh pada hasil dan kualitas produk yang 

akan didapatkan. Terigu yang akan diayak/disaring 

sudah dikeringkan terlebih dahulu sekitar 6 jam dibawah 

terik matahari. Terigu digunakan menggunakan merek 

segitiga biru sekitar 2,5 kg. Untuk alatnya menggunakan 
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alat saring yang dibuat khusus. Proses ini memakan 

waktu 10,5 menit. 

3. Pengocokan Telur 

Proses ini dilakukan sampai telur mengembang sekitar 

4/5 dari wadah ember ukuran sedang. Sebelum dikocok, 

terlebih dahulu dimasukkan 1/2 kulit jeruk yang sudah 

dihaluskan, 2,5 kg gula, 3 bungkus panili dan 1/2 sendok 

teh garam. Alat pengocok yang digunakan berukuran 

besar untuk mempercepat proses. Proses ini memakan 

waktu 40,5 menit. 

4. Pemanggangan 

Ada lima buah alat panggang dengan sumber panasnya 

menggunakan kayu bakar dan arang. Biasanya proses 

pemanasan alat panggang ini dilakukan bebarengan 

dengan proses awal produksi, sehingga panasnya 

mencapai stabil ketika bahan sudah siap untuk 

dipanggang. Untuk membuat 1 buah kue, dibutuhkan 

adonan telur dan terigu dengan perbandingan 1 centong 

sayur dan 2 sendok makan. Per 60 buah kue memakan 

waktu 135 menit. 

5. Pengemasan 
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Adonan yang sudah matang akan dikemas menggunakan 

plastik, setelah didinginkan terlebih dahulu. Per 60 buah 

kue, pengemasannya memakan waktu 15 menit. 

3.2 Optimasi Waktu Produksi Kue Lanji 

Sistem produksi Kue Lanji akan dimodelkan dan dianalisis 

dengan menggunakan Critical Path Method (CPM) dengan 

pendekatan aljabar max-plus seperti yang telah dijelaskan 

pada bab sebelumnya. Tujuannya untuk memperoleh waktu 

optimal produksi, jalur kritis, dan waktu mengambangnya. 

Berikut terdapat 7 langkah algoritma penyelesaiannya sesuia 

Subbab 3.1, yang akan bahas secara runtut. 

Langkah 1, yaitu membuat diagram aktivitas-aktivitas 

produksinya dengan menambahkan aktivitas u sebagai 

dimulainya produksi dan aktivitas y sebagai selesainya 

produksi. Diberikan simbol dari setiap proses pada Tabel 3.1, 

sehingga diperoleh jaringan proyek produksi Kue Lanji pada 

Gambar 3.1. 

Tabel 3.1. Aktivitas Produksi Kue Lanji 

Simbol aktivitas Waktu Sebelumnya Sesudahnya 

u Mulai produksi 0 − A, B 

A Nitik telur 8,5 u C 

B Pengayakan terigu 10,5 u D 
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C Pengocokan telur 40,5 A D 

D Pemanggangan 135 B, C E 

E Pengemasan 15 D y 

y Selesai produksi - E − 

 

 

Gambar 3.1. Jaringan proyek produksi Kue Lanji 

Langkah 2, akan ditentukan matriks 𝐴 ∈ ℝ𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛  sebagai 

representasi dari jaringan proyek Gambar 4.1.Untuk 

mempermudah, ditunjukkan terlebih dahulu elemen-elemen 

matriksnya, yaitu: 
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Perlu diingat lagi, bobot matriks 𝐴 merupakan waktu setiap 

aktivitas yang terhubung, apabila tidak ada hubungan maka 

bobotnya −∞. Berdasarkan jaringan proyeknya, matriks 𝐴 

berubah menjadi: 

 

Langkah 3, mencari kleene star(𝐴∗). Untuk mempermudah 

perhitungan, kita dapat memanfaatkan software scilab dengan 

toolbox max-plus. Dapat diperhatikan pada jaringan proyek 

Gambar 3.1 terdapat 7 titik (𝑛 = 7), sehingga untuk 

menemukan 𝐴 kita perlu mencari 𝐴⊗2 sampai 𝐴⊗6 terlebih 

dahulu. 
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Serta matriks identitasnya yaitu: 

 

Dengan menggunakan rumus 𝐴∗ = 𝐼 ⊕𝐴⊕𝐴⊗2⊕…⊕𝐴⊗6, 

diperoleh: 
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Langkah 4, mencari waktu mulai paling awal untuk setiap 

titik (𝑥𝑒)dan waktu selesai paling lambat semua aktivitas yang 

datang ke titik (𝑥 𝑙). Menggunakan rumus 𝑥𝑒 = 𝐴∗⊗𝑏𝑒  dan 

𝑥 𝑙 = −((𝐴∗)𝑇⊗𝑏𝑙), dengan: 

• 𝑏𝑒  =  [0,−∞,−∞,−∞,−∞, −∞,−∞]𝑇 

• 𝑏𝑙  =  [−∞,−∞,−∞,−∞,−∞,−∞,−199]𝑇 

Diperoleh: 
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Dari hasil tersebut dapat dijelaskan secara terperinci sebagai 

berikut 

• Hasil 𝑥𝑒  menyatakan waktu mulai paling awal aktivitas di 

setiap aktivitasnya. Untuk aktivitas u, A, dan B 

merupakan awal dimulainya produksi, sehingga waktu 
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mulainya pada saat 0 menit. aktivitas C dimulai setelah 

8,5 menit, menunggu aktivitas u, dan A selesai. aktivitas 

D dimulai setelah 49 menit, menunggu aktivitas u, A, B, 

dan C selesai. aktivitas E dimulai setelah 184 menit, 

menunggu aktivitas dari u, A, B, C, dan D selesai. aktivitas 

y dimulai setelah 199 menit, menunggu semua aktivitas 

selesai dan menyatakan selesainya produksi. 

 

• Hasil 𝑥𝑙  menyatakan waktu penyelesaian paling lambat 

setiap aktivitas yang datang ke aktivitas selanjutnya atau 

lebih sederhananya waktu paling lambat dimulainya 

setiap aktivitas. aktivitas u dan A paling lambat dimulai 

setelah 0 menit. aktivitas B paling lambat dimulai setelah 

38,5 menit, dikarenakan menunggu aktivitas u sampai C 

selesai untuk kemudian masuk bersamaan ke aktivitas D. 

aktivitas D paling lambat dimulai setelah 49 menit. 

aktivitas E paling lambat dimulai setelah 184 menit. 

aktivitas y paling lambat dimulai setelah 199 menit, 

artinya paling lambat selesainya produksi setelah waktu 

tersebut. 

Langkah 5, waktu optimal dalam pembuatan kue lanji ini 

dapat dilihat pada elemen 𝑥𝑛
𝑒 = 𝑥7

𝑒 = 199 yang artinya waktu 

paling cepat aktivitas y dimulai setelah 199 menit. aktivitas y 

merupakan selesainya produksi, sehingga waktu paling cepat 
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atau waktu optimal pembuatan kue lanji adalah 199 menit atau 

3 jam 19 menit. 

Langkah 6, mencari waktu mengambang total 𝑇𝐹𝑖𝑗 dan 

waktu mengambang bebas 𝐹𝐹𝑖𝑗menggunakan Persamaan (2.6) 

dan (2.7). Dengan perhitungan manual berikut ini: 

𝑇𝐹𝑖𝑗 = (𝑥𝑗
𝑙 − 𝑥𝑖

𝑒)− 𝐴𝑖𝑗 

• 𝑇𝐹𝑢𝐴 = (𝑥𝐴
𝑙 −𝑥𝑢

𝑒) − 𝐴𝑢𝐴 = (0 − 0) − 0 =  0 

• 𝑇𝐹𝑢𝐵 = (𝑥𝐵
𝑙  −  𝑥𝑢

𝑒) − 𝐴𝑢𝐵 = (38,5 − 0) − 0 = 38,5 

• 𝑇𝐹𝐴𝐶 = (𝑥𝐶
𝑙 − 𝑥𝐴

𝑒) − 𝐴𝐴𝐶 = (8, 5 −  0) −  8, 5 =  0 

• 𝑇𝐹𝐵𝐷 = (𝑥𝐷
𝑙 − 𝑥𝐵

𝑒) − 𝐴𝐵𝐷 = (49 − 10) − 10,5 = 38,5 

• 𝑇𝐹𝐶𝐷 = (𝑥𝐷
𝑙 − 𝑥𝐶

𝑒)− 𝐴𝐶𝐷 = (49 − 8,5) − 40,5 = 0 

• 𝑇𝐹𝐷𝐸 = (𝑥𝐸
𝑙 − 𝑥𝐷

𝑒) − 𝐴𝐷𝐸 = (184− 49) − 135 = 0 

• 𝑇𝐹𝐸𝑦 = (𝑥𝑦
𝑙 − 𝑥𝐸

𝑒) − 𝐴𝐸𝑦 = (199− 184) − 15 = 0 

𝐹𝐹𝑖𝑗 = (𝑥𝑗
𝑒 − 𝑥𝑖

𝑒) − 𝐴𝑖𝑗 

• 𝐹𝐹𝑢𝐴 = (𝑥𝐴
𝑒 − 𝑥𝑢

𝑒) − 𝐴𝑢𝐴 = (0− 0) − 0 = 0 

• 𝐹𝐹𝑢𝐵 = (𝑥𝐵
𝑒 −𝑥𝑢

𝑒) − 𝐴𝑢𝐵 = (0− 0) − 0 = 0 

• 𝐹𝐹𝐴𝐶 = (𝑥𝐶
𝑒 − 𝑥𝐴

𝑒)− 𝐴𝐴𝐶 = (8,5 − 0) − 8,5 = 0 

• 𝐹𝐹𝐵𝐷 = (𝑥𝐷
𝑒 − 𝑥𝐵

𝑒) − 𝐴𝐵𝐷 = (49 − 0) − 10,5 = 38,5 

• 𝐹𝐹𝐶𝐷 = (𝑥𝐷
𝑒 − 𝑥𝐶

𝑒)− 𝐴𝐷𝐶 = (49− 8,5) − 40,5 = 0 

• 𝐹𝐹𝐷𝐸 = (𝑥𝐸
𝑒 − 𝑥𝐷

𝑒) − 𝐴𝐷𝐸 = (184− 49) − 135 = 0 

• 𝐹𝐹𝐸𝑦 = (𝑥𝑦
𝑒 − 𝑥𝐸

𝑒) − 𝐴𝐸𝑦 = (199− 184) − 15 = 0 
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Kemudian hasil tersebut dimasukkan dalam Tabel 3.2, dengan 

tujuan untuk mempermudah dalam memahami setiap 

perhitungannya. 

Tabel 3.2. Waktu mengambang Kue Lanji 

(𝑖, 𝑗) 𝐴𝑖𝑗 𝑥𝑖
𝑒 𝑥𝑗

𝑒 𝑥𝑗
𝑙 𝑇𝐹𝑖𝑗  𝐹𝐹𝑖𝑗  

(u, A) 0 0 0 0 0 0 

(u, B) 0 0 0 38,5 38,5 0 

(A, C) 8,5 0 8,5 8,5 0 0 

(B, D) 10,5 0 49 49 38,5 38,5 

(C,D) 40,5 8,5 49 49 0 0 

(D, E) 135 49 184 184 0 0 

(E, y) 15 184 199 199 0 0 

 

Langkah 7, menentukan jalur kritis dengan melihat 

aktivitas yang nilai 𝑇𝐹𝑖𝑗 = 0, yaitu (u,A), (A,C), (C,D), (D,E) dan 

(E,y). Diperoleh jalur kritisnya yaitu u-A-C-D-E-y sedangkan 

aktivitas B bukan termasuk jalur kritis. Waktu toleransi 

diperoleh dengan melihat nilai 𝐹𝐹𝑖𝑗-nya yang tidak sama 

dengan nol, yaitu 𝑇𝐹𝐵𝐷 = 38,5. Artinya waktu toleransi proses 

B sebesar 38,5 menit yang mana dalam kurun waktu tersebut, 

aktivitas B dapat dilakukan penundaan. 

Berdasarkan analisis yang dilakukan menggunakan aljabar 

max-plus, diperoleh waktu optimal dari aktivitas produksi Kue 
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Lanji yaitu 199 menit serta aktivitas-aktivitas yang termasuk 

jalur kritis adalah nitik telur, pengocokan telur, pemanggangan 

dan pengemasan. Sedangkan aktivitas pengayakan terigu 

bukan termasuk aktivitas kritis dan bisa dilakukan penundaan 

selama 38,5 menit. Dalam kurun waktu tersebut bisa 

dimanfaatkan untuk mempercepat aktivitas yang lain, 

sehingga aktivitas produksi akan lebih cepat selesai 

dibandingkan waktu optimalnya.  
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Simpulan 

 Berdasarkan pembahasan, dapat ditarik kesimpulan 

bahwa dengan menggunakan aljabar max-plus diperoleh 

waktu optimal dari aktivitas produksi Kue Lanji yaitu 199 

menit atau 3 jam 19 menit, dan jalur kritisnya yaitu aktivitas 

nitik telur, pengocokan telur, pemanggangan dan pengemasan. 

Untuk aktivitas pengayakan terigu bisa dilakukan penundaan 

selama 38,5 menit. 

4.2 Saran 

Pemodelan yang dilakukan dalam penelitian ini hanya 

menggunakan CPM dengan aljabar max-plus, sedangkan masih 

banyak lagi pilihan metode yang dapat digunakan, khususnya 

untuk sistem produksi. Saran untuk penelitian selanjutnya, 

bisa menggunakan lebih dari satu metode supaya bisa 

membandingkan hasilnya, dan mendapatkan metode yang 

lebih efektif untuk diterapkan pada sistem produksi.  
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Lampiran 1. Dokumentasi penelitian 

 

 

 

 

Telur yang dipakai   Pengayakan terigu 

 

 

 

 

Pengocokan telur   Adonan siap panggang 

 

 

 

 

Alat panggang    Proses pemanggangan adonan  
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Kue sudah matang   Pengemasan kue 

  



 

52 
 
 

Lampiran 2. Perhitungan dengan scilab 

-->A= 

 column 1 to 6  

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

0. - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

0. - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf       8.5 - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf  10.5 40.5 - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf 135. - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 15. 

 column 7 

 

- Inf   

- Inf   

- Inf   

- Inf   

- Inf   

- Inf   

- Inf   

 

-->A2=maxplusotimes(A,A) 
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column 1 to 6 

 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

  8.5 - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

 10.5   49. - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf 145.5 175.5 - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf   150. - Inf 

 
column 7 

 

- Inf 
  

- Inf   

- Inf   

- Inf   

- Inf   

- Inf   

- Inf   

 

-->A3=maxplusotimes(A2,A) 
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column 1 to 5 

 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

49. - Inf - Inf - Inf - Inf 

145.5 184. - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf 160.5 190.5 - Inf 

 

column 6 to 7 

 

- Inf - Inf 

- Inf - Inf 

- Inf - Inf 

- Inf - Inf 

- Inf - Inf 

- Inf - Inf 

- Inf - Inf 

 

-->A4=maxplusotimes(A3,A) 
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column 1 to 6 

 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

 184. - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

  160.5  199. - Inf - Inf - Inf - Inf 

 
column 7 

 

- Inf 
  

- Inf   

- Inf   

- Inf   

- Inf   

- Inf   

- Inf   

 

-->A5=maxplusotimes(A4,A) 
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column 1 to 6 

 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

  199. - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

 
column 7 

 

- Inf 
  

- Inf   

- Inf   

- Inf   

- Inf   

- Inf   

- Inf   

 

-->A6=maxplusotimes(A5,A) 

 

column 1 to 6 
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- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

 
column 7 

 

- Inf 
  

- Inf   

- Inf   

- Inf   

- Inf   

- Inf   

- Inf   

 

-->I= 

 

column 1 to 5 
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0. - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf 0. - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf 0. - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf 0. - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf 0. 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

 

column 7 

 

- Inf - Inf 

- Inf - Inf 

- Inf - Inf 

- Inf - Inf 

- Inf - Inf 

0. - Inf 

- Inf 0. 

 

-->be= 

 

0. 
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- Inf 

- Inf 

- Inf 

- Inf 

- Inf 

- Inf 

 

-->A_2=maxplusoplus(A,A2); 

-->A_3=maxplusoplus(A_2,A3); 

-->A_4=maxplusoplus(A_3,A4); 

-->A_5=maxplusoplus(A_4,A5); 

-->A_6=maxplusoplus(A_5,A6); 

 

-->Astar=maxplusoplus(I,A_6) 

Astar = 

 

column 1 to 5 

 

0. - Inf - Inf - Inf - Inf 

0. 0. - Inf - Inf - Inf 

0. - Inf 0. - Inf - Inf 

8.5 8.5 - Inf 0. - Inf 
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49. 49. 10.5 40.5 0. 

184. 184. 145.5 175.5 135. 

199. 199. 160.5 190.5 150. 

 
column 6 to 7 

  

 

- Inf 

 

- 

 

Inf 

- Inf - Inf 

- Inf - Inf 

- Inf - Inf 

- Inf - Inf 

0. - Inf 

15. - Inf 

 

-->x_e=maxplusotimes(Astar,be)  

0. 

0. 

0. 

8.5 

49. 

184. 
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199. 

 

-->Astar’=   

column 1 to 5 

0. 0. 0. 8.5 49. 

- Inf 0. - Inf 8.5 49. 

- Inf - Inf 0. - Inf 10.5 

- Inf - Inf - Inf 0. 40.5 

- Inf - Inf - Inf - Inf 0. 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf 

column 6 to 7 

 

 

184. 

 

199. 

184. 199. 

145.5 160.5 

175.5 190.5 

135. 150. 

0. 15. 

- Inf 0. 
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-->bl= 

 

- Inf 

- Inf 

- Inf 

 

- Inf 

- Inf 

- Inf 

- 199. 

-->xl=-maxplusotimes(Astar’,bl)  

0. 

0. 

38.5 

8.5 

49. 

184. 

199. 
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