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ABSTRAK 

 
Kekerasan seksual di Indonesia merupakan persoalan 

sosial yang semakin memprihatinkan dan membutuhkan 
penanganan yang serius.  Penelitian ini mengembangkan 
model matematika berbasis sistem persamaan diferensial untuk 
menggambarkan dinamika kekerasan seksual, serta mengevaluasi 
efektivitas penerapan kontrol edukasi dan hukum pidana dalam 
mengendalikan kasus tersebut. Penyelesaian masalah kontrol 
optimal dilakukan menggunakan Prinsip Minimum Pontryagin 
(PMP), sedangkan simulasi numerik diselesaikan dengan metode 
Forward-Backward Sweep. Hasil analisis menunjukkan bahwa 
penerapan kontrol edukasi dan hukum pidana secara bersamaan 
memberikan hasil yang lebih efektif dalam menurunkan populasi 
kekerasan seksual dibandingkan jika diterapkan secara terpisah. 
Penelitian ini menunjukkan bahwa pendekatan matematis dapat 
memberikan kontribusi dalam pengambilan keputusan kebijakan 
publik, khususnya dalam upaya pencegahan kekerasan seksual. 

Kata Kunci : Kekerasan Seksual, Kontrol Optimal, Prinsip 
Minimum Pontryagin, Metode Forward-Backward Sweep 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 
A. Latar Belakang Masalah 

 
Kejahatan yang dapat menimbulkan rasa traumatis bagi para 

korbannya salah satunya adalah kekerasan seksual. Di Indonesia, 

kasus kekerasan seksual tersebar di berbagai daerah dengan kasus 

tetinggi per 1 Januari 2024 adalah Provinsi Jawa Barat (Simfoni 

PPA, 2024). Kejadian seperti ini membuat berbagai masyarakat 

Indonesia merasa khawatir dengan keamanan dan keselamatan 

mereka. Kekerasan adalah tindakan yang melanggar hukum, baik 

dalam bentuk ancaman maupun tindakan yang dapat merusak 

properti, mengakibatkan luka fisik, atau bahkan menyebabkan 

kematian pada individu (Atmasasmitha, 1992). 

Kekerasan secara terminologi didefinisikan sebagai suatu 

kondisi atau sifat yang merugikan kehidupan manusia. Manusia 

dapat terjerat dalam sifat kebinatangan meskipun merupakan 

makhluk yang mulia dan cerdas. Setiap perbuatan yang merusak 

dan menghancurkan martabat manusia sebagai makhluk ciptaan 

Tuhan, termasuk tindakan merusak, penekanan, pemerasan, 

pemerkosaan, teror, pencurian, pembunuhan, dan penghancuran, 

merupakan bagian dari hal ini (Saputro, 2018). Kekerasan seksual 

menurut Mashudi (2015) didefinisikan sebagai penyalahgunaan 

terhadap anak yang digunakan untuk menjadi objek pelampiasan 

kesenangan seksual. Anak itu sendiri tidak memahami perilaku 

tersebut, sehingga mereka tidak dapat menceritakannya kepada 

orang lain. Menurut Syahputra (2018), ada beberapa penyebab 

kekerasan seksual, yakni faktor internal termasuk kejiwaan, 
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biologis, serta moral, sedangkan faktor eksternal termasuk 

sosial budaya, ekonomi, media massa, dan keputusan hakim. 

Kekerasan diartikan sebagai segala tindakan terhadap anak yang 

menyebabkan penyiksaan fisik, batin, seksual, atau penelantaraan, 

termasuk teror untuk melaksanakan tindakan, penekanan, 

atau mengambil alih kebebasan secara ilegal sebagaimana 

tercantum dalam Pasal 1 Ayat 16 UU Nomor 35 Tahun 2014 

tentang Perlindungan Anak, perubahan atas UU Nomor 23 Tahun 

2002. 

Berdasarkan prespektif Islam, kekerasan seksual merupakan 

perbuatan tercela dan menyimpang terhadap ajaran Islam. Hal ini 

karena semua umat Islam diajarkan untuk menghargai satu sama 

lain, tidak peduli betapa berbedanya mereka satu sama lain. Islam 

mengharamkan segala bentuk kekerasan dan penindasan. Allah 

SWT. berfirman dalam Q.S. An-Nur ayat 33 yaitu: 

 

 
Artinya: “Dan orang-orang yang tidak mampu menikah hendaklah 

menjaga kesucian (dirinya), sampai Allah memperi kemampuan 

kepada mereka dengan karunia-Nya. Dan jika hamba sahaya yang 

kamu miliki keinginan perjanjian (kebebasan), hendaklah kamu 

buat perjanjian kepada mereka, jika kamu mengetahui ada kebaikan 

kepada mereka, dan berikanlah kepada mereka sebagian dari harta 

Allah yang dikaruniaka-Nya kepadamu. Dan janganlah kamu paksa 
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hamba sahaya perempuanmu untuk melakukan pelacuran, sedang 

mereka sendiri menginginkan kesucian, karena kamu hendak 

mencari keuntungan kehidupan duniawi. Barang siapa memaksa 

mereka, maka sunggu, Allah Maha Pengampun, Maha Penyayang 

(kepada mereka) setelah mereka dipaksa." (Q.S. An-Nur 24:33) 

Dalam tafsirnya tentang Al-Wajiz, Syekh Prof.  Wahbah 

az-Zuhaili menyatakan bahwa ayat di atas menjelaskan jika 

seseorang belum mampu dalam menanggung biaya pernikahan 

seperti mahar dan nafkah, hendaklah berusaha keras menjaga 

dirinya agar terhindar dari perbuatan zina dan perbuatan haram 

lainnya sehingga Allah dapat memberikan rezeki kepada mereka. 

Selain itu, janganlah memaksa seorang wanita untuk berzina demi 

keuntungan haram. Apabila mereka dipaksa, maka dosa tersebut 

akan ditanggung oleh yang memaksanya. Ayat ini diturunkan 

terkait beberapa peristiwa di masa lalu mengenai permintaan 

pembebasan hamba dan pemaksaan seorang wanita untuk berbuat 

zina. 

Tercatat sebanyak 15.120 kasus kekerasan terhadap anak 

di Indonesia dari bulan Januari sampai bulan November 2023, 

dengan korban perempuan sebanyak 12.158 dan korban laki-laki 

sebanyak 4.691, menurut statistik dari Simfoni PPA, sebuah 

sistem informasi online untuk perlindungan perempuan dan anak 

(Direktorat Pendidikan Anak Usia Dini, 2024). Sedangkan pelaku 

kekerasan seksual berdasarkan jenis kelamin tercatat sebanyak 

19.610 pelaku laki-laki dan 2.637 pelaku perempuan, serta total 

keseluruhan korban kekerasan seksual sebanyak 29.883 per 1 

Januari 2024 (Simfoni PPA, 2024). Menurut Kementerian PP 

dan PA RI (2024), peristiwa kekerasan seksual memiliki jumlah 

korban tertinggi pada tahun 2019 hingga 2023.  Kementerian 
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PP dan PA RI, ECPAT Indonesia, dan UNICEF 2023 bekerja 

sama menyelenggarakan Survei Dasar OCSEA (Eksploitasi dan 

Pelecehan Seksual Anak Online), dan hasil survei menunjukkan 

bahwa sebagian besar anak-anak mengetahui cara menggunakan 

internet serta bermain game tanpa batasan waktu. Dengan 

adanya modus-modus kejahatan yang semakin beragam karena 

perkembangan teknologi digital. Beberapa bentuk kejahatan 

seksual berbasis digital antara lain, perawatan seksual untuk 

tujuan seksual, hubungan seksual, perdagangan seksual, dan 

streaming kekerasan seksual secara langsung (ECPAT Indonesia, 

2023). 

Anak-anak merupakan usia rentan terhadap berbagai 

hal salah satunya adalah perihal kekerasan. Anak masih 

memerlukan pendampingan orang tua karena lebih berisiko untuk 

mendapatkan pengaruh kekerasan baik secara fisik, psikologis 

maupun seksual. Anak-anak cenderung lebih aktif bertanya 

dan memiliki rasa ingin tahu yang tinggi terhadap reproduksi 

seksual serta asal usul keberadaannya, sehingga menjadikan 

anak sangat rentan terhadap perilaku kekerasan seksual. Oleh 

karena itu, upaya pencegahan dapat dilakukan salah satunya 

adalah program kampanye edukasi pencegahan kekerasan seksual 

dengan mengingat dampak yang dapat ditimbulkan dari kekerasan 

seksual itu sendiri (Sari, dkk., 2023). 

Kekerasan seksual sangatlah meresahkan di kalangan 

masyarakat. Pelaku kekerasan seksual tidak hanya orang 

dewasa, bahkan juga anak di bawah umur. Oleh karena itu, 

sanksi atau hukuman harus ditetapkan secara adil bagi pelaku 

kekerasan seksual, Menurut Prof. Dr. Irwanto penjatuhan 

hukuman pidana yang berat bagi pelaku kekerasan seksual 
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apalagi dengan menjatuhkan hukuman kebiri bukanlah solusi 

yang tepat, namun pelaku kejahatan seperti itu pantas dihukum 

seberat-beratnya apalagi sampai mengakibatkan korbannya 

meninggal dunia (Pengadilan Negeri Palopo, 2024). Ancaman 

pidana bagi pelaku kekerasan seksual telah diatur dalam Kitab 

Undang-Undang Hukum Pidana (KUHP) dan Undang-Undang 

Tindak Pidana Kekerasan Seksual (UU TPKS). 

Permasalahan tentang kekerasan seksual cukup meresahkan 

masyarakat sehingga mendorong beberapa ahli matematika 

untuk membuat model matematika dinamika kekerasan seksual. 

Diantaranya yaitu oleh Islam dan Biswas (2020) yang membahas 

tentang dinamika model matematika kekerasan seksual pada 

wanita di Bangladesh. Dalam penelitiannya menggunakan 

enam subpopulasi yaitu S1 merupakan subpopulasi individu 

rentan berpotensi menjadi pelaku kekerasan seksual, V1 

merupakan subpopulasi individu pelaku kekerasan seksual, R1 

merupakan subpopulasi individu yang sembuh dalam melakukan 

kekerasan seksual, S2 merupakan subpopulasi individu rentan 

berpotensi menjadi korban kekerasan seksual, V2 merupakan 

subpopulasi individu yang menjadi korban kekerasan seksual, 

dan R2 merupakan subpopulasi individu sembuh dari perlakuan 

kekerasan seksual. Hasil penelitian Islam dan Biswas (2020) 

menunjukkan bahwa terjadinya pengurangan dalam subpopulasi 

pelaku maupun korban kekerasan seksual. Hal itu terjadi karena 

adanya perubahan perilaku dari pelaku kekerasan seksual menjadi 

individu yang lebih baik. Selanjutnya penelitian dilakukan oleh 

Terefe (2022) tentang model matematika penyebaran kekerasan. 

Dalam model ini, Terefe mengembangkan model (SEIR) dengan 

menambahkan subpopulasi H sebagai subpopulasi individu yang 
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bernegosiasi dengan sekelompok orang dengan diskusi formal 

yang dapat menghasilakn sebuah kesepakatan. Pada hasil simulasi 

menunjukkan bahwa terdapat pengurangan pada subpopulasi 

pelaku kekerasan seksual karena adanya negosiasi. Pada 

penelitiannya dapat disimpulkan bahwa untuk menghilangkan 

adanya perilaku kekerasan dari populasi yang diteliti, maka 

parameter yang paling mempengaruhi adanya perilaku kekerasan 

harus dikurangi. Penelitian lain dilakukan oleh Bahri, dkk. (2024) 

tentang stabilitas model dinamika kekerasan seksual SVPR. 

Dalam penelitian Bahri, dkk. melakukan pemodelan dengan 

empat subpopulasi yaitu subpopulasi rentan dilambangkan 

dengan S, subpopulasi pelaku kekerasan seksual dilambangkan 

dengan V, subpopulasi pelaku kekerasan seksual yang dijatuhi 

hukuman dilambangkan dengan P, dan subpopulasi yang telah 

berhenti melakukan kekerasan seksual dilambangkan dengan 

R. Berdasarkan hasil penelitiannya, disimpulkan bahwa kasus 

kekerasan seksual akan terus menyebar di dalam populasi, namun 

jika salah satu parameter penyebab menyebarnya kasus kekerasan 

seksual dikurangi maka kasus kekerasan seksual tidak akan 

menyebar dan perlahan akan memudar. Selain itu, Fantaye dan 

Birhanu (2022) mempelajari model matematika dinamika korupsi 

dengan kendali optimal berupa program edukasi dan hukum 

pidana bagi koruptor. Model ini menggunakan empat subpopulasi 

yaitu S merupakan individu rentan yang tidak mengenal korupsi 

dan tidak pernah dipenjara, C merupakan individu yang rentan 

melakukan korupsi, J merupakan individu yang telah melakukan 

korupsi dan akan dipenjara, serta H merupakan individu yang 

jujur dan tidak akan melakukan korupsi lagi. Pada hasil simulasi 

menunjukkan bahwa adanya kontrol berupa program edukasi 
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dan hukum pidana sangatlah efektif dalam mengurangi jumlah 

populasi koruptor yang beredar. 

Berdasarkan penelitian sebelumnya, akan dikembangkan 

model matematika yang disusun oleh Bahri, dkk. (2024) tentang 

model dinamika kasus kekerasan seksual dengan model (SVPR) 

dan Terefe (2022) tentang analisis model matematika dinamika 

kekerasan dengan model (SEPHR). Dalam penelitian ini penulis 

menggunakan model (SEVJQ) dengan individu rentan terhadap 

perilaku kekerasan seksual S, individu yang memiliki kontak 

dekat dengan pelaku kekerasan seksual dan mengamati berbagai 

aktivitas kekerasan seksual serta memungkinkan telah melakukan 

kekerasan seksual namun belum menyebarkan perilaku kekerasan 

seksual E, individu yang terpengaruh perilaku kekerasan seksual, 

telah melakukan kekerasan seksual serta menyebarkan perilaku 

kekerasan seksual (pelaku aktif kekerasan seksual) V, individu 

yang mendapatkan hukuman penjara karena telah melakukan 

kekerasan seksual J, dan individu yang telah berhenti dari 

perilaku kekerasan seksual (baik sebagai pelaku aktif kekerasan 

seksual (V) maupun yang baru terpengaruh perilaku kekerasan 

seksual (E)), namun telah berhasil keluar dari pengaruh perilaku 

tersebut karena kesadaran sendiri maupun intervensi hukum 

Q. Selanjutnya, pada penelitian ini penulis akan menggunakan 

dua jenis strategi kontrol yang ada pada model Fantaye dan 

Birhanu (2022) yaitu berupa program edukasi untuk populasi 

individu rentan terhadap perilaku kekerasan seksual dan hukum 

pidana bagi populasi pelaku kekerasan seksual. Alasannya adalah 

program edukasi sangatlah penting bagi individu rentan terhadap 

perilaku kekerasan seksual karena dapat memperkenalkan apa itu 

kekerasan seksual, apa saja dampak kekerasan seksual, serta faktor 
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apa saja yang dapat menjadi alasan terjadinya kekerasan seksual 

(Sari, dkk., 2023). Selain itu, hukuman pidana dapat menjadi salah 

satu tindakan tegas dalam mengurangi kasus kekerasan seksual 

yang terjadi saat ini (Kusumo, 2023). Oleh karena itu, pada skripsi 

ini akan mengusung judul "Penerapan Kontrol Berupa Edukasi 

dan Hukum Pidana pada Model Matematika Kekerasan Seksual." 

 
B. Rumusan Masalah 

 
Berdasarkan uraian dari latar belakang di atas, maka rumusan 

malah yang akan dibahas dalam penelitian ini yaitu: 

1. Bagaimana kontruksi model matematika kekerasan seksual 

dengan kontrol berupa program edukasi dan hukum pidana? 

2. Bagaimana penyelesaian masalah kontrol optimal model 

matematika kekerasan seksual dengan kontrol berupa 

program edukasi dan hukum pidana? 

3. Bagaimana interpretasi hasil simulasi numerik dari model 

matematika kekerasan seksual dengan dan tanpa kontrol 

program edukasi dan hukum pidana? 

 
C. Tujuan Penelitian 

 
Berikut adalah tujuan penelitian yang akan dicapai dalam 

penelitian ini berdasarkan rumusan masalah diatas, yaitu: 

1. Untuk mengkontruksi model matematika kekerasan seksual 

dengan kontrol berupa program edukasi dan hukum pidana. 
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2. Untuk mengetahui penyelesaian masalah kontrol optimal 

model matematika kekerasan seksual dengan kontrol berupa 

program edukasi dan hukum pidana. 

3. Untuk mengetahui interpretasi hasil simulasi numerik dari 

model matematika kekerasan seksual dengan dan tanpa 

kontrol program edukasi dan hukum pidana. 

 
D. Manfaat Penelitian 

 
Manfaat dari penelitian ini adalah: 

1. Bagi Mahasiswa 

Penelitian ini diharapkan mampu meningkatkan 

pemahaman mahasiswa tentang pemodelan matematika. 

2. Bagi Penelitian Selanjutnya 

Penelitian ini dimaksudkan agar menjadi panduan bagi para 

peneliti mendatang, khususnya yang berhubungan dengan 

bidang pemodelan matematika. 

3. Bagi Pemerintah 

Penelitian ini diharapkan agar menjadi pertimbangan dalam 

strategi penyusunan kebijakan dengan tujuan meningkatkan 

kesejahteraan dan meminimalkan jumlah pelaku kekerasan 

seksual. 

 
E. Batasan Masalah 

 
Adapun batasan masalah pada penelitian ini yaitu: 
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1. Penelitian ini menggunakan model SEVJQ, dengan S 

(Susceptible) adalah individu rentan terhadap perilaku 

kekerasan seksual, E (Exposed) adalah individu yang 

telah terpengaruh perilaku kekerasan seksual dan 

memungkinkan telah melakukan kekerasan seksual namun 

belum menyebarkan perilaku kekerasan seksual, V (Violent) 

individu yang telah melakukan kekerasan seksual dan 

menyebarkan perilaku kekerasan seksual (pelaku aktif 

kekerasan seksual), J (Jailed) adalah individu yang telah 

melakukan kekerasan seksual dan mendapatkan hukuman 

pidana, dan Q (Quit) adalah individu yang telah berhasil 

keluar dari pengaruh perilaku kekerasan seksual karena 

kesadaran sendiri maupun intervensi hukum, serta adanya 

kontrol berupa edukasi dan hukum pidana. 

2. Populasi bersifat tertutup, sehingga tidak ada migrasi atau 

perpindahan populasi yang terjadi. 

3. Subpopulasi S merupakan individu yang dapat berpotensi 

terpapar atau terpengaruh perilaku kekerasan seksual 

karena faktor keluarga maupun faktor lingkungan. 

4. Subpopulasi E individu yang memiliki kontak dekat dengan 

pelaku kekerasan seksual dan mengamati berbagai aktivitas 

kekerasan seksual serta memungkinkan telah melakukan 

kekerasan seksual namun belum menyebarkan perilaku 

kekerasan seksual. 

5. Subpopulasi V merupakan individu yang telah melakukan 

tindakan kekerasan seksual dengan keinginan tertentu atau 

untuk memenuhi hasrat seksualnya serta telah menyebarkan 
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perilaku kekerasan seksual dengan mengajak orang lain 

untuk berbuat kekerasan seksual secara bersama-sama 

(pelaku aktif kekerasan seksual). 

6. Subpopulasi J merupakan individu yang telah melakukan 

tindak kekerasan seksual dan mendapatkan hukuman 

pidana berupa penjara. 

7. Subpopulasi Q merupakan individu yang telah berhenti 

dari perilaku kekerasan seksual (baik sebagai pelaku aktif 

kekerasan seksual (V) maupun yang baru terpengaruh 

perilaku kekerasan seksual (E)), namun telah berhasil 

keluar dari pengaruh perilaku tersebut karena kesadaran 

sendiri maupun intervensi hukum dan memungkinkan untuk 

kembali menjadi individu rentan. 

8. Kekerasan seksual yang dimaksud adalah setiap perbuatan 

yang dapat merusak dan menghancurkan termasuk tindakan 

penekanan, pemerkosaan, pelecehan seksual, penyiksaan 

seksual, pemaksaan untuk melakukan hubungan seksual, 

serta meninggalkan korban setelah tindakan tersebut. 

9. Program edukasi kekerasan seksual dapat dilakukan mulai 

dari anak-anak usia dini yang rentan terhadap kekerasan 

seksual. 

10. Hukuman pidana bagi pelaku kekerasan seksual diatur 

dalam KUHP Pasal 285 dengan hukuman maksimal 12 tahun 

penjara, serta Pasal 289 dengan hukuman selama-lamanya 9 

tahun penjara. 



 

BAB II 

LANDASAN PUSTAKA 

 
A. Persamaan Diferensial 

 
Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang memuat 

turunan dari suatu fungsi yang tidak diketahui (Munir, 2004). 

Secara umum, persamaan diferensial dapat dituliskan sebagai: 

 
F(x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0 

 
dimana x merupakan variabel bebas, y = y(x) merupakan 

fungsi yang tidak diketahui, y′, y′′, . . . , y(n) merupakan turunan 

pertama hingga turunan ke-n dari y terhadap x, serta F 

merupakan suatu fungsi yang mendeskripsikan hubungan antara 

komponen-komponen tersebut (Zill, 2008). 

Selanjutnya, menurut Ross (1994) persamaan diferensial dapat 

didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.1.1 (Ross, 1984) 

Persamaan yang mencakup turunan dari variabel dependen 

terhadap variabel independen disebut persamaan diferensial (PD). 

Sebelum mengkategorikan persamaan diferensial, diberikan 

definisi terkait orde persamaan diferensial yang didefinisikan 

sebagai berikut. 

Definisi 2.1.2 (Ross, 1984) 

Derajat tertinggi turunan yang terdapat dalam suatu PD dikenal 

dengan orde dari PD. 

 

 
12 
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Berdasarkan definisi (2.1.1) PD dikategorikan berdasarkan 

banyaknya variabel independennya, yakni persamaan diferensial 

biasa (PDB) dan persamaan diferensial parsial (PDP). 

Definisi 2.1.3 (Ross, 1984) 

Persamaan yang mencakup turunan dari variabel dependen 

terhadap satu variabel independen dinamakan persamaan 

diferensial biasa (PDB). 

Contoh 2.1.4 

Berikut adalah contoh dari PDB. 
 

d2y 

dx2 + xy 
dy  2 

dx 

 
= 0 (2.1) 

Persamaan (2.1) dikatakan PDB karena persamaan tersebut 

mencakup turunan variabel dependen yaitu y terhadap satu 

variabel independen yaitu x. Persamaan (2.1) merupakan PDB 

orde 2 karena turunan tertingginya adalah turunan kedua. 

d4x d2x 

dt4 + 5 
dt2 + 3x = sin(t) (2.2) 

Persamaan (2.2) dikatakan PDB karena persamaan tersebut 

mencakup turunan dari variabel dependen yaitu x terhadap satu 

variabel independen yaitu t. Persamaan (2.2) merupakan PDB orde 

4 karena turunan tertingginya adalah turunan keempat. 

Kemudian berdasarkan sifat kelinierannya, PDB dibagi menjadi 

dua jenis, yakni PDB Linier dan PDB Nonlinier. 

Definisi 2.1.5 (Ross, 1984) 

PDB linier dengan orde ke-n pada variabel dependen dan 

variabel independen merupakan persamaan yang dapat dinyatakan 
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sebagai: 

dn(y) dn−1(y) dy 
b0(x) 

dxn  + b1(x) 
dxn−1  + · · · + bn−1(x) 

dx 
+ bn(x)y = c(x), 

(2.3) 

dimana b0 ̸= 0 . 

Contoh 2.1.6 

Berikut ini adalah contoh PDB linier orde 2. 

d2y dy 

dx2 + 5 
dx 

+ 6y = 0 (2.4) 

Persamaan (2.4) merupakan PDB linier orde 2 dan dikatakan 

linier karena tidak ada perkalian antara variabel dependen yaitu 

y dengan turunannya. Persamaan (2.4) dikatakan PDB linier orde 

2 karena turunan tertingginya adalah turunan kedua. 

Berikut ini adalah contoh dari PDB linier orde 4. 
 

d4y 

dx4 + x 
2 d3y 

dx3 + x 
3 dy 

= xex 
dx 

(2.5) 

Persamaan (2.5) merupakan PDB linier orde 4 dan dikatakan linier 

karena tidak tidak ada perkalian antara variabel dependen yaitu y 

dengan turunannya. Persamaan (2.5) dikatakan PDB linier orde 4 

karena turunan tertingginya adalah turunan keempat. 

Definisi 2.1.7 PDB nonlinier merupakan suatu PDB yang tidak 

linier. 

Secara umum, persamaan diferensial nonlinier dapat 

dituliskan sebagai: 

 
F(x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0 
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dimana: 

• x merupakan variabel bebas, 

• y = y(x) merupakan fungsi yang tidak diketahui, 

• dapat mengandung pangkat lebih dari satu, seperti (y′)2, 

• terdapat perkalian antar turunan dari fungsi, seperti y.y′, 

• terdapat fungsi eksponensial, fungsi logaritma, dan fungsi 

trigonometri, 

• F merupakan suatu fungsi nonlinier terhadap 

y, y′, y′′, . . . , y(n). 

Menurut Zill (2008), jika variabel dependen dan turunannya 

hanya muncul dalam pangkat satu, tidak saling dikalikan, dan 

tidak berada di dalam fungsi nonlinier seperti sinus, kosinus, 

eksponensial, dan sebagainya, maka persamaan diferensial disebut 

linier. Sebaliknya, jika salah satu dari syarat tersebut tidak 

terpenuhi, maka persamaan diferensial tersebut disebut nonlinier. 

Contoh 2.1.8 

Berikut ini adalah contoh PDB nonlinier. 
 

d2y 

dx2 + 3 

 
d2y 

dy  3 

dx 
 

dy 

 
+ 2y = 0 (2.6) 
 
 

2 

dx2 + 5 
dx 

+ 6y  = 0 (2.7) 

d2y dy 

dx2 + 3y 
dx 

+ 2y = 0 (2.8) 
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dx 

    

dx 

 dt 

 = fn(t, x1, x2, . . . , xn) 

dt 

 
Persamaan (2.6) disebut PDB nonlinier karena adanya suku 

yaitu 3 dy 
3 

yang memuat pangkat selain satu yaitu pangkat 

tiga dari turunan pertama. Selanjutnya, untuk persamaan (2.7) 

disebut PDB nonlinier karena terdapat variabel dependen yang 

berderajat dua yaitu 6y.y sehingga mengakibatkan persamaan 

tersebut bersifat nonlinier. Terakhir, untuk persamaan (2.8) 

bersifat nonlinier karena mencakup perkalian antara variabel 

dependen yaitu 3y dengan turunan pertamanya yaitu dy sehingga 

persamaan (2.8) disebut PDB nonlinier. 

B. Sistem Persamaan Diferensial 

Definisi 2.2.1 (Conte dan Boor, 1993) 

Sekumpulan persamaan diferensial dengan orde n yang 

didefinisikan sebagai sistem dari n persamaan dengan orde satu 

dinamakan sistem persamaan diferensial. 

Pada umumnya, sekumpulan sistem persamaan diferensial 

berorde n dapat dituliskan dalam bentuk: 

dx1 = f1(t, x1, x2, . . . , xn) 

 dx2 = f2(t, x1, x2, . . . , xn) 

 

dxn 
dt 

 

dimana x1,x2,. . . ,xn merupakan variabel dependen serta t 

merupakan variabel independen. Dalam persamaan (2.9), 

fungsi-fungsi yang diketahui pada variabel dependen dan variabel 

independen yaitu f1,f2,. . . ,fn. 

. 

. 
(2.9) 
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 dt 

dt 
 

dt 
. 
. 

 
Berdasarkan sifat kelinierannya, sistem persamaan diferensial 

dikelompokkan menjadi dua kategori, yakni sistem persamaan 

diferensial linier dan sistem persamaan diferensial nonlinier. 

 
1. Sistem Persamaan Diferensial Linier 

Suatu sistem petsamaan diferensial linier yang melibatkan 

variabel dependen yaitu x1, x2, . . . , xn dan variabel independen 

yaitu t dapat dituliskan sebagai: 

dx1 = b11x1 + b12x2 + · · · + b1nxn + f1(t) 

 dx2 = b21x1 + b22x2 + · · · + b2nxn + f2(t) 

 dxn = bn1x1 + bn2x2 + · · · + bnnxn + fn(t) 

Apabila fi(t) bernilai nol, dengan i = 1, 2, 3, . . . , n maka 

persamaan (2.10) dinamakan sistem persamaan diferensial linier 

homogen. dan apabila fungsi fi(t) bernilai selain nol, maka 

persamaan (2.10) dinamakan sistem persamaan diferensial linier 

nonhomogen (Ross, 1984). 

Persamaan (2.10) dapat diekspresikan dalam bentuk: 

 
= Ax + f(t) (2.11) 

dt 

dengan A merupakan matriks berordo n×n yang mewakili matriks 

dari variabel x ∈ Rn, dimana bij ∈ R, i = 1, 2, 3, . . . , n, j = 

1, 2, 3, . . . , n. Untuk fungsi f(t) adalah matriks berordo n × 1 dan 

fungsi dari t. 

 
Di bawah ini adalah representasi matriks dari persamaan 

(2.10) 

dx 
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b b · · · b x f (t) 

 = 4x1 − 2x2 

 = 3x1 − x2 

dt  . . 
. . . .   

. 
  .  

dt x2 3  −1 x2 

 
(2.10), yaitu: 

b11 b12 · · · b1n

 
x1

 
f1(t)

 

dx 
=  21 22 2n   2  

+ 
 2  

(2.12) 

bn1 bn2 · · · bnn

 

xn

 

fn(t)

 

(Ross, 1984). 

Contoh 2.2.2 

Berikut ini merupakan contoh sistem persamaan diferensial linier. 

 
dx1 
dx2 

dx2 
dx1 

 

Sistem persamaan diferensial diatas dikatakan sistem persamaan 

diferensial linier karena dapat dituliskan dalam bentuk matriks 

seperti pada persamaan (2.12), yaitu: 

 d
  

x1

! 

=

  
4  −2

! 
x1

! 

 

2. Sistem Persamaan Diferensial Nonlinier 

Sekumpulan dari beberapa persamaan diferensial nonlinier 

yang saling berkaitan, biasanya pangkat dari variabelnya lebih 

dari satu disebut dengan sistem persamaan diferensial nonlinier 

(Boyce dan Diprima, 1997). Apabila masing-masing fungsi pada 

persamaan (2.9) adalah fungsi nonlinier dari variabel dependen 

x1, x2, . . . , xn dan variabel independen t, maka sistem tersebut 

disebut sistem persamaan diferensial nonlinier. 
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 = x1x2 − x2 

 = x1 − x2 

dt 

 
Contoh 2.2.3 

Berikut ini merupakan contoh sistem persamaan diferensial 

nonlinier. 
dx1 
dx2 
dx2 2 
dx1 

 

Sistem persamaan diferensial diatas disebut sistem persamaan 

diferensial nonlinier karena adanya perkalian antara variabel yaitu 

x1 dengan x2 dan x2 dengan x2. 

 
C. Teori Kontrol Optimal 

 
Strategi dalam menyelesaikan masalah kontrol optimal dengan 

mengidentifikasi kondisi yang tepat agar tujuan optimal mampu 

tercapai dapat menggunakan teori kontrol optimal. Pada masalah 

kontrol optimal, biasanya diterapkan variabel kontrol u(t) serta 

state x(t), dengan x(t) memenuhi kriteria persamaan diferensial 

serta bergantung pada u(t). Persamaan tersebut dapat ditulis 

dalam dx = g(t, x(t), u(t)). 

Berikut ini adalah formulasi masalah kontrol optimal dengan 

fungsi tujuan. 
 

 
dengan, 

J(u) = 
t1 

f(t, x(t), u(t)) dt (2.13) 
0 

 

dx 
= g(t, x(t), u(t)), 

dt 
 

(2.14) 
x(0) = x0, x(t1) = bebas 

 
dimana t1 merupakan waktu akhir. Dengan J merupakan 

fungsi tujuan yang digunakan untuk meminimumkan atau 

∫ 



20 
 

 
memaksimalkan suatu persamaan dan f(t, x(t), u(t)) merupakan 

fungsi biaya (cost function), serta kendala optimal dari state yang 

dilambangkan dengan x∗(t) yang didapatkan dengan melakukan 

substitusi variabel kontrol yaitu u∗(t) ke dalam persamaan (2.13) 

(Lenhart dan Workman, 2007). 

 
1. Syarat Perlu Kontrol Optimal 

Dalam penyelesaian masalah kontrol optimal, langkah 

utama yang dapat diambil adalah menetapkan syarat yang 

diperlukan untuk memenuhi kondisi optimal dan state. Pontryagin 

memperkenalkan syarat perlu yang disebut dengan fungsi adjoint 

pada tahun 1950. Fungsi ini berfungsi untuk menggabungkan 

persamaan diferensial ke dalam fungsi tujuan. Dalam masalah 

kontrol yang terbatas, syarat perlu sangatlah dibutuhkan. Kontrol 

optimal serta state yang sesuai dengan kontrol tersebut harus 

memenuhi syarat perlu yang telah ditetapkan. 

Misalkan diberikan suatu kontrol u(t) yang dinyatakan sebagai 

u∗(t) dan persamaan x∗(t) merupakan persamaan state optimal 

untuk permasalahan (2.13) dan (2.14). Kemudian, diberikan 

variabel lain yaitu uε(t) = u∗(t) + εh(t) yang merupakan variabel 

kontrol dimana h(t) merupakan fungsi kontinu bagian demi bagian 

dan ε ∈ R, dengan ε merupakan parameter variasi dengan nilai 

sangat kecil (mendekati nol) yang digunakan untuk memodifikasi 

kontrol optimal. Misalnya diberikan xε(t) merupakan variabel dari 

state yang berhubungan dengan kontrol uε(t), sehingga didapatkan 

persamaan state dengan bentuk: 

d 
xε(t) = g(t, xε(t), uε(t)), 

dt 
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J(u (t)) = f(t, x (t), u (t)) dt. (2.15) 

[λ(t)x (t)] dt = λ(t1)x (t1) − λ(t0)x (t0), (2.16) 

t0 

t0 dt 

 
dimana uε merupakan fungsi kontinu. Saat xε(t) dan x(t) berawal 

dari lintasan pada posisi sejajar, diambil xε(t0) = x0 akibatnya 

uε(t) → u∗(t) untuk setiap t dimana ε → 0. Kemudian, akan 

berlaku pada setiap t dengan 

∂uε(t) 
= h(t). 

∂ε  
ε=0 

Hal tersebut juga berlaku pada xε, sehingga dapat dinyatakan 

sebagai xε(t) → x∗(t) pada setiap t tetap. Maka turunan dari 

∂xε(t) 

∂ε  
ε=0 

ada pada setiap t. Nilai sebenarnya dari turunan xε(t) pada ε harus 

ada untuk setiap t. Oleh karena itu, fungsi tujuan yang relevan 

terhadap uε adalah 

ε 

∫ t1 
ε ε 

 

Selanjutnya, diperkenalkan fungsi adjoint yang dinotasikan dengan 

variabel λ. Fungsi adjoint berperan sebagai variabel pembantu 

(Lagrange multiplier) yang digunakan untuk menggabungkan 

batasan dari dinamika sistem ke dalam fungsi tujuan agar dapat 

menerapkan kondisi optimalisasi. Misalkan λ(t) adalah fungsi 

yang dapat diferensialkan di [t0, t1]. Berdasarkan teorema dasar 

kalkulus, 

∫ t1  d ε ε ε 
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dt 

  

dt
[λ(t)x (t)] dt + λ(t0)x0 − λ(t1)x (t1) = 0 

J(u ) = f(t, x (t), u (t)) + (λ(t)x (t)) 
dt 

J(u ) = f(t, x (t), u (t)) + λ (t)x (t) + λ(t)g(t, x (t), u (t)) 

t0 

t0 

t0 

 
dapat dinyatakan dengan, 

∫ t1  d ε 
 

 
ε (2.17) 

Substitusi persamaan (2.17) ke persamaan (2.15) akan didapatkan 

fungsi tujuan J(uε) sebagai berikut: 

ε 

∫ t1
 

ε ε  d ε 
 

— λ(t1)xε(t1), 

ε 

∫ t1 
ε ε ′ ε ε ε 

 

dt + λ(t0)x0 − λ(t1)xε(t1) 

 

 
dimana dengan menggunakan aturan hasil kali dan karena 

g(t, xε(t), uε(t)) =  d xε. Karena nilai maksimum J untuk kontrol u 

berlaku ketika u = u∗, maka turunan dari J(uε) terhadap ε adalah 

nol. Secara sistematis dapat dinyatakan dengan 

0 = 
d 

J(uε) 
dt ε=0 

 
= lim 

ε→0 

J(uε) − J(u∗) 
. 

ε 

Dalam  versi  Lebesgue  Dominated  Convergence  Theorem 

(Teorema Konvergensi Dominasi Lebesgue) memungkinkan limit 

dt + λ(t0)x0 
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∂ ε 

∫   

∂xε 

0 = J(u )  

∂ε 
1 1  

∫   

  

  

 
dan turunannya dipindahkan ke dalam integral. Sehingga, 

 

 
dε 
∫ t

1 

ε=0 
∂ 

ε ε ′ ε ε ε 
0 = 

t0 ∂ε 
f(t, x (t), u (t)) + λ (t)x (t) + λ(t)g(t, x (t), u (t)) dt 

  
 
ε=0 

— λ(t )x (t )  
 

Dengan menerapkan aturan rantai pada fungsi f dan g pada 

persamaan diatas, didapatkan 
 

t1 
0 = fx ∂xε 

 
+ fu ∂uε 

 
+ λ′(t) ∂xε 

 
+ λ(t) ∂xε gx 

 
+ gu ∂xε  

t0 
 

— λ(t1) 

∂ε 

∂xε 

 
  

∂ε ∂ε 

(t1) , 

 
 

∂ε ∂ε  
ε=0 

 
 

∂ε  
ε=0 

dimana fx, fu, gx dan gu dengan syarat (t, x∗(t), u∗(t). Selanjutnya, 

persamaan diatas dapat disusun kembali dalam bentuk 
 

t1 

0 = (fx + λ(t)gx + λ′(t)) 
t0 

∂xε 
 

 

∂ε 
(t) 

 

  
ε=0 

+ (fu + λ(t)gu)h(t)  dt 

— λ(t1) 
∂xε 
 

 

∂ε 
(t1) , 

ε=0 

 
 

(2.18) 

Dipilih fungsi adjoint untuk menyederhanakan persamaan 

diatas dengan menghilangkan koefisien ∂ε (t) 

dipilih fungsi adjoint λ(t) yang memenuhi, yaitu: 

 
ε=0 

. Sehingga, 

 

λ′(t) = −[fx(t, x∗(t), u∗(t)) + λ(t)gx(t, x∗(t), u∗(t))] (2.19) 

Persamaan (2.19) dikenal sebagai persamaan adjoint. Selanjutnya, 

d ε 

ε=0 

  

dt 
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(fu(t, x (t), u (t)) + λ(t)gu(t, x (t), u (t))) 
t0 

 
kondisi batas 

λ(t1) = 0 

disebut dengan kondisi transversal. Sehingga persamaan (2.18) 

dapat direduksi menjadi 
∫ t1 

∗ ∗ ∗ ∗ 

0 = (fu(t, x (t), u (t)) + λ(t)gu(t, x (t), u (t))) h(t) dt. 
t0 

(2.20) 

Hal ini juga berlaku untuk fungsi h(t), maka 

 
h(t) = fu(t, x∗(t), u∗(t)) + λ(t)gu(t, x∗(t), u∗(t)). 

 

Dalam kasus 

∫ t1 
∗ ∗ 

 

 
 

 
∗ ∗ 2 

diperolah kondisi optimal yaitu: 

 
fu(t, x∗(t), u∗(t)) + λ(t)gu(t, x∗(t), u∗(t)) = 0 

 

untuk setiap t0 ≤ t ≤ t1. 

 
2. Prinsip Minimum Pontryagin 

Prinsip Minimum Pontryagin (PMP) adalah konsep penting 

yang digunakan untuk memecahkan permasalahan kontrol 

optimal, di mana prinsip ini membantu menentukan solusi 

optimal dengan efisiensi maksimal atau biaya terendah. Agar 

dapat menemukan solusi yang optimal dengan menetapkan 

kontrol u(t) sehingga dapat meminimumkan fungsi tujuan dalam 

konteks masalah fungsi Hamiltonian pada waktu t merupakan 

0 = dt, 
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∂λ 

∂x 

∂u 

∂u 

 

∂u 

u = k, ∂H < 0, 

u = l, ∂H > 0 

 

 
salah satu fungsi dari Prinsip Minimum Pontryagin (Lenhart dan 

Workman, 2007). 

PMP yang diterapkan pada permasalahan kontrol optimal 

berdasarkan fungsi Hamiltonian dapat dijelaskan pada beberapa 

ketentuan, diantaranya: 

1. H(t, x∗(t), u∗(t), λ(t)) ≤ H(t, x∗(t), u(t), λ(t))∀t ∈ [t0, t1], 

2. x′(t) = ∂H 

3. λ′(t) = − ∂H 

(persamaan state), 

(persamaan costate), 

4. λ(t1) = 0 (kondisi transversal), 

Untuk meminimumkan fungsi Hamiltonian, dapat diperoleh 

dengan cara melakukan diferensiasi atau menurunkan fungsi 

Hamltonian terhadap variabel u sehingga ∂H = 0. Apabila 

diberikan batas k ≤ u ≤ l untuk variabel kontrol u∗, sehingga 

kondisi stasioner ∂H = 0 dapat berkembang dalam bentuk 

persamaan karakteristik: 
 

 
 

u∗ = 

∂u 

k ≤ u ≤ l, ∂H = 0, 

 
 

(2.21) 

 
3. Fungsi Hamiltonian 

Salah satu kegunaan fungsi Hamiltonian yaitu untuk 

menyelesaikan permasalahan kontrol optimal pada suatu sistem 

dinamik. Fungsi Hamiltonian dalam masalah kontrol optimal 

didefinisikan dengan 

 
H(t, x(t), u(t), λ(t)) = f(t, x(t), u(t)) + λg(t, x(t), (u)). (2.22) 

∂u 
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Fungsi Hamiltonian dilambangkan dengan H yang terdiri dari 

empat variabel, yakni (t, u(t), x(t), λ(t)) dengan t adalah waktu, 

u(t) adalah kontrol, x(t) adalah state, serta λ(t) adalah costate. 

(Lenhart dan Workman, 2007) 

 
D. Teorema Eksistensi Kontrol Optimal 

 
Sebelum membahas mengenai teorema eksistensi kontrol 

optimal, ditentukan terlebih dahulu nilai optimal dari u1 dan u2 

dengan menemukan nilai u1
∗ dan u2

∗, sehingga berlaku 

J(u1
∗, u2

∗) = min{J(u1, u2)|u1, u2 ∈ U} 

dengan U = {ui|0 ≤ ui(t) ≤ 1} untuk i = 1, 2 dan t ∈ [0, t1]. 

Teorema 2.4.1 Terdapat kontrol optimal u1∗, u2∗ ∈ U sedemikian 

rupa sehingga J(u1∗, u2∗) = min 
u1,u2∈U 

J(u1, u2) memenuhi sistem 

persamaan (4.1). Kontrol Optimal tersebut dikatakan eksis apabila 

memenuhi beberapa kondisi di bawah ini. 

1. Himpunan kontrol U bukan merupakan himpunan kosong. 

2. Himpunan kontrol U merupakan himpunan konveks dan 

tertutup. Himpunan U dikatakan konveks jika ∀a, b ∈ U 

maka xa + (1 − x)b ∈ U dimana 0 ≤ x ≤ 1 (Boyd dan 

Vandenberghe, 2004). Selanjutnya, himpunan U dikatakan 

tertutup jika setiap titik limitnya berada di U (Bartle dan 

Sherbert, 2011). 

3. Persamaan ruas kanan dari sistem dinamik dibatasi oleh 

fungsi linier dalam variabel state dan variabel kontrol. 
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4. Integran dari fungsi tujuan dalam persamaan (4.2) konveks 

pada himpunan U . 

Fungsi g dikatakan konveks pada himpunan U jika ∀a, b ∈ U 

maka berlaku g(xa + (1 − x)b) ≤ xg(a) + (1 − x)g(b) dimana 

0 ≤ x ≤ 1 (Boyd dan Vandenberghe, 2004). 

5. Integran dari fungsi tujuan terbatas. 

 
(Fleming dan Rishel, 1975) 

 
E. Contoh Masalah Kontrol Optimal 

Berikut adalah contoh sederhana dari permasalahan kontrol 

optimal. 

1 
∫ 1 

min 3x(t)2 + u(t)2 dt 
u  2  0 

dengan x′(t) = x(t) + u(t), x(0) = 1 

Penyelesaian: 

Langkah pertama yaitu menentukan fungsi Hamiltonian dari 

permasalahan diatas, sehingga diperoleh: 
 

 
 

 

H =  x2 + 
2 

1 
u2 

2 

 
+ xλ + uλ. 

Diperoleh kondisi optimal sebagai: 

0 = 
∂H 

= u + λ di u∗ 
∂u 

dimana u∗ = −λ. Langkah kedua yaitu meminimalkan masalah 

kontrol u, sehingga: 
∂2H 

∂u2 = 1 > 0. 

3 



28 
 

=

 ! 

dan v⃗ 
3 

  ! 

(t) = c 
 ! 

2 

  ! 

 
Langkah ketiga yaitu dengan menggunakan Hamiltonian untuk 

mencari persamaan diferensial dari adjoint λ, maka 
 

λ′(t) = −
∂H 

∂x 
= −3x − λ, . 

dengan λ(1) = 0. Langkah keempat yaitu substitusi karakteristik 

turunan dari variabel kontrol u pada persamaan x′, sehingga 

diperoleh: 

 
x
!′ 

=

  
1 −1

! 
x
! 

. λ −3  −1 λ 

Langkah kelima yaitu mencari nilai eigen dan vektor eigen. 

Diperoleh nilai eigen dari matriks di atas yaitu 2 dan -2, serta 

vektor eigen v 1⃗ 
1 

= 
1 

. Sehingga diperoleh solusi 
−1 

umum untuk x dan λ yaitu: 

 
x 

1 
λ 

 

 
1 

e2t + c 

−1 

 

 
1
! 

e−2t 

 

 
x(t) =c1e2t + c2e−2t 

λ(t) = − c1e2t + 3c2e−2t 

Substitusi x(0) = 1 dan λ(1) = 0 diperoleh: 

 
c1 = 3c2e−4 

1 
c2 = 

3e−4 + 1 
. 

Degan menggunakan persamaan yang optimal, maka diperoleh 

3 
2 
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solusi optimal sebagai berikut: 

 

∗ 3e−4 
2t 3 −2t 

u (t) = 
3e−4 + 1 

e − 
3e−4 + 1 

e 
 

∗ 3e−4 
2t 1 −2t 

x (t) = 
3e−4 + 1 

e + 
3e−4 + 1 

e 

 
F. Model Matematika 

 
Model matematika merupakan hasil dari pemodelan 

matematika yang dinyatakan dalam bentuk matematis. Suatu 

langkah yang digunakan untuk menggambarkan dan menguraikan 

suatu masalah di dunia real atau dunia nyata menjadi bentuk 

ungkapan matematis disebut pemodelan matematika (Widowati 

dan Sutimin, 2007). 

Tahapan pemodelan matematika dapat divisualisasikan 

menggunakan bagan alur seperti di bawah ini. (Widowati dan 

Sutimin, 2007) 

 

Gambar 2.1. Diagram Alur Proses Pemodelan Matematika 
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Berikut adalah beberapa langkah pemodelan matematika, 

yaitu: (Widowati dan Sutimin, 2007) 

1. Menyatakan permasalahan real ke dalam pernyataan 

matematis 

Proses pemodelan matematika dimulai dengan mengubah 

permasalahan yang ada di dunia real ke bentuk pernyataan 

matematis. Proses ini meliputi pengenalan variabel yang 

relevan dalam masalah serta membangun interaksi diantara 

variabel-variabel tersebut. 

2. Menyusun Asumsi 

Langkah berikutnya yaitu menetapkan dugaan atau asumsi 

mengenai model matematika. Dugaan ini menggambarkan 

pemikiran yang mendasari supaya model berjalan dengan 

baik. 

3. Formulasi persamaan/ pertidaksamaan 

Dengan memahami keterkaitan antara variabel dan dugaan, 

langkah berikutnya adalah merumuskan persamaan atau 

pun suatu rangkaian atau sistem persamaan.  Bagian 

ini sangatlah penting dan rumit, karena sering kali 

dibutuhkan pengujian ulang terhadap dugaan-dugaan 

agar pembentukan persamaan yang dihasilkan tepat dan 

realistis. 

4. Menyelesaikan Persamaan 

Langkah selanjutnya setelah melakukan formulasi model 

adalah menyelesaikan persamaan. Pada bagian ini dilakukan 

analisis terhadap sifat solusi, yaitu menganalisis kriteria 

solusi dalam sistem tersebut apakah solusi konsisten atau 

tidak konsisten. 
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5. Interpretasi Solusi 

Langkah terakhir pada proses pemodelan matematika 

ialah interpretasi solusi atau interpretasi hasil. Langkah 

ini mengaitkan formulasi matematis agar dapat berkaitan 

dengan permasalahan di dunia real. Proses penafsiran 

ini dapat dilakukan dengan beberapa strategi, salah satu 

metodenya adalah menyajikan hasil dalam format grafik 

yang mencerminkan solusi yang telah dicapai. 

 
G. Model Matematika Kekerasan Seksual 

 
Pada penelitian ini, menggunakan artikel jurnal acuan 

dari Bahri, dkk. (2024) tentang stabilitas dinamika kasus 

kekerasan seksual SVPR dengan 4 subpopulasi yaitu S merupakan 

subpopulasi individu rentan melakukan kekerasan seksual, V 

merupakan subpopulasi individu yang melakukan kekerasan 

seksual, P merupakan subpopulasi individu yang melakukan 

kekerasan seksual dan telah dijatuhi hukuman, serta R merupakan 

subpopulasi yang telah sembuh dari kekerasan seksual. Artikel ini 

digunakan sebagai acuan penulis dalam memformulasikan model. 

Di bawah ini adalah diagram model matematika kekerasan seksual 

SVPR. 

 

 
Gambar 2.2. Diagram Model Matematika Kekerasan Seksual SVPR 
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Adapun variabel dan parameter yang ditetapkan untuk 

membentuk model matematika ini yaitu: 

Tabel 2.1. Variabel dan Parameter 
 

Variabel dan 

Parameter 

Keterangan Satuan 

S(t) Subpopulasi  individu 

rentan terhadap 

kekerasan seksual 

individu 

V(t) Subpopulasi individu 

yang melakukan 

kekerasan   seksual 

(pelaku  kekerasan 

seksual) 

individu 

P(t) Subpopulasi individu 

yang melakukan 

kekerasan seksual dan 

telah dijatuhi hukuman 

individu 

R(t) Subpopulasi individu 

yang sembuh dari 

kekerasan seksual 

individu 

b laju kelahiran alami   1  
tahun 

α laju kontak yang 

menyebarkan kekerasan 

seksual 

  1  
tahun 

β laju transisi  dari 

subpopulasi V  ke 

subpopulasi P 

  1  
tahun 
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dt 

 

 = γP + µV + θS − ρR − ωR 

 

Variabel dan 

Parameter 

Keterangan Satuan 

γ laju transisi  dari 

subpopulasi P  ke 

subpopulasi R 

1 
tahun 

µ laju transisi  dari 

subpopulasi V  ke 

subpopulasi R 

1 
tahun 

ω laju transisi dari 

subpopulasi R ke 

subpopulasi S 

1 
tahun 

θ laju transisi  dari 

subpopulasi S  ke 

subpopulasi R 

1 
tahun 

ρ laju kematian alami 1 
tahun 

 
Sistem persamaan diferensial dari model matematika 

kekerasan seksual adalah sebagai berikut: 

 
dS = b − αSV − ρS − θS + ωR 

dV 
dt 

dP 
 

 
dt 

= αSV − ρV − µV − βV 

= βV − ρP − γP 
(2.23) 

dR 
dt 

 

Selanjutnya artikel lain yang digunakan sebagai acuan adalah 

artikel dari Terefe (2022) tentang analisis model matematika 

dinamika kasus kekerasan. Model tersebut dibagi menjadi 5 

subpopulasi yaitu S merupakan subpopulasi individu rentan, 

E merupakan subpopulasi exposed, P merupakan subpopulasi 
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individu yang melakukan kekerasan, H merupakan subpopulasi 

individu yang melakukan kekerasan kemudian melakukan 

negosiasi atau diskusi secara formal dengan pihak terkait, serta 

R merupakan subpopulasi yang telah berdamai serta menjadi 

individu yang ramah setelah melakukan kekerasan. Artikel ini 

digunakan sebagai acuan penulis dalam memformulasikan model. 

Di bawah ini adalah diagram model matematika kekerasan seksual 

SEPHR. 

 
 
 
 
 

 

Gambar 2.3. Diagram Model Matematika Kekerasan SEPHR 

Adapun variabel dan parameter yang ditetapkan dalam model 

matematika ini adalah: 

Tabel 2.2. Variabel dan Parameter 
 

Variabel dan 

Parameter 

Keterangan Satuan 

S(t) Subpopulasi  individu 

rentan terhadap 

kekerasan 

individu 

E(t) Subpopulasi individu 

terpapar kekerasan 

individu 
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Variabel dan 

Parameter 

Keterangan Satuan 

P(t) Subpopulasi  individu 

yang melakukan 

kekerasan 

individu 

H(t) Subpopulasi individu 

yang melakukan 

negosiasi atau diskusi 

formal  dengan  pihak 

terkait 

individu 

R(t) Subpopulasi individu 

yang telah berdamai dan 

menjadi ramah setelah 

melakukan kekerasan 

individu 

κ laju kelahiran alami 1 
tahun 

β laju kontak antara 

subpopulasi  S  dengan 

subpopulasi P 

1 
tahun 

µ laju kematian alami 1 
tahun 

α laju perpindahan dari 

subpopulasi E ke 

subpopulasi P 

1 
tahun 

δ laju perpindahan dari 

subpopulasi E ke 

subpopulasi R 

1 
tahun 

γ1 laju perpindahan dari 

subpopulasi P ke 

subpopulasi H 

1 
tahun 
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 dt 

 dt 

 
dt 

dt 

 

dt 

 
Tabel 2.3. Variabel dan Parameter 

 

Variabel dan 

Parameter 

Keterangan Satuan 

γ2 laju perpindahan dari 

subpopulasi P ke 

subpopulasi R 

  1  
tahun 

ε laju perpindahan dari 

subpopulasi H ke 

subpopulasi R 

  1  
tahun 

 
Sistem persamaan diferensial dari model matematika dinamika 

kekerasan adalah sebagai berikut: 

dS = Λ − βSP − µS 

dE = βSP − (µ + δ + α)E 

dP = αE − (µ + γ1 + γ2)P 
 dH = γ1P − (µ + ϵ)H 

 dR = δE + γ2P + εH − µR 

(2.24) 

 
H. Metode Runge-Kutta 

 
Metode numerik yang berfungsi dalam penyelesaian 

permasalahan nilai awal dari suatu persamaan diferensial 

dengan kondisi awal yang diselesaikan dengan menggunakan 

pemrograman komputer adalah metode Runge-Kutta. Metode ini 

dapat mencapai tingkat akurasi yang serupa dengan menggunakan 

pendekatan Taylor series atau ekspansi deret Taylor tanpa 

membutuhkan perhitungan turunan yang lebih tinggi dimana 
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deret Taylor memerlukan perhitungan turunan yang rumit 

dan memakan waktu, sedangkan metode Runge-Kutta tidak 

memerlukan turunan tingkat tinggi sehingga lebih sering 

digunakan dalam penyelesaian masalah numerik terutama 

masalah kontrol optimal. Berikut adalah formula dari metode 

Runge-Kutta: 

yi+1 = yi + ϕh (2.25) 

dimana yi+1 merupakan nilai solusi pada titik selanjutnya, yi 

merupakan nilai solusi pada titik sebelumnya, h merupakan 

langkah atau step, dan ϕ merupakan fungsi kenaikan. Dalam 

bentuk umum, fungsi kenaikan ϕ dapat ditulis sebagai: 

ϕ = a1k1 + a2k2 + · · · + ankn (2.26) 

dimana konstantanya adalah an dengan n = 1, 2, ... serta k 

masing-masing dapat dihitung sebagai: 

 
k1 =f(ti, yi) 

k2 =f(ti + r1h, yi + s11k1h) 

k3 =f(ti + r2h, yi + s21k1h + s22k2h) 

. 

kn =f(ti + rn−1h, yi + sn−1,1k1h + sn−1,2k2h + . . . 

+ sn−1,n−1kn−1h 

 

dimana r, s merupakan konstanta dan k merupakan hubungan 

berulang. Oleh karena itu, metode ini efisien untuk perhitungan 

menggunakan komputer. 

(Chapra, 2012) 
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h 

max 
u 

f(t, x(t), u(t)) dt 
t0 

 
Metode numerik yang paling umum digunakan dalam 

penyelesaian PDB salah satunya adalah metode Runge-Kutta 

orde 4 (RK4). Metode tersebut dapat menghasilkan output 

yang paling tepat, dengan tingkat akurasi yang lebih tinggi dan 

kesalahan sebesar O(h4). Metode Runge-Kutta orde 4 dapat 

direpresentasikan sebagai: 

 

 

 
dimana, 

x(t + h) ≈ x(t) + (k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (2.27) 
6 

k1 = f(t, x(t)) 
k2 = f(t + h , x(t) + h k2) 

2 2 
k3 = f(t + h , x(t) + h k2) 

2 2 

k4 = f(t + h, x(t) + hk3) 

(Lenhart dan Workman, 2007). 

 
I. Metode Forward-Backward Sweep 

 
Metode Forward-Backward Sweep merupakan salah satu 

metode numerik yang berfungsi dalam penyelesaian masalah 

kontrol optimal dengan metode RK4 merupakan metode yang 

paling sering digunakan. 

Perhatikan masalah kontrol optimal di bawah ini. 

∫ t
1 

 
dengan x′(t) = g(t, x(t), u(t)), x(t0) = a 

Untuk menyelesaikan permasalahan diatas secara numerik, yaitu 

dengan menyusun algoritma yang dapat menghasilkan pendekatan 
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yang optimal berupa potongan kontinu kontrol u∗. Selajutnya, 

membagi interval [t0, t1] menjadi beberapa bagian dengan titik-titk 

khusus yaitu t0 = b1, b2, . . . , bN , bN+1 = t1, dengan susunan 

jarak yang sama. Pendekatan tersebut berupa vaktor u⃗ = 

(u1, u2, . . . , uN+1 dimana ui ≈ u(bi). 

Selanjutnya, akan dimanfaatkan karakteristik tertentu dari 

sistem optimalisasi, yaitu: Pertama, diberikan kondisi awal untuk 

persamaan state (x) dan kondisi akhir untuk adjoint (λ). Kedua, 

g merupakan fungsi dari variabel t, x dan u. Nilai-nilai (λ) 

tidak diperlukan untuk menyelesaikan persamaan diferensial x 

menggunakan penyelesaian PDB. Hal itu karena metode yang 

digunakan saat ini sangat intuitif, yang umumnya disebut sebagai 

metode Forward-Backward Sweep. Di sini x⃗ = (x1, . . . , xN+1 dan 

λ⃗ = (λ1, . . . , λN+1) adalah pendekatan vektor untuk persamaan 

state dan adjoint. 

Berikut adalah algoritma dalam metode Forward-Backward 

Sweep. 

1. Tahap pertama yaitu membuat dugaan awal untuk setiap 

interval pada nilai u⃗. 

2. Tahap kedua yaitu memanfaatkan nilai awal untuk u⃗ dan 

kondisi awal x1 = x(t0) = a dengan tujuan agar persamaan 

state x⃗ dapat diselesaikan menggunakan metode RK4 dengan 

langkah maju. 

3. Tahap ketiga yaitu dengan memanfaatkan syarat kondisi 

transversal λN+1 = λ(t1) = 0, nilai x⃗ dan nilai u⃗, sehingga 

λ⃗ (persamaan costate) dapat diselesaikan menggunakan 

metode RK4 dengan langkah mundur. 
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4. Tahap keempat yaitu merevisi nilai u⃗ dengan cara 

mensubstitusikan nilai x⃗ dan λ⃗ yang telah diperoleh 

pada tahap kedua dan ketiga ke dalam karakterisasi 

kontrol optimal. Yang dimaksud dengan karakterisasi 

kontrol optimal yaitu suatu cara atau rumus yang diperoleh 

untuk menentukan kontrol optimal u∗ dalam masalah 

kontrol optimal. Biasanya merujuk pada variabel optimal 

yaitu persamaan state (x∗) dan persamaan adjoint (λ). 

Karakterisasi kontrol optimal penting karena dapat 

menghubungkan keadaan sistem, kendala, dan kondisi 

optimal dalam satu sistem yang terpadu, yang disebut 

sistem optimal. 

5. Tahap terakhir adalah menguji konvergensi. Tahapan akan 

selesai apabila nilai kesalahan dari masing-masing variabel 

state dan adjoint pada pengulangan saat ini dan pengulangan 

sebelumnya sangat kecil. Kemudian dilanjutkan dengan 

menyetak nilai-nilai tersebut sebagai solusi. Namun, apabila 

nilai kesalahan tersebut masih besar, maka tahap kedua 

kembali diulang. 

Metode Runge-Kutta orde 4 seringkali digunakan dalam 

penyelesaian masalah kontrol optimal karena kesalahan 

pemotongan keempat yang dimiliki mengakibatkan metode 

ini jauh lebih akurat dibandingkan metode numerik lainnya 

(Lenhart dan Workman, 2007). 

 
J. Kekerasan Seksual 

 
Kekerasan dapat dikatakan membawa kekuatan karena 

diambil dari bahasa Latin yaitu “vis” yang bermakna kekuasaan 
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atau kekuatan, serta “latus” yang bermakna membawa. Menurut 

KBBI, kekerasan ialah suatu perbuatan yang dapat menimbulkan 

cedera atau kematian pada seseorang, serta dapat mengakibatkan 

kerusakan fisik pada individu atau barang milik seseorang 

(Sari, dkk., 2022). Lebih lanjut kekerasan seksual didefinisikan 

sebagai setiap tindakan yang mencakup penyiksaan, tindakan 

yang bersifat sadis, ancaman atau pemaksaan untuk melakukan 

hubungan seksual, serta meninggalkan korban setelah tindakan 

seksual tersebut selesai (Suyetno dan Hariadi, 2002 sebagaimana 

dikutip dalam Sari, dkk., 2022). 

Menurut Komisi Nasional Perempuan, mencantumkan 

prostitusi paksa, kawin paksa, perbudakan seksual, pelecehan 

seksual, penyalahgunaan seksual, pemerkosaan, penyiksaan 

seksual, dan kejahatan lainnya sebagai contoh kekerasan seksual. 

Terdapat beberapa faktor pendorong terjadinya kekerasan seksual. 

Beberapa faktor tersebut, yaitu: 1) faktor orang tua, seperti orang 

tuanya seorang pecandu minuman, suka kekerasan, dan narkoba, 

pengangguran, atau latar belakang ekonomi yang rendah; 2) faktor 

lingkungan; 3) faktor sosial; 4) faktor dari diri sendiri, seperti 

perilaku menyimpang (Manik, dkk., 2002 sebagaimana dikutip 

dalam Sari, dkk., 2022). 

Kekerasan seksual dapat berdampak buruk terhadap masa 

depan korban. Dampak tersebut akan mengakibatkan seorang 

korban mengalami traumatis. Selain itu, dampak fisik yang 

meliputi gangguan terhadap organ intim dan cedera pada organ 

tubuh lainnya akibat kekerasan fisik dapat menjadi salah satu 

akibat dari kekerasan seksual. Secara mental, korban mungkin 

mengalami kemarahan, frustrasi, rasa bersalah, malu, merasa 

terhina, serta mengalami kehilangan nafsu makan dan gangguan 
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tidur (Sari, dkk., 2022). 

 
1. Program Edukasi Kekerasan Seksual 

Memberikan anak program pendidikan atau pelatihan untuk 

menghindari kekerasan seksual sejak dini akan membantu 

mengatasi kejadian pelecehan seksual. Selain itu, pentingnya 

peran orang tua dalam pencegahan kasus kekerasan seksual 

diperlukan agar kekerasan seksual dapat dicegah sejak anak 

tumbuh remaja. Pelaku kekerasan seksual dapat berasal dari 

anak-anak yang sedang tumbuh remaja, sehingga tidak selalu 

berasal dari orang dewasa. Dengan demikian, peran orang tua 

serta guru di sekolah sangatlah penting dalam hal ini. 

Menurut WHO (2017) terdapat berbagai strategi pencegahan 

kekerasan seksual, seperti: (Sari, dkk., 2022) 

1. Salah satu cara untuk mengatasi kekerasan seksual secara 

individual adalah dengan membuat program bagi pelaku di 

mana pelaku bertanggung jawab atas tindakannya, seperti 

bekerja sama dengan penegak hukum. Selain itu, penting 

untuk menyebarkan pengetahuan tentang penyakit menular 

seksual, kesehatan reproduksi, dan pertahanan diri terhadap 

kekerasan bagi perempuan dalam upaya menghentikan 

kekerasan seksual. 

2. Mendidik anak sejak dini merupakan bagian dari strategi 

perkembangan untuk mencegah kekerasan seksual. 

Hal ini mencakup pendidikan gender, mengenalkan 

anak pada konsep pelecehan dan penyerangan seksual, 

mengajari mereka cara menghindari kekerasan seksual, dan 

menetapkan batasan perilaku seksual. 
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3. Kampanye menentang kekerasan seksual, program 

pendidikan seksual di komunitas, dan inisiatif sosialisasi 

untuk menghentikan kekerasan seksual dapat digunakan 

untuk mendorong pencegahan sosial di komunitas. 

4. Tenaga kesehatan profesional menangani kekerasan seksual 

dengan menawarkan layanan kesehatan kepada korban, 

mendidik masyarakat tentang dampak kekerasan seksual 

terhadap kesehatan, dan melindungi terhadap infeksi seperti 

HIV-AIDS yang dapat ditularkan melalui kekerasan seksual. 

Selain itu, penting untuk menawarkan tempat berlindung 

yang aman terhadap korban kekerasan seksual. 

 
2. Hukum Pidana Pelaku Kekerasan Seksual 

Hukum Pidana adalah sekumpulan undang-undang yang 

menetapkan perbuatan apa saja yang tidak diperbolehkan dan 

merupakan tindakan pidana, serta akibat jika melanggar peraturan 

tersebut (Polri, 2022). Prof. Moeljatno S.H. mengungkapkan bahwa 

hukum pidana adalah salah satu komponen penting dari sistem 

hukum yang terdapat pada suatu negara dengan menetapkan 

prinsip serta ketentuan untuk mengidentifikasi tindakan yang 

dilarang, lengkap dengan sanksi pidana yang sesuai. 

Kekerasan seksual merupakan kasus yang sangat 

memprihatinkan di Indonesia. Oleh karena itu, DPR bersama 

pemerintah telah menetapkan hukuman khusus untuk menangani 

kasus ini dengan disahkannya UU Nomor 12 Tahun 2022 tentang 

Pidana Kekerasan Seksual. Dalam Pasal 4 Undang-Undang 

tersebut, kategori kejahatan dalam kekerasan seksual antara lain, 

penyiksaan psikis, penyiksaan fisik secara seksual, pemaksaan 
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dalam perkawinan, pemaksaan kontrasepsi, pemaksaan sterilisasi, 

perbudakan seks, serta kekerasan melalui media digital (LPSK, 

2023). 

Selain itu, Pasal 285 dan 289 KUHP juga mendefinisikan 

kekerasan seksual. Menurut Pasal 285, akan ada hukuman 

maksimal 12 tahun penjara seksual bagi siapa saja yang 

menggunakan kekerasan atau mengancam untuk memaksa 

perempuan yang bukan istrinya untuk menjalin hubungan, 

misalnya dalam situasi penipuan. Di sisi lain, Pasal 289 

mengatur hukuman penjara maksimal sembilan tahun dapat 

diberlakukan kepada siapa pun yang menggunakan kekerasan 

untuk mengancam seseorang atau memperbolehkan orang lain 

melakukan perilaku tidak senonoh yang merendahkan moral (Sari, 

dkk., 2022). 

 
K. Kajian Penelitian Terdahulu 

 
Model dinamika kekerasan seksual telah banyak diteliti 

sebelumnya. Selain itu, beberapa model matematika selain 

model dinamika kekerasan seksual yang menggunakan kontrol 

optimal berupa program edukasi dan hukum pidana seperti pada 

model dinamika korupsi. Berikut rangkuman beberapa penelitian 

tentang model matematika yang dibahas dalam tabel 2.5. 
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Tabel 2.4. Kajian Penelitian Terdahulu 

 

No. Penelitian 
Terdahulu 

Persamaan Perbedaan 

1 Artikel    Bahri, 
S., dkk.  (2024) 
dengan judul 
"Stability of the 
Dynamic Model 
of SVPR Sexual 
Violence Cases." 

Pada penelitian 
ini memiliki 
kesamaan dalam 
memodelkan 
pemodelan 
matematika yaitu 
mengembangkan 
model SIR dengan 
menambahkan 
subpopulasi  P 
(Punishment) 
bagi  pelaku 
kekerasan seksual 
yang   telah 
mendapatkan 
hukuman pidana. 

Pada penelitian 
ini ditambahkan 
subpopulasi 
Exposed    dan 
kontrol  optimal 
berupa edukasi 
dan   hukum 
pidana   bagi 
pelaku kekerasan 
seksual. 

2 Artikel Terefe 
(2022) 
dengan  judul 
"Mathematical 
Model Analysis 
on the Dffusion of 
Violence." 

Pada penelitian 
ini sama-sama 
membahas 
tentang model 
matematika 
kekerasan 
seksual dengan 
mengembangkan 
model SEIR. 

Pada penelitian 
ini tidak terdapat 
subpopulasi 
individu yang 
bernegosiasi 
dengan kelompok 
masyarakat 
setempat. 
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No. Penelitian 

Terdahulu 
Persamaan Perbedaan 

3 Artikel Islam dan 
Biswas (2020) 
dengan  judul 
"Mathematical 
Assessment  for 
the Dynamical 
Model of Sexual 
Violence of Women 
in Bangladesh." 

Pada penelitian ini 
juga membahas 
tentang kekerasan 
seksual  yang 
sedang mewabah 
pada suatu 
negara. 

Pada penelitian 
ini tidak  hanya 
membahas 
tentang model 
matematika 
kekerasan 
seksual, 
namun    juga 
menambahkan 
kontrol  optimal 
berupa edukasi 
dan  hukum 
pidana   bagi 
pelaku kekerasan 
seksual. 

4 Artikel Baba, 
dkk.  (2021) 
dengan judul "A 
Mathematical 
Model for Studying 
Rape and its 
Possible Mode of 
Control." 

Pada penelitian 
ini sama-sama 
membahas 
tentang kekerasan 
seksual yang 
terjadi di suatu 
wilayah tertentu. 

Pada  penelitian 
ini subpopulasi 
tidak dibedakan 
antara korban dan 
pelaku, melainkan 
hanya difokuskan 
pada pelaku saja. 

5 Artikel Fantaye, 
dkk. (2022) 
dengan judul 
"Mathematical 
Model  and 
Analysis  of 
Corruption 
Dynamics with 
Optimal Control." 

Pada penelitian 
ini memiliki 
kesamaan   yaitu 
menggunakan 
kontrol   optimal 
berupa  edukasi 
dan   hukum 
pidana. 

Pada penelitian ini 
tidak membahas 
tentang dinamika 
korupsi 
melainkan 
membahas 
tentang kekerasan 
seksual yang 
terjadi di 
Indonesia. 



 

BAB III 

METODE PENELITIAN 

 
Pada bab ini, akan dibahas beberapa langkah metode penelitian 

yang diterapkan guna mencapai tujuan penelitian. Berikut adalah 

langkah-langkah yang diambil, diantaranya: 

1. Studi Literatur 

Pada langkah pengetahuan konseptual tentang model 

dinamika kekerasan, pengendalian optimal, dan Prinsip 

Minimum Pontryagin (PMP) dilakukan melalui penelitian 

literatur dari berbagai sumber. Sebagian konten bersumber 

dari beberapa referensi pustaka, termasuk buku, publikasi 

jurnal, dan referensi online. 

2. Mengontruksi Model 

Pada langkah ini diterapkan kontruksi model dinamika 

kekerasan seksual dengan menambahkan kontrol berupa 

edukasi dan hukum pidana bagi pelaku kekerasan seksual. 

3. Menyelesaikan Masalah Kontrol Optimal 

Sebelum mencapai langkah ini, ditentukan formulasi 

masalah dari model matematika dinamika kekerasan 

seksual dengan adanya kontrol edukasi dan hukum pidana 

terlebih dahulu. Setelah melakukan formulasi masalah, 

dilanjutkan dengan menyelesaikan masalah kontrol optimal 

dengan metode yang digunakan adalah PMP. Pada PMP akan 

tercapai kondisi optimal apabila telah memenuhi syarat 

seperti kondisi stasioner, persamaan state, dan persamaan 

costate. Pada tahapan ini juga dicari persamaan sistem yang 

optimal sehingga dapat memperoleh solusi yang optimal. 

 
47 



48 
 

 
4. Melakukan Simulasi Numerik 

Pada langkah ini, akan dicari solusi yang optimal dari 

masalah kontrol optimal. Solusi yang optimal diperoleh 

dari sistem yang optimal yang telah diperoleh pada tahap 

sebelumnya. Oleh karena itu, disusun simulasi dengan 

menambahkan beberapa parameter yang berbeda dengan 

menggunakan software Matlab R2013a. 

5. Menginterpretasi Hasil Simulasi Numerik 

Langkah terakhir yaitu melakukan identifikasi dan 

pembahasan pada hasil simulasi yang menghasilkan grafik 

dari setiap subpopulasi sebelum dan sesudah adanya kontrol 

edukasi dan hukum pidana serta grafik pengaruh kontrol 

edukasi dan hukum pidana, sehingga dapat dievaluasi 

apakah grafik tersebut mengalami perubahan atau tidak. 

Berikut ini adalah diagram alir tahapan-tahapan dalam metode 

penelitian. 
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Gambar 3.1. Alur Metode Penelitian 

Mengontruksi Model 

Menyelesaikan Masalah Kontrol Optimal 

Melakukan Simulasi Numerik 

Studi Literatur 

Menginterpretasi Hasil Simulasi Numerik 



 

BAB IV 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 
Pada bab ini, membahas mengenai kontruksi model 

matematika kekerasan seksual dengan kontrol berupa 

program edukasi (u1) dan hukum pidana (u2), tahapan dalam 

menyelesaikan masalah kontrol optimal dengan menerapkan 

Prinsip Minimum Pontryagin (PMP), serta interpretasi hasil 

simulasi numerik menggunakan metode Forward-Backward 

Sweep dengan bantuan software Matlab R2013a. 

 
A. Model Matematika Kekerasan Seksual dengan Kontrol 

berupa Program Edukasi dan Hukum Pidana 

Pada bab sebelumnya telah dibahas mengenai model 

matematika kekerasan seksual tanpa adanya kontrol optimal, 

sedangkan pada skripsi ini akan dibahas lebih lanjut mengenai 

pengembangan serta modifikasi dari model matematika kekerasan 

seksual (SVPR) oleh Bahri, dkk. (2024) dan model matematika 

dinamika kekerasan model (SEPHR) oleh Terefe (2022) dengan 

menggunakan model (SEVJQ) dimana subpopulasi P diubah 

menjadi subpopulasi J dan subpopulasi R diubah menjadi 

subpopulasi Q, serta pemberian kontrol berupa program edukasi 

dan hukum pidana bagi pelaku kekerasan seksual yang bertujuan 

untuk meminimalisir penyebaran pelaku kekerasan seksual. Pada 

model matematika ini, populasi dibagi menjadi lima subpopulasi, 

yaitu individu rentan terhadap perilaku kekerasan seksual (S), 

individu yang memiliki kontak dekat dengan pelaku kekerasan 

seksual dan mengamati berbagai aktivitas kekerasan seksual 
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serta memungkinkan telah melakukan kekerasan seksual namun 

belum menyebarkan perilaku kekerasan seksual (E), individu 

yang terpengaruh perilaku kekerasan seksual, telah melakukan 

kekerasan seksual serta menyebarkan perilaku kekerasan seksual 

(pelaku aktif kekerasan seksual) (V), individu yang mendapatkan 

hukuman penjara karena telah melakukan kekerasan seksual (J), 

dan individu yang telah berhenti dari perilaku kekerasan seksual 

(baik sebagai pelaku aktif kekerasan seksual (V) maupun yang 

baru terpengaruh perilaku kekerasan seksual (E)), namun telah 

berhasil keluar dari pengaruh perilaku tersebut karena kesadaran 

sendiri maupun intervensi hukum (Q). 

Berikut ini adalah asumsi-asumsi yang digunakan dalam 

membentuk model matematika kekerasan seksual yaitu: 

1. Kekerasan seksual adalah setiap perbuatan yang dapat 

merusak dan menghancurkan termasuk tindakan 

penekanan, pemerkosaan, pelecehan seksual, penyiksaan 

seksual, pemaksaan untuk melakukan hubungan seksual. 

2. Populasi bersifat tertutup, artinya tidak ada individu yang 

melakukan imigrasi atau emigrasi. 

3. Laju pertumbuhan penduduk bersifat konstan, artinya 

jumlah penduduk dalam satu populasi dalam keadaan stabil. 

4. Penularan perilaku kekerasan seksual terjadi karena 

interaksi antara pelaku kekerasan seksual dengan individu 

rentan yang berupa ajakan untuk melakukan kekerasan 

seksual secara bersama-sama. 

5. Individu rentan dapat berpindah menjadi individu exposed 

karena memiliki kontak dekat dengan pelaku kekerasan 
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seksual. 

6. Individu exposed dapat berpindah menjadi individu yang 

melakukan kekerasan seksual dan menyebarkan perilaku 

kekerasan seksual karena telah melakukan kekerasan 

seksual dan adanya keinginan untuk mengajak temannya 

melakukan kekerasan seksual secara bersama-sama 

(Harkins dan Dixon, 2010). 

7. Individu exposed dapat berpindah menjadi individu yang 

telah keluar dari perilaku kekerasan seksual karena 

kesadaran sendiri. 

8. Individu violent dapat berpindah menjadi individu yang 

mendapatkan hukuman pidana karena telah diadili oleh 

pihak yang berwenang. 

9. Individu violent dapat berpindah menjadi individu 

yang berhenti dari perilaku kekerasan seksual sebelum 

mendapatkan hukuman pidana karena telah sadar akan 

kesalahannya. 

10. Individu yang telah mendapatkan hukuman pidana dapat 

berpindah menjadi individu quit karena keberhasilan 

program rehabilitasi. 

11. Individu quit dapat berpindah menjadi individu yang rentan 

karena adanya pengaruh lingkungan. 

Total subpopulasi pada model matematika kekerasan seksual 

dengan penerapan kontrol edukasi dan hukum pidana adalah: 

 
N(t) = S(t) + E(t) + V (t) + J(t) + Q(t) 
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Berikut ini akan disajikan tabel yang mendefinisikan variabel 

dan parameter yang digunakan dalam model matematika 

kekerasan seksual yang berbentuk sistem persamaan diferensial 

nonlinier yaitu: 

Tabel 4.1. Variabel Model Matematika Kekerasan Seksual 
 

Variabel Keterangan Satuan Syarat 

S(t) Subpopulasi individu rentan 

atau berpotensi terpapar oleh 

perilaku  kekerasan  seksual 

(Susceptible) 

individu S ≥ 0 

E(t) Subpopulasi individu yang 

memiliki kontak dekat dengan 

pelaku kekerasan seksual 

dan mengamati berbagai 

aktivitas kekerasan seksual 

serta memungkinkan telah 

melakukan kekerasan seksual 

namun belum menyebarkan 

perilaku  kekerasan  seksual 

(Exposed) 

individu E ≥ 0 

V(t) Subpopulasi individu yang 

terpengaruh perilaku 

kekerasan seksual, telah 

melakukan kekerasan seksual 

serta menyebarkan perilaku 

kekerasan seksual (pelaku 

aktif   kekerasan   seksual) 

(Violent) 

individu V ≥ 0 
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Variabel Keterangan Satuan Syarat 

J(t) Subpopulasi individu yang 

telah melakukan kekerasan 

seksual dan berhasil 

dimasukkan ke dalam penjara 

atau mendapat hukuman 

karena   kasus   kekerasan 

seksual (Jailed) 

individu J ≥ 0 

Q(t) Subpopulasi individu yang 

telah berhenti dari perilaku 

kekerasan seksual (baik 

sebagai pelaku aktif kekerasan 

seksual (V) maupun yang 

baru terpengaruh perilaku 

kekerasan seksual (E)), namun 

telah berhasil keluar dari 

pengaruh perilaku tersebut 

karena kesadaran sendiri 

maupun  intervensi  hukum 

(Quit) 

individu Q ≥ 0 

 
Tabel 4.2. Parameter Model Matematika Kekerasan Seksual 

 

Parameter Keterangan Satuan Syarat 

b laju kelahiran alami   1  
tahun b ≥ 0 

α laju kontak antara 

subpopulasi S dengan 

subpopulasi V 

  1  
tahun α ≥ 0 
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Parameter Keterangan Satuan Syarat 

τ laju perpindahan individu 

dari subpopulasi E 

menuju subpopulasi 

V karena adanya 

pengaruh dari lingkungan 

maupun keinginan untuk 

menyebarkan perilaku 

kekerasan seksual 

  1  
tahun τ ≥ 0 

β laju perpindahan individu 

dari subpopulasi V menuju 

subpopulasi J karena 

adanya tingkat efektivitas 

hukuman pidana 

  1  
tahun β ≥ 0 

γ laju individu pelaku 

kekerasan seksual yang 

telah keluar dari penjara 

dan menjadi individu yang 

telah berhenti dari perilaku 

kekerasan seksual 

  1  
tahun γ ≥ 0 

π laju individu yang berhasil 

keluar dari perilaku 

kekerasan seksual karena 

adanya tingkat efektivitas 

program edukasi 

  1  
tahun π ≥ 0 

ρ laju individu pelaku 

kekerasan seksual yang 

berhenti melakukan 

kekerasan seksual dan 

berhasil   keluar   dari 

perilaku kekerasan seksual 

  1  
tahun ρ ≥ 0 
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Tabel 4.3. Parameter Model Matematika Kekerasan Seksual 

 

Parameter Keterangan Satuan Syarat 

ω laju individu yang telah 

berhenti dari perilaku 

kekerasan seksual dapat 

kembali menjadi individu 

rentan 

  1  
tahun ω ≥ 0 

µ laju kematian alami   1  
tahun µ ≥ 0 

 
Berdasarkan asumsi, variabel, dan parameter diatas maka 

dibentuk diagram kompartemen dari model matematika 

kekerasan seksual sebagai berikut. 

 

Gambar 4.1. Diagram Model Matematika Kekerasan Seksual 
dengan Kontrol Edukasi dan Hukum Pidana 

 
Berdasarkan diagram model matematika di atas, akan 

didapatkan model matematika kekerasan seksual dengan 

penjelasan sebagai berikut. 

Laju perubahan pada subpopulasi Susceptible per satuan 

waktu. Subpopulasi Susceptible akan bertambah dengan adanya 

laju individu rentan yang masuk dalam sistem dinamika perilaku 

kekerasan seksual sebesar b dan adanya perpindahan dari 

subpopulasi Quit yang berpotensi kembali menjadi individu rentan 
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sebesar ω. Kemudian subpopulasi Susceptible akan berkurang 

karena adanya kematian alami sebesar µ dan adanya kontak 

subpopulasi Susceptible dengan subpopulasi Violent sebesar 

α. Untuk mengurangi laju kontak penularan dari keduanya, 

sehingga diberikan kontrol berupa edukasi (1 − u1) dengan 

0 ≤ u1 ≤ 1 dimana ketika nilai kontrol u1 semakin besar, maka 

laju penularannya akan semakin kecil. Oleh karena itu, digunakan 

bentuk (1 − u1) sebagai faktor pengurang. Sehingga menghasilkan 

persamaan sebagai berikut: 

dS 
= bN − (1 − u1)αSV − µS + ωQ 

dt 

Laju perubahan pada subpopulasi Exposed per satuan waktu. 

Subpopulasi Exposed akan bertambah karena adanya kontak 

antara subpopulasi Susceptible dan subpopulasi Violent sebesar 

α. Hal ini terjadi karena pada subpopulasi Exposed belum bisa 

menularkan perilaku kekerasan seksual, sehingga kontak yang 

terjadi yaitu antara subpopulasi Susceptible dengan subpopulasi 

Violent kemudian menghasilkan pertambahan pada subpopulasi 

Exposed. Selain itu, pertambahan ini juga terjadi ketika nilai 

kontrol u1 sangat kecil, sehingga mengakibatkan laju penularan 

yang semakin besar. Kemudian akan berkurang karena adanya 

kematian sebesar µ, adanya kontak dengan subpopulasi Violent 

sebesar τ , dan adanya perpindahan dari subpopulasi Exposed 

menjadi subpopulasi Quit karena faktor kesadaran diri sehingga 

memutuskan untuk berhenti dari perilaku kekerasan seksual 

sebesar π sehingga menghasilkan persamaan sebagai berikut: 

dE 
= (1 − u1)αSV − (τ + π + µ)E 

dt 
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Laju perubahan pada subpopulasi Violent per satuan waktu. 

Subpopulasi Violent akan bertambah karena adanya kontak dengan 

subpopulasi Exposed sebesar τ . Kemudian akan berkurang 

karena adanya kematian sebesar µ, adanya perpindahan dari 

subpopulasi Violent menjadi subpopulasi Quit karena faktor 

kesadaran diri sehingga memutuskan untuk berhenti dari perilaku 

kekerasan seksual sebesar ρ, dan adanya hukuman pidana bagi 

pelaku kekerasan seksual sehingga masuk ke dalam subpopulasi 

Jailed sebesar β. Untuk mengurangi laju penyebaran perilaku 

kekerasan seksual, maka diberikan kontrol berupa hukuman 

pidana bagi pelaku kekerasan seksual u2 dengan tujuan untuk 

meningkatkan laju perpindahan pelaku aktif (Violent) ke dalam 

subpopulasi Jailed. Bentuk u2V mencerminkan bahwa semakin 

besar intervensi hukum, maka semakin besar pula peluang pelaku 

kekerasan seksual mendapatkan hukuman pidana. Sehingga 

menghasilkan persamaan sebagai berikut: 

dV 
= τ E − (β + ρ + µ + u2)V 

dt 

Laju perubahan pada subpopulasi Jailed per satuan waktu. 

Subpopulasi Jailed akan bertambah karena adanya efektivitas 

hukuman pidana pada pelaku kekerasan seksual sebesar β 

dan efektivitas kontrol hukum pidana u2 dalam mendorong 

pelaku kekerasan seksual untuk mendapatkan hukuman pidana. 

Kemudian akan berkurang karena adanya kematian sebesar 

µ dan adanya perpindahan dari subpopulasi Jailed menjadi 

subpopulasi Quit karena setelah melakukan hukuman pidana 

pelaku memutuskan untuk berhenti dari perilaku kekerasan 

seksual sebesar γ sehingga menghasilkan persamaan sebagai 
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dt 

 dQ = γJ + ρV + πE − (ω + µ)Q 

 2 

 
dt 

 dt 

dt 

 

berikut:  
dJ 

dt 
= (β + u2)V − (γ + µ)J 

Laju perubahan pada subpopulasi Quit per satuan waktu. 

Subpopulasi Quit akan bertambah karena adanya perpindahan dari 

subpopulasi Jailed menjadi subpopulasi Quit sebesar γ, adanya 

perpindahan dari subpopulasi Exposed menjadi subpopulasi Quit 

sebesar π, dan adanya perpindahan dari subpopulasi Violent 

menjadi subpopulasi Quit sebesar ρ. Kemudian akan berkurang 

karena adanya kematian sebesar µ dan adanya perpindahan dari 

subpopulasi Quit yang berpotensi kembali menjadi individu rentan 

sebesar ω sehingga menghasilkan persamaan sebagai berikut: 

 
dQ 

= γJ + πE + ρV − (ω + µ)Q 
dt 

Berdasarkan penjelasan diatas, berikut ini akan diberikan 

sistem persamaan diferensial non linier dari model matematika 

kekerasan seksual dengan kontrol berupa edukasi (u1) dan hukum 

pidana (u2), yaitu: 

 
dS = bN − (1 − u1)αSV − µS + ωQ 

 
 

dV = τ E − (β + ρ + µ + u2)V 
 

(4.1) 

dJ = (β + u )V − (γ + µ)J 

dt 

 

dengan nilai awal S(0) = S0, E(0) = E0, V (0) = V0, J(0) = 

J0, Q(0) = Q0. 

dE = (1 − u1)αSV − (τ + π + µ)E 
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B. Penyelesaian Kontrol Optimal 

 
Pada penelitian ini, kontrol optimal digunakan untuk 

meminimumkan subpopulasi E dan subpopulasi V , serta 

meminimumkan biaya kontrol edukasi (u1) dan hukum pidana 

(u2). Oleh karena itu, fungsi tujuan yang akan digunakan dalam 

penyelesaian permasalahan ini adalah sebagai berikut. 

 
J(u1, u2) = 

 

t1 

E + V + 
0 

1 2 

2 
Au1 + 

1 2 

2 
Bu2 

 
dt (4.2) 

dengan konstanta A dan B merupakan suatu bobot dari variabel 

kontrol u1 dan u2.  Bobot A mewakili biaya yang terkait 

dengan program edukasi kekerasan seksual yang diberikan kepada 

subpopulasi rentan (S). Bobot B mewakili biaya yang terkait 

dengan hukum pidana kekerasan seksual yang diberikan kepada 

subpopulasi violent (V). Selanjutnya untuk menentukan nilai yang 

optimal dari u1 dan u2 adalah menemukan nilai u1∗ dan u2∗ maka 

berlaku 

J(u1∗, u2∗) = min {J(u1, u2)|u1, u2 ∈ U} 

dengan U = {ui|0 ≤ ui(t) ≤ 1} untuk i = 1, 2 dengan t ∈ [0, t1]. 

Dalam menyelesaikan permasalahan kontrol optimal, akan 

digunakan Prinsip Minimum Pontryagin dengan langkah-langkah 

sebagai berikut. 

 
1. Fungsi Hamiltonian 

Untuk memenuhi kontrol yang optimal, diperlukan penurunan 

beberapa kondisi yang berasal dari fungsi Hamilton dengan 

∫ 
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Σ 

 
menerapkan Prinsip Minimum Pontryagin (PMP). Fugsi 

Hamiltonian berdasarkan persamaan (4.1) dan (4.2) didefinisikan 

sebagai: 

 
 
 

sehingga, 

5 

H = f + λigi 
i=1 

 

H = E + V + 
1 2 

2 
Au1 + 

1 2 

2 
Bu2 

 

 

+ 
i=1 

λigi (4.3) 

dengan gi merupakan state, dimana 

 

g1 = bN − (1 − u1)αSV − µS + ωQ 

g2 = (1 − u1)αSV − (τ + π + µ)E 

g3 = τ E − (β + ρ + µ + u2)V 

g4 = (β + u2)V − (γ + µ)J 

g5 = γJ + ρV + πE − (ω + µ)Q 

 
dan variabel λi merupakan variabel costate. Sehingga apabila 

dijabarkan akan diperoleh, 

1 2 
H =E + V + 

2 
Au1 

1 2 
+ 

2 
Bu2 

+ λ1 (bN − (1 − u1)αSV − µS + ωQ) 

+ λ2 ((1 − u1)αSV − (τ + π + µ)E) 

+ λ3 (τ E − (β + ρ + µ + u2)V ) 

+ λ4 ((β + u2)V − (γ + µ)J) 

+ λ5 (γJ + ρV + πE − (ω + µ)Q) 

5 
Σ 
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Selanjutnya, dari fungsi Hamiltonian akan diperoleh solusi 

optimal berdasarkan Prinsip Minimum Pontryagin (PMP) apabila 

memenuhi 3 syarat lainnya yaitu kondisi stasioner, persamaan 

state, dan persamaan costate. 

 
2. Kondisi Stasioner 

Kondisi dimana kontrol optimal u1 dan u2 dapat 

meminimumkan bentuk fungsi Hamiltonian untuk setiap waktu 

t disebut kondisi stasioner. Hal tersebut mengakibatkan bahwa 

kondisi yang harus terpenuhi yaitu turunan pertama dari fungsi 

Hamiltonian terhadap masing-masing kontrol u1 dan u2 harus 

sama dengan nol, sehingga 

∂H 
=0 

∂u1 

Au1 + αSV λ1 − αSV λ2 =0 

Au1 =αSV λ2 − αSV λ1 

 
maka diperoleh, 

 

u ∗ =
αSV (λ2 − λ1) 

1 A 
 

dan 

∂H 
=0 

∂u2 

Bu2 − V λ3 + V λ4 =0 

Bu2 =V λ3 − V λ4 
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1 
A 

2 
B 

 
maka diperoleh, 

 

u ∗ =
V (λ3 − λ4)

. 2 B 

Berdasarkan kondisi syarat batas pada kontrol u1 dan u2 yaitu 

0 ≤ u1 ≤ 1, 0 ≤ u2 ≤ 1, diperoleh solusi untuk u1
∗ dan u2

∗ adalah 

sebagai berikut: 
 

 
 

 

u1
∗ = 

0, jika u1 ≤ 0 

u1, jika 0 < u1 < 1 

1, jika u1 ≥ 1 

atau dapat ditulis dengan 

u ∗ = min

  

max

  

0, 
αSV (λ2 − λ1)

  

, 1

 

(4.4) 
 
 
 
 

 

u2∗ = u2, 

1, 

 
atau dapat ditulis dengan 

u ∗ = min

  

max

  

0, 
V (λ3 − λ4)

  

, 1

 

(4.5) 

 

dan  

0, 
jika u1 ≤ 0 

jika 0 < u2 < 1 

  jika u2 ≥ 1 
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3. Persamaan State 

Persamaan state dalam penyelesaian permasalahan kontrol 

optimal disebut juga sebagai kendala yang didapatkan melalui 

turunan dari fungsi Hamiltonian pada persamaan (4.1) terhadap 

masing-masing λ1, λ2, λ3, λ4, dan λ5, sehingga 
 

∂H 
 

 

∂λ1 
∂H 

 
 

∂λ2 

dS 
= 

dt 
= bN − (1 − u1)αSV − µS + ωQ 

dE 
= 

dt 
= (1 − u1)αSV − (τ + π + µ)E 

∂H dV 
= 

∂λ3 dt 
∂H dJ 

= τ E − (β + ρ + µ + u2)V (4.6) 

 
 

∂λ4 
∂H 

= 
dt 

= (β + u2)V − (γ + µ)J 

dQ 
= 

∂λ5 dt 
= γJ + ρV + πE − (ω + µ)Q 

 
dengan kondisi awal yaitu S(0)  =  S0, E(0)  =  E0, V (0)  = 

V0, J(0) = J0, Q(0) = Q0. 

 
4. Persamaan Costate 

Persamaan costate merupakan nilai negatif dari fungsi 

Hamiltonian yang kemudian diturunkan terhadap masing-masing 

variabel state (S, E, V, J, Q), sehingga 
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 dt 

 = − 

 ∂H 
dt 2 

dt ∂E∗ 2 3 5 
 

 

 

dλ1 
= −

∂H 
=λ ((1 − u )αV + µ) − λ ((1 − u )αV ) 

dt ∂S 
1 1 2 1 

dλ2 
= −

∂H =λ (τ + π + µ) − λ τ − λ π − 1 

dt ∂E 2 3 
5 

dλ3 
= −

∂H 
=λ 

((1 − u )αS) − λ ((1 − u )αS) + λ (β + ρ + µ + u ) 
dt ∂V 1 

1 2 1 3 2 

dλ4 
= −

∂H 

— λ4(β + u2) − λ5ρ − 1 

=λ (γ + µ) − λ γ 

dt ∂J 4 
5 

dλ5 
= −

∂H = − λ ω + λ (ω + µ) 

dt ∂Q 1 
5 

(4.7) 

dengan kondisi transversal yaitu λ1(t1) = λ2(t1) = λ3(t1) = 

λ4(t1) = λ5(t1) = 0. 

Selanjutnya, akan dicari solusi dari sistem yang optimal dengan 

cara mensubstitusikan nilai kontrol u1∗ dan u2∗ ke dalam sistem 

persamaan state dan persamaan costate, sehingga diperoleh sistem 

yang optimal yaitu: 

∂H  = dS∗ 
= bN − (1 − u ∗)αS∗V ∗ − µS∗ + ωQ∗ 

∂λ1∗ dt 1 
 ∂H  = dE∗ 

= (1 − u ∗)αS∗V ∗ − (τ + π + µ)E∗ 
∂λ2∗ dt 1 
 ∂H  = dV 

∗ 
= τ E∗ − (β + ρ + µ + u ∗))V ∗ 

 ∂λ3∗ dt 2 

  
∂H 

 

 ∂λ5
∗ = dQ

∗ 

= γJ∗ + ρV ∗ + πE∗ − (ω + µ)Q∗ 
dλ1∗ ∂H  = λ ((1 − u ∗)αV ∗ + µ) − λ ((1 − u ∗)αV ∗) 

dt ∂S∗ 1 1 2 1 

 dλ2∗ 
= − ∂H = λ (τ + π + µ) − λ τ − λ π − 1 

∂λ4∗ 
= dJ∗ 

= (β + u ∗)V ∗ − (γ + µ)J∗ 
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u1 = min 
n

max
 

0, 
 

, 1
, 

u2 = min 
n

max
 

0, 
 

, 1
, 

dt ∂V ∗ 1 1 2 1 

dt 

dλ5∗ 

∂J∗ 

∂H 

4 5 

 
dλ3

∗ 

= − ∂H = λ ((1 − u ∗)αS∗) − λ ((1 − u ∗)αS∗) 

 dλ4∗ = − ∂H 

+λ3(β + ρ + µ + u2
∗) − λ4(β + u2

∗) − λ5ρ − 1 

= λ (γ + µ) − λ γ 

dt  = − ∂Q∗ = −λ1ω + λ5(ω + µ) 
 

∗ αSV (λ2−λ1) 
A 

∗ V (λ3−λ4) 
B 

(4.8) 
dengan kondisi awal yaitu S∗(0) = S∗, E∗(0) = E∗, V ∗(0) = 

0 0 
V ∗, J∗(0)  =  J∗, Q∗(0)  =  Q∗, serta kondisi transversal yaitu 

0 0 0 

λ1∗(t1) = λ2∗(t1) = λ3∗(t1) = λ4∗(t1) = λ5∗(t1) = 0. 

Selanjutnya akan dicari solusi dari sistem yang optimal dari 

persamaan (4.8) menggunakan metode Forward-Backward Sweep 

dengan salah satu metodenya yaitu metode Runge-Kutta orde 4. 

 
5. Teorema Eksistensi Kontrol Optimal 

Teorema 4.2.1 Terdapat kontrol optimal u1∗, u2∗ ∈ U sedemikian 

rupa sehingga J(u1∗, u2∗) = min 
u1,u2∈U 

J(u1, u2) memenuhi sistem 

persamaan (4.1). Kontrol Optimal tersebut dikatakan eksis apabila 

memenuhi beberapa kondisi di bawah ini. 

1. Himpunan kontrol U bukan merupakan himpunan kosong. 

2. Himpunan kontrol U merupakan himpunan konveks dan 

tertutup. 

3. Persamaan ruas kanan dari sistem dinamik dibatasi oleh 

fungsi linier dalam variabel state dan variabel kontrol. 

4. Integran dari fungsi tujuan dalam persamaan (4.2) konveks 

pada himpunan U . 
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5. Integran dari fungsi tujuan terbatas. 

Bukti. Untuk membuktikan teorema eksistensi kontrol optimal 

diatas, akan dibuktikan dengan mengadaptasi metode dari Fleming 

dan Rishel (1975) dengan membuktikan beberapa syarat berikut 

ini. 

1. Himpunan kontrol U bukan merupakan himpunan kosong. 

Hal ini jelas bahwa U = {(ui|0 ≤ ui ≤ 1} dengan i = 1, 2 

untuk setiap t ∈ [0, t1]. 

2. Himpunan kontrol U merupakan himpunan konveks dan 

tertutup. 

Karenaa akibat 1., dapat dijamin bahwa kontrol ada, sehingga 

dapat di analisis mengenai sifat bahwa kontrol tersebut 

konveks dan tertutup. 

(a) Himpunan kontrol U merupakan himpunan konveks 

Diambil sebarang a, b ∈ U, akan dibuktikan xa + (1 − 

x)b ∈ U untuk setiap x ∈ [0, 1], Bedasarkan xa ≤ x dan 

(1 − x)b ≤ (1 − x) maka berlaku: 

 

xa + (1 − x)b ≤ x + (1 − x) = 1 

Karena 0 ≤ xa + (1 − x)b ≤ 1 untuk setiap a, b ∈ U 

dan x ∈ [0, 1], maka terbukti bahwa himpunan kontrol 

U merupakan himpunan konveks. 

(b) Himpunan kontrol U merupakan himpunan tertutup 

Diambil sebarang z ∈/ [a, b] sehingga z < a atau z > 

b. Jika z < a maka terdapat εz = |z − a| sehingga 

[a, b] ∩ (z − εz, z + εz) = ∅. Jika z > b maka terdapat 

εz = |z − b| sehingga [a, b] ∩ (z − εz, z + εz) = ∅. 
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dJ dJ 

 

E 0 

V  +  0 = 

J 0 

E 0 

V + 0 + 

 

 0  

Q

  

0 

 

 

Q

  

0 

 

0 

 

Dengan demikian, dapat ditunjukkan bahwa a ≤ u ≤ 

b dengan 0 ≤ a ≤ u ≤ b ≤ umax untuk setiap 

u ∈ U. Sehingga terbukti bahwa himpunan kontrol U 

merupakan himpunan tertutup. 

3. Persamaan ruas kanan dari sistem dinamik dibatasi oleh 

fungsi linier dalam variabel state dan variabel kontrol. 

Berdasarkan sistem persamaan state pada persamaan (4.6), 

didapatkan persamaan ruas kanan dari sistem tersebut 

sebagai berikut, 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(1 − u1)αV 

 

dS dS 
dS dE 
dE dE 
dS dE 
dV dV 
dS dE 

dJ 
dS dE 
dQ dQ 
dS dE 

dS dS dS 
dV dJ dQ 
dE dS dS 
dV dJ dQ 
dV dV dV 
dV dJ dQ 
dJ dJ 
dV dJ dQ 
dQ dQ dQ 
dV dJ dQ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
S

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

bN
 

   

 
       

 

 
 

−µ 0 0 0 0 

 
0 −(τ + π + µ) 0 0 0 

 
S

 

   

bN
 

  

0 0 −(β + ρ + µ + u2) 0 0 
 

     

  

µ) 

J 0 

 

 

 
 

 

 

 

0 0 0 −(γ + µ) 0 

0 0 0 0 −(ω + µ) 

= 

−(1 − u1)αV − µ 0 −(1 − u1)αS 0 ω 

 −(τ + π + µ) (1 − u1)αS 0 0 

 τ −(β + ρ + µ + u2) 0 0 

 0 β + u2 −(γ + µ) 0 

0 π ρ γ −(ω + 
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−u V + 

 0 

+ 0 +  −u V 

  

 0 

       

0 

     
0  2 

 u2V    

   0   u2V  

 

   

0 

  

0  

 

0 

 

0 

0 

0 0 

 
0 

 
−(1 − u1)αSV + ωS

 

(1 − u )αSV 
   1 

 2    τ E  

  

−(1 − u1)αSV − µS + ωS 

(1 − u1)αSV − (τ + π + µ)E 

bN
  

0 
 

    
τ E − (β + ρ + µ)V 

 
    2   

 

 

sehingga diperoleh, 
 

−(1 − u1)αSV + ωS µS 
   

 

 
bN

  
0 

 

(1 − u1)αSV 
 

(τ + π + µ)E 
      

τ E − (β + ρ + µ)V  + 0 +  −u2V ≤ 
 

 

 

−(1 − u1)αSV + ωS
 

bN
  

0 
 

(1 − u1)αSV 
      

τ E + 0 +  −u2V 
 

 

Karena nilai pada setiap parameter dan variabel selalu positif 

untuk setiap t, maka dapat dijamin bahwa ruas kiri sistem 

persamaan di atas selalu lebih kecil atau sama dengan 

ruas kanan. Berdasarkan definisi bahwa

  
a
!
 
=

  
|a|

! 

b |b| 

0 

βV 

πE + ρV + γJ 

= 

0  2 

βV − (γ + µ)J 

γJ + πE + ρV − (ω + µ)Q 

βV 

πE + ρV + γJ 

 
 (γ + µ)J 

(ω + µ)Q 

  

0 

 
u V 

0 

 

βV 

πE + ρV + γJ 

u V 

0 

merupakan nilai mutlak dari setiap elemen dalam matriks, 
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0 

     
0  2 

0 

+ 0 + −u2V . 

   

0 

  

0 

0 

0 

τ E 

 

Sehingga didapatkan, 

 

maka  

−(1 − u1)αSV + ωS
 

 

bN
 

 

 
0 

 

(1 − u1)αSV 
      

τ E + 0 +  −u2V ≤ 
 

 

 
−(1 − u1)αSV + ωS    bN    

 
  

(1 − u1)αSV 
  

         

  
        

 
βV   

 
0    u2V   

πE + ρV + γJ 0 0 
 

 

S˙ ≤ |−(1 − u1)αSV + ωS + bN| , 

E˙ ≤ |(1 − u1)αSV | , 

V˙ ≤ |τ E − u2V | , 

J˙ ≤ |βV + u2V | , 

Q˙ ≤ |πE + ρV + γJ| , 

dengan batas u1, u2 yaitu 0 ≤ ui ≤ 1, i = 1, 2. 

Maka, terbukti bahwa persamaan ruas kanan dari sistem 

persamaan (4.6) dibatasi oleh fungsi linier dalam variabel 

state dan variabel kontrol. 

4. Integran dari fungsi tujuan dalam persamaan (4.2) konveks 

pada himpunan U. 

βV 

πE + ρV + γJ 

u V 

0 
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2 2 

2 2 

2 2 

2 2 2 

2 2 2 

2 2 2 

 

Ambil sebarang a, b ∈ [0, 1] untuk setiap x ∈ [0, 1] dengan 

J(u ∗) = E(t) + V (t) + 
A

u 2(t) + 
B 

u 2(t). 
i 

 

Akan dibuktikan bahwa 

 
  

2  1 2  2 

 

J(xa + (1 − x)b) ≤ (1 − x)J(b) + xJ(a), 

 
untuk 

J(xa+(1−x)b) = E(t)+V (t)+

 
A 

+ 
B
  

(xa + (1 − x)b)2 , 
2 2 

dan 

(1−θ)J(b)+xJ(a) = E(t)+V (t)+

 
A 

+ 
B
 

+
 
xa2 + (1 − x)b2

 
. 

 
Sehingga dapat dibuktikan 

E(t) + V (t) +

  
A 

+ 
B  

xa2 + (1 − x)b2
 
≥ 

E(t) + V (t) +

  
A 

+ 
B
  

(xa + (1 − x)b)2 

A 
xa2 + (1 − x)b2

 
− 

A 
(xa + (1 − x)b)2 + 

B 
xa2 + (1 − x)b2

  

— 
B 

(xa + (1 − x)b)2 ≥ 0 
2 

A
xa2 − 

A
(1 − x)b2 − 

A 
(xa)2 + 2xa(1 − x)b + (1 − x)2b2

  

+ 
B 

xa2 − 
B 

(1 − x)b2 − 
B 

(xa)2 + 2xa(1 − x)b + (1 − x)2b2
 
≥ 0 
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2 

2 

2 2 2 

2 2 2 

2 2 2 2 

2 2 

2 2 2 2 

2 2 

2 2 

2 2 

 
A

b2
 

(1 − x) − (1 − x)2
 

+ 
A

a2(x − x2) − 
A 

(2xa(1 − x)b) 

+ 
B 

b2
 

(1 − x) − (1 − x)2
 

+ 
B 

a2(x − x2) − 
B 

(2xa(1 − x)b) ≥ 0 
 

A 
+ 

B  
b2

 
(1 − x) − (1 − x)2

  
+

  
A 

+ 
B  

a2(x − x2)
  

—

  
A 

+ 
B
  

(2xa ((1 − x)b)) ≥ 0 

 
A 

+ 
B  

b2x((1 − x)
 

+

  
A 

+ 
B  

a2x(1 − x)
  

—

  
A 

+ 
B
  

(2xab(1 − x)) ≥ 0 

 
A 

+ 
B  

b2x(1 − x) − 2xab(1 − x) + a2x(1 − x)
 
≥ 0, 

 
dan dapat dituliskan dalam bentuk 

 
A 

+ 
B  

b
√

x(1 − x) − a
√

x(1 − x)
 2 

≥ 0 

 
Jadi terbukti integran pada fungsi tujuan konveks pada U. 

 
5. Integran dari fungsi tujuan terbatas. 

Terdapat konstanta k1, k2 > 0 sehingga −k2 + k1u∗2 dengan 

u∗ = {u1, u2} yang membatasi batas bawah integran L dari fungsi 

tujuan. Misalkan terdapat k1 > α dan E(t), V (t) terbatas pada 

interval [0, t1]. Sehingga, 

L(E, V, u) = E(t) + V (t) + 
α

u∗2 ≥ 
α

u∗2 ≥ −k + 
α

u∗2 

2 2 2 2 

terbukti bahwa fungsi tujuan terbatas dengan −k2 +  α u∗2 

merupakan batas bawah. 

 

Berdasarkan hasil pembuktian kelima syarat diatas, terbukti 

bahwa kontrol optimal pada model kekerasan seksual dapat 

dijamin eksistensinya.  Hal itu karena terdapat kontrol optimal 
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dλ1 = − ∂H =  λ1 ((1 − u1)αV + µ) − λ2 ((1 − u1)αV ) 
dλ2 = − ∂H =  λ2(τ + π + µ) − λ3τ − λ5π − 1 

 dλ3 = − ∂H =  λ1 ((1 − u1)αS) − λ2 ((1 − u1)αS) + λ3(β + ρ + µ + u2) 

dt ∂J 
dλ4 = − ∂H =  λ4(γ + µ) − λ5γ 

dt ∂Q 

1 
A 

2 
B 

 

yang dapat meminimumkan fungsi tujuan yang diinginkan.  ■ 

Dengan memanfaatkan Prinsip Maksimum Pontryagin dan 

teorema 4.2.1, dapat dirumuskan dan dibuktikan sebuah teorema 

baru berdasarkan dua konsep tersebut. 

Teorema 4.2.2 Untuk himpunan kontrol optimal u1, u2 

yang meminimumkan J atas U , terdapat variabel adjoint 

λ1, λ2, λ3, λ4, λ5 sedemikian sehingga, 

 
dt ∂S 

 
  dt ∂E 

 
dt ∂V 

 

 
 

  

−λ4(β + u2) − λ5ρ − 1 

 dλ5 = − ∂H =  −λ1ω + λ5(ω + µ) 

dengan kondisi transversal yaitu λ1(t1) = λ2(t1) = λ3(t1) = λ4(t1) = 

λ5(t1) = 0. Selanjutnya, diperoleh himpunan kontrol (u1
∗, u2

∗) yang 

ditunjukkan oleh 

u ∗ = max

  

0, min

  

1, 
αSV (λ2 − λ1)

  

u ∗ = max

 

0, min

 

1, 
V (λ3 − λ4)

  

 

Bukti. Diketahui bahwa persamaan adjoint dan kondisi 

transversal merupakan hasil dari Prinsip Maksimum Pontryagin 

(Pontryagin, 1987). Akan dibedakan Hamiltonian yang 

sehubungan dengan state S, E, V, J, Q masing-masing, sehingga 
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∂u 

 
dλ1 = − ∂H =  λ1 ((1 − u1)αV + µ) − λ2 ((1 − u1)αV ) 
dλ2 = − ∂H =  λ2(τ + π + µ) − λ3τ − λ5π − 1 

 dλ3 = − ∂H =  λ1 ((1 − u1)αS) − λ2 ((1 − u1)αS) + λ3(β + ρ + µ + u2) 

dt ∂J 
dλ4 = − ∂H =  λ4(γ + µ) − λ5γ 

dt ∂Q 

 

 
menghasilkan sistem persamaan adjoint sebagai berikut: 

 
dt ∂S 

 
  dt ∂E 

 
dt ∂V 

 

 
 

  

−λ4(β + u2) − λ5ρ − 1 

 dλ5 = − ∂H =  −λ1ω + λ5(ω + µ) 

dengan kondisi transversal yaitu λ1(t1) = λ2(t1) = λ3(t1) = λ4(t1) = 

λ5(t1) = 0. Sehingga, dengan mengikuti Prinsip Maksimum Pontryagin, 

karakteristik kontrol optimal u1
∗, u2

∗ diperoleh berdasarkan kondisi 

berikut ini: 
 

 
Sehingga diperoleh, 

∂H 
 

 

∂u1 

∂H 
= = 0 

∂u2 

 

∂H 
 

 

∂u1 
∂H 

 
 

∂u2 

= Au1 + αSV λ1 − αSV λ2 

= Bu2 − V λ3 + V λ4 

dengan ∂H dimana i = 1, 2, maka 
i 

 

u ∗ = 
αSV (λ2 − λ1) 

1 
A 

u ∗ = 
αSV (λ2 − λ1) 

1 
A 

Dengan melibatkan batasan pada kontrol, maka dapat disimpulkan, 

 

0, jika u1 ≤ 0 

u1
∗ = u1, jika 0 < u1 < 1 

1, jika u1 ≥ 1 
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1 
A 

2 
B 

 

dan 
 
 
 
 

 

u2
∗ = 

 

 
0, jika u1 ≤ 0 

u2, jika 0 < u2 < 1 

1, jika u2 ≥ 1 

atau dapat ditulis dengan 

u ∗ = max

  

0, min

  

1, 
αSV (λ2 − λ1)

  

u ∗ = max

 

0, min

 

1, 
V (λ3 − λ4)

  

 

 

■ 

 

C. Simulasi Numerik 

 
Setelah melakukan analisis kontrol optimal, selanjutnya akan 

dilakukan simulasi numerik untuk mengetahui model penyebaran 

perilaku kekerasan seksual. Pada model ini diberikan kontrol 

berupa edukasi (u1) pada subpopulasi Susceptible dan hukum 

pidana (u2) pada subpopulasi Violent. Dibawah ini akan disajikan 

nilai awal pada masing-masing subpopulasi dan parameter yang 

akan digunakan pada simulasi numerik pada tabel 4.3 dan tabel 

4.4. 
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Tabel 4.4. Nilai Awal Subpopulasi Model Matematika SEVJQ 

 

Subpopulasi Nilai Awal Sumber 

S(0) 800 (Islam S Biswas, 2020) 

E(0) 500 (asumsi) 

V (0) 350 (Islam S Biswas, 2020) 

J(0) 50 (asumsi) 

Q(0) 100 (asumsi) 

 
Tabel 4.5. Nilai Parameter Model Matematika SEVJQ 

 

Parameter Nilai Parameter Sumber 

b 0.0042 (Terefe, 2022) 

α 0.01 (asumsi) 

β 0.442 (asumsi) 

γ 0.053 (Bahri, dkk., 2024) 

µ 0.01 (Terefe, 2022) 

ω 0.465 (Bahri, dkk., 2024) 

ρ 0.13 (Terefe, 2022) 

τ 0.017 (asumsi) 

π 0.03 (Terefe, 2022) 

 
Pengendalian untuk pelaku kekerasan seksual dilakukan 

dengan pemberian kontrol optimal. Berikut ini disajikan simulasi 

untuk model matematika kekerasan seksual dengan kontrol 

berupa edukasi dan hukum pidana dengan bantuan software 

Matlab R2013a dengan metode Forward-Backward Sweep dengan 

salah satu metodenya yaitu metode Runge-Kutta orde 4. 
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1. Simulasi Pertama 

Pada simulasi pertama, digunakan bobot edukasi sebesar 

A = 30 dan bobot hukum pidana sebesar B = 20, serta 

waktu sebesar t = 120 tahun sehingga diperoleh hasil 

simulasi numerik yang disajikan dalam grafik sebagai 

berikut: 
 

Gambar 4.2. Subpopulasi Susceptible Sebelum Kontrol dan 
Sesudah Kontrol 

 
Pada gambar 4.2 menunjukkan bahwa grafik subpopulasi 

Susceptible sebelum adanya kontrol mengalami penurunan 

dari titik awal yaitu S(0) = 800 pada t = 0 kemudian 

mengalami sedikit kenaikan pada t = 3 tahun sebelum 

akhirnya bergerak lurus mendekati suatu titik tertentu dari 

t = 15 tahun hingga t = 120 tahun dengan sisa individu 

sebesar 190 individu. Setelah adanya kontrol edukasi 

jumlah subpopulasi Susceptible mengalami kenaikan dari 

titik awal S(0) = 800 menjadi S(30) = 1350, kemudian 

mengalami penurunan secara perlahan setelah t = 40 tahun. 
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Subpopulasi Susceptible mengalami penurunan sebelum 

adanya kontrol dapat disebabkan karena banyaknya 

individu rentan yang terus terpengaruh dan berpindah 

ke subpopulasi Exposed (E) ke subpopulasi Violent (V). 

Kemudian setelah adanya kontrol edukasi, tingkat pengaruh 

perilaku tersebut berkurang sehingga lebih sedikit individu 

yang berada pada subpopulasi Susceptible yang terpengaruh. 

 

 

Gambar 4.3. Subpopulasi Exposed Sebelum Kontrol dan Sesudah 
Kontrol 

 
Pada gambar 4.3 menujukkan bahwa grafik subpopulasi 

Exposed sebelum adanya kontrol mengalami kenaikan 

dari titik awal E(0) = 500 pada waktu t = 0 kemudian 

mengalami penurunan secara berangsur mulai dari t = 2 

tahun hingga t = 120 tahun dengan sisa 660 individu. 

Setelah adanya kontrol edukasi, jumlah subpopulasi 

mengalami penurunan dari E(0) = 500 hingga t = 70 

tahun dan stabil hingga waktu t = 120 tahun.  Hal ini 
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menunjukkan bahwa adanya kontrol edukasi dapat bekerja 

optimal dalam menurunkan jumlah subpopulasi Exposed 

yang diperkuat dengan adanya penelitian terkait edukasi 

dan upaya pencegahan kekerasan seksual pada remaja 

oleh Sari, dkk. (2023). Dalam penelitiannya, Sari, dkk. 

(2023) menyimpulkan bahwa upaya pencegahan kekerasan 

seksual berupa edukasi kepada remaja dapat membuat 

peningkatan pengetahuan terkait pencegahan serta 

mengetahui bagimana cara menangani kasus kekerasan 

seksual di lingkungan sekitarnya. 

 

Gambar 4.4. Subpopulasi V iolent Sebelum Kontrol dan Sesudah 
Kontrol 

 
Pada gambar 4.4 menunjukkan bahwa grafik subpopulasi 

Violent sebelum adanya kontrol mengalami penurunan 

dari titik awal V (0) = 350 pada waktu t = 0 hingga 

pada t = 7 tahun mengalami penurunan secara perlahan 

menuju suatu titik tertentu pada waktu t = 120 tahun 

dengan sisa 20 individu. Setelah adanya kontrol jumlah 
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subpopulasi Violent mengalami penurunan lebih cepat 

hingga waktu t = 2 tahun. Hal ini menunjukkan bahwa 

adanya kontrol edukasi dan hukum pidana dapat bekerja 

optimal dalam menurunkan jumlah subpopulasi Violent 

dengan waktu yang lebih cepat yaitu dari t = 0 hingga 

t = 2 tahun dengan sisa individu mendekati nol. Hal ini 

juga diperkuat dengan adanya penelitian terkait edukasi 

dan upaya pencegahan kekerasan seksual pada remaja 

oleh Sari, dkk. (2023) serta penelitian terkait optimalisasi 

sarana hukum dalam menanggulangi kekerasan seksual 

di lingkungan pendidikan oleh Kusumo, A. (2023). Dalam 

penelitiannya, Kusumo, A. (2023) menyimpulkan bahwa 

upaya optimalisasi sarana hukum dapat dilakukan melalui 

tindakan secara represif sebagai bentuk tindak hukuman 

pidana maupun tindakan preventif yang dilakukan oleh 

aparat penegak hukum sebagai upaya penanggulangan. 

Sehingga dapat disimpulkan bahwa kedua upaya yaitu baik 

upaya edukasi maupun hukum pidana cukup efektif dalam 

menekan angka kekerasan seksual apabila diterapkan secara 

bersamaan. 
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Gambar 4.5. Subpopulasi Jailed Sebelum Kontrol dan Sesudah 
Kontrol 

 
Pada gambar 4.5 menunjukkan bahwa grafik subpopulasi 

Jailed sebelum adanya kontrol mengalami kenaikan dari 

titik awal J(0) = 50 menjadi 290 pada kurun waktu 5 

tahun, kemudian menurun secara berangsur pada waktu 

t = 5 tahun hingga t = 120 tahun dengan sisa 150 

individu. Setelah adanya kontrol, jumlah subpopulasi 

Jailed mengalami kenaikan dari titik awal J(0) = 50 

hingga 330 individu pada waktu t = 2 tahun, kemudian 

mengalami penurunan cukup signifikan setelah t = 2 

tahun hingga t = 100 tahun sebelum akhirnya stabil 

menuju suatu titik tertentu hingga waktu t = 120 tahun. 

Hal ini menunjukkan bahwa adanya kontrol edukasi dan 

hukum pidana dapat menaikkan subpopulasi Jailed dalam 

waktu singkat, kemudian menurun karena pengaruh dari 

penurunan subpopulasi Exposed (E) dan subpopulasi Violent 

(V). 



82 
 

 

 

 

Gambar 4.6. Subpopulasi Quit Sebelum Kontrol dan Sesudah 
Kontrol 

 
Pada gambar 4.6 menunjukkan bahwa subpopulasi Quit 

sebelum adanya kontrol mengalami kenaikan dari titik awal 

Q(0) = 100 menjadi Q(2) = 130, kemudian mengalami 

penurunan secara berangsur pada waktu t = 2 tahun 

hingga t = 120 tahun dengan sisa 65 individu. Setelah 

adanya kontrol mengalami penurunan lebih cepat hingga 

waktu t = 80 tahun sebelum akhirnya stabil menuju suatu 

titik tertentu hingga t = 120 tahun. Hal ini menunjukkan 

bahwa adanya kontrol edukasi dan hukum pidana dapat 

menurunkan subpopulasi Quit lebih cepat karena adanya 

pengaruh dari penurunan subpopulasi Exposed (E) dan 

subpopulasi Violent (V). 
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Gambar 4.7. Kontrol Edukasi u1 

 
Pada gambar 4.7 menunjukkan bahwa grafik simulasi 

kontrol edukasi u1 untuk subpopulasi Susceptible dalam 

waktu 120 tahun. Berdasarkan grafik tersebut, dapat dilihat 

bahwa periode kontrol awal adalah 1 atau 100% penuh dalam 

pemberian bobot edukasi dalam kurun waktu t = 0 hingga 

t = 95 tahun. Kemudian bergerak menurun hingga t = 120 

tahun. Karena grafik kontrol sudah mencapai titik nol, 

maka pemberian kontrol edukasi u1 diberhentikan. Hal ini 

menunjukkan bahwa kontrol edukasi yang diberikan cukup 

efektif dengan ditandai oleh penurunan dari subpopulasi 

Exposed (E) pada gambar 4.3. 
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Gambar 4.8. Kontrol Hukum Pidana u2 

 
Pada gambar 4.8 menunjukkan bahwa grafik simulasi 

kontrol hukum pidana u2 untuk subpopulasi Violent dalam 

waktu 120 tahun. Berdasarkan grafik tersebut, dapat 

dilihat bahwa periode kontrol awal adalah 1 atau 100% 

penuh dalam pemberian bobot hukum pidana bagi pelaku 

kekerasan seksual dalam kurun waktu t = 0 hingga t = 2 

tahun. Kemudian bergerak menurun mulai dari nilai 0, 4 

hingga mendekati 0 sampai waktu t = 90 tahun. Hal ini 

menunjukkan bahwa kontrol hukum pidana yang diberikan 

cukup efektif. Namun mengalami kenaikan pada waktu ke 

t = 90 tahun yang kemungkinan disebabkan karena adanya 

relaksasi hukum yang tidak efektif. Selanjutnya diberikan 

kembali kontrol hukum pidana u2 sehingga grafik kontrol 

mengalami penurunan hingga waktu t = 120 tahun. Karena 

grafik kontrol sudah mencapai titik nol, maka pemberian 

kontrol hukum pidana u2 dihentikan. 
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2. Simulasi Kedua 

Pada simulasi kedua, digunakan bobot edukasi sebesar 

A = 10 dan bobot hukum pidana sebesar B = 5, serta 

merubah parameter α = 0, 005, sehingga diperoleh hasil 

simulasi numerik yang disajikan dalam grafik sebagai 

berikut: 
 

Gambar 4.9. Subpopulasi Susceptible Sebelum Kontrol dan 
Sesudah Kontrol 

 
Pada gambar 4.9 menunjukkan bahwa grafik subpopulasi 

Susceptible sebelum adanya kontrol mengalami penurunan 

dari titik awal yaitu S(0) = 800 pada t = 0 kemudian 

mengalami sedikit kenaikan pada t = 3 tahun sebelum 

akhirnya bergerak lurus mendekati suatu titik tertentu dari 

t = 15 tahun hingga t = 120 tahun dengan sisa individu 

sebesar 350 individu. Setelah adanya kontrol edukasi 

jumlah subpopulasi Susceptible mengalami kenaikan dari 

titik awal S(0) = 800 menjadi S(30) = 1350, kemudian 

mengalami penurunan secara perlahan setelah t = 40 tahun. 
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Subpopulasi Susceptible mengalami penurunan sebelum 

adanya kontrol dapat disebabkan karena banyaknya 

individu rentan yang terus terpengaruh dan berpindah 

ke subpopulasi Exposed (E) ke subpopulasi Violent (V). 

Kemudian setelah adanya kontrol edukasi, tingkat pengaruh 

perilaku tersebut berkurang sehingga lebih sedikit individu 

yang berada pada subpopulasi Susceptible yang terpengaruh. 

 

 

Gambar 4.10. Subpopulasi Exposed Sebelum Kontrol dan Sesudah 
Kontrol 

 
Pada gambar 4.10 menujukkan bahwa grafik subpopulasi 

Exposed sebelum adanya kontrol mengalami kenaikan 

dari titik awal E(0) = 500 pada waktu t = 0 kemudian 

mengalami penurunan secara berangsur mulai dari 

t = 2 tahun hingga t = 120 tahun dengan sisa sebesar 

550 individu. Setelah adanya kontrol edukasi, jumlah 

subpopulasi mengalami penurunan dari E(0) = 500 hingga 

t = 70 tahun dan stabil hingga waktu t = 120 tahun. Hal ini 
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menunjukkan bahwa adanya kontrol edukasi dapat bekerja 

optimal dalam menurunkan jumlah subpopulasi Exposed 

yang diperkuat dengan adanya penelitian terkait edukasi 

dan upaya pencegahan kekerasan seksual pada remaja 

oleh Sari, dkk. (2023). Dalam penelitiannya, Sari, dkk. 

(2023) menyimpulkan bahwa upaya pencegahan kekerasan 

seksual berupa edukasi kepada remaja dapat membuat 

peningkatan pengetahuan terkait pencegahan serta 

mengetahui bagimana cara menangani kasus kekerasan 

seksual di lingkungan sekitarnya. 

 

Gambar 4.11. Subpopulasi V iolent Sebelum Kontrol dan Sesudah 
Kontrol 

 
Pada gambar 4.11 menunjukkan bahwa grafik subpopulasi 

Violent sebelum adanya kontrol mengalami penurunan 

dari titik awal V (0) = 350 pada waktu t = 0 hingga 

pada t = 7 tahun mengalami penurunan secara perlahan 

menuju suatu titik tertentu pada waktu t = 120 tahun 

dengan sisa 20 individu. Setelah adanya kontrol jumlah 
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subpopulasi Violent mengalami penurunan lebih cepat 

hingga waktu t = 2 tahun. Hal ini menunjukkan bahwa 

adanya kontrol edukasi dan hukum pidana dapat bekerja 

optimal dalam menurunkan jumlah subpopulasi Violent. Hal 

ini juga diperkuat dengan adanya penelitian terkait edukasi 

dan upaya pencegahan kekerasan seksual pada remaja 

oleh Sari, dkk. (2023) serta penelitian terkait optimalisasi 

sarana hukum dalam menanggulangi kekerasan seksual 

di lingkungan pendidikan oleh Kusumo, A. (2023). Dalam 

penelitiannya, Kusumo, A. (2023) menyimpulkan bahwa 

upaya optimalisasi sarana hukum dapat dilakukan melalui 

tindakan secara represif sebagai bentuk tindak hukuman 

pidana maupun tindakan preventif yang dilakukan oleh 

aparat penegak hukum sebagai upaya penanggulangan. 

Sehingga dapat disimpulkan bahwa kedua upaya yaitu baik 

upaya edukasi maupun hukum pidana cukup efektif dalam 

menekan angka kekerasan seksual apabila diterapkan secara 

bersamaan. 
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Gambar 4.12. Subpopulasi Jailed Sebelum Kontrol dan Sesudah 
Kontrol 

 
Pada gambar 4.12 menunjukkan bahwa grafik subpopulasi 

Jailed sebelum adanya kontrol mengalami kenaikan dari 

titik awal J(0) = 50 menjadi 280 pada kurun waktu 5 

tahun, kemudian menurun secara berangsur pada waktu 

t = 5 tahun hingga t = 120 tahun dengan sisa 125 

individu. Setelah adanya kontrol, jumlah subpopulasi Jailed 

mengalami kenaikan dari titik awal J(0) = 50 hingga 330 

individu pada waktu t = 2 tahun, kemudian mengalami 

penurunan cukup signifikan setelah t = 2 tahun hingga 

t = 100 tahun sebelum akhirnya stabil menuju suatu titik 

tertentu hingga waktu t = 120 tahun. Hal ini menunjukkan 

bahwa adanya kontrol edukasi dan hukum pidana dapat 

menaikkan subpopulasi Jailed dalam waktu singkat yaitu 

selama 2 tahun, kemudian menurun karena pengaruh dari 

penurunan subpopulasi Exposed (E) dan subpopulasi Violent 

(V). 



90 
 

 

 

 

Gambar 4.13. Subpopulasi Quit Sebelum Kontrol dan Sesudah 
Kontrol 

 
Pada gambar 4.13 menunjukkan bahwa subpopulasi Quit 

sebelum adanya kontrol mengalami kenaikan dari titik awal 

Q(0) = 100 menjadi Q(2) = 130, kemudian mengalami 

penurunan secara berangsur pada waktu t = 2 tahun 

hingga t = 120 tahun dengan sisa 50 individu. Setelah 

adanya kontrol mengalami penurunan lebih cepat hingga 

waktu t = 80 tahun sebelum akhirnya stabil menuju suatu 

titik tertentu hingga t = 120 tahun. Hal ini menunjukkan 

bahwa adanya kontrol edukasi dan hukum pidana dapat 

menurunkan subpopulasi Quit lebih cepat karena adanya 

pengaruh dari penurunan subpopulasi Exposed (E) dan 

subpopulasi Violent (V). 
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Gambar 4.14. Kontrol Edukasi u1 

 
Pada gambar 4.14 menunjukkan bahwa grafik simulasi 

kontrol edukasi u1 untuk subpopulasi Susceptible dalam 

waktu 120 tahun. Berdasarkan grafik tersebut, dapat dilihat 

bahwa periode kontrol awal adalah 1 atau 100% penuh 

dalam pemberian bobot edukasi dalam kurun waktu t = 0 

hingga t = 95 tahun. Kemudian bergerak menurun hingga 

t = 120 tahun. Karena grafik kontrol sudah mencapai titik 

nol, maka pemberian kontrol edukasi u1 diberhentikan. Hal 

ini menunjukkan bahwa kontrol edukasi yang diberikan 

cukup efektif dengan ditandainya oleh penurunan dari 

subpopulasi Exposed (E) pada gambar 4.10. 
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Gambar 4.15. Kontrol Hukum Pidana u2 

 
Pada gambar 4.15 menunjukkan bahwa grafik simulasi 

kontrol hukum pidana u2 untuk subpopulasi Violent dalam 

waktu 120 tahun. Berdasarkan grafik tersebut, dapat 

dilihat bahwa periode kontrol awal adalah 1 atau 100% 

penuh dalam pemberian bobot hukum pidana bagi pelaku 

kekerasan seksual dalam kurun waktu t = 0 hingga t = 2 

tahun. Kemudian bergerak menurun dari 0.8 hingga 0, 005 

sampai waktu t = 90 tahun. Hal ini menunjukkan bahwa 

kontrol hukum pidana yang diberikan cukup efektif. Namun 

mengalami kenaikan pada waktu ke t = 90 tahun yang 

kemungkinan disebabkan karena adanya relaksasi hukum 

yang tidak efektif. Selanjutnya diberikan kembali kontrol 

hukum pidana u2 sehingga grafik kontrol mengalami 

penurunan hingga waktu t = 120 tahun. Karena grafik 

kontrol sudah mencapai titik nol, maka pemberian kontrol 

hukum pidana u2 dihentikan. 
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3. Simulasi Ketiga 

Pada simulasi ketiga, digunakan bobot edukasi sebesar 

A = 30 dan bobot hukum pidana sebesar B = 20, serta 

kontrol yang digunakan hanya kontrol edukasi u1 saja atau 

u2 = 0 sehingga diperoleh hasil simulasi numerik yang 

disajikan dalam grafik sebagai berikut: 

 

Gambar 4.16. Subpopulasi Susceptible Sebelum Kontrol dan 
Sesudah Kontrol 

 
Pada gambar 4.16 menunjukkan bahwa grafik subpopulasi 

Susceptible sebelum adanya kontrol mengalami penurunan 

dari titik awal yaitu S(0) = 800 pada t = 0 kemudian 

mengalami sedikit kenaikan pada t = 3 tahun sebelum 

akhirnya bergerak lurus mendekati suatu titik tertentu dari 

t = 15 tahun hingga t = 120 tahun dengan sisa individu 

sebesar 20 individu. Setelah adanya kontrol edukasi 

jumlah subpopulasi Susceptible mengalami kenaikan dari 

titik awal S(0) = 800 menjadi S(30) = 1350, kemudian 

mengalami penurunan secara perlahan setelah t = 40 tahun. 
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Subpopulasi Susceptible mengalami penurunan sebelum 

adanya kontrol dapat disebabkan karena banyaknya 

individu rentan yang terus terpengaruh dan berpindah 

ke subpopulasi Exposed (E) ke subpopulasi Violent (V). 

Kemudian setelah adanya kontrol edukasi, tingkat pengaruh 

perilaku tersebut berkurang sehingga lebih sedikit individu 

yang berada pada subpopulasi Susceptible yang terpengaruh. 

 

 

Gambar 4.17. Subpopulasi Exposed Sebelum Kontrol dan Sesudah 
Kontrol 

 
Pada gambar 4.17 menujukkan bahwa grafik subpopulasi 

Exposed sebelum adanya kontrol mengalami kenaikan 

dari titik awal E(0) = 500 pada waktu t = 0 kemudian 

mengalami penurunan secara berangsur mulai dari t = 2 

tahun hingga t = 120 tahun dengan sisa 660 individu. 

Setelah adanya kontrol edukasi, jumlah subpopulasi 

mengalami penurunan dari E(0) = 500 hingga t = 70 

tahun dan stabil hingga waktu t = 120 tahun.  Hal ini 
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menunjukkan bahwa adanya kontrol edukasi dapat bekerja 

optimal dalam menurunkan jumlah subpopulasi Exposed 

yang diperkuat dengan adanya penelitian terkait edukasi 

dan upaya pencegahan kekerasan seksual pada remaja 

oleh Sari, dkk. (2023). Dalam penelitiannya, Sari, dkk. 

(2023) menyimpulkan bahwa upaya pencegahan kekerasan 

seksual berupa edukasi kepada remaja dapat membuat 

peningkatan pengetahuan terkait pencegahan serta 

mengetahui bagimana cara menangani kasus kekerasan 

seksual di lingkungan sekitarnya. 

 

Gambar 4.18. Subpopulasi V iolent Sebelum Kontrol dan Sesudah 
Kontrol 

 
Pada gambar 4.18 menunjukkan bahwa grafik subpopulasi 

Violent sebelum adanya kontrol mengalami penurunan dari 

titik awal V (0) = 350 pada waktu t = 0 hingga pada t = 7 

tahun mengalami penurunan secara perlahan menuju suatu 

titik tertentu pada waktu t = 120 tahun dengan sisa 20 

individu. Setelah adanya kontrol jumlah subpopulasi Violent 
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mengalami penurunan lebih cepat hingga waktu t = 2 tahun. 

Hal ini menunjukkan bahwa adanya kontrol edukasi dapat 

bekerja optimal dalam menurunkan jumlah subpopulasi 

Violent dengan cepat yaitu dalam krun waktu 2 tahun. Hal 

ini diperkuat dengan adanya penelitian terkait edukasi dan 

upaya pencegahan kekerasan seksual pada remaja oleh Sari, 

dkk. (2023). 
 

Gambar 4.19. Subpopulasi Jailed Sebelum Kontrol dan Sesudah 
Kontrol 

 
Pada gambar 4.19 menunjukkan bahwa grafik subpopulasi 

Jailed sebelum adanya kontrol mengalami kenaikan dari 

titik awal J(0) = 50 menjadi 290 pada kurun waktu 5 

tahun, kemudian menurun secara berangsur pada waktu 

t = 5 tahun hingga t = 120 tahun dengan sisa 150 

individu. Setelah adanya kontrol, jumlah subpopulasi Jailed 

mengalami kenaikan dari titik awal J(0) = 50 hingga 330 

individu pada waktu t = 2 tahun, kemudian mengalami 

penurunan cukup signifikan setelah t  =  2 tahun hingga 
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t = 100 tahun sebelum akhirnya stabil menuju suatu titik 

tertentu hingga waktu t = 120 tahun. Hal ini menunjukkan 

bahwa adanya kontrol edukasi dapat menaikkan subpopulasi 

Jailed dalam waktu singkat, kemudian menurun karena 

pengaruh dari penurunan subpopulasi Exposed (E) dan 

subpopulasi Violent (V). 

 

Gambar 4.20. Subpopulasi Quit Sebelum Kontrol dan Sesudah 
Kontrol 

 
Pada gambar 4.20 menunjukkan bahwa subpopulasi Quit 

sebelum adanya kontrol mengalami kenaikan dari titik awal 

Q(0) = 100 menjadi Q(t) = 130 pada waktu t = 2 tahun, 

kemudian mengalami penurunan secara berangsur pada 

waktu t = 2 tahun hingga t = 120 tahun dengan sisa 65 

individu. Setelah adanya kontrol mengalami penurunan 

lebih cepat hingga waktu t = 80 tahun sebelum akhirnya 

stabil menuju suatu titik tertentu hingga t = 120 tahun. 

Hal ini menunjukkan bahwa adanya kontrol edukasi dapat 

menurunkan subpopulasi Quit lebih cepat karena adanya 
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pengaruh dari penurunan subpopulasi Exposed (E) dan 

subpopulasi Violent (V). 

 

Gambar 4.21. Kontrol Edukasi u1 

 
Pada gambar 4.21 menunjukkan bahwa grafik simulasi 

kontrol edukasi u1 untuk subpopulasi Susceptible dalam 

waktu 120 tahun. Berdasarkan grafik tersebut, dapat dilihat 

bahwa periode kontrol awal adalah 1 atau 100% penuh 

dalam pemberian bobot edukasi dalam kurun waktu t = 0 

hingga t = 95 tahun. Kemudian bergerak menurun hingga 

t = 120 tahun. Karena grafik kontrol sudah mencapai titik 

nol, maka pemberian kontrol edukasi u1 dihentikan. Hal ini 

menunjukkan bahwa kontrol edukasi yang diberikan cukup 

efektif dengan ditandai oleh penurunan pada subpopulasi 

Exposed (E) pada gambar 4.17 dan subpopulasi Violent (V) 

pada gambar 4.18. 
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Gambar 4.22. Kontrol Hukum Pidana u2 

 
Pada gambar 4.22 menunjukkan bahwa grafik simulasi 

kontrol hukum pidana u2 untuk subpopulasi Violent dalam 

waktu 120 tahun. Berdasarkan grafik tersebut, dapat dilihat 

bahwa nilai untuk kontrol hukum pidana sebesar nol. Hal 

ini disebabkan karena pada simulasi ini diasumsikan bahwa 

nilai kontrol hukum pidana u2 = 0. 

4. Simulasi Keempat 

Pada simulasi keempat, digunakan bobot edukasi sebesar 

A = 30 dan bobot hukum pidana sebesar B = 20, serta 

kontrol yang digunakan hanya kontrol hukum pidana u2 saja 

atau u1 = 0 sehingga diperoleh hasil simulasi numerik yang 

disajikan dalam grafik sebagai berikut: 
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Gambar 4.23. Subpopulasi Susceptible Sebelum Kontrol dan 
Sesudah Kontrol 

 
Pada gambar 4.23 menunjukkan bahwa grafik subpopulasi 

Susceptible sebelum adanya kontrol mengalami penurunan 

dari titik awal yaitu S(0) = 800 pada t = 0 kemudian 

mengalami sedikit kenaikan pada t = 3 tahun sebelum 

akhirnya bergerak lurus mendekati suatu titik tertentu dari 

t = 15 tahun hingga t = 120 tahun dengan sisa individu 

sebesar 20 individu. Setelah adanya kontrol edukasi 

jumlah subpopulasi Susceptible mengalami penurunan dari 

titik awal S(0) = 800 menjadi 150 individu, kemudian 

mengalami kenaikan setelah waktu t = 2 tahun hingga 

t = 25 tahun sebelum akhirnya bergerak lurus mendekati 

suatu titik tertentu hingga waktu t = 120 tahun dengan 

sisa individu sebesar 490 individu. Subpopulasi Susceptible 

mengalami penurunan yang cukup signifikan sebelum 

adanya kontrol dibandingkan dengan setelah adanya kontrol 

dapat disebabkan karena banyaknya individu rentan yang 
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terus terpengaruh oleh perilaku kekerasan seksual dan 

berpindah ke subpopulasi Exposed (E) ke subpopulasi 

Violent (V). 
 

Gambar 4.24. Subpopulasi Exposed Sebelum Kontrol dan Sesudah 
Kontrol 

 
Pada gambar 4.24 menujukkan bahwa grafik subpopulasi 

Exposed sebelum adanya kontrol mengalami kenaikan 

dari titik awal E(0) = 500 pada waktu t = 0 kemudian 

mengalami penurunan secara berangsur mulai dari t = 2 

tahun hingga t = 120 tahun dengan sisa 660 individu. 

Setelah adanya kontrol edukasi, jumlah subpopulasi 

mengalami kenaikan dari E(0) = 500 hingga t = 2 tahun 

kemudian menurun secara perlahan hingga waktu t = 120 

tahun. Hal ini menunjukkan bahwa adanya kontrol hukum 

pidana kurang bekerja optimal dalam menurunkan jumlah 

subpopulasi Exposed yang ditandai dengan menaiknya 

jumlah individu pada awal tahun meskipun pada akhirnya 

mengalami penurunan secara perlahan. Hal ini menujukkan 
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karena tidak adanya kontrol edukasi dalam mengontrol laju 

penyebaran pelaku kekerasan seksual, sehingga individu 

pada subpopulasi Exposed mengalami kenaikan. 

 

Gambar 4.25. Subpopulasi V iolent Sebelum Kontrol dan Sesudah 
Kontrol 

 
Pada gambar 4.25 menunjukkan bahwa grafik subpopulasi 

Violent sebelum adanya kontrol mengalami penurunan dari 

titik awal V (0) = 350 pada waktu t = 0 hingga pada t = 7 

tahun mengalami penurunan secara perlahan menuju suatu 

titik tertentu pada waktu t = 120 tahun dengan sisa 20 

individu. Setelah adanya kontrol jumlah subpopulasi Violent 

mengalami penurunan lebih cepat hingga waktu t = 2 

tahun. Hal ini menunjukkan bahwa adanya kontrol hukum 

pidana dapat berpengaruh dalam menurunkan jumlah 

subpopulasi Violent, meskipun penurunannya terbilang 

masih belum signifikan. Pernyataan tersebut diperkuat 

dengan adanya penelitian terkait penegakan hukum tindak 

pidana kekerasan seksual terhadap anak oleh Mawardi dan 
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Nursiti (2020) yang menunjukkan bahwa penanggulangan 

kekerasan seksual melalui penegakan hukum belum cukup 

optimal dalam mengurangi jumlah pelaku kekerasan seksual. 

 

 

Gambar 4.26. Subpopulasi Jailed Sebelum Kontrol dan Sesudah 
Kontrol 

 
Pada gambar 4.26 menunjukkan bahwa grafik subpopulasi 

Jailed sebelum adanya kontrol mengalami kenaikan dari 

titik awal J(0) = 50 menjadi 290 pada kurun waktu 5 

tahun, kemudian menurun secara berangsur pada waktu 

t = 5 tahun hingga t = 120 tahun dengan sisa 150 

individu. Setelah adanya kontrol, jumlah subpopulasi Jailed 

mengalami kenaikan dari titik awal J(0) = 50 hingga 350 

individu pada waktu t = 2 tahun, kemudian mengalami 

penurunan secara perlahan setelah t = 2 tahun hingga 

t = 120 tahun. Hal ini menunjukkan bahwa adanya kontrol 

hukum pidana dapat menaikkan subpopulasi Jailed dalam 

waktu singkat, kemudian menurun karena pengaruh dari 
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penurunan subpopulasi Exposed (E) dan subpopulasi Violent 

(V). 
 

Gambar 4.27. Subpopulasi Quit Sebelum Kontrol dan Sesudah 
Kontrol 

 
Pada gambar 4.27 menunjukkan bahwa subpopulasi 

Quit sebelum adanya kontrol mengalami kenaikan dari 

titik awal Q(0) = 100 menjadi Q(2) = 130, kemudian 

mengalami penurunan secara berangsur pada waktu 

t = 2 tahun hingga t = 120 tahun dengan sisa 65 

individu. Setelah adanya kontrol mengalami kenaikan 

dari titik awal Q(0) = 100 menjadi Q(2) = 115, kemudian 

mengalami penurunan hingga waktu t = 120 tahun. Hal ini 

menunjukkan bahwa adanya kontrol hukum pidana dapat 

menaikkan subpopulasi Quit dalam waktu singkat, kemudian 

menurunkan subpopulasi Quit karena adanya pengaruh dari 

penurunan subpopulasi Exposed (E) dan subpopulasi Violent 

(V). 
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Gambar 4.28. Kontrol Edukasi u1 

 
Pada gambar 4.28 menunjukkan bahwa grafik simulasi 

kontrol edukasi u1 untuk subpopulasi Violent dalam waktu 

120 tahun. Berdasarkan grafik tersebut, dapat dilihat bahwa 

nilai untuk kontrol edukasi sebesar nol. Hal ini disebabkan 

karena pada simulasi ini diasumsikan bahwa nilai kontrol 

edukasi u1 = 0. 
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Gambar 4.29. Kontrol Hukum Pidana u2 

 
Pada gambar 4.29 menunjukkan bahwa grafik simulasi 

kontrol hukum pidana u2 untuk subpopulasi Violent dalam 

waktu 120 tahun. Berdasarkan grafik tersebut, dapat dilihat 

bahwa periode kontrol awal adalah 1 atau 100% penuh 

dalam pemberian bobot edukasi dalam kurun waktu t = 0 

hingga mendekati t = 120 tahun. Kemudian bergerak 

menurun hingga t = 120 tahun. Karena grafik kontrol sudah 

mencapai titik nol, maka pemberian kontrol hukum pidana 

u2 dihentikan. Hal ini menunjukkan bahwa kontrol hukum 

pidana yang diberikan cukup efektif dengan ditandainya 

oleh penurunan dari subpopulasi Violent (V). 

Berdasarkan hasil dari empat simulasi di atas, dapat 

disimpulkan bahwa simulasi pertama dan simulasi kedua 

yang paling efektif digunakan berdasarkan hasil grafik pada 

masing-masing subpoulasi. Hal itu karena adanya kontrol berupa 

edukasi dan hukum pidana apabila diterapkan secara bersamaan 
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akan menghasilkan upaya yang lebih optimal dibandingkan 

dengan hanya diterapkannya salah satu kontrol saja sesuai dengan 

penelitian yang dilakukan oleh Kusumo, A.(2023) mengenai 

optimalisasi sarana hukum dalam menanggulangi kekerasan 

seksual di lingkungan pendidikan. 



 

BAB V 

PENUTUP 

 
A. Kesimpulan 

 
1. Kontruksi model matematika kekerasan seksual dengan 

kontrol berupa program edukasi dan hukum pidana yaitu 

sebagai berikut: 

dS 
= bN − (1 − u1)αSV − µS + ωQ 

dt 
dE 

= (1 − u1)αSV − (τ + π + µ)E 
dt 
dV 

= τ E − (β + ρ + µ + u2)V 
dt 
dJ 

= (β + u2)V − (γ + µ)J 
dt 

dQ 
= γJ + ρV + πE − (ω + µ)Q 

dt 

dengan nilai awal S(0) = S0, E(0) = E0, V (0) = V0, J(0) = 

J0, Q(0) = Q0. Individu rentan terhadap perilaku kekerasan 

seksual (S), individu yang telah terpengaruh perilaku 

kekerasan seksual dan memungkinkan telah melakukan 

kekerasan seksual namun belum menyebarkan perilaku 

kekerasan seksual (E), individu yang telah melakukan 

kekerasan seksual serta menyebarkan perilaku kekerasan 

seksual (pelaku aktif kekerasan seksual) (V), individu yang 

mendapatkan hukuman penjara karena telah melakukan 

kekerasan seksual (J), dan individu yang telah berhenti 

dari perilaku kekerasan seksual (baik sebagai pelaku aktif 

kekerasan seksual (V) maupun yang baru terpengaruh 
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 1 
 
∂H 

dt 2 
 
∂H 

dt 2 

 
 

 

 

 
n 

1 

 A 

B 

∂H = dE∗ 
= (1 − u ∗)αS∗V ∗ − (τ + π + µ)E∗ 

dt ∂S∗ 

dt ∂E∗ 2 3 5 

u1∗ = min max 0, αSV (λ2−λ1) 
, 1 

  

 
perilaku kekerasan seksual (E)), namun telah berhasil 

keluar dari pengaruh perilaku tersebut karena kesadaran 

sendiri maupun intervensi hukum (Q), serta kontrol edukasi 

(u1) dan kontrol hukum pidana (u2). 

2. Penyelesaian masalah kontrol optimal pada model 

matematika kekerasan seksual dengan kontrol berupa 

edukasi dan hukum pidana dilakukan melalui pendekatan 

Prinsip Minimum Pontryagin (PMP). Selanjutnya, akan 

dicari solusi dari sistem yang optimal dengan cara 

mensubstitusikan nilai kontrol u1∗ dan u2∗ ke dalam 

sistem persamaan state dan persamaan costate, sehingga 

diperoleh sistem yang optimal yaitu: 
 
∂H = dS∗ 

= bN − (1 − u ∗)αS∗V ∗ − µS∗ + ωQ∗ 
∂λ1∗ dt 1 

 
∂λ2∗ dt 

 ∂λ3∗ = dV 
∗ 

= τ E∗ − (β + ρ + µ + u ∗))V ∗ 

 ∂λ4∗ = dJ∗ 
= (β + u ∗)V ∗ − (γ + µ)J∗ 

∂H 

∂λ5∗ 

dQ∗ 
dt = γJ∗ + ρV ∗ + πE∗ − (ω + µ)Q∗ 

dλ1
∗ 

= − ∂H = λ ((1 − u ∗)αV ∗ + µ) − λ ((1 − u ∗)αV ∗) 

 
dλ2∗ 

= − ∂H = λ (τ + π + µ) − λ τ − λ π − 1 
dλ3∗ 

= − ∂H = λ ((1 − u ∗)αS∗) − λ ((1 − u ∗)αS∗) 
dt ∂V ∗ 1 1 2 1 

 

 dλ4
∗ 

= − ∂H 

+λ3(β + ρ + µ + u2∗) − λ4(β + u2∗) − λ5ρ − 1 
= λ (γ + µ) − λ γ 

dt ∂J∗ 4 5 
 
dλ5∗ 

= − ∂H = −λ ω + λ (ω + µ) 
dt ∂Q∗ 5 

 

u2∗ = min 
n

max
 
0, V (λ3−λ4)

 
, 1

, 

1 1 2 1 

= 

, 
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dengan kondisi awal yaitu S∗(0) = S∗, E∗(0) = E∗, V ∗(0) = 

0 0 
V ∗, J∗(0) = J∗, Q∗(0) = Q∗, serta kondisi transversal yaitu 

0 0 0 

λ1
∗(t1) = λ2

∗(t1) = λ3
∗(t1) = λ4

∗(t1) = λ5
∗(t1) = 0. 

3. Berdasarkan hasil simulasi numerik yang telah dibahas pada 

bab sebelumnya, diperoleh hasil bahwa kontrol edukasi dan 

hukum pidana memberikan pengaruh terhadap penurunan 

pelaku kekerasan seksual. Hal tersebut menjadi pengaruh 

positif dari strategi kontrol yang telah diterapkan. Namun, 

pada hasil simulasi menunjukkan bahwa apabila salah satu 

kontrol saja yang diterapkan masih kurang optimal untuk 

menurunkan jumlah populasi pelaku kekerasan seksual, 

sehingga perlu dilakukan kombinasi antara kontrol edukasi 

dan hukum pidana untuk mengoptimalkan penurunan 

populasi pelaku kekerasan seksual. Hal ini mengindikasikan 

bahwa strategi pengendalian untuk kasus kekerasan seksual 

dapat berupa upaya preventif melalui program edukasi dan 

upaya represif melalui penegakan hukum dapat memberikan 

hasil yang lebih optimal dalam jangka waktu tertentu. 

 
B. Saran 

 
Pada skripsi ini membahas tentang model matematika 

kekerasan seksual dengan menambahkan dua kontrol saja 

yaitu kontrol edukasi dan hukum pidana. Oleh karena itu, 

penulis menyarankan untuk penelitian selanjutnya diharapkan 

untuk menambahkan subpopulasi maupun kontrol optimal agar 

didapatkan hasil yang lebih efektif. 
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clc; 

clear all; 

close all; 

 

%jumlah popopulasi pada t=0 

S0=800; 

E0=500; %asumsi 

V0=350; 

P0=50; %asumsi 

Q0=100; %asumsi 

N0=1800; 

 

%Parameter2 

b=0.0042; 

alfa=0.01; %asumsi 

beta=0.442; %asumsi 

gamma= 0.053; 

miu=0.01; 

omega=0.465; 

rho=0.13; 

tau=0.017; %asumsi 

phi=0.03; 

 

 

A=30; %bobot u_1 edukasi 

B=20; %bobot u_2 hukum pidana 

u1max=1; %0<u1<1 

u2max=1; %0<u2<1 %diubah menjadi lebih besar 

 
Lampiran 1. Program Matlab R2013a Model Matematika 

Kekerasan Seksual dengan dan Tanpa Kontrol 

 
 

 
A. Program Utama 
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h=0.1; %h=1/N misal: h=1/10=0.1 

t=0:h:120; %selang dari 0 sampai 10 dipartisi dengan 

jarak h=0.1 

Z=length(t); %banyaknya t 

%parameter e1 

 

%membentuk matrik baris isinya nol dengan z baris, 

u1=zeros(Z,1); 

u1old=zeros(Z,1); 

u2=zeros(Z,1); 

u2old=zeros(Z,1); 

S=zeros(Z,1); 

E=zeros(Z,1); 

V=zeros(Z,1); 

P=zeros(Z,1); 

Q=zeros(Z,1); 

Sold=zeros(Z,1); 

Eold=zeros(Z,1); 

Vold=zeros(Z,1); 

Pold=zeros(Z,1); 

Qold=zeros(Z,1); 

 

%p1 adalah lambda_1 dsb 

p1=zeros(Z,1); 

p2=zeros(Z,1); 

p3=zeros(Z,1); 

p4=zeros(Z,1); 

p5=zeros(Z,1); 

p1old=zeros(Z,1); 

p2old=zeros(Z,1); 

p3old=zeros(Z,1); 

p4old=zeros(Z,1); 

p5old=zeros(Z,1); 
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%kontrol ada 2 pada u_1 dan u_1old 

tes=1; 

it=0; 

while tes >1e-3 

u1old=u1; 

u2old=u2; 

Sold=S; Eold=E; Vold=V; Pold=P; Qold=Q; 

p1o=p1; p2o=p2; p3o=p3; p4o=p4; p5o=p5; 

S(1)=S0; E(1)=E0; V(1)=V0; P(1)=P0; Q(1)=Q0; 

 

J(it+1)=0; 

for i=1:Z-1 

J(it+1)=J(it+1)+h*(V(i)+E(i)+1/2*A*u1old(i)^2+1/2* 

B*u2old(i)^2); 

 

y=[S(i) E(i) V(i) P(i) Q(i)]; 

%RungeKutta 

 

%dy=PST(y,u1,u2,N0,b,alfa,omega, rho,phi, tau,beta, 

miu,gamma) 

k1=h*PST(y,u1old(i),u2old(i),N0,b,alfa,omega,rho,phi, 

tau,beta,miu,gamma); 

k2=h*PST(y+0.5*k1,u1old(i),u2old(i),N0,b,alfa,omega, 

rho,phi,tau,beta,miu,gamma); 

k3=h*PST(y+0.5*k2,u1old(i),u2old(i),N0,b,alfa,omega, 

rho,phi,tau,beta,miu,gamma); 

k4=h*PST(y+k3,u1old(i),u2old(i),N0,b,alfa,omega,rho,phi, 

tau,beta,miu,gamma); 

y=y+(1/6)*(k1+2*k2+2*k3+k4); 

 

S(i+1)=y(1); 

E(i+1)=y(2); 

V(i+1)=y(3); 

P(i+1)=y(4); 
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Q(i+1)=y(5); 

end 

 

J(it+1)=J(it+1)+h*(V(i)+E(i)+1/2*A*u1old(i)^2+1/2* 

B*u2old(i)^2); 

 

%Plot populasi tanpa kontrol 

if it == 0 

 

figure(1) 

plot(t,S,’m--’,’LineWidth’,3); 

hold on; 

figure(2) 

plot(t,E,’m--’,’LineWidth’,3); 

hold on; 

figure(3) 

plot(t,V,’m--’,’LineWidth’,3); 

hold on; 

figure(4) 

plot(t,P,’m--’,’LineWidth’,3); 

hold on; 

figure(5) 

plot(t,Q,’m--’,’LineWidth’,3); 

hold on; 

end 

 

p1(Z)=0; p2(Z)=0; p3(Z)=0; p4(Z)=0; p5(Z)=0; 

 

for i=1:Z-1 

je=Z-i; 

y=[p1(je+1) p2(je+1) p3(je+1) p4(je+1) p5(je+1)]; 

 

%dg=PCT(y,S,V,u1,u2,alfa,omega,rho,phi,tau,beta, 

miu,gamma) 
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k1=h*PCT(y,S(je+1),V(je+1),u1old(je+1),u2old(je+1), 

alfa,omega,rho,phi,tau,beta,miu,gamma); 

k2=h*PCT(y+0.5*k1,S(je+1),V(je+1),u1old(je+1),u2old 

(je+1),alfa,omega,rho,phi,tau,beta,miu,gamma); 

k3=h*PCT(y+0.5*k2,S(je+1),V(je+1),u1old(je+1),u2old 

(je+1),alfa,omega,rho,phi,tau,beta,miu,gamma); 

k4=h*PCT(y+k3,S(je+1),V(je+1),u1old(je+1),u2old(je+1), 

alfa,omega,rho,phi,tau,beta,miu,gamma); 

y=y-(1/6)*(k1+2*k2+2*k3+k4); 

 

p1(je)=y(1); 

p2(je)=y(2); 

p3(je)=y(3); 

p4(je)=y(4); 

p5(je)=y(5); 

 

 

temp2=min([(1/A)*(alfa*S(je)*V(je))*((p2(je)-p1(je))) 

u1(je)=max([temp2 0]); 

temp4=min([(1/B)*((p3(je)-p4(je))*V(je)) u2max]); 

u2(je)=max([temp4 0]); 

end 

 

eS=sum(abs(S-Sold)); 

eE=sum(abs(E-Eold)); 

eV=sum(abs(V-Vold)); 

eP=sum(abs(P-Pold)); 

eQ=sum(abs(Q-Qold)); 

ep1=sum(abs(p1-p1o)); 

ep2=sum(abs(p2-p2o)); 

ep3=sum(abs(p3-p3o)); 

ep4=sum(abs(p4-p4o)); 

ep5=sum(abs(p5-p5o)); 
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eu1=sum(abs(u1-u1old)); 

eu2=sum(abs(u2-u2old)); 

 

%error = sum dari error yang lama dengan yang baru 

tes=eS+eE+eV+eP+eQ+ep1+ep2+ep3+ep4+ep5+eu1+eu2; 

it=it+1; 

u1=(0.5*u1+0.5*u1old); 

u2=(0.5*u2+0.5*u2old); 

end 

 

figure(1) 

plot(t,S,’r-’,’LineWidth’,3); 

xlabel(’Waktu (Tahun)’); 

ylabel(’S(t)’); 

grid on; 

legend(’S Tanpa Kontrol’,’S dengan Kontrol u’); 

title(’Populasi Susceptible’); 

hold on; 

 

figure(2) 

plot(t,E,’r-’,’LineWidth’,3); 

xlabel(’Waktu (Tahun)’); 

ylabel(’E(t)’); 

grid on; 

legend(’E Tanpa Kontrol’,’E dengan Kontrol u’); 

title(’Populasi Exposed’); 

hold on; 

 

figure(3) 

plot(t,V,’r-’,’LineWidth’,3); 

xlabel(’Waktu (Tahun)’); 

ylabel(’V(t)’); 

grid on; 

legend(’V Tanpa Kontrol’,’V dengan Kontrol u’); 
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title(’Populasi Violent’); 

hold on; 

 

figure(4) 

plot(t,P,’r-’,’LineWidth’,3); 

xlabel(’Waktu (Tahun)’); 

ylabel(’J(t)’); 

grid on; 

legend(’J Tanpa Kontrol’,’J dengan Kontrol u’); 

title(’Populasi Jailed’); 

hold on; 

 

figure(5) 

plot(t,Q,’r-’,’LineWidth’,3); 

xlabel(’Waktu (Tahun)’); 

ylabel(’Q(t)’); 

grid on; 

legend(’Q Tanpa Kontrol’,’Q dengan Kontrol u’); 

title(’Populasi Quit’); 

hold on; 

 

figure(6) 

plot(t,u1,’r-’,’LineWidth’,3); 

xlabel(’Waktu (Tahun)’); 

ylabel(’u^*1(t)’); 

grid on; 

legend(’Kontrol u1’); 

title(’Kontrol Edukasi’); 

hold on; 
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function dy=PST(y,u1,u2,N0,b,alfa,omega,rho,phi,tau,beta, 

miu,gamma) 

x(1) = b*N0-((1-u1)*(alfa*y(1)*y(3)))-(miu*y(1))+ 

omega*y(5); 

x(2) = (1-u1)*(alfa*y(1)*y(3))-(miu+phi+tau)*y(2); 

x(3) = tau*y(2)-(beta+miu+rho+u2)*y(3); 

x(4) = (beta+u2)*y(3)-(gamma+miu)*y(4); 

x(5) = gamma*y(4)+rho*y(3)+phi*y(2)-(omega+miu)*y(5); 

dy=[x(1) x(2) x(3) x(4) x(5)]; 

end 

%SEVJQ 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

B. Persamaan State 

 

figure(7) 

plot(t,u2,’r-’,’LineWidth’,3); 

xlabel(’Waktu (Tahun)’); 

ylabel(’u^*2(t)’); 

grid on; 

legend(’Kontrol u2’); 

title(’Kontrol Hukum Pidana’); 

hold on; 
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function dg=PCT(y,S,V,u1,u2,alfa,omega,rho,phi,tau,beta, 

miu,gamma) 

p1=y(1); 

p2=y(2); 

p3=y(3); 

p4=y(4); 

p5=y(5); 

%lambda1=p1,lambda2=p2 

x(1) = (p1-p2)*((1-u1)*(alfa*V))+p1*miu; 

x(2) = (p2*(miu+phi+tau))-p3*tau-p5*phi-1; 

x(3) = (p1-p2)*((1-u1)*(alfa*S))+(p3*(beta+miu+rho+u2))- 

(p4*(beta+u2))-p5*rho-1; 

x(4) = (p4*(gamma+miu))-p5*gamma; 

x(5) = -p1*omega+(p5*(omega+miu)); 

dg=[x(1) x(2) x(3) x(4) x(5)]; 

end 

 
C. Persamaan Costate 
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clc; 

clear; 

 

% Deklarasi simbol 

syms u1 u2 A B N S V E Q J 

syms alpha beta gamma miu phi rho tau omega 

syms lambda1 lambda2 lambda3 lambda4 lambda5 

 

% Fungsi Hamiltonian H 

H = E + V + 1/2*A*u1^2 + 1/2*B*u2^2 + 

lambda1*(N - (1 - u1)*alpha*S*V - miu*S + omega*Q) + 

lambda2*((1 - u1)*alpha*S*V - (tau + phi + miu)*E) + 

lambda3*(tau*E - (beta + rho + miu + u2)*V) + 

lambda4*((beta + u2)*V - (gamma + miu)*J) + 

lambda5*(gamma*J + rho*V + phi*E - (omega + miu)*Q); 

 

% Vektor state dan costate 

x = [S, E, V, J, Q]; % variabel state 

lambda = [lambda1, lambda2, lambda3, lambda4, lambda5]; 

% variabel costate 

 

% ======================= 

% Persamaan STATE (dx/dt) 

% ======================= 

fprintf(’--- Persamaan State (dx/dt) ---\n’); 

for i = 1:length(lambda) 

dstate = diff(H, lambda(i)); 

fprintf(’dx%d/dt = %s\n’, i, char(dstate)); 

end 

 
Lampiran 2. Pengecekan Perhitungan Persamaan State, 

Persamaan Costate, dan Kontrol Edukasi u1 dan Hukum 

Pidana u2 Menggunakan Software Matlab R2013a 
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% ========================= 

% Persamaan COSTATE (dl/dt) 

% ========================= 

fprintf(’\n--- Persamaan Costate (dlambda/dt) ---\n’); 

for i = 1:length(x) 

dcostate = -diff(H, x(i)); 

fprintf(’dlambda%d/dt = %s\n’, i, char(dcostate)); 

end 

 

% ====================== 

% Persamaan kontrol u1,u2 

% ====================== 

fprintf(’\n--- Nilai Kontrol Optimal ---\n’); 

 

dH_du1 = diff(H, u1); 

dH_du2 = diff(H, u2); 

 

fprintf(’dH/du1 = %s\n’, char(dH_du1)); 

fprintf(’dH/du2 = %s\n’, char(dH_du2)); 

 

% Selesaikan untuk u1 dan u2 (jika memungkinkan) 

sol_u1 = solve(dH_du1 == 0, u1); 

sol_u2 = solve(dH_du2 == 0, u2); 

 

fprintf(’\nKontrol optimal u1 = %s\n’, char(sol_u1)); 

fprintf(’Kontrol optimal u2 = %s\n’, char(sol_u2)); 
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