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ABSTRAK

Integral Riemann-Stieltjes merupakan kajian yang berfokus
pada generalisasi dari Integral Riemann, dimana karakteristik
dasar dari Integral Riemann dapat diterapkan pada Integral
Riemann-Stieltjes.  Integral ini memiliki batas dan interval
[a,b], yang dapat diselesaikan menggunakan dua metode, yaitu
Aturan Trapesium dan Aturan Titik Tengah, yang kemudian
digeneralisasi menjadi Pertidaksamaan Hadamard dengan syarat
yang cukup untuk pelaksanaannya. Berdasarkan hal tersebut,
peneliti melakukan studi lebih mendalam mengenai Integral
Riemann-Stieltjes, baik melalui Aturan Trapesium maupun
Pertidaksamaan Hadamard. Penelitian ini bersifat studi literatur,
yang dilakukan dengan cara menganalisis Aturan Trapesium dan
Aturan Titik Tengah dalam konteks Integral Riemann-Stieltjes
untuk menghasilkan generalisasi Pertidaksamaan Hadamard.
Dalam tulisan ini, dibahas mengenai definisi, analisis, dan
pembuktian teorema-teorema Pertidaksamaan Hadamard serta
Aturan Trapesium dalam Integral Riemann-Stieltjes dengan
mengintegrasikan kedua metode tersebut.

Kata kunci : Generalisasi, Aturan Titik Tengah, Syarat Cukup.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Ilmu pengetahuan begitu penting, baik ilmu agama maupun
ilmu umum, seperti matematika. Allah SWT memberikan akal
dan pikiran untuk menjadikan seorang muslim yang mempunyai
derajat sehingga tidak hanya agama saja yang di ajarkan tetapiilmu
pengetahuan umum juga bisa dikembangkan. Bahkan dalam Al-

Quran dijelaskan dalam surat Al-Mujadillah ayat 11 sebagai berikut

JEPHEIES J IoAiE R HRA N g
ﬁﬁw‘}w‘ uu\l‘ ) Csj bjw.ab \jj‘u\k},‘sb\j ‘;Q ch*u

J\,.> QJ.LJJ ke f\mj ol 53 (}-J‘ ‘j’j‘ uJu\J‘j
Artinya :
"Hai orang-orang beriman apabila dikatakan kepadamu:
"Berlapang-lapanglah dalam majlis", maka lapangkanlah
niscaya Allah akan memberi kelapangan untukmu. Dan apabila
dikatakan: "Berdirilah kamu", maka berdirilah, niscaya Allah akan
meninggikan orang-orang yang beriman di antaramu dan orang-
orang yang diberi ilmu pengetahuan beberapa derajat. Dan Allah
Maha Mengetahui apa yang kamu kerjakan."

Matematika merupakan salah satu cabang ilmu yang
mendasari berbagai macam ilmu yang lain dan selalu menghadapi
fenomena yang semakin kompleks sehingga penting untuk
dipelajari matematika sebagai disiplin ilmu dikenal sebagai dasar
ilmu pengetahuan dan memiliki cabang-cabang keilmuan seperti

ilmu analitik dan ilmu terapan (Daut, 2017) Persoalan yang



melibatkan model matematika banyak muncul dalam berbagai
displin ilmu pengetahuan, seperti dalam bidang fisika, kimia,
ekonomi dan persoalan rekayasa (Muanalifah, 2013). Integral
merupakan salah satu integral model matematika yang akan
digunakan pada masa yang mendatang (Yafet, 2019).

Konsep integral ialah konsep ilmu matematika yang selalu
berkembang seperti ilmu lainnya baik secara pengaplikasiannya
maupun teoritis (Kamarullah, 2017). Konsep integral termasuk
dalam konsep analisis yang dimana ilmu tersebut menganalisis
sesuatu matematika dan mendefinisikan hal tersebut secara
logis, sistematis, rasional dan objektif dengan melakukan suatu
metodologi tertentu untuk mengkaji suatu konsep matematika
yang dimana aplikasi konsep integral bisa digunakan untuk bidang
ekonomi, fisika, hingga kedokteran (Lilis, 2009).

Integral adalah salah satu kajian penting dalam matematika.
Integral didefinisikan oleh Benhard Riemann pada tahun 1882 -
1886 M dimana definisi tersebut mengenai Integral Tentu pada
fungsi-fungsi terbatas dengan cara yang absolut yang sekarang
disebut dengan Integral Riemann. Tidak jauh dari tahun Benhard
Riemann mendefinisikan Integral Riemann, Thomas Joannes
Stieltjes melengkapi kembali definisi dari Integral Riemann dengan
sebuah fungsi monoton naik dengan suatu batas tertentu yang
dinamakan Integral Riemann-Stieltjes (Rumwalang, 2007).

Terdapat hubungan yang bermanfaat dan penting di antara
Aturan Trapesium dan Aturan Titik Tengah ini dalam kondisi
tertentu. Hal ini dicontohkan oleh Pertidaksamaan Hadamard,
yang juga dikenal sebagai pertidaksamaan Hermit Hadamard.
Apabila Integral dan Pertidaksamaan digunakan di dalam satu

teorema memiliki keunikan dengan aturan tertentu (Mercer,



2008). Pertidaksamaan adalah salah satu cara dari suatu
objek 2 atau lebih yang dimana biasanya digunakan untuk
membandingkan suatu nilai pasti (Dunkel, 2006). Masalah-
masalah ini, seperti yang diharapkan, termasuk dalam kasus
paling sederhana yang muncul dalam penelitian tersebut dan
contoh-contoh dalam kalkulus variasi yang dipertimbangkan
bukanlah satu-satunya yang dapat ditangani oleh pertidaksamaan
ini (Dunkel, 2006). Menurut Budak (2021) telah dikaji
Pertidaksamaan Hermit-Hadamard yang dimana termasuk
salah satu pertidaksamaan yang digunakan pada beberapa
pendekatan di tahun-tahun mendatang, dalam teori fungsi konveks
dengan mengintepretasikan geometri dan pengaplikasian lainnya.
Menurut Budak (2021) mengatakan Pertidaksamaan Hermit-
Hadamard dapat dianggap sebagai penyempurnaan konsep
konveksitas dan dengan mudah mengikuti Pertidaksamaan Jensen
dan penyelesaian yang memberikan beberapa notasi penting
yang diperlukan untuk konsep g¢-kalkulus dan menggunakan
pertidaksamaan tipe Trapesium dan Titik Tengah untuk integral
¢® dan juga memeriksa antara keterkaitan antara definisi terbaru
pada Quantum Integral yang memperoleh bahwa terdapat
hubungan dalam pertidaksamaan tipe Trapesium dan Titik
Tengah untuk integral ¢® dan memiliki keterkaitan pada peniliti
sebelumnya(Budak, 2021).

Pada tahun 1883, C. Hermit menyatakan Pertidakasamaan
dikemukan oleh D.S. Mitrinovic dan IB. Lackovic tahun 1985
dalam jurnal "Hermit and Convexity" (Dragomir, 1992). Sepuluh
tahun kemudian yaitu 1893, J. Hadamard melengkapi mengenai
Pertidaksamaan, yang dikenal sekarang ke depan dengan
Pertidaksamaan Hadamard. Secara nyata, beberapa tahun



kedepan banyak yang meneliti mengenai pertidaksamaan tersebut.
Beberapa publikasi ilmiah mengenai pertidaksamaan Hadamard
dengan berbagai asumsi untuk suatu fungsi dengan variasi
tertentu, seperti terbatas, koveks, fungsi terdiferensial n dengan
turunannya. Pada tahun 1997, Yang dan Hong melanjutkan
penelitian S.S Dragomir dan membuktikan mengikuti teorema
dimana suatu fungsi konvek dan monoton tidak menurun
dan memiliki suatu batas tertentu, dan diperoleh gabungan
integrasi numerik bahwa terdapat Aturan Titik Tengah dan
Aturan Trapesium yang mana sangat mirip dengan kontruksi
Pertidaksamaan Hadamard dengan fungsi konveks pada interval
tertentu pada bilangan rill (Mohammad, 2021).

Beberapa tahun terakhir ini, masalah aproksimasi Integral
Riemann-Stieltjes (RS) telah dikaji lebih dalam dengan teori
modern pertidaksamaan dan batas-batas kesalahan tertentu
menurut aturan yang telah diusulkan dan ditetapkan. Beberapa
pendekatan yang akan digunakan di penelitian tahun selanjutnya
menurut penulisialah menggunakan Aturan Trapesium dan Aturan
Titik Tengah.

Terkait pemaparan di atas, maka penulis sangat tertarik untuk
mengkajilebih dalam permasalahan ini dan membahasnya dengan
judul Pertidaksamaan Hadamard dan Aturan Trapesium pada
Integral Riemann-Stieltjes.

1.2 Rumusan Masalah

Bagaimana mengkontruksikan Pertidaksamaan Hadamard
dengan Aturan Trapesium dan Aturan Titik Tengah pada Integral
Riemann-Stieltjes ?



1.3 Tujuan Penelitian

Mengkontruksikan Pertidaksamaan Hadamard dengan Aturan
Trapesium dan Aturan Titik Tengah pada Integral Riemann-
Stieltjes

1.4 Batasan Penelitian

Ruang lingkup konsep dari mengkontruksikan Pertidaksamaan
Hadamard dengan Aturan Trapesium dan Aturan Titik Tengah pada
Integral Riemann-Stieltjes (R.S), dalam hal ini penulis membatasi
ruang lingkup permasalahan yaitu interval tertutup pada [a,b]
bilangan real.

1.5 Manfaat Penelitian
1. Manfaat Bagi Penulis

a. Memperdalam dan mengembangkan wawasan disiplin
ilmu yang telah dipelajari.

b. Sebagai bentuk Partisipasi penulis dalam pengembangan
keilmuan, khususnya bidang matematika.

2. Manfaat Bagi Pembaca

a. Menambah wawasan dan pengetahuan terhadap integral.

b. Stimulan kepada pembaca agar dapat mempelajari
dan mengembangkan kembali ilmu terutama bidang

matematika.

3. Manfaat Bagi Instansi

Menambah bacaan, informasi serta pengetahuan mengenai
integral.



1.6 Sistematika Penulisan

Sistematika permasalahan ialah runtutan dari beberapa
penjelasan dalam sebuah karya ilmiah. Untuk mempermudah
dalam membaca penulis meruntutkan penulisan ini sebagai
berikut.

Pada bab pertama, dalam bab ini penulis memaparkan
mengenai latar belakang integral, Integral Riemann-Stieltjes,
rumusan masalah, tujuan, batasan masalah, manfaat penelitian
dan juga metode penelitian yang akan dipakai.

Bab kedua, dalam bab ini penulis memaparkan mengenai
berbagai teori yang akan dipakai untuk mengacu pembahasan.
Memuat Aturan Trapesium, Aturan Titik Tengah, Integral, Integral
Riemann-Stieltjes dan Pertidaksamaan Hadamard.

Bab tiga, dalam bab ini penulis memaparkan mengenai
metode penelitian yang akan dipakai dan langkah-langkah dalam
kepenulisan proposal.

Bab Empat, dalam bab ini penulis memaparkan hasil dari
penelitian mengenai mengkontruksi Aturan Titik Tengah
dan Aturan Trapesium pada Integral Riemann-Stieltjes untuk
Pertidaksamaan Hadamard.

Bab Lima, dalam bab ini memaparkan kesimpulan dan saran
kedepannya untuk peneliti yang akan membaca dan menjadi bahan

kajian kedepannya.



BAB 2
KAJIAN PUSTAKA

Dalam menunjang kajian mendalam mengenai
Pertidaksamaan Hadamard dan Aturan Trapesium untuk Integral
Riemann-Stieltjes ada beberapa definisi dan teorema sebagai
acuan peniliti untuk kajian ini, berikut definisi maupun teorema
yang bisa peneliti lampirkan dalam kajian pustaka ini :

2.1 Fungsi

Definisi 2.1.1 Fungsi (Bartle dan Sherbert, 2000).

Diberikan A dan B ialah sebuah Himpunan.

Suatu fungsi dimana A dan B ialah Himpunan f dari pasangan
terurut dalam Ax B, dimana ada Va € A,

3b € Bdengan (a,b) € f.

Himpunan A elemen pertama pada fungsi f disebut domain
atau daerah asal dari dinyatakan D(f). Himpuan kedua semua

di f disebut dengan range atau daerah hasil dari f dinyatakan

R(P).

Contoh 2.1.1 Diberikan bahwa f suatu fungsi dari A ke B,
sering dikatakan bahwa f suatu pemetaan dari A ke B atau
suatu f memetakan A ke dalam B, bila (a,b) € f maka

b= f(a)

dimana (a,b) € f. Fungsi B merupakan nilai f di titik a, atau

peta a terhadap f.



Definisi 2.1.2 Tipe Fungsi (Fahmi dan Soffi, 2018).
Misalkan f:A— B merupakan suatu fungsi dari A ke B.

(a)

(b)

Fungsi f dianggap injektif (satu-satu) jika untuk
sembarang elemen ai,a2 € A dengan a1 # a9 dan
f(a1) = b1, f(az) = by, maka by # ba. Oleh Karena
itu, f tergolong fungsi injektif.

Suatu fungsi f dianggap surjektif (onto), jika untuk
setiap elemen b dalam himpunan B, terdapat elemen A
sehingga f(a) = b. Dalam hal ini, fungsi f disebut
sebagai fungsi surjektif.

(c) Jika fungsi f dikatakan bijektif, maka fungsi f harus

memiliki 2 sifat yaitu surjekif dan injektif.

Contoh 2.1.2 Diberikan fungsi f : {1,2,3} — {4,5,6}
dengan aturan berikut: f(1) =4, f(2) =5, f(3) = 6.
Penyelesaian :

Akan ditunjukan bahwa f : {1,2,3} — {4,5,6} dengan
syarat f(1) =4, f(2) =5, f(3) =6.

(a)

(b)

Injektif (Satu-ke-satu)Sebuah fungsi disebut injektif jika
setiap elemen di kodomain hanya dipetakan oleh satu
elemen di domain. Pada fungsi f, kita melihat bahwa:
f(1) =4f(2) =5dan f(3) = 6.

Semua elemen di kodomain (4,5,6) hanya dipetakan oleh

satu elemen di domain (1,2,3).

Surjektif (Onto) Sebuah fungsi disebut surjektifjika setiap
elemen di kodomain memiliki pasangan dari domain.
Pada fungsi f, kodomain adalah 4,5,6, dan semua elemen

tersebut memiliki pasangan:



4 dipetakan oleh 1, 5 dipetakan oleh 2 dan 6 dipetakan
oleh 3. Maka, f surjektif.

(c) Bijektif (Injektif dan Surjektif)
Sebuah fungsi disebut bijektif jika fungsi tersebut
sekaligus injektif dan surjektif. Karena f sudah terbukti
injektif dan surjektif, maka f bijektif.

Definisi 2.1.3 Fungsi Kontinu (Bartle dan Sherbert, 2000).

Misalkan A C R dan ¢ € A. Dapat dikatakan bahwa fungsi
f kontinu di c jika untuk setiap ¢ > 0, terdapat § > 0
sedemikian hingga untuk © € A dengan |x —c¢| < §,
berlaku bahwa |f(z) — f(c)| < e. Dari definisi tersebut kita
bisa simpulkan bahwasannya terdapar tiga syarat agar suatu

fungsi dikatakan kontinu terpenuhi, yaitu:

(a) f(c)ada.
(b) 3161_% f(z) ada.
(©) lim f(x) = /(c)

Contoh 2.1.3 Diberikan suatu fungsi kontinu f(x) = 2? di
titik c = 2

Penyelesaian :

Misalkan f(z) = 2, dimana ¢ = 2

(a) misalkan ¢ = 2 maka f(2) = 22 = 4. Maka fungsi
tersebut f(x) = x? terdefinisi untuk semua x, termasuk

r =2

(b) liin f(x) ada. misalkan x — ¢

lim f(x) = f(2) = 4, maka i}g}l f(z) ada.

T—2
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(© lim f(z) = f(c)

lim2 f(x) = f(2) = 4, syarat ini juga terpenuhi.
z—

Karena ketiga syarat dipenuhi, fungsi f(x) = x? adalah fungsi
kontinudi c = 2.

Definisi 2.1.4 Fungsi Konveks (Greenberg dan Pierskalla,
1970).

Suatu fungsi f dan S suatu himpunaan ke R suatu bilangan rill
dimana f : S — R dianggap konveks pada suatu himpunan §
C R"jika,

A@) + (1 =N f(y) = FA+ (1= Ny)
dimana untuk semua bilangan A € [0, 1] dan x,y € S.

Contoh 2.1.4 suatu fungsi f yang konveks pada [a,b]
asumsikan bahwa tidak berkesinambungan pada titik
tersebut a.

Penyelesaian :

Berdasarkan definisi konveks, kita memiliki:

f(z) = fla) _ f(b) = f(a)

T—a b—a
= w + h(z) = w,dimana h(b) =0
iy = 1010

selanjutnya

ﬂ@—f@%ﬂx—@(“w‘”@—hmﬁ
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diambil kedua sisi lim
z—at

T (/) - fla)) = tim (o ) (L0 =100

Batas mli>12+ menunjukkan bahwa fungsi tersebut kontinu
kanan di titik a. Dengan menerapkan argumen serupa, bahwa
f(z) kontinu kiri di titik b. Diamana jika f konveks pada
interval [a, b], maka pada interval (a+ h,b),dimanah < b—a
dan h mendekati b—a, menunjukkan bahwa adanya hubungan
pada interval tersebut. Jadi, karena f adalah fungsi konveks
pada [a, b] dan konveks pada interval (a,b—k) untuk k > b—a,
dan saat k interval b — a, seluruh ruas kanan tetap kontinu.
Mengingat bahwa x(y € [a,b] dapat diekspresikan sebagai
xo = a+h = b—k, dan mempertimbangkan bahwa f kontinu
kanan di a + h dan kontinu kiri di b — k, kita simpulkan bahwa
[ kontinu di titik xo € [a, b].

2.2 Integral

Definisi 2.2.1 Integral Riemann (Bartle dan Sherbert, 2000)
Suatu fungsi f : [a,b] — R dan suatu fungsi g : [a,b] — R
dikatakan dapat diintegralkan Riemann pada interval [a, b
jika terdapat bilangan riil I € R sehingga untuk setiap € > 0,
terdapat 6. > 0 yang menjamin bahwa untuk setiap partisi P
dari [a, b] dengan || P|| < 0. dan setiap subinterval S, kondisi
berikut berlaku:
IS(f; P)—1I| <e.

Fungsi g disebut sebagai integral Riemann dari f pada interval

b
la, b] dan dapat dinyatakan sebagai [ f(z)dxz. Sekumpulan
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fungsi integral Riemann yang mengalami perubahan nilai
fungsi pada sejumlah titik terbatas dalam domain masih
dapat diintegrasikan Riemann, dengan mempertahankan nilai
integral yang sama.

Contoh 2.2.1 Diberikan suatu fungsi f(x) = z? pada batas
1,3]

Penyelesaian :

Dimisalkan P = 1,2, 3, menggunkan titik tengah ssebagai
titik evaluasi. batas P = 1,2,3 membagi menjadi 2
subinterval dimana interval pertama terdapat [1,2] dan
interval kedua |2, 3] dengan lebar subinterval ialah 1 akan
mengevaluasi titik tengah terhadap 2 subinterval,

Titik Tengah untuk [1, 2] adalah 142 = 1,5 dan Titik Tengah
untuk (2, 3] adalah 23 = 2, 5.

Selanjutnya f(1,5) = (1,5)? = 2,25 dan

f(2,5) = (2,5)% = 6, 25.

Menghitung Jumlah Riemann,

Jumlah Riemann = f(1,5).1 + f(2,5).1 = 8,5.

Teorema 2.2.1 (Bartle and Sherbet, 2011)
Jika f € Rla, b] dan f terkontinu pada c € [a, b] maka integral
tak tentu F dari f terturunkan pada c dan F'(c) = f(c).

Bukti. Untuk membuktikan bahwa Teorema 2.2.1
terbukti, dengan menggunakan definisi turunan fungsi.
Diketahui f € R[a, b]: Fungsi f terdefinisi dan kontinu pada

batas [a,b]. Definisi Integral Tak Tentu F'(z) = [ f(¢)dt.



13

pertama definisi Integral Tak Tentu, suatu fungsi F'(x)
T
~ [ 1 a
a

Selanjunya, menggunakan definisi turunan. Suatu turunan
F'(z) di x = ¢ didefinisikan sebagai:

dimanaa < z < b.

F(o) :}Lii% F(c+h})L—F(c).

Dengan subtitusi F'(z) = [ f(t) dt, bisa dituliskan:

a

ct+h
Fle+h) = /f(t)dt

dan bisa dituliskan

- / F(t) dt

sehingga, selisih dari F'(c + h) — F'(c),

ct+h

F(c+h)— /f dt/f



Dari sifat integral, dapat ditulis kembali:

ct+h

Flc+h) — F(c) = / £(t) dt.

Subtitusikan ke dalam definisi turunan:

ct+h
[ f@) dt

F'(c) = lim £*—— .
(c) hl—% h

14

Menurut sifat kontinu suatu fungsi f di ¢, maka Ve > 0, ada
d > 0 sehingga jika |t — ¢| < J, maka |f(t) — f(¢)| < e

ct+h

SuatuIntegral [ f(¢)dt, untukh — 0, denganbatas |c, c+h]

menuju c. Oleh sifat kontinu, f(¢) mendekati f(c) disebut

batas.

Suatu fungsi f dengan konstanta ¢ dibuktikan dengan

integral:
ct+h
/ f(t)dt = f(c).h
Sehingga
T
f(t)dt
c L feh
— ~ 2O (g

Dimisalkan limit h — 0, kesalahan dari pembuktian

f(t) = f(c) menjadi nol karena sifat kontinu fungsi f.
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Akhirnya didapatkan:
ct+h
[ ft)dt
F'(¢c) = lim *—w—— = .
() = Jim - —— = f(¢)

Kesimpulannya Integral Tak Tentu F'(z) = [ f(¢) dt

terdifrensiakan V¢ € [a, b] dan turunannya adalah

F'(c) = f(c).

Definisi 2.2.2 Aturan Titik Tengah (Peter R. Mercer, 2008)

Diberikan suatu fungsi f kontinu pada [a, b].

/:f(t)dt%f<a—2|—b> b—al. (2.2.1)

Contoh 2.2.2 Suatu fungsi f(z) = 3 dengan batas [0, 12]
dan n=4. Akan dicari suatu fungsi f(z) = 2* dengan batas
[0,12]

Penyelesaian : Melakukan pendekatan di bawah kurva pada

fungsi tersebut.
Langkah pertama yang harus dilakukan adalah mencari luas

. 7. b—a
persegi dibawah kurva, dengan cara ==,

Langkah kedua yaitu menghitung panjang persegi f(x)
dimana x = m;, karena luas yang diperoleh ialah 4 maka
untuk m; = mq,me,m3,my. panjang a ke b ialah 12

kita partisi dengan hasil perhitungan luas persegi didapat
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4, dengan (x;,y;) diawalah dari z; = 0,y; = 0, maka
(xs,9:) = (0,0),(3,0),(6,0),(12,0).

_ xo+x1 _ 340 3 _ 3tz _ 946 __ 15
m="5-"="5 =3 ms 2 2 — 2
_ xotxy _ 643 _ 9 _ x4+w3 1249 21
me="="5—"=">5 =73 my 2 = 2
di substitusikan hasil tersebut ke dalam fungsi f(z) =
maka

flm) = 1) = () = &
Fma) = £(3) =
Flms) = F(§) = (3 = 5
Flma) = F(3) = (3 = 2L

Maka sesuai definisi, hasil dari f(m;) diopersikan perkalian
dengan luas persegi maka,
A1 = %7 X 3= %

Ay = T2y 3= 28T

A3 33875 x 3= 10%25_

Ay = 921 3 = 27783

Jadi pendekatan dibawah kurva fungsi tersebut

Ay + Ay + Az + Ay = 8 + 287 4 10125 4 27783 — 502

Definisi 2.2.3 Aturan Trapesium (Peter R. Mercer, 2008)
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Diberikan suatu fungsi f kontinu pada [a, b].

/b F(t)dt = f(a);f(b)[b —a. (2.2.2)

Contoh 2.2.3 suatu fungsi f(z) = 2?,a = 0,b = 4. Lakukan
pendekatan dibawah kurva dengan Aturan Trapesium.

Penyelesaian :

4

fx2dx~7f(°>+f(4)+f() @)+ f(3) =8+1+4+9=22
dengan nilai aktualnya = 34 maka,

Ofod:m A EO 4 r () + F () + o+ FUEFY).

4
[a?dem~ (84 35+ (12+22+ ..+ (n—1)?)).
0

4
N—1)N(2N—
fa;2dw%%(8+]{[—62( 1)6(2 ),

f:cQ dz ~ 325 (6N + 2(N — 1)(2N — 1)).

fx d:UN64+3N2

2.3 Integral Riemann-Stieltjes

Definisi 2.3.1 Fungsi Integral Riemann-Stieltjes bilangan
real (Hutahaean, 1989)

Diasumsikan f fungsi bilangan real terbatas dan tertutup
I = Ja,b] dan a ialah sebuah fungsi monoton naik pada
interval I. jika fa_b fda = ffa fda, sehingga dikatakan
terintegral dan dikatakan sebagai : fab fda.

Perbedaan besar antara Integral Riemann dan Integral
Riemann Stieltjes sendiri terletak pada bentuk fungsi
turunannya (Rumlawang, 2007). Misalkan pada fungsi
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b
umum Integral Riemann-Stieltjes [ f(z)dg(x) maka Integral

a
b
Riemann [ f(x)dx. Untuk interpretasi, Integral Riemann

digunakana untuk mencari luas sebuah daerah kurva, maka
Integral Riemann-Stieltjes(RS) digunakan untuk hal pada
bidang tingkat lanjut seperti pada proses stokastik dan di

dalam fungsi g(x) memiliki fungsi non-linear.

Contoh 2.3.1 Diketahui fungsi f konstan, a > x > b dan
fungsi o« monoton naik pada [a, b]. selidiki apakah f
terintegral Riemann-Stieltjes terhadap « pada |a, b]!
Penyelesaian :

Misalkan P = {xg,x1,x2,...,2,} partisi sembarang dari
[a, b]. misal fungsi f(x) = 1,a > x > b, maka

m = inf(f(@) = 1 = M = sup(f(x))

jadi,

L(P, f,a) = > m(a(z;) — a(xi1))

=1
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sehingga
Ji? fda = sup(L(P, f, o)) dan [°, fda = inf(U(P, f,a)).

Teorema 2.3.1 (Randolph,1968)
Jika f kontinu dan g monoton pada [a,b] maka f € RS(g)

Bukti. Untuk menunjukkan bahwa jika f kontinu dan g
monoton pada [a,b], maka f € RS(g) (yaitu, f Riemann-
Stieltjes terintegral terhadap g), kita dapat menggunakan
definisi dan sifat dasar dari integral Riemann-Stieltjes.
pertama suatu fungsi f dikatakan terintegral Riemann-

Stieltjes terhadap fungsi g pada batas [a, b] jika:

/b f(x)dg(x)

fungsi f dikatakan terintegral Riemann-Stieltjes terhadap
fungsi g pada batas [a, b] ada. Integral didefinisikan sebagai
limit dari jumlah Riemann-stieltjes:

> (&) Agi,

=1
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dengan Agi = g(zi) — g(w;_1),

ketika partisi {a = x¢, 21, ..., x, = b}.

Syarat cukup suatu fungsi f € RS(g) ada dua;

dimana suatu fungsi f kontinu pada [a, b] dan

fungsi ¢ monoton (baik monoton turun maupun monoton

naik) pada [a, b)].

(a)

(b)

(c)

Memastikan bahwa suatu fungsi nilai f tidak berubah
secara tiba-tiba pada batas [a, b]. Hal yang terpenting
untuk keberadaan limit jumlah Integral Riemann-
Stieltjes diperkecil atau diperhalus batas yang ada di

dalam fungsi f.

Jika fungsi ¢ monoton naik maka

Agi = g(x;) — g(zi—1) > 0. Jika fungsi ¢ monoton
turun, maka Agi < 0. Dalam dua kasus, fungsi
¢ memiliki variasi total terbatas pada [a,b], sehingga

jumlah Riemann-Stieltes:
n
> f&)Agi
i=1

memiliki batas limit yang terdefinisi dengan baik.

Kombinasi dari fungsi f kontinu dan fungsi ¢ monoton
memastikan bahwa semua fungsi yang berderet dari
fungsi f batas diperkecil terintegrasi dengan kontribusi
yang bervariasi Ag: menjadikan Integral Riemann-
Stieltjes dapat dihitung.

Teorema 2.3.2 (Apostol, 2004)
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Jika h(xz) = ¢'(z) kontinu pada [a,b] dan f € RS(g) di [a, ),
Maka fh terintegralkan Riemann pada [a, b] dan

s fom

Bukti. Asumsikan bahwa terdapat:

(a) f € RS(g) terdefinisi Integral Riemann-Stieltjes

b
[ f(z)dg(x

(b) h(z) = ¢'(x), dimana fungsi g(z f h(t)dt + g(a),
karena ¢'(x) = h(z) dan h kontinu pada batas [a, b]

Definisi Integral Riemann-Stieltjes dengan

Agi = g(xi) — g(wi-1)

b
/f(av)dg(x) = ||11\1m Zf ci)A\gi

Subtitusikan Agi ke dalam umlah Integral Riemann-Stieltjes

Ty

S fedgi =Y () [ hed
=1 =1

Ti—1
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karena h(z) kontinu dan f(z) € RS(g), dimana bisa diubah
urutan atau posisi dari jumlah dan integral

n x; b
fleoh(t)dt = [ f(x)h(z)dz,
x J pemoe- |

dengan ¢; mendekati x saat || P|| — 0.

Karena h(z) kontinu dan f(x) terintegralkan Riemann-
Stieltjes terhadap g(x), maka fh terintegralkan pada batas
[a, b] dan



Tabel 2.5.1 Tabel Perbandingan Integral Riemann dan

Integral Riemann-Stieltjes

Aspek Integral Integral
Riemann Riemann-
Stieltjes (RS)
Variabel Integral Integral
Integral terhadap z Riemann yang
(variabel terintegralkan
independen) kembali pada
fungsi g(z)
b b
Bentuk [ f(z)dx [ f(z)dg(z)
Integral ¢ ¢
Intepretasi Mewakili luas Mewakili
kburva akumulasi
dari [ f(z) dx dari f(z)
@ berdasarkan
perhitunggan
dari g(z)
Penerapan Biasanya Digunkan
digunakan pada bidang
dalam tingkat lanjut
masalah seperti proses

Integral Dasar
seperti

mencari luas

stokastik dan

dimana fungsi

g(x) mewakili
suatu yang

non-linear

Sumber : Integral Riemann-Stieltjes Pada Fungsi Bernilai Real (Mosal, 2017)
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2.4 Pertidaksamaan Hadamard

Definisi 2.4.1 Pertidaksamaan Hadamard (Constantin P
Niculescu, 2003)

Dipunyai jika f : [a,b] — R adalah sebuah fungsi konveks
dengan f” > 0 maka,

f(a;b> < bia/abf(x)dxg W (2.4.1)

Contoh 2.4.1 fungsi f(x) = z? memenuhi pertidaksamaan
Hadamard pada interval [0, 2].

Penyelesaian :

Pertama, cek apakah fungsi tersebut konveks.

Untuk f(z) = 2 turunan kedua adalah: f"(z) = 2 > 0,
untuk semua z. Karena f”(z) > 0, maka f(z) = z* adalah
fungsi konveks.

Kedua, hitung nilai-nilai dalam pertidaksamaan. Nilai di titik
tengah:

()~ (052) e

Rata-rata Integral :

b
1 1 )
b_a/f(x)dx—H/:v dzx.
2

o



Maka

25

N | =
w| o
I

selanjutnya, rata-rata di ujung interval

f(a)

A0 fO) Q) P2

2 2 2

Maka jika di subtitusi hasil nilai

fungsi f(x) =z
interval [0, 2]

1<

ol i

<2

2 memenuhi Pertidaksamaan Hadamard pada
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Metode Penelitian

Kajian literatur adalah kajian mengenai pengumpulan kembali

pada penelitian dengan membaca berbagai buku, jurnal dan

publikasi lain yang berhubungan dengan topik penelitian,

untuk menghasilkan sebuah artikel tentang topik atau isu
tertentu.(Marzali, Amri 2016)

Mengenai langkah-langkah umum dalam penelitian ini sebagai
berikut:

1.

Melakukan rancangan terlebih dahulu mengenai
permasalahan yang akan dibahas.

. Menemukan judul dan topik pembahasan yang akan dibahas.

. Mengumpulkan dan memilih sumber yang sesuai dengan

topik

. Mengumpulkan definisi maupun teorema, dimana penulis

mengumpulkan kajian literatur ilmiah dari berbagai sumber
mengenai Integral Riemann-Stieltjes, Pertidaksamaan
Hadamard, Aturan Trapesium dan Aturan Titik Tengah.

Mengkaji mengenai Integral Riemann-Stieltjes,
Pertidaksamaan Hadamard, Aturan Trapesium dan Aturan
Titik Tengah. Langkah selanjutnya mengkaji Integral
Riemann-Stieltjes untuk Pertidaksamaan Hadamard
dengan menggunakan Aturan Titik Tengah. Langkah
selanjutnya yaitu mengkaji Integral Riemann-Stieltjes untuk
Pertidaksamaan Hadamard dengan menggunakan Aturan

Trapesium.

26
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6. Menarik kesimpulan, kesimpulan merupakan representasi
langkah yang dimana terdapat batasan atas apa yang ditulis
penulis dan didasari atas definisi dan teorema yang telah
dikaji penulis.

Mengkaji masalah pada sumber utama
pustaka

!

Membaca dan memilah sumber yang
sesuai dengan judul dan topik

Approksimasi
Aturan Titik
Tengah dengan
bentuk Integral

Approksimasi
Aturan Trapesivm
dengan bentuk
Integral Ricmann

Pendekatan
Pertidaksamaan Hadamard
Pada Integral Riemann
dengan syarat f" = 0 pada
batas [a,b]

Mengkontruksi Pertidaksamaan Hadamard
pada Integral Riemann-stieltejes (kontinu,
f'" = 0) dan g monoton naik

!

Gambar 3.1 Diagram Alir Penelitian
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Hasil dan Pembahasan

Pada bab ini akan dibahas mengenai Terintegralnya Riemann-
Stieltjes, yang dimana akan dimulai dari membentuk Aproksimasi
Aturan Titik Tengah, Aproksimasi Aturan Trapesium, setelah itu
melakukan pembuatan Pertidaksamaan yang digenerasilasikan
dan pembuktiannya.

4.1 Fungsi Terintergalkan Riemann-Stieltjes
Untuk f dikatakan kontinu pada [a,b], menggunakan
pendekatan dalam Aturan Titik Tengah ialah :

/abf(t)dt% f (“‘2”’) b al.

Perhatikan jika fungsi f yang terintegral Riemann-Stieltjes

terhadap fungsi g pada batas [a,b] dengan perumpamaan yang
sederhana dengan bentuk Integral Riemenn dan Integral Riemann-
Stieltjes dengan mengubah panjang (b — a) pada setiap kuadatur

bentuk aproksimasi dengan selisih nilai fungsi

9(b) — g(a)

maka didapat,

b

[ r@rige = 5 < : b) (9(b) - g(a).

a

28
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Pendekatan dalam Aturan Trapesium

/ pityar= TOTIO g0) g ay),

Diperhatikan kembali jika fungsi f yang terintegral Riemann-
Stieltjes terhadap fungsi g pada batas [a, b] dengan perumpamaan
yang sederhana dengan bentuk Integral Riemenn dan Integral
Riemann-Stieltjes dengan mengubah panjang (b — a) pada setiap

kuadatur bentuk aproksimasi dengan selisih nilai fungsi

maka didapat,

b a
[ rwagte) = L0 g

Dalam keadaan tertentu ada hubungan yang sangat baik
dan bermanfaat antara Aturan Trapesium dan Aturan
Titik Tengah. Pertidaksamaan Hadamard (Pertidaksamaan
Hermite-Hadamard). Jika f adalah fungsi konveks (Misal f” > 0)
pada [a, b],

maka kita bisa menggunakan

a b a
f( ;”) p-a< | far < 1Ty, gy

Beralih ke Integral Riemann -Stieltjes, untuk f kontinu
(katakanlah), dan g adalah fungsi naik (katakanlah) pada [a,b],
maka pendekatan Aturan Titik Tengah RS
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[ a0 () o) - ota

Dan untuk pendekatan dalam Aturan Trapesium

b a
[ pag= 10T ) o,

Aturan Titik Tengah dan Aturan Trapesium adalah aturan
klasik. Aturan Titik Tengah RS dan Aturan Trapesium RS di
atas tentunya merupakan aturan kuadratur yang paling jelas pada
Integral Riemann -Stieltjes yang direduksi menjadi integral klasik
ketika g(¢) = t. Ini telah digunakan dan dipelajari oleh banyak
penulis.

Pertidaksamaan Hadamard yang sejenis yang berlaku dalam
konteks Integral Riemann -Stieltjes yaitu: jika f adalah fungsi
konveks (misal f” > 0) dan fungsi g adalah fungsi naik pada [a, 0]
maka

a ’ a
ﬂ);f(b)[g(b) —g(a) < / fdg < f < ;b> [9(6) = g(a)]

Contoh 4.1.1 Misalkan fungsi f(z) = x? dan g(x) = /7 pada
batas [a, b] = [1,0].
Penyelesaian :

Ditunjukan bahwa

(57 6 - a0 > [ data)

a
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Perhatikan bahwa

(%) 6 o= (3) -V =]

Dapat menggunakan integrator Riemann-Stieltjes dimana memiliki
turunan dan kontinu, didapat

0/133261(\/5) 0/13[;22\1/5013; 0/1

sehingga

1(*57) ol - g0 > /b f(@)dg()

Maka untuk f(z) = 2% dan g(x) = /= dengan batas [1,0] dengan
kata lain pertidaksamaan tidak berlaku.

Contoh 4.1.2 Misalkan fungsi f(x) = 2? dan g(z) = s pada
batas [1,0].
Penyelesaian :

Ditunjukan bahwa

b
[ st > L0 ) - g(w)

Maka berlaku pertidaksamaan diatas
Perhatikan Bahwa
f0)+f(1)

2 2 5 5
D (g0) — g0)) = T (15 - 03) =

N
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Dapat menggunakan integrator Riemann-Stieltjes dimana memiliki
turunan dan kontinu, didapat

1 1 1
1
/de(xg) :/m25x3d;v: /5x;dx = gajg | _5
2 2 9 0 9
0 0 0
sehingga
b (@) + 5 (1)
a)+
[ r@ga) > KT gqe) - g
untuk f(z) — 22 dan g(x) = w3 pada batas [1,0] maka

pertidaksamaan tidak berlaku.

Karena Contoh 4.1.1 dan Contoh 4.1.2 tidak berlaku secara
umum pertidaksaman maka bisa dicari kuadratur lain yang
dapat dibangun pertidaksamaan pada Integral Riemann-Stieltjes.
Bahwasannya jelas ada banyak Aturan Titik Tengah dan Aturan
Trapesium pada Integral Riemann -Stieltjes yang masuk akal
yaitu dengan direduksi menjadi aturan klasik ketika g(¢t) = ¢.
Tujuan pertama menyelidiki bahwa menemukan generalisasi
Pertidaksamaan Hadamard. Setelah ditemukan, bisa kita
menemukan kesalahan atau eror untuk pertidakasamaan tersebut

dan aturan kuadrat lainnya.



33

4.2 Aturan Trapesium dan Aturan Titik Tengah pada
Pertidaksamaan Hadamard dengan Integral Riemann-
Stieltjes

Pembuatan kuadatur pada Integral Riemann-Stieltjes dengan

Aturan Trapesium, diperhatikan :

fla)+ f(b) _b-a b—a
IO IO )= P ) + 2.

Dapat dilihat bahwa f(a) memiliki faktor pengali b_T“ dan begitu
pula dengan f(b).
Selanjutnya untuk f(z) = 1 pada [a, b],

b b
/f(a:)dx—/ldac :b—azl%l(b—a) :M(b—a).

Untuk f(x) = « pada [a, b],

b b
/f(m)d:vz/acd:n
e

2
_ (a—2|—b) (b—a)
i,

b
s a b
Dapat dilihat bahwa | f(z)dx tepat sama dengan W(b —a)

maka ada dua fungsi f, yaitu pada f(z) = 1 dan f(z) = «.
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Menurut Peter Mercer (2008), dasar gagasan untuk
membentuk suatu kuadatur Integral Riemann-Stieltjes yang

bersamaan dengan Aturan Trapesium yang membentuk

b
/ f(x)dg(x) ~ Af(a) + B (D)

Dimana A, B € R dan mencari nilai A dan B yang memenuhi
b

[ f(z)dg(x) tepat sama dengan Af(a) + Bf(b) ketika f(z) = 1
dan f(z) = x.

Untuk f(x) = 1, dimana [a, b]. f(a) = f(b) = 1 sehingga,

b b
/f(a:)dg(x) ~ Af(a)+Bf(b) — /ldg(:c) = A1+B.1=A+B.

a

Selanjutnya integralkan secara parsial pada Integral Riemann
-Stieltjes, maka

b b b
/ ldg(z) = Lg(x) | — / g(2)d(1) = [g(b) — g(a)] — 0

Untuk f(x) = x, dimana [a, b] f(a) = a dan f(b) = b sehingga,
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b b
/f(a:)dg(x) ~ Af(a)+ Bf(b) <~ /acdg(;r) = Aa + Bb.

Didapat menggunakan integral parsial pada Integral Riemann-
Stieltjes, maka

b b b b
/ rdg(z) = 2.g(z) |  — / o(x)dz = [bg(b) — ag(a)] — / o(z)de

<= Aa+ Bb=bg(b) — ag(a) — /g(x)d:c

a

b
<= Aa— Ab+ Ab+ Bb = bg(b) — ag(a) — /g(:v)d:r

b
<= A(a—b)+b(A+ B) =bg(b) —ag(a) — /g(:t:)dx.
Dari persamaan,

A+ B =g(b) —g(a).

Bisa didapatkan,

b
A(a —b) +b[g(b) — g(a)] = bg(b) — ag(a) /g(x)dw
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b
= Ala= 1) +bg(b) ~ by(a) = bg(¥) — ag(a) ~ [ g(a)da
b
<= A(a—b) =bg(a) —ag(a) — / g(z)dx

b
= Al-(b-a)] = g(a)b - a] - / o(x)dx

1
= A=—g(a)+—

b—a

/b o) = /b o()ds — ga).

8=

Dimana definisikan G = ;- [ g(z)dz, maka

A=G—-g(a).

selanjutnya subtitusikan A = G — g(a) ke persamaan
A+ B = g(a) — g(b) didapat

G —g(a) +b=g(b) — g(a)

< B=yg(b) -G

Maka diperoleh

b
/f(l’)dg(w) ~[G = g(a)lf(a) + [9(b) = GI (D)

b
dengan G = ;- [ g(z)dx.
a
setelah kuadratur diperoleh, ditunjukan bahwa kuadratur dapat

direduksi menjadi kuadratur dengan aturan trapesium pada

Integral Riemann-Stieltjes.
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Akibatnya, Jika g(z) = z dan G = ;- jb"g(:c)d:r, maka
9 - 9@ (@ + o) — G ) = LTI )

Jika g(z) = z dan G = ;-g(x)dz, maka

b
G—g(A) = ! /xdx—a

b—a
1
:2(b—a)(b2_a2)_a
_b+ta
bre
_b—a
2
g(b)—G:b—bia/xdx
_ b+ab
)
_b—a
2
Sehingga
G~ gla)) (@) + [g0) ~ GIF(B) = *5 Fla) + 5 0)
_ s+,

Pembentukan kuadratur pada Integral Riemann-Stieltjes
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dengan Aturan Titik Tengah, diperhatikan :

fla) + f(b) b—a b—a
JQ2TO) oy =2 pay 1

f(b).

Dapat dilihat bahwa f(a) memiliki faktor pengali b_T“ fan f(b) juga
menmiliki faktor pengali 252 € [a, b].

Selanjutnya untuk f(z) = 1 pada [a, b],

b

/bf(x)dx:/ldx:bazl.(ba):f(a;_b> (b—a).

a

Untuk f(z) = z pada [a, b],

2 2
=f<“§b>wa»

b
Dapat dilihat bahwa [ f(z)dx tepat sama dengan f (%) (b — a)

b
2 _ 2 a
/f(x)dx:/xdx:(b ):( +b)(b—a)

maka ada dua fungsi f, yaitu pada f(z) = 1 dan f(z) = «.

Menurut Peter Mercer (2008), Dasar gagasan untuk
membentuk suatu kuadatur Integral Riemann-Stieltjes yang
bersamaan dengan Aturan Titik Tengah dengan A € R dan

¢ € [a, b] yang membentuk

b
/ fdg = Af(c).
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b
Mencari nilai A dan ¢ yang memenuhi [ f(z)dg(x) tepat sama
a

dengan Af(c) ketika f(x) = 1dan f(x) = =.
Untuk f(x) =1, f(c) = 1, sehingga

b

b
/ﬂ@@@ﬁhﬁ@%ii/hM@:Ale

a

Dari persamaan

b

[ 1ds(a) = 9(0) - 5(@.

a

Didapat A = g(b) — g(a). Selanjutnya mencari ¢ € [a,b]. Untuk
f(z) =z, f(c) = ¢, sehingga

b

b
/f(x)dg(:c) ~ Af(c) <~ /xdg(:c) = Ac.

a

Dari persamaan

b
[ wdale) =bgt) ~ ag(@) ~ [ ga.

Se—_
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Didapat

b

Ac = bg(b) — agla) - / o(x)dx
b

— [9(b) - gla)le = bg(b) — ag(a) - / o(x)d.

a

Pada pembahasan ini, g adalah fungsi monoton naik. Dapat
dibuktikan bahwa ¢ yang memenuhi persamaan diatas adalah
anggota interval [a,b]. Pembuktian dibagi dalam 2 kasus yaitu
g(a) = g(b) dan g(a) # g(b).

Kasus 1 ketika g(a) = g(b).

karena ¢ monoton naik, maka g(a) < g(x) < ¢(b) untuk setiap
z € la,b]. Karena g(a) = g(b), maka g(z) = g(a) = g(b) = k
untuk setiap = € [a,b]. g(z) = g(a) = ¢g(b) = k disubtitusikan ke

persamaan,

dari subtitusi persamaan diatas maka didapatkan,

b
[k—k]c:bk—ak—/kzda:

0=k(b—a)—k(b—a)=0.
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untuk sembarang c bilangan real untuk persamaan diatas maka

berlaku, bentuk ¢ = “T*b, maka c € [a, b].

Kasus 2 ketika g(a) # g(b).
karena g monoton naik, maka g(b) — g(a) > 0. Dari persamaan

b
Ae = by(b) ~ agfa) ~ | gla)do
b

= [g(b) - g(a)lc = bg(b) — ag(a) - / o(x)dz.

didapat

Terdefinisi karena g(b) — g(a) > 0.
Dibuktikan bahwa ¢ € [a,b] dengan membuktikan bahwa tidak
mungkin bisa diaplikasikan ¢ < a atau b < c. Andaikan ¢ < q,

maka

[9(b) = g(a)]e < [9(b) — g(a)]a.
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Dari persamaan
b
Ac=bg(b) - agla) - [ gla)do

b
— [g(b) - gla)le = bg(b) — ag(a) - / o(x)d.

didapat

b

bg(b) — ag(a) - / g()dz < [g(b) — g(a)la

a

> bg(b) —ag(b) — [ g(x)dx < ag(b) — ag(a)

<~ g(b)—[b—a] <

b
/

> bg(b) —ag(b) < /bg(x)dfv
/bg(w)d:v

= /bg(b)dt < /bg(:c)d:z

Karena g monoton naik, seharusnya g(z) < g(b) untuk setiap = €
[a, b].

PN / o(z)ds < /b o(b)da.

a
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Kontradiksi. Selanjutnya dimisalkan b < ¢, maka dari persamaan

didapat
b
bg(b) — bg(a) < by(b) — ag(a) — / g(x)da
g(z)dz < b(a) - ag(a)

g9(x)dx < g(a)[b— d]

!
g\v Q\v D\o

b
g(z)dr < /g(a)d:c.

karena g monton naik, seharusnya g(a) < g(x) untuk setiap = €
[a, b].

Kontradiksi.
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Dari 2 perumpamaan diatas, maka ¢ € [a, b]. Sehingga didapatkan

b
/ f(x)dg(z) = (g(b) — 9(a)) f(c).

Selanjutnya ditunjukan bahwa persamaaan kuadatur dapat
direduksi menjadi kuadatur dengan aturan titik tengah pada
Integral Riemann.

Akibatnya Jika g(x) = =« dan dimana c bilangan real yang

memenuhi

maka (g(b) — g(a))f(c) = (b —a)f(“3?).
Jika g(z) = x dan dimana c bilangan real yang memenuhi

g(z)dz.

=)
—~
=
~—
|
i)
—
S
=
o
I
S
<
—~
=
~
|
IN
<
—
S
~—
|
Q\o‘
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Maka didapat

b

l9(b) — g(a)]c = by(a) — ag(a) — / o(x)dx

b
= (b—a)c:b2—a2—/:r:dx.
b2

a2 2 — a2
= (b—a)c=b*—a’®— —
(b—a)c a 5 5

a+b

2

— Cc=

Sehingga

(00) = 9@ (@) = o(t) ~ ata)f (57 ) = 0-arf (“37)).

Perhatikan pentuk persamaan dibawah ini
b
Ac=bg(b) - agla) - [ gla)do

b
= [g(b) - g(a)le = by(b) — ag(a) - / o(x)dz.
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Dari persamaan diatas dapat dirubah ke bentuk persamaan lain.

b

[9(b) — g(a)]e = bg(b) — agla) — / o(x)dx

a

= x)dr = bg(b) — ag(a) — [g(b) — g(a)]c

b
= / g(x)dz = bg(b) — ag(a) — cg(b) + cgla)
b

dimana ¢ memenubhi,

b
/ g(t)dt = g(a)[c — a] + g(B)[b — c].

dengan
~ bg(b) — ag(a) — [ g(t
g9(b) — g(a)

Perlu ditunjukan bahwa c itu ada. Dengan menggunakan

teorema rata-rata dari kedua integral:
Misalkan fungsi konveks f di turunkan dua kali pada [a, b] dan
g fungsi monoton naik pada [a,b] maka terdapat ¢ € [a,b] sehigga
P g(t)dt = g(a)lc — a] + g(B)[b — .
Akan ditunjukkan bahwa kedua aturan tersebut mampu

membangun  Pertidaksamaan Hadamard pada Integral
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Riemann-Stieltjes, yang selanjutnya dapat direduksi menjadi
Pertidaksamaan Hadamard pada integral Riemann.

Teorema 4.2.1 Misalkan fungsi konveks f di turunkan dua kali

pada [a, b] dan g fungsi monoton naik pada [a, b] maka terdapat

b
/mwwzmwk—@+mww—d

dengan

jika f” < 0 dipunyai

b

F(©)g(b) —g(a)] < /fdg <G —g(a)lf(a) +[g(b) — GIf (D).

a

Dikarenakan fungsi f diturunkan dua kali maka kontinu di [a, 0]
sehingga f € R[a,b]. Maka g monoton naik di [a,b] maka f €
RS(g) pada [a, b]. Pembuktian akan dilakukan pada sebelah kanan
terlebih dahulu.

b

/ﬂ@@@éKﬁv@M@+M@—@ﬂw

Karena ¢ kontinu pada [a,b], maka g € ]R[a b] sehingga bisa
diinterpesikan h;(z) = g(z) — G dan Hy(z fhldu dimana
z € [a,b]danu € [a,b]

b
Perhatikan H(a) = [ hy
a



Selanjutnya diperhatikan bahwa

Maka Hi(a) = H;(B) = 0. Kemudian

48
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Menggunakan integral parsial pada Integral Riemann-Stieltjes,
lalu

b

b
/f(w)d(g(w) ~G) = (9(x) = Q) f(@)]]e = /(g(w) — G)df (x).

a

Dikarenakan memiliki f”, maka f” diturunkan sehingga diketahui
bahwa f’ kontinu. Maka

ab
——/f’(m)hl(x)daf.

Dimana hi(x) = g(z) — G dengan g fungsi kontinu pada [a, b] maka
hi(z) = g(z) — G kontinu pada [a, b]. H{(z) = hi(z) dengan [a, b]
maka

b b

- [ rms =~ [ @@

a a
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Dengan menggunkan integral parsial pada Integral Riemann, maka

b b
—/ﬂm%m%+/mwwan

Karena H;(a) = Hy(b) = 0, —f'(z)Hy(x)|% = 0 sehingga

b b
—/f@ﬂ@m=/m@ﬂmm

Maka bisa dibuktikan bahwa
b
/ Hi(2)" (2)dz < 0

Menunjukan bahwa H;(x) < 0 dan f” > 0 dengan batas [a, b].
karena f konveks dan diturunkan dua kali dengan batas [a, b].
Menurut teorema perhitungan terhadap suatu nilai rata-rata untuk
integral, terdapat suatu 7 € [a, b] sedemikian rupa sehingga.

b
[ g(x)dx
g(T)ziab_a =G.

Pertama untuk g(z) < G untuk z € [a, 7],

x T xT

Hy(z) = /hl(u)du - /(g(u) _G)du < /(G _ G)du = 0.

a a a
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Selanjutnya g(z) < G untuk = € [, b),

T b T

Hi(e) = [ (wdu= [ (9w~ G)u+ [ (g(w) - Gyiu

a a b

b
= Hi@) = 1)~ [(ou) - G)du

xT

b b

= O+/(G—g(u))du§/(G—G)du:

T xT

Dilihat bahwa H;(z) < 0V, = € [a,b] maka H(z)f (x) <0V, x €
[a, b] Maka
b
/ F(2)dg(x) — [G — g(a) f(a) + (g(b) — G) F(b)] = / Hy(1)f (t)dt < 0.
Dengan demikian terbukti
b
/f(fﬁ)dg(:v) < (G —gla))f(a) + (9(b) = G)f(b)].

Didefinisikan

dan Hy(z f ha(u) du dimana z € [a,b] dan u € [a, x].

Diperhatikan bahwa Hs(a f ho(z



Selanjutnya diperhatikan bahwa

C

Ha(b) = m@m—/mmm+

/

ho(x)dx

52



Maka Ha(a) = Ha(b) = 0. Selanjutnya

53
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Karena f” ada, maka f’ dapat dibedakan, yang menunjukkan

bahwa f’ kontinu. Akibatnya, integral Riemann-Stieltjes dari
c b

— [ ho(x)df (z) dan — [ ho(x)df (x) dapat diubah menjadi integral

Riemann. Mengingat bahwa g kontinu pada interval [a, b],

dapat disimpulkan bahwa hy(z) kontinu pada interval [a, b] — [c].

c b

- [ @) - [ ha(@yir(a)

a c
c b

= —/hg(m)f/(x)dx —/hg(x)f'dac

——jfmmmww—jfwbw-

Hl(x) = ha(z) pada batas [a,b] — [c] karena [c] ialah himpunan
berhingga maka

—/cf'(fﬁ)hQ(ﬂU) —/bf’($)h2(33)d9?
:—/Cf’(:c)Hg(x) —/bf’(x)Hg(x)dx



Dengan menggunkan integral parsial pada integral Riemann

b

- [ @)

a

b
= —f'(x)Hy(x) \Z + /HQ(x)f"(a:)dx.

Karena Hj(a) = Ho(b) = 0. maka — f'(x) Ha(z)|% = 0.

b b

- [ r@@) do = [ Hao)f' @) da.

a a

Diperoleh

b b
/f(w)dg(x) — f(©)(g(b) — g(a)) = /Hz(x)f”(ﬂf)dx-

b
Akan ditunjukan bahwa [ Hs(z) f”(z)dz > 0

dengan Hy(x) > 0 dengan batas [a, b] dan f” > 0.
Untuk x € [a, ¢],

xT x

55

Hy(z) = / ha(u)du = / (9(0) - g(a))du > / (9(a) — g(a)) = 0.

a a
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Untuk z € [c, b),

T C T

zbmwa/mmMuz/@wwww»m«+/@wwmw»m

b b
=/ﬁwwu—/QWMu—ﬂ®k—d—g@h—d

ab ‘ b
=/ﬁwww—ﬂ@k—ﬂ—/ﬁu—aww—d
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Dapat dikatakan bahwa Ha(x) > 0,

dimana terdapat x di bilangan rill dengan batas interval [a, b].
Maka turunan kedua pada Hs(z)f”(x)dx > 0, Terdapat bilangan
rill di x dengan interval pada batas [a, b]

Oleh karena itu

b

b
/f(l‘)dg(fv) — f(0)(g(b) = g(a)) = /Hz(ﬂf)f”(fﬁ)dl‘ > 0.

a

Terbukti bahwa

b

ﬂ@@@—ym»s/jummw.

a

Telah dibuktikan sebelumnya bahwa

b
/ﬂ@M@s@—ﬂMﬂ@+mw—@ﬂw

Dan terbukti bahwa Pertidaksamaaan Hadamard dengan Aturan
Titik Tengan dan Aturan Trapesium pada Integral Riemann-
Stieltjes

f(e)(g(d) = g(a)) < /f(fﬂ)dg(fﬂ) <[G —g(a)]f(a) +[g(b) — GIf(b)

a



BAB 5

Kesimpulan dan Saran

5.1 Kesimpulan

Membangun (atau mengkonstruksi) rumus memerlukan
langkah-langkah sistematis untuk memahami hubungan antara
variabel dan prinsip yang mendasarinya. Pertama membentuk
Integral Riemann dengan Aturan Trapesium, setelah itu di Integral
secara parsial pada Integral Riemann-Stieltjes dan memembentuk
Integral Riemann-Stieltjes di aturan Trapesium. Terbukti bahwa
Pertidaksamaaan Hadamard dengan Aturan Titik Tengan dan

Aturan Trapesium pada Integral Riemann-Stieltjes

b

f(©)(g(b) = g(a)) < /f(:v)dg(l’) <G = g(a)lf(a) +1[g(b) = GIf(b)

a

5.2 Saran

Pembentukan pertidaksamaan dengan kedua aturan tersebut
dapat diperluas. Dalam konteks ini, kedua aturan tersebut
dapat dikembangkan dengan batasan yang lebih luas, serta
mempertimbangkan kesalahan pada nilai yang tepat maupun
kesalahan pada batasan yang lebih luas, misalnya pada bilangan
kompleks.
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