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Penelitian ini bertujuan untuk mengembangkan pendekatan baru dalam memodelkan elektron dan positron menggunakan konsep grupoid. Elektron dan positron, sebagai partikel fundamental dalam fisika, umumnya dijelaskan menggunakan persamaan Dirac yang mencakup aspek spin tengahan. Namun, penelitian ini memanfaatkan aljabar Schwinger yang memiliki kesamaan struktur dengan grupoid sebagai dasar pemodelan. Metode yang digunakan berupa kajian literatur dengan meninjau persamaan Dirac, solusi spinor, serta mengonstruksi grupoid dari spektrum besaran fisis elektron-positron. Hasil penelitian menunjukkan bahwa pemodelan elektron-positron menggunakan grupoid menghasilkan ruang objek Ω yang berisi empat macam keluaran pengukuran, yakni elektron dengan spin + 1 , elektron dengan spin − 1 , positron dengan spin + 1 , dan positron dengan2

2	2
spin − 1 , serta struktur wakilan fundamental berupa aljabar matriks Ml(4, C). Model ini memperlihatkan kesamaan dengan solusi spinor Dirac, tetapi dengan kerangka matematika yang lebih sederhana dan terstruktur. Penelitian ini memberikan kontribusi teoretis pada pengembangan model partikel fundamental berbasis grupoid, yang diharapkan dapat diaplikasikan dalam studi sistem fisika kuantum lainnya.2

Kata kunci : elektron, positron, grupoid, aljabar Schwinger, spinor Dirac
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A. [bookmark: _TOC_250024]Latar Belakang Masalah
Alam semesta merupakan tempat yang sangat luas, tercipta secara indah dan teratur. Fenomena-fenomena yang terjadi di alam berusaha dikaji melalui bahasa matematika, mulai dari perilaku benda terkecil (partikel) hingga perilaku benda terbesar. Interaksi partikel dikaji dalam ilmu mekanika kuantum seperti persamaan Schroedinger, persamaan Dirac, persamaan Klien-Gordon dan sebagainya. Dalam persamaan Dirac, diperkenalkan partikel dengan energi positif dan negatif serta spin + 1 dan − 1 . Partikel
2	2
dengan energi lebih dari nol biasa disebut partikel seperti elektron, proton, neutron dan sebagainya, serta partikel dengan energi kurang dari nol disebut anti partikel dan memiliki muatan sebaliknya dari partikel seperti positron, antiproton, antineutron dan sebagainya (Griffiths, 2008).
Elektron adalah partikel dasar yang memahami interaksi materi pada skala mikroskopis. Sebagai partikel subatomik bermuatan negatif, elektron berperan dalam berbagai jenis interaksi fisika, termasuk elektromagnetisme, gravitasi, dan interaksi lemah. Dalam fisika modern, perilaku elektron dijelaskan melalui prinsip-prinsip mekanika kuantum, yang menggambarkan sifat dualitasnya sebagai partikel sekaligus gelombang melalui fungsi gelombang. Elektron juga terlibat dalam teori medan kuantum, yang menyatukan mekanika kuantum dengan relativitas khusus untuk menjelaskan interaksi fundamental antara partikel elementer (Peskin, 2018).

1



Positron adalah antipartikel dari elektron, yang memiliki massa yang sama dengan elektron tetapi membawa muatan listrik positif sebagai lawan dari muatan negatif pada elektron. Gagasan mengenai positron dimulai ketika Paul Dirac mengembangkan persamaan relativistik untuk elektron pada tahun 1928, ia menemukan sesuatu pada persamaan tersebut yang mana memiliki dua jenis solusi energi, yaitu energi positif dan energi negatif. Secara fisik, solusi energi negatif tampak tidak masuk akal karena elektron akan terus-menerus jatuh ke tingkat energi yang lebih rendah tanpa batas, menjadikan sistem tidak stabil. Dalam fisika klasik, solusi seperti ini biasanya diabaikan. Namun, dalam kerangka persamaan Dirac, energi negatif adalah bagian intrinsik dari strukturnya dan tidak dapat diabaikan begitu saja. Dirac harus menemukan cara untuk menjelaskan makna fisik dari solusi ini (Griffiths, 2008).
Untuk mengatasi masalah tersebut, Dirac mengusulkan sebuah gagasan radikal yang dikenal sebagai "laut Dirac". Ia membayangkan bahwa semua tingkat energi negatif sebenarnya sudah terisi oleh elektron dalam keadaan dasar. Tingkat energi negatif yang sepenuhnya terisi ini bersifat tak terlihat karena sesuai dengan prinsip eksklusi Pauli, dua elektron tidak dapat menempati keadaan yang sama. Akibatnya, laut energi negatif ini tidak memberikan kontribusi yang terlihat dalam kondisi normal (Griffiths, 2008).
Dirac menyadari bahwa jika ada cukup energi, misalnya melalui radiasi atau tumbukan, elektron dari laut energi negatif dapat terangkat ke tingkat energi positif. Ketika hal ini terjadi, ia meninggalkan sebuah "lubang" di laut energi negatif. Lubang ini tidak lagi berperilaku seperti elektron biasa. Sebaliknya, lubang
2



tersebut bertindak seperti partikel bermuatan positif dengan massa yang sama dengan elektron. Dirac kemudian menyimpulkan bahwa lubang ini adalah antipartikel dari elektron, yang sekarang dikenal sebagai positron (Griffiths, 2008).
Elektron dan positron merupakan partikel fundamental yang memegang peran penting dalam fisika kuantum karena dapat menggambarkan fenomena fundamental seperti produksi pasangan partikel-antipartikel dan anihilasi. Proses ini tidak hanya mengkonfirmasi teori kuantum relativistik yang diuraikan dalam persamaan Dirac tetapi juga menjadi dasar dalam memahami struktur atom, radiasi elektromagnetik, dan dinamika partikel elementer (Dirac, 1928). Interaksi antara kedua partikel ini telah dipelajari secara mendalam melalui berbagai pendekatan teori, salah satunya adalah menggunakan persamaan Dirac. Persamaan Dirac berhasil menjelaskan sifat relativistik elektron dan positron serta interaksi di antara keduanya (Dirac, 1928). Persamaan ini menggunakan pendekatan ruang Hilbert yang mana banyak dari tokoh fisika kuantum menggunakan pendekatan ini, seperti Schroedinger, Dirac, von Neumann, dan lain-lain.
Dalam mekanika kuantum, setiap keadaan sistem kuantum direpresentasikan sebagai vektor dalam ruang Hilbert. Vektor ini adalah objek utama dalam ruang Hilbert dan kemudian di berikan observabel yang dapat diamati serta terdapat operator yang bekerja pada ruang ini dan terdapat nilai harap yang biasanya di berikan pada persamaan Schroedinger. Penggunaan pendekatan ruang Hilbert dalam menjelaskan sistem kuantum memang sudah umum digunakan sampai saat ini (Ciaglia, 2019). Tetapi pendekatan ruang Hilbert masih belum bisa menjelaskan tentang sistem yang lebih kompleks seperti masalah nonlinear


dan ruang representasinya yang terbatas sehingga memerlukan perluasan atau generalisasi seperti ruang Banach, ruang Sobolev, atau ruang rigged Hilbert.
Berbeda dengan Schwinger yang memiliki pandangan sendiri untuk menjelaskan tentang sistem kuantum, dia menggunakan pendekatan yang hampir mirip dengan pendekatan Heisenberg yaitu pendekatan C*-Algebra. C*-Algebra adalah struktur matematika dalam analisis fungsional yang dapat dipahami sebagai generalisasi aljabar matriks, di mana elemen-elemen aljabar tidak lagi hanya berupa matriks dengan dimensi hingga, tetapi bisa berupa operator pada ruang Hilbert. Sehingga dengan menggunakan pendekatan ini, Schwinger mencoba untuk memberikan penjelasan tentang sistem kuantum yang lebih kompleks dengan memperkenalkan suatu aljabar pengukuran yang dikenal sebagai Aljabar Schwinger. Tetapi formulasi ini digunakan untuk sistem kuantum dengan jumlah keadaan yang terbatas (Ciaglia, 2019).
Setelah diperkenalkan aljabar Schwinger, terlihat bahwa struktur dari aljabar ini sama dengan grupoid (Baez, 2004). Dalam aljabar Scwhinger terdapat suatu hasil dari pengukuran dan suatu transisi yang merujuk pada perubahan pada hasil pengukuran (Schwinger, 1959). Sama dengan grupoid yang memiliki unsur Ω yang berisikan objek dan G yang berisikan morfisma-morfisma yang memetakan antar anggota Ω (Ciaglia, 2021). Dengan kata lain, persamaan grupoid dengan aljabar Schwinger adalah Ω yang dianggap sebagai kumpulan dari hasil-hasil pengukuran dan G adalah transisi antar hasil pengukuran (Ciaglia, 2019).
Berdasarkan uraian sebelumnya telah jelas bahwa penjelasan mengenai sistem kuantum Schwinger lebih kompleks dibanding


dengan Dirac yang menggunakan pendekatan ruang Hilbert. Oleh karena itu pada penelitian ini mencoba untuk memberikan pemahaman tentang interaksi elektron-positron yang telah di jelaskan oleh Dirac yang mana interaksi tersebut juga bisa dijelaskan dengan menggunakan aljabar Schwinger. Penelitian ini diharapkan dapat membuka peluang eksplorasi baru dalam studi partikel fundamental menggunakan teori grupoid.

B. [bookmark: _TOC_250023]Rumusan Masalah

1. Bagaimana	pemodelan	elektron-positron	dengan menggunakan grupoid?
2. Bagaimana	bentuk	wakilan	fundamental	model elektron-positron grupoid?

C. [bookmark: _TOC_250022]Batasan Masalah

Penelitian ini dibatasi pada model elektron-positron menurut persamaan Dirac tanpa interaksi.

D. [bookmark: _TOC_250021]Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah
1. Untuk memodelkan elektron-positron dengan menggunakan grupoid.
2. Untuk	mendapatkan	wakilan	fundamental	model elektron-positron grupoid.


E. [bookmark: _TOC_250020]Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Bagi Pembaca
Diharapkan mampu memberikan gambaran tentang pemodelan elektron-positron menggunakan grupoid.
2. Bagi Universitas
Diharapkan mampu menjadi bahan referensi penelitian dibidang fisika teori.
3. Bagi Peneliti
Diharapkan menambah wawasan yang luas tentang fisika teori khususnya mengenai teori grup serta meningkatkan kemampuan dalam menganalisis sebuah teorema atau yang lainya pada mathematical physics.
4. Bagi Perkembangan Penelitian
Dapat menyumbangkan pengetahuan tentang pemodelan elektron-positron dalam bidang teori grup.

F. [bookmark: _TOC_250019]Metode Penelitian

Penelitian		ini	menggunakan	metode	studi literatur  dengan  melakukan  kajian  pustaka  fisika teori  tentang  pemodelan  elektron-positron  dalam grupoid.	Adapun   tahapanya   sebagai   berikut   :


[image: ]

1. Meninjau persamaan Dirac
iℏγµ∂µΨ − mcΨ = 0
2. Meninjau solusi spinor pada persamaan Dirac dan spektrum besaran fisisnya.
3. Mengkonstruksi grupoid dari spektrum besaran.
4. Mendapatkan kembali spinor Dirac melalui wakilan grupoid.

G. [bookmark: _TOC_250018]Tinjauan Pustaka

Mekanika kuantum Schwinger (1959) berfokus pada pendekatan operator dalam ruang Hilbert untuk menggambarkan momentum, posisi, dan spin dalam sistem kuantum tanpa bergantung sepenuhnya pada deskripsi klasik.	Dengan menggunakan operator-operator ini dapat merepresentasikan dinamika partikel, termasuk mengukur efek kuantum.
Menggabungkan teori grupoid dengan pendekatan kuantum Schwinger memungkinkan pemodelan yang lebih akurat dari sistem partikel yang terdistribusi secara non homogen, seperti elektron dengan sifat spin tertentu. Grupoid memberikan kerangka matematis untuk mendefinisikan relasi non lokal, sedangkan


pendekatan Schwinger membantu dalam analisis dinamika kuantum di dalamnya (Schwinger, 2001).
Penelitian yang dilakukan oleh Ciaglia (2019) memperkenalkan pendekatan mekanika kuantum berdasarkan teori grupoid. Menggunakan konsep pengukuran selektif dalam mekanika kuantum yang diusulkan oleh Schwinger dan menghubungkannya dengan struktur grupoid untuk membentuk landasan aljabar dari sistem ini. Melalui grupoid, penulis mengkaji hubungan antara elemen-elemen sistem kuantum dan menunjukkan bagaimana pendekatan ini dapat memperluas pemahaman tentang simetri dalam fisika kuantum.
Dalam penelitian yang lain, Ciaglia (2021) dan rekan-rekanya mengeksplorasi bagaimana konsep grupoid dapat digunakan untuk menggambarkan simetri dalam mekanika kuantum menurut Schwinger. Berangkat dari pendekatan Schwinger tentang “pengukuran selektif” dan penggunaan grupoid sebagai representasi dasar sistem fisika, penelitian ini mengusulkan penggunaan grupoid untuk memberikan struktur yang lebih mendalam dalam studi tentang simetri kuantum.

H. [bookmark: _TOC_250017]Sistematika Penulisan

Penulisan proposal ini terdiri dari 2 BAB yang dijabarkan sebagai berikut:
1. BAB I PENDAHULUAN
Menyajikan latar belakang, tujuan penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, tinjauan pustaka, metode penelitian, tinjauan pustaka dan sistematika penulisan.
2. BAB II LANDASAN PUSTAKA


Menjelaskan tentang definisi dari grupoid, struktur dari grupoid, aljabar grupoid serta walikan yang digunakan di dalamnya, 2-gruppoid, kuantum menurut gambaran Schwinger dan aljabar yang dibentuk memalului percobaan Stern-Gerlach. Kemudian dilanjukan dengan persamaan Dirac dan berbagai solusi untuk persamaan Dirac.
3. BAB III PEMBAHASAN
Membahas tentang pengkajian nilai keluaran pada suatu sistem fisis berdasarkan nilai energi dan spin. Kemudian di lanjutkan dengan membentuk himpunan Ω dan G. Kemudian dilanjutkan dengan menentukan aljabar asosiatif dan menentukan wakilan fundamental dari aljabar grupoid.
4. BAB IV KESIMPULAN
Menyajikan kesimpulan dan saran untuk penelitian selanjutnya.

[bookmark: _TOC_250016]BAB II LANDASAN PUSTAKA

A. [bookmark: _TOC_250015]Persamaan Dirac

Pemodelan elektron positron pada penelitian ini mengacu pada spinor Dirac yang mana telah sukses memodelkan elektron positron dengan idetifikasi energi dan spinya. Oleh karena itu, pada penelitian ini nantinya akan mendapatkan kembali spinor Dirac yang sama persis. Dengan demikian, pada bagian ini akan ditunjukan bentuk dari spinor Dirac yang mana akan dimunculkan kembali pada bab selanjutnya.
Dalam mekanika kuantum nonrelativistik sendiri, partikel dijelaskan menggunakan persamaan Schrodinger. Sedangkan dalam mekanika kuantum relativistik, partikel spin 0 dijelaskan dengan persamaan Klien-Gordon, partikel spin 1 oleh persamaan Dirac dan spin 1 oleh persamaan Proca. Untuk persamaan Dirac sendiri dituliskan sebagai berikut (Griffiths, 2008):2


iℏγµ∂µψ − mcψ = 0	(2.1)

Dengan solusi Ψ berupa sebuah matrik kolom 1 × 4 yang disebut sebagai ’bi-spinor’ atau ’spinor Dirac’:
ψ1
ψ = ψ ψ2
 3

ψ4

Untuk keadaan dengan momentum nol (p = 0), yang berarti

10



bahwa sebuah partikel tersebut dalam keadaan diam. Persamaan Dirac (2.1) disederhanakan menjadi
iℏ γ0 ∂ψ − mcψ = 0	(2.2)
11


c	∂t
 1	0 !  ∂ψA !∂t
atau




= −i


mc2 ψA!




(2.3)

0  −1

∂ψB
∂t

h¯	ψB

dimana ψA dan ψB masing-masing memiliki dua komponen	!



ψ  =	ψ1	dan	ψ	!
A
B

ψ2

=	ψ3 ψ4


dan solusinya berupa

ψ (t) = e−i(mc2/h¯)tψ (0),	ψ (t) = e+i(mc2/h¯)tψ (0).A	A	B	B


Dari solusi diatas terlihat bahwa dalam keadaan diam, E = mc2, sehingga untuk ψA merupakan solusi dari partikel (dimisalkan elektron) yang menggambar keadaan energi positif E = mc2 (partikel dengan dengan energi positif) dan ψB merupakan solusi untuk antipartikel (dimisalkan positron) yang menggambarkan keadaan energi negatif E = −mc2 dengan interpretasi bahwa anti partikel dengan energi positif.  Dapat


disimpulkan solusi spinor Dirac untuk keadam diam adalah:
1	0
(1)	−i(mc2/h¯)t	0	(2)	−i(mc2/h¯)t	10
0
(2.4)
ψ	= e	  ,	ψ	= e	 
0
0


elektron spin up	elektron spin down
0	0
(3)	+i(mc2/h¯)t	0	(4)	+i(mc2/h¯)t	01
0
(2.5)
ψ	= e	  ,	ψ	= e	 
0
1


positron spin up	positron spin down Selanjutnya solusi untuk kasus plane wave, menggunakan
bentuk
ψ(x) = ae−ik.xu(k),	(2.6)
dengan k adalah vektor empat, u(k) spinor Dirac, dan a adalah faktor normalisasi (meskipun tidak relevan dengan yang dicari tetapi tetap diperlukan untuk menjaga agar tetap konsisten). Penurunan persamaan secara rinci dapat dilihat dalam (Griffiths, 2008) (hal: 231-232), karena p = ℏk, maka diperoleh
ψ = ae−ipx/h¯ u	(partikel),

ψ = ae

ipx/h¯

v	(antipartikel)

(2.7)



dengan
	1	


	0	

u(1) = N 	 ,	u(2) = N 	0
1


  c(pz )  
E+mc2 c(px+ipy )
E+mc2


E+mc2
 c(−pz )
E+mc2



 c(px−ipy ) 

(2.8)


elektron spin up	elektron spin down


 c(−pz ) 


−E+mc2

c(−px+ipy )
−E+mc2	




c(−px−ipy )	


  c(pz ) 

v(1) = N  −E+mc2  ,	v(2) = −N  −E+mc2  .



(2.9)

	1
0
0
1

positron spin up	positron spin down
Solusi persamaan Dirac diatas akan menjadi patokan pada penelitian ini yang mana pemodelan elektron positron menggunakan grupoid ini akan menghasilkan pemodelan yang sama dengan solusi Spinor Dirac.

B. [bookmark: _TOC_250014]Grupoid

Andaikan Ω adalah himpunan yang anggotanya disebut sebagai obyek, G adalah himpunan yang beranggotakan morfisma-morfisma γ : x → y dengan x, y ∈ Ω, s adalah pemetaan sumber s : G → Ω dengan s(γ) = x jika γ(x) = y, t adalah pemetaan target t : G → Ω dengan t(γ) = y jika γ(x) = y.
Definisi 1  (Ciaglia,  2019)  Grupoid  adalah  seperangkat (G, Ω, ◦, s, t) dengan ◦ adalah operasi biner parsial yang terdefinisikan untuk pasangan γ dan µ di G, dituliskan sebagai µ ◦ γ,


asalkan berlaku t(γ) = s(µ), serta berlakunya aksioma-aksioma berikut ini:
a) s(µ ◦ γ) = s(γ), dan t(µ ◦ γ) = t(µ) untuk setiap γ dan µ yang dapat dikomposisikan.
b) Terdapat 1s(γ) dan 1t(γ) di G yang masing-masing merupakan identitas kiri dan kanan untuk γ, 1t(γ) ◦ γ = γ, γ ◦ 1s(γ) = γ, untuk setiap γ ∈ G.
c) Perkalian ◦ bersifat asosiatif: jika (γ ◦ µ) ◦ ν ada, maka (γ ◦
µ) ◦ ν = γ ◦ (µ ◦ ν).
d) Setiap γ memiliki invers dua sisi γ−1, dengan γ ◦ γ−1 = 1t(γ) dan γ−1 ◦ γ = 1s(γ). Pemetaan invers : γ −→ γ−1 adalah sebuah involusi, yaitu (γ−1)−1 = γ.
Teorema 1 Relasi x ∼ y di Ω yang berlaku jika terdapat γ ∈ G sedemikian rupa sehingga γ : x → y, dengan x, y ∈ Ω, merupakan relasi ekuivalen.
Unsur-unsur y ∈ Ω yang ekuivalen dengan x membentuk kelas ekuivalen yang dilambangkan dengan Ox. Kelas ekuivalen tersebut dinamakan sebuah orbit dari G dan Ω merupakan gabungan dari semua orbit-orbit tersebut.
Teorema 2 Himpunan Gx ≡ {γ ∈ G | s(γ) = t(γ) = x} memenuhi syarat sebagai sebuah grup, yang disebut grup isotropi dari x ∈ Ω. Grup-grup isotropi Gx, Gy, dari objek-objek x, y dalam orbit yang sama bersifat isomorfis (meskipun tidak secara kanonik).

Sebagai sebuah himpunan, setiap grupoid adalah gabungan dari grupoid isotropi Gi, G = Si Gi, yang berkaitan dengan partisi


Ω = i Oi ke dalam orbit-orbit Oi. Setiap Gi hanya memiliki satu orbit dan unsur dalam Gi tidak dapat diperoleh dari unsur dalam Gk jika k ̸= i.S

Dua contoh ekstrim ruang objek dari grupoid adalah sebagai berikut (Ciaglia, 2019)
1. Ω = G
Pada contoh ini ruang objek Ω sama dengan grupoid G. Berlaku s(γ) = t(γ) = γ dan γ ◦ γ = γ, untuk setiap γ. Orbit-orbinya adalah unsur tunggal γ dan grup isotropi dari setiap γ adalah trivial, yang hanya berisi 1γ.
2. Ω = {x}
Pada contoh ini G adalah sebuah grup dan hanya ada satu orbit, yakni {x}, dengan kata lain grup isotropi dari x adalah G.
Definisi 2 (Ciaglia, 2019) Sebuah grupoid G disebut terhubung (transitif) jika pemetaan

(s, t) : G −→ Ω × Ω, γ −→ (s(γ), t(γ)),	(2.10)

adalah onto, yang setara dengan bahwa Ghanya memiliki satu orbit. Sebuah grupoid G disebut principal jika (s, t) adalah satu-ke-satu (dikatakan juga bahwa G adalah grupoid pasangan dari himpunan Ω).


C. [bookmark: _TOC_250013]Aljabar Grupoid dan Wakilan Berhingga

Diasumsikan sebuah grupoid berhingga G dengan orde N =
|G|, sehingga morfisme di dalam G dalam dinyatakan γk, yakni

G = {γk|k = 1..., N }.	(2.11)

Dengan demikian, ruang objek Ω terbatas dengan notasi n sebagai jumlah unsur dari Ω.  Dapat dituliskans Ω  =  {xa| a  = 1, ..., n}, n = |Ω|.
Definisi 3 (Ciaglia, 2019) Andaikan C[G] adalah himpunan yang berisikan kombinasi linier dari unsur di G, yakniΣ


C[G] = {a =	akγk|ak ∈ C, γk ∈ G, k = 1 . . . N }.	(2.12)
k

Dengan memperkenalkan perkalian di dalam C[G] sebagai berikut
a · b =	akblδ(γk, γl)γk ◦ γl,	(2.13)Σ

k,l
untuk setiap a, b ∈ C[G] dan
δ(γk, γ ) = ,1,	jika γk, γl dapat dikomposisikan	(2.14)l
,

0,	jika tidak dapat dikomposisikan,

maka C[G] disebut sebagai aljabar asosiatif yang dibangkitkan oleh unsur-unsur di G. Fungsi ini disebut sebagai fungsi indikator.
Perkalian dalam pers.(2.13) jelas bersifat asosiatif karena hukum komposisi bersifat asosiatif berrdasarkan aksioma ke-3.  Unsur
satuan pada aljabar grupoid C[G] adalah 1 = Σa 1xa .


Definisi 4 (Ciaglia, 2019) Andaikan F (G) adalah himpunan yang berisikan fungsi-fungsi kompleks di G, yakni F (G) = {f  : G −→ C}. F (G) disebut sebagai aljabar fungsi kompleks di G jika diperkenalkan perkalian konvolusi sebagai berikut

(f1 ∗ f2)(γi) =	f1(γj)f2(γk),	(2.15)Σ

γj ◦γk=γi
dengan f1, f2 : G −→ C.
Teorema 3 Terdapat korespondensi satu-satu antara C[G] degan
F (G), sedemikian rupa sehingga berlaku

fa ∗ fb = fa·b,	∀a, b ∈ C[G], fa, fb ∈ F (G),	(2.16)
af · ag = af∗g,	∀f, g ∈ F (G), af , ag ∈ C[G].	(2.17)
Bukti. Korespondensi C[G] −→ F (G) diberikan oleh a −→ fa, dengan fungsi fa didefisikan sebagai fa(γk) = ak. Sebaliknya korespondensi F (G) −→ C[G] diberikan oleh f −→ af =
Σk f (γk)γk. Kemudian diperolehΣ
Σ

(fa ∗ fb)(γk) =	fa(γj)fb(γi) =	ajbi
γj ◦γi=γk	γj ◦γi=γk
= (a · b)k = fa·b(γk),	∀γj ◦ γi ̸= 0.

Selanjutnya juga dapat diperoleh
af · ag =	f (γk)g(γl)δ(γk, γl)γk ◦ γlΣ

k,lΣ
Σ

=	f (γk)g(γl)γi =	(f ∗ g)(γi)γi = af∗g.
γk◦γl=γi	i
Diagram ilustrasi dari hubungan satu-satu antara C[G] degan


F (G) diberikan oleh gambar.(2.1)
[image: ]

Gambar 2.1. Pemetaan antara F (G) dan C[G]

Definisi 5 Didefinisikan fungsi δγj sebagai berikut




δγj


(γk

) ≡ ,1	jika γj = γk,
,0	jika γk ̸= γj.



(2.18)


Untuk setiap f ∈ F (G) sekarang dapat dituliskan menjadi

f =	f (γk)δγk .	(2.19)Σ

k


Selain itu berlaku juga

(δγj ∗ f )(γi) =Σ

γk◦γl=γi



f (γk).	(2.20)

dengan syarat δγj ∗ δγk bernilai 1 jika γj dan γk dapat dikomposisikan dan 0 jika tidak, sehingga

δγj ∗ δγk = δγk ◦γl = δ(γj, γk).	(2.21)

Definisi 6 (Ciaglia, 2024) Operator involusi ∗ pada aljabar grupoid


C[G] didefinisikan sebagai
a∗ = Σ a¯kγ−1,	∀a = Σ akγk ∈ C[G].	(2.22)k

k	k
Operator involusi pada F (G) didefinisikan sebagai



∗	−1f  = Σ f (γ	)δγ

k
k

k ,	∀f =	f (γk)δγk
kΣ


∈ F (G).	(2.23)

Wakilan linear dari grupoid G adalah sebuah functor ρ : G −→
Vect dan ρ¯ : Ω −→ Vect, yaitu diberikan untuk setiap objek
x ∈ Ω dalam sebuah ruang linear ρ¯(x) = Vx, ∀ γ : x −→ y, pemetaan pada ruang linear ρ(γ) : Vx −→ Vy sedemikian sehingga ρ(1x) = idV dan ρ(γ ◦ γ′) = ρ(γ) ◦ (γ′), ∀ x ∈ Ω, dan setiap γ dan γ′ yang dapat dikomposisikan. Dengan ini gagasan wakilan linear dari grupoid diperluas secara alami teori wakilan linear dari grup (Ciaglia, 2024). Secara singkat, pemetaan wakilan dari grupoid diatas dapat di tulis sebagai berikut:x



ρ :G −→ ρ(G)
γ −→ ρ(γ) : Vect −→ Vect
ρ(γ) : Vx −→ ρ(γ)Vx = Vy ρ¯ :Ω −→ Vect
x −→ ρ¯(x) = Vx




(2.24)


Diketahui bahwa jika diberikan sebuah grupoid berhingga G, terdapat identifikasi alami antara wakilan linear ρ dari grupoid dengan modul C[G]. Hubungan ini ditetapkan sebagai berikut. Misalkan ρ adalah wakilan dari G, lalu didefinisikan ruang linear
V  = ⊕aVxa dan pemetaan R : C[G] −→ End(V ), R(a)(v) =


k akρ(γk)(v), dengan ρ(γk)(v) = ρ(γk)(⊕aVa) = ⊕aρ(γk)(Va) jika γk : xa −→ xb dan v = ⊕ava. Pemetaan R jelas merupakan homomorfisma, oleh karena itu ruang linear V dianggap sebagai sebuah modul C[G].Σ


1.	Wakilan Fundamental dari Grupoid Berhingga
Selanjutnya pada subbab ini akan dijelaskan tentang wakilan fundamental dari grupoid berhingga yang mana wakilan inilah yang akan digunakan pada bab selanjutnya untuk memetakan grupoid ke ruang kuantum.
Diberikan grupoid berhingga G dengan ruang objek Ω, didefinisikan ruang Hilbert HΩ sebagai ruang linear kompleks yang dihasilkan oleh unsur-unsur x ∈ Ω dengan perkalian:
nΣ

⟨ϕ|ψ⟩ =	ϕ¯aψa,	(2.25)
a=1Σ


dengan ϕ =  a ϕa |xa⟩, dimana ϕa ∈ C dan |x⟩ merupakan vektor dari u x ∈ Ω. Dari definisi ⟨y|x⟩ = δxy dan himpunan vektor |xa⟩ dibentuk dasar ortonormal dari HΩ, dengan menggunakan notasi
HΩ = ⊕n	C |xa⟩.a=1

Wakilan fundamental dari G diberikan setiap objek x ∈ Ω dengan ruang linearnya π¯(x) = C |x⟩ dan untuk setiap unsur grupoid γ : x −→ y, pemetaan linearnya π(γ) : π¯(x) −→ π¯(y), yang diberikan oleh π(γ) |x⟩ = |y⟩. Secara lebih jelas, pemetaan wakilan ini dapat di tulis sebagai berikut:


π¯ : Ω −→ π¯(Ω)
x −→ π¯(x) = C |x⟩

(2.26)



π : G −→ πG
γ −→ π(γ) : π¯(x) −→ π¯(y)
C |x⟩ −→ C |y⟩


(2.27)

Karena memiliki hubungan satu-satu anatara wakilan linear grupoid dan modul, didefinisikan wakilan fundamental dengan pemetaan π : C[G] −→ End(HΩ) yang menyediakan struktur modul seperti berikut:
π˜(a)ϕ =	akϕbπ(γk) |xb⟩ ,	(2.28)Σ

k,b

dengan penjelasan sebagai berikut:
End(HΩ) ∋	akπ(γk) = π˜(a) : HΩ −→ HΩΣ

kΣ




dimana

ϕ =	ϕa |xa⟩ −→ π˜(a)ϕ
a

π˜(a)ϕ = Σ akπ(γk)! ϕ = Σ akπ(γk)ϕ
= Σ akπ(γk)ϕ Σ ϕb |xb⟩ = Σ Σ akϕbπ(γk) |xb⟩Σ
k
k

k
b
k
b

=	akϕbπ(γk) |xb⟩ .
k,b

Diperkenalkan simbol indikator δ(γk, xb) yang didefinisikan 1 jika
s(γk) = xb dan 0 untuk selainya, sehingga persamaan (2.16) dapat



ditulis menjadi:



π(a) =	akϕbδ(γk, xb) |t(γk)⟩ .	(2.29)Σ

k,b

Perhatikan bahwa wakilan fundamentalnya adalah wakilan ∗, sehingga π(a∗) = π(a)† dimana π(a)† dinyatakan sebagai operator adjoint yang berhubungan dengan struktur inner perkalian pada HΩ (perhatikan bahwa ⟨y|π(γ)x⟩ = π(γ−1y x jika γ : x −→ y). 	    

Berdasarkan wakilan fundamental grupoid diperkenal norma alamiah pada aljabar grupoid sebagai (penjelasan detail mengenai norma alamiah dapat dilihat di (MacCluer, 2009)):
||a|| = ||π˜(a)||,   a ∈ C[G]	(2.30)

dimana norma pada ruas kanan merupakan norma operator. Sehingga didapatkan bahwa ||a∗a|| = ||a||2, yang berarti bahwa aljabar grupoid C[G] adalah sebuah aljabar C∗.
Berdasarkan penjelasan diatas tentang wakilan fundamental dari grupoid berhingga dapat dijelaskan secara ringkas berdasarkan gambar di bawah ini:














[image: ]Gambar 2.2. Pemetaan wakilan fundamental grupoid Berdasarkan  gambar.(2.2)  terlihat  bahwa  banyak  sekali
wakilan fundamental yang bisa gunakan untuk mewakili grupoid, tetapi pada penelitian ini wakilan yang digunakan yaitu wakilan Ω ke HΩ yang berupa ruang kompleks. Wakilan ini nantinya akan memetakan G ke π(G) menggunakan wakilan π.

D. [bookmark: _TOC_250012]Aljabar Schwinger

Dalam pembahasan kali ini yaitu tentang Aljabar Schwinger yang wakilannya dapat di bawa menuju ke grupoid melalui wakilan regularnya. Pendekatan dasar J. Schwinger terhadap mekanika kuantum sendiri menggambarkan hubungan antara aljabar dengan simbol yang mewakili proses pengukuran selektif (Ibort, 2020).
Dalam bentuk yang sederhana, pengukuran selektif yang lengkap dapat didefinisikan sebagai berikut. Terdapat suatu sistem fisis, katakanlah ε suatu ensembel yang memiliki tipe dan kondisi yang sama. Serta unsur-unsur S dari ensembel ε yang tidak saling


berinteraksi diantaranya (Ibort, 2020).
Diasumsikan suatu A yang dapat diamati dan di ukur besaran fisisnya seperti posisi, momentum, dan sebagainya, sedemikian rupa sehingga menghasilkan a ∈ R dari masing-masing A ∈ A yang dapat diukur pada sistem S manapun dari ensembel ε. Pengukuran sebagai a =< A : S >. Dan diasumsikan bahwa ensembel ε cukup besar sehingga untuk setiap A yang diukur terhadap sistem S akan mengukur nilai a.
Dua buah observabel A, B ∈ A dikatakan kompatibel jika hasil pengukuran tidak bergantung pada urutan pengukuranya. Jadi dapat dinyatakan dengan < A : B : S > dimana dilakukan pengukuran pada B terlebih dahulu lalu dilanjutkan dengan pengukuran A pada sistem S dan menghasilkan (a, b), berlaku juga untuk kebalikanya < B : A : S > akan menghasilkan (b, a).
Begitu juga dengan suatu observabel A = {A1, A2, ...AN } ⊂ A dikatakan kompatibel satu sama lain jika hasil pengukuran tidak bergantung pada urutan pengukuran. Sehingga pada observabel A yang diukur akan menghasilkan a = (a1, a2, ...an) dan akan menolak semua sistem S pada ensembel ε yang akan menghasilkan
a′  = (a′ , a′ , ...a′ ), sehingga proses ini dapat dinyatakan dalam
1	2	n
MA(a, a) atau secara singkat M (a). Jadi penunjukan hasil pengukuran A pada sistem S dinyatakan dalam M (a)S = S jika a =< A : S > dan M (a)S = 0 jika a ̸=< A : S > (Ibort, 2020).
Suatu pengukuran selektif dikatakan lengkap jika kompatibel pada observabel A adalah maksimal. Diasumsikan terdapat pengukuran selektif yang lengkap dan keadaan sistem kuantum ditetapkan dengan melakukan pengukuran selektif lengkap padanya.  Sehingga ruang keadaan S disediakan oleh hasil


pengukuran selektif lengkap.
Selanjutnya untuk simbol yang lebih umum ditulis sebagai M (a′, a) yang merupakan pengukuran selektif lengkap yang mengubah sistem ensembel dengan cara kompatibel, yang berarti pengukuran ini menolak semua sistem ensembel yang hasilnya berbeda dengan a dan sedemikian rupa sehingga pengukuran A pada sistem tersebut menghasilkan a′.
Dalam pengukuran ini juga berlaku hukum komposisi sebagai berikut:
M (a′′, a′) ◦ M (a′, a) = M (a′′, a)	(2.31)
dimana simbol ◦ berarti melakukan pengukuran selektif dari M (a, a′) ke M (a′′, a′) satu demi satu (Ibort, 2020). Dalam kasus lain jika a′ ̸= a′′ akan menghasilkan 0, dapat ditulis sebagai berikut:
M (a′′′, a′′) ◦ M (a′′, a′) = 0	(2.32)
sehingga untuk 3 pengukuran selektif secara berturut-turut sebagai berikut:

(2.33)M (a, a′)◦ M (a′, a′′) ◦ M (a′′, a′′′) =

 M (a, a′) ◦ M (a′, a′′) ◦ M (a′′, a′′′)

yang berarti komposisi ini memiliki hukum asosiatif (Ibort, 2020).
Lalu untuk kasus lain seperti berikut:


M (a′, a′′) ◦ M (a′′, a′) = M (a′, a′),
M (a′′, a′) ◦ M (a′, a′′) = M (a′′, a′′).


(2.34)


hasil perkalian di sisi kiri hanya berbeda dalam urutan menghasilkan hasil yang berbeda (sisi kanan berbeda jika a′ ̸= a′′),


sehingga Aljabar ini memiliki sifat non-komutatif untuk perkalian (Penjelasan secara lengkap mengenai sifat non-komutatif dapat dipelajari pada (Hall, 2003)). Hukum komposisi alamiah ◦ yang didefinisikan pada pengukuran selektif diatas menentukan hukum grupoid dalam kumpulan GA.
Pada sistem fisika tertentu, terdapat grupoid GA yang berkaitan dengan setiap observabel kompatibel yang lengkap
A. Keadaan didefinisikan sebagai hasil pengukuran selektif yang lengkap, untuk setiap observabel kompatibel yang lengkap terdapat kumpulan keadaan yang dilambangkan |a⟩ (Ibort, 2020). Begitu pula untuk observabel kompatibel lengkap B memiliki kumpulan keadaan |b⟩.
Kedua keadaan tersebut dikatakan ekuivalen jika keduanya saling subordinasi, seperti |a⟩ adalah subordinat terhadap |b⟩,
|a⟩ ≺ |b⟩, berlaku juga sebaliknya |b⟩ ≺ |a⟩. Sehingga, ruang keadaan S dari sistem adalah kumpulan kelas ekuivalen dari keadaan yang ditentukan oleh semua pengukuran selektif lengkap (Ibort, 2020).
Secara keseluruhan, ruang G yang terdiri atas semua pengukuran selektif lengkap dengan hukum komposit diatas memiliki struktur grupoid yang ruang objeknya adalah ruang keadaan S dari sistem dan dinyatakan dengan G ⇒ S, dimana
pemetaan sumber dan target pada grupoid ini sebagai berikut
(Ibort, 2020)

s(M (a′, a)) = a	t(M (a′, a)) = a′.	(2.35)

terlihat bahwa pada persamaan diatas pemetaan sumber dan target pada aljabar Schwinger memiliki struktur yang sama dengan pemetaan sumber dan target pada grupoid sesuai dengan


pernyataan sebelum definisi 1.

BAB III
HASIL DAN PEMBAHASAN

Dalam pembahasan ini ditinjau sistem fisis berupa elektron tanpa pengaruh potensial apapun. Berdasarkan persamaan Dirac, elektron tersebut memiliki empat macam nilai keluaran dari besaran energi dan spin yakni (+, +), (+, −), (−, +), dan (−, −). Unsur petama melambangkan energi, yakni E > 0 dan E < 0, sementara unsur kedua melambangkan spin yang masing-masing
bernilai + 1 dan − 1 .	Selanjutnya dapat dibentuk himpunan2
2

Ω sebagai obyek yang berisikan keluaran-keluaran dari hasil pengukuran, sebagai berikut

Ω ≡ {(+, +), (+, −), (−, +), (−, −)}.	(3.1)

Dengan menggunakan notasi berikut ini

a1 = (+, +),	a3 = (−, +),
a2 = (+, −),	a4 = (−, −),

dapat dibentuk transisi antar anggota Ω sebagai berikut

αij = aj −→ ai.	(3.2)

Pada transisi ini secara matematis sangat memungkinkan terjadi, tetapi secara fisis transisi ini tidak sepenuhnya bisa dilakukan. Seperti contoh untuk α31, hal ini di interpretasikan bahwa pemetaan dari α1 yang merupakan elektron spin + 1 ke α3 berupa positron spin + 1 . Secara fisis transisi ini tidak memungkinkan karena transisi dari elektron ke positron itu tidak ada.2
2
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Selanjutnya dapat dibentuk himpunan G yang berisikan semua morfisma atau transisi antar anggota Ω sebagai berikut

29


G = {α11, α12, α13, α14, α21, α22, α23, α24, α31, α32, α33, α34, α41, α42, α43, α44}

(3.3)

Operasi biner ◦ pada G merupakan operasi komposisi yang memenuhi perhitungan berikut

2α
= α11,
α11 ◦ α22 = α22 ◦ α11 = 0,
α11 ◦ α12 = α12
= α22,
α11 ◦ α33 = α33 ◦ α11 = 0,
α11 ◦ α13 = α13
= α33,
α11 ◦ α44 = α44 ◦ α11 = 0,
α11 ◦ α14 = α14
= α44,
α22 ◦ α33 = α33 ◦ α22 = 0,
α33 ◦ α44 = α44 ◦ α33 = 0


11
2α

22
2α

33
2α

44

	α11 ◦ α23 = 0,
	α11 ◦ α24 = 0,
	α11 ◦ α34 = 0,

	α11 ◦ α21 = 0,
	α11 ◦ α31 = 0,
	α11 ◦ α41 = 0,

	α11 ◦ α32 = 0,
	α11 ◦ α42 = 0,
	α11 ◦ α43 = 0,

	α22 ◦ α23 = α23,
	α33 ◦ α34 = α34,
	α44 ◦ α41 = α23,

	α22 ◦ α24 = α24,
	α33 ◦ α31 = α31,
	α44 ◦ α41 = α41,

	α22 ◦ α21 = α21,
	α33 ◦ α32 = α32,
	α44 ◦ α43 = α43,

	α12 ◦ α21 = α11,
	α13 ◦ α31 = α11,
	α14 ◦ α41 = α11,

	α12 ◦ α22 = α12,
	α13 ◦ α32 = α12,
	α14 ◦ α42 = α12,

	α12 ◦ α23 = α13,
	α13 ◦ α33 = α13,
	α14 ◦ α43 = α13,

	α12 ◦ α24 = α14,
	α13 ◦ α34 = α14,
	α14 ◦ α44 = α14,

	α21 ◦ α11 = α21,
	α23 ◦ α31 = α21,
	α24 ◦ α41 = α21,

	α21 ◦ α12 = α22,
	α23 ◦ α32 = α22,
	α24 ◦ α42 = α22,

	α21 ◦ α13 = α23,
	α23 ◦ α33 = α23,
	α24 ◦ α43 = α23,

	α21 ◦ α14 = α24,
	α23 ◦ α34 = α24,
	α24 ◦ α44 = α24,




	α31 ◦ α41 = α31,
	α32 ◦ α21 = α31,
	α31 ◦ α11 = α31,

	α31 ◦ α42 = α32,
	α32 ◦ α22 = α32,
	α31 ◦ α12 = α32,

	α31 ◦ α43 = α33,
	α32 ◦ α23 = α33,
	α31 ◦ α13 = α33,

	α31 ◦ α44 = α34,
	α32 ◦ α24 = α34,
	α31 ◦ α14 = α34,

	α41 ◦ α11 = α41,
	α42 ◦ α21 = α41,
	α43 ◦ α31 = α41,

	α41 ◦ α12 = α42,
	α42 ◦ α22 = α42,
	α43 ◦ α32 = α42,




α41 ◦ α13 = α43,	α42 ◦ α23 = α43,	α43 ◦ α33 = α43, α41 ◦ α14 = α44,	α42 ◦ α24 = α44,	α43 ◦ α34 = α44,

(3.4)

dan 0 untuk selainnya. Perhitungan tersebut dapat dirangkum dalam kaidah berikut



αij



· αkl

= ,αil,	jika j = k
,0,	jika j ̸= k.



(3.5)


Secara teoritis αij ◦ αkl merupakan transisi dari αkl −→ αij. Berdasarkan pers.(3.2), αij ◦ αkl merupakan transisi antar transisi sebagai berikut

αij ◦ αkl = αl −→ αk −→ αj −→ αi.	(3.6)

Wakilan fundamental dari aljabar grupoid didefinisikan pada ruang kompleks H = C4 yang dibangun di atas lapangan kompleks dengan basis kanonik |+, +⟩ , |+, −⟩ , |−, +⟩ dan |−, −⟩. Wakilan fundamental ini dipilih karena penyesuaian dari ruang matematis ke ruang Hilbert agar pemodelan elektron positron yang di dapat sesuai dengan spinor Dirac. Pada wakilan ini di dapat dua jenis yaitu wakilan untuk partikel diam dengan momentum p = 0 yang memiliki wakilan G berupa π dan untuk partikel bergerak dengan


momentum p ̸= 0 berupa π′ dan π′′. Pada wakilan G untuk partikel bergerak memiliki wakilan yang tidak tunggal, sehingga pada pembahasan ini akan di tunjukan salah satu contoh wakilan G yang mana elemen matriksnya memiliki determinan sama dengan nol yang akan diwakilikan oleh π′ dan untuk determinan tidak sama dengan nol yang akan diwakilkan oleh π′′. Untuk hasil lebih rinci sebagai berikut.
Untuk nilai momentum p = 0, wakilan bagi unsur-unsur basis kanonik yang dibentuk berdasarkan spinor Dirac adalah sebagai berikut
1	0

0	0


00
|+, +⟩ =   ,	|−, +⟩ =   ,

0

0
01



(3.7)

|+, −⟩ =   ,	|−, −⟩ =   .1	0
0
0
0
1



Dapat di lihat bahwa pada persamaan di atas memiliki unsur yang sama persis seperti spinor Dirac pada pers.(2.4) dan pers.(2.5), yang menginterpretasikan untuk |+, +⟩ merupakan elektron spin up (+ 1 ), |+, −⟩ merupakan elektron spin down (− 1 ), |−, +⟩
2	2
merupakan positron spin up (+ 1 ) dan |−, −⟩ merupakan positron2

spin down (− 1 ).2

Unsur-unsur grupoid diwakilkan oleh π dalam matriks-matriks



berikut) = 



π(α11



1  0
0  00


0
0

0


0
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π(α  ) = 

0 0
0
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0
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0
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0  0  0  0
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0  0


0  0

) = 0 0




0



π(α12




π(α13




π(α14




π(α23

0  0  0  0
0  1  0  0	

0  0  0  0) = 0 0 0 0 ,	π(α


0  0  0  0	

0  0  1  0
0  0  0  0) = 0 0 0 0 ,	π(α


0  0  0  0	

0  0  0  1
0  0  0  0) = 0 0 0 0 ,	π(α


0  0  0  0	

0  0  0  0
0  0  0  0) = 0 1 0 0 ,	π(α
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0  0  0  1
0  0  0  00

21) = 0  0  0  01  0  0  0


0  0  0  0

0  0  0  0
31) = 1  0  0  00  0  0  0


0  0  0  0

0  0  0  0
41) = 0  0  0  00  0  0  0


1  0  0  0

0  0  0  0
32) = 0  0  0  00  0  1  0


0  0  0  0






π(α24
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0  1  0  0

0
42) = 0) = 0 0 0 0 ,	π(α
	
0
0
	


0
01
0
0
0
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π(α34

0  0  0  0
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0  0  0  0
43) = 0  0  0  0 .) = 0 0 0 1 ,	π(α
0  0  0  0
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Dari unsur-unsur di atas merupakan matriks-matriks yang dibentuk dengan merekayasa elemen-elemenya agar memenuhi sifat-sifat dari perhitungan operasi biner, di dapatkan bahwa π(α11), π(α22), π(α33) dan π(α44) merupakan wakilan dari 1a1 , 1a2 , 1a3 dan 1a4 . Sebagai contoh, misal untuk π(α11) merupakan transisi dari |+, +⟩ −→ |+, +⟩, sedemikian rupa sehingga berlaku

π(α11) |+, +⟩ = |+, +⟩ .	(3.8)

Wakilan π(α11) dibentuk sedemikan rupa agar memenuhi pers.(3.5), sehingga didapatkan sebagai berikut
1 0 0 0 1	10  0  0  0	0	0

π(α  ) |+, +⟩ = 	   =   .	(3.9)
11		  	 0  0  0  0
0
0
0  0  0  0	0
0

Untuk nilai p > 0 (momentum lebih dari nol) didapatkan basis


kanonik sebagai berikut

1	
	

|+, +⟩ = 		

pz/(E + m)
(px + ipy)/(E + m)

0


−pz/(−E + m)
,	|−, +⟩ = (−px − ipy)/(−E + m) ,
1
0







	0	1


(−px + ipy)/(−E + m)
		


|+, −⟩ = 	
(px − ipy)/(E + m)
−pz/(E + m)


 ,	|−, −⟩ = 

pz/(−E + m)
,
0
1






pada persamaan di atas juga memiliki unsur yang sama persis dengan spinor Dirac pada pers.(2.8) dan pers.(2.9) untuk solusi partikel yang bergerak, dengan interpretasi |+, +⟩ sebagai elektron spin up (+ 1 ), |+, −⟩ untuk elektron spin down (− 1 ),
2	2
|−, +⟩ untuk positron spin up (+ 1 ) dan |−, −⟩ untuk positron spin down (− 1 ). Dan unsur-unsur grupoid di wakilkan oleh operator π′ dengan determinan ̸= 0 sebagai berikut2
2
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Untuk solusi unsur-unsur grupoid pada wakilan ini dengan determinan ̸= 0 yang di wakilakan oleh π′′ adalah sebagai berikut
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Jadi diperoleh secara umum bahwa wakilan dari aljabar grupoid C[G] untuk sistem elektron tanpa pengaruh potensial merupakan Ml(4, C), yakni himpunan yang berunsurkan semua matriks berukuran 4 × 4 dengan elemennya berupa bilangan kompleks.
Cara yang ditempuh dalam penelitian ini untuk membentuk struktur grupoid bagi elektron dan positron berbeda dengan yang dilakukan oleh (Ciaglia, 2019). Menurut penjelasan Ciaglia (2019), seharusnya Ω untuk elektron positron adalah Ω = {+, −, +, −}, dengan dua unsur pertama untuk energi dan dua unsur kedua untuk spin. Namun jika berangkat dari Ω yang seperti ini, maka basis kanonis di HΩ tidak akan sesuai dengan solusi persamaan Dirac. Oleh karena itu, dalam penelitian ini konsep Ω dimodifikasi sehingga berbentuk Ω  =
{(+, +), (+, −), (−, +), (−, −)} sebagaimana yang diberikan di
awal bab ini. Dengan cara ini dapat diperoleh basis kanonis yang sesuai dengan solusi persamaan Dirac.
Modifikasi untuk Ω dilakukan karena ada dua besaran yang memiliki swavektor (eigen vector) bersama. Pada pemodelan elektron positron, besaran energi dan spin memiliki swavektor bersama. Oleh karena itu, dalam pembentukan Ω dalam sistem


kuantum harus memperhatikan ada tidaknya besaran-besaran yang memiliki swavektor bersama.

[bookmark: _TOC_250011]BAB IV PENUTUP

A. [bookmark: _TOC_250010]Kesimpulan
1. Pemodelan elektron-positron dengan menggunakan gropoid dimulai dengan membentuk ruang objek Ω yang berisikan empat macam keluaran pengukuran, yakni elektron berenergi positif dengan spin + 1 , elektron berenergi positif dengan spin − 1 , positron berenergi positif dengan spin + 1 , dan positron berenergi positif dengan spin − 1 .2
2

2	2
Selanjutnya dibentuk himpunan G yang berisikan semua transisi/morfisma antar unsur-unsur di Ω. Operasi biner pada G merupakan pemetaan komposisi ◦. Aljabar grupoid untuk memodelkan elektron positron diberikan oleh (G, Ω, s, t, ◦), dengan s dan t adalah pemetaan sumber dan target.
2. Wakilan fundamental bagi model grupoid elektron positron adalah berupa aljabar matriks Ml(4, C).

B. [bookmark: _TOC_250009]Saran

Untuk penelitian selanjutnya dapat dibentuk wakilan yang lebih rinci untuk kasus elektron yang dipengaruhi oleh potensial.
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Lampiran 1. Pembuktian Wakilan Matriks Grupoid



A. [bookmark: _TOC_250007]Wakilan π

1. [bookmark: _TOC_250006]Wakilan α Indeks Sama
Untuk wakilan ini dipatkan jika π(αii) harus menghasilkan input dan output yang sama sebagai berikut
1 0 0 0 1	10  0  0  0	0	0

π(α  ) |+, +⟩ = 	   =   ,
11		  	 0  0  0  0
0
0
0  0  0  0	0
0

0 0 0 0 0	0
π(α  ) |+, −⟩ = 	   =   ,0  1  0  0	1	1

22		  	 0  0  0  0
0
0
0  0  0  0	0
0

0 0 0 0 0	0
π(α  ) |−, +⟩ = 	   =   ,0  0  0  0	0	0

33		  	 0  0  0  0
0
0
0  0  1  0	1
1

0 0 0 0 0	0
π(α  ) |−, −⟩ = 	   =   .0  0  0  0	0	0

44		  	 0  0  0  1
1
1
0  0  0  0	0
0



2. [bookmark: _TOC_250005]Wakilan α Indeks Berbeda
Untuk wakilan ini dipatkan jika π(αij) harus menghasilkan input dan output yang berbeda sebagai berikut

π(α12) |+, −⟩ = |+, +⟩


di hasilkan


0 1 0 0 0	10  0  0  0	1	0


π(α

) |+, −⟩ = 	   =   ,

12		  	 0  0  0  0
0
0
0  0  0  0	0
0





di hasilkan

π(α21) |+, +⟩ = |+, −⟩

0 0 0 0 1	01  0  0  0	0	1


π(α

) |+, +⟩ = 	   =   ,

21		  	 0  0  0  0
0
0
0  0  0  0	0
0






di hasilkan

π(α12) |−, +⟩ = |+, +⟩

0 0 1 0 0	10  0  0  0	0	0


π(α  ) |−, +⟩ = 	   =   ,
13		  	 0  0  0  0
0
0
0  0  0  0	1
0





di hasilkan

π(α31) |+, +⟩ = |−, +⟩

0 0 0 0 1	00  0  0  0	0	0


π(α  ) |+, +⟩ = 	   =   ,
31		  	 0  0  0  0
0
0
1  0  0  0	0
1





di hasilkan

π(α14) |−, −⟩ = |+, +⟩

0 0 0 1 0	10  0  0  0	0	0


π(α  ) |−, −⟩ = 	   =   ,
14		  	 0  0  0  0
1
0
0  0  0  0	0
0

π(α41) |+, +⟩ = |−, −⟩



di hasilkan


0 0 0 0 1	00  0  0  0	0	0


π(α  ) |+, +⟩ = 	   =   ,
41		  	 1  0  0  0
0
1
0  0  0  0	0
0





di hasilkan

π(α23) |−, +⟩ = |+, −⟩

0 0 0 0 0	00  0  0  0	0	1


π(α  ) |−, +⟩ = 	   =   ,
23		  	 0  0  0  0
0
0
0  1  0  0	1
0





di hasilkan

π(α32) |+, −⟩ = |−, +⟩

0 0 0 0 0	00  0  1  0	1	0


π(α  ) |+, −⟩ = 	   =   ,
32		  	 0  0  0  0
0
0
0  0  0  0	0
1





di hasilkan

π(α24) |−, −⟩ = |+, −⟩

0 0 0 0 0	00  0  0  0	0	1


π(α  ) |−, −⟩ = 	   =   ,
24		  	 0  1  0  0
1
0
0  0  0  0	0
0





di hasilkan

π(α42) |+, −⟩ = |−, −⟩

0 0 0 0 0	00  0  0  1	1	0


π(α  ) |+, −⟩ = 	   =   ,
42		  	 0  0  0  0
0
1
0  0  0  0	0
0





di hasilkan

π(α34) |−, −⟩ = |−, +⟩

0 0 0 0 0	00  0  0  0	0	0


π(α  ) |−, −⟩ = 	   =   ,
34		  	 0  0  0  0
1
0
0  0  0  1	0
1





di hasilkan

π(α43) |−, +⟩ = |−, −⟩

0 0 0 0 0	00  0  0  0	0	0


π(α  ) |−, +⟩ = 	   =   .
43		  	 0  0  1  0
0
1
0  0  0  0	1
0



B. [bookmark: _TOC_250004]Wakilan π′

1. [bookmark: _TOC_250003]Wakilan α Indeks Sama
Untuk wakilan ini dipatkan jika π′(αii) harus menghasilkan input dan output yang sama sebagai berikut




π′(α11

1  0
0  0	0 ) |+, +⟩ = 

0
0  0




0
0 
1

0

0

1

pz/(E + m)



= 


0  0  0  1
1
0

(px + ipy)/(E + m)
 ,pz/(E + m)
(px + ipy)/(E + m)








π′(α

0  0  0  0	0
0  1  0  0	 
	 
1



) |+, −⟩ =22


0 0 1  0 (px − ipy)/(E + m)

= 

0  0  0  1
0
1	
(px − ipy)/(E + m)
−pz/(E + m)


−pz/(E + m)
 ,

1 0 0 0 	−pz/(−E + m)	

π′(α	 	
0  0  1  0
33
0 0 0 0 
1
0



0  1  0  0	(−px − ipy)/(−E + m)
) |−, +⟩ =


	−pz/ − (E + m)	
(−px − ipy)/(−E + m)	

=	,
1
0








π′(α44

0  1  0  0
) |−, −⟩ =	0  0  0  0	 
1 0 0 0 (−px + ipy)/(−E + m)

0  0  0  1(−px + ipy)/(−E + m)


pz/(−E + m) 0
1





= 

pz/(−E + m) 0
1

 .


2. [bookmark: _TOC_250002]Wakilan α Indeks Berbeda
Untuk wakilan ini dipatkan jika π′(αij) harus menghasilkan input dan output yang berbeda sebagai berikut

π′(α12) |+, −⟩ = |+, +⟩


di hasilkan



0  1	0	0




 


0	1


π′(α

0  0	0	0
) |+, −⟩ = 	 	0 0	z
 	
12
p
	px−ipy
0
(px − ipy)/(E + m)





0  0	0	px+ipy−p

z

−pz/(E + m)

= 



1
0
pz/(E + m)
(px + ipy)/(E + m)

 ,


π′(α21) |+, +⟩ = |+, −⟩
di hasilkan

0  0	0	0	1




1	0	00

π′(α  ) |+, +⟩ = 	 	0 0
21
px−ipy
	pz
0
 
pz/(E + m)




 −pz 0  0	0

px+ipy



(px + ipy)/(E + m)

0
= 	 ,	
(px − ipy)/(E + m)
−pz/(E + m)
1




π′(α12) |−, +⟩ = |+, +⟩
di hasilkan
	0	0	1	0 



−pz/(−E + m)	

0	0	0	0	(−px − ipy)/(−E + m) 	
1


π′(α  ) |−, +⟩ = 
 
0	0
13
(−E+m)
−(E+m)
0	0	0 
0
0

(px+ipy ) (E+m)

= 



1
0
pz/(E + m)
(px + ipy)/(E + m)

 ,


π′(α31) |+, +⟩ = |−, +⟩
di hasilkan


−(E+m)0	0


(−E+m)

0 	1	

(−px+ipy )

π′(α31) |+, +⟩ =  (−E+m)1	0	0	0


0	0	0
 	 
pz/(E + m)
0


	0	0	0	0 (px + ipy)/(E + m)
	−pz/(−E + m)	
(−px − ipy)/(−E + m)	

=	,
1
0





π′(α14) |−, −⟩ = |+, +⟩
di hasilkan


0	0	0	1



(−px + ipy)/(−E + m)
 	 	


π′(α0
14
(−E+m)
	(E+m)
0	0


0	0	0	0
) |−, −⟩ = 	 0	0	0
 





pz/(−E + m)
0


(px+ipy ) (E+m)

= 

1


1
0
pz/(E + m)
(px + ipy)/(E + m)

 ,


π′(α41) |+, +⟩ = |−, −⟩
di hasilkan


(−px+ipy ) (−E+m)


0	0	0 	1	

π′(α41) |+, +⟩ = 

 (E=m) 
(−E+m)0	0
 
0
0

 	0	0	0	0
pz/(E + m)


	1	0	0	0 (px + ipy)/(E + m)(−px + ipy)/(−E + m)



= 

pz/(−E + m) 0
1

 ,






di hasilkan

π′(α23) |−, +⟩ = |+, −⟩


0	0	0	0 


	  	

0 




−pz/(−E + m)	

π′(α


) |−, +⟩ = 

0	0	1	0	(−px − ipy)/(−E + m)
		0	0
(px−ipy ) (E+m)
1


(−E+m) 
23


(E+m)

0	0	0	0

0
= 	 ,	

1






di hasilkan

(px − ipy)/(E + m)
−pz/(E + m)

π′(α32) |+, −⟩ = |−, +⟩

0	0	0	(E +m)  	0	(E+m)


(−px−ipy )	0	0	10

π′(α32) |+, −⟩ =
(−E+m)
0	1	0	0
 

 


0	0	0	0	 	−pz/(E + m)	(px − ipy)/(E + m)

	−pz/(−E + m)	
(−px − ipy)/(−E + m)	

=	,
1
0





π′(α24) |−, −⟩ = |+, −⟩
di hasilkan

55


0  0	0	0



(−px + ipy)/(−E + m)
 	 	


π′(α0 0	0	 
24
(px−ipy )
	(E+m)  


0  0	0	1
) |−, −⟩ = 	 





pz/(−E + m)

0



= 

−(E+m)
(E+m)
0
1

0	1
 ,0  0
	






di hasilkan

(px − ipy)/(E + m)
−pz/(E + m)

π′(α42) |+, −⟩ = |−, −⟩


(−px+ipy )0
0	0
 


(−E+m)	0−(E+m)

0	0	0	 	1	
π′(α42) |+, −⟩ =
(E+m)
0	0	0	0	 



0	1	0	0	 (px − ipy)/(E + m)

(−px + ipy)/(−E + m)

−pz/(E + m)	

= 

pz/(−E + m)
0
1

 ,



π′(α34) |−, −⟩ = |−, +⟩
di hasilkan
	0	(−1)  0  0 (−px + ipy)/(−E + m)

(−px−ipy )
 

π′(α34) |−, −⟩ = (−px+ipy )0


0	0  0
 

pz/(−E + m)


0	0	0  1 



0	0	0  0	1
	−pz/(−E + m)	
(−px − ipy)/(−E + m)	

=	,
1
0




π′(α43) |−, +⟩ = |−, −⟩
di hasilkan


(−px+ipy )

−pz

0	0 0 

−pz/(−E + m)	

0		pz		0  0	(−px − ipy)/(−E + m)

 	

π′(α43) |−, +⟩ =
1


(−px−ipy )
 	

0	0	0  0 



0	0	1  0	0(−px + ipy)/(−E + m)



= 

pz/(−E + m) 0
1

 .


C. Wakilan π′′

1. [bookmark: _TOC_250001]Wakilan α Indeks Sama
Untuk wakilan ini dipatkan jika π′′(αii) harus menghasilkan input dan output yang sama sebagai berikut




π′′(α11

1  0
0  0	0 ) |+, +⟩ = 

0
0  1




0
0 
1

0

0

1

pz/(E + m)



= 


0  0  0  1
1
0
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