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ABSTRAK

Graf G=(V, E) adalah suatu himpunan berhingga titik yang
tidak kosong dan sisi boleh kosong, dimana dua titik dihubungkan
oleh satu sisi. Dalam penelitian ini, graf yang digunakan adalah
graf sederhana, graf memiliki sikel (graf lengkap, lingkaran,
dan bipartit lengkap), terhubung, dan tidak berarah. Objek
kajian pada penelitian ini adalah polinomial sikel terinduksi
pada graf. Polinomial sikel terinduksi pada graf adalah
suatu subgraf terinduksi yang membentuk graf sikel dengan
struktur dan sifatnya dapat dinyatakan dalam bentuk suku
banyak. Penelitian ini bertujuan mampu menjelaskan sifat-sifat
polinomial sikel terinduksi pada graf yang diperoleh dari hasil
operasi tertentu. Operasi pada graf meliputi operasi gabungan,
join, komplemen, produk, komposisi, ring sum, dan operasi
korona. Setiap operasi pada graf memengaruhi polinomial sikel
terinduksinya dengan masing-masing operasi membentuk sikel
terinduksi yang bervariasi tergantung pada graf yang digunakan
pula. Dengan demikian, polinomial sikel terinduksi mampu
menggambarkan perubahan struktur graf secara signifikan dan
dapat mempresentasikan sikel terinduksi serta sifat pada graf
hasil operasi dengan mengamati graf sebelum dan sesudah
dioperasikan.

Kata kunci : Graf sederhana, polinomial graf, sikel terinduksi,

operasi graf.
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BABI
PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Matematika adalah ilmu yang tidak bisa dijauhkan dari
manusia karena perannya dalam membantu memajukan dan
mengefisiensikan kegiatan manusia, misalnya aplikasi dalam
berbagai bidang kehidupan sehari-hari seperti teknologi, ekonomi,
dan sains (Yunaeti dkk., 2021). Matematika dibagi menjadi
beberapa cabang yaitu aljabar, geometri, analisis, statistika
peluang, matematika diskrit, dan matematika terapan lainnya.
Pada masing-masing cabang ilmu ini memiliki kajian yang beragam
(Courant dan Robbins, 1996). Matematika diskrit merupakan
cabang ilmu matematika yang membahas tentang suatu objek yang
dapat dihitung dan ditulis menggunakan angka (Munir, 2012).

Teori graf termasuk ke dalam cabang matematika diskrit
karena titik dan sisi dapat dihitung dan tidak bersifat kontinu,
sedangkan pengertian dari teori graf adalahra ilmu yang
mempelajari sifat-sifat suatu graf yang terdiri dari titik yang
dihubungkan oleh sisi (Wilson, 2010). Graf dapat digunakan untuk
menggambarkan macam struktur persoalan atau permasalahan
agar mudah dimengerti dan dirumuskan, sehingga mampu
memecahkan permasalahan contohnya pada jaringan listrik
rangkaian kirchoff (Munir, 2012). Selain itu juga pada silsilah
keluarga, sistem komunikasi, jaringan transportasi, dan desain
arsitertur (Buhaerah dkk., 2022).

Graf pada dasarnya merupakan kumpulan sisi dan titik yang
terhubung dengan satu sisi dapat menghubungkan dua titik atau



dengan kata lain dua titik yang terhubung terdapat minimal satu
sisi. Titik dikenal dengan sebutan vertex atau simpul, sedangkan
sisi dikenal dengan sebutan edge atau tepi. Sisi pada graf
digambarkan tidak selalu berupa garis lurus, namun dapat berupa
garis lengkung (Daniel dan Prida, 2019).

Hal yang mendasar munculnya teori graf bermula pada
masalah jembatan kénigsberg tahun 1736. Euler ingin melewati
semua dari ketujuh jembatan itu dengan syarat hanya melewati
tepat satu kali dan harus kembali ke tempat semula. Euler
memodelkan masalah tersebut dan dinamakan dengan teori graf.
Daratan yang dilewati yang disebut dengan titik, sedangkan
jembatannya disebut sebagai sisi. Euler menemukan solusinya
yaitu tidak mungkin jika seseorang melewati ketujuh jembatan
tersebut tepat satu kali dan dapat kembali ke tempat semula.
Masalah tersebut ia modelkan menjadi suatu teori graf (Dafik,
2015).

Seiring dengan kemajuan zaman dalam dekade terakhir ini,
teori graf terus mengalami perkembangan salah satunya yaitu
pada teori polinomial. Polinomial adalah persamaan matematika
yang terdiri dari koefisien, variabel, dan konstanta yang dengan
jumlahan perkalian pangkat dalam satu atau lebih variabel.
Ada beberapa jenis-jenis polinomial pada graf yaitu polinomial
kromatik, klik polinomial, matching polinomial, polinomial
dominasi graf yang mengandung graf sederhana, polinomial
penutup tepi, polinomial subgraf cembung, dan polinomial sikel
terinduksi. Polinomial kromatik yang menunjukkan berbagai
cara untuk mewarnai graf tanpa adanya warna pada sisi yang
terhubung (Beraha, dkk., 1980), dilanjutkan dengan adanya klik
polinomial yang menghitung subset titik bertetangga pada graf



yang dikumpulkan berdasarkan banyaknya titik (Hoede dan Li,
1994).

Pada abad ke-20, graf terus mengalami perkembangan yaitu
dengan adanya matching polinomial yang memuat himpunan
sisi dari graf sehingga tidak ada dua dari sisi yang memiliki
titik yang saling bersisian (Lass, 2004). Polinomial terus
mengalami perkembangan terutama pada keterhubungan graf
yang disebut dengan polinomial dominasi graf yang mengandung
graf sederhana untuk mengukur keterhubungan pada tiap titik di
graf (Alikhani dan Peng, 2010). Polinomial penutup tepi untuk
menghitung jumlah himpunan penutup tepi atau sisi berdasarkan
ukurannya dengan setiap titik memiliki setidaknya satu sisi yang
terhubung (Akbari dan Oboudi, 2013).

Polinomial berkembang yang melibatkan jalan ataupun
lintasan yaitu polinomial subgraf cembung yang setiap dua titik
yang berbeda pada subgraf tersebut terhubung tepat satu lintasan
pada subgraf (Laja dan Artes, 2014), dan polinomial sikel yang
terinduksi pada graf untuk menghitung jumlah dan jenis sikel
yang dapat terbentuk dalam graf yang mengacu pada sikel dengan
tidak adanya tambahan titik atau sisi di luar sikel berdasarkan
panjangnya (Madalim dkk., 2023). Hubungan polinomial subgraf
cembung dan polinomial sikel terinduksi adalah sama-sama
membahas poliomial pada subgraf namun dengan sudut pandang
yang berbeda. Pada polinomial subgraf cembung fokus pada
titik, sedangkan pada polinomial sikel terinduksi fokus pada
sikelnya. Polinomial sikel terinduksi adalah persamaan suku
banyak pada graf yang merupakan hasil seluruh penjumlahan
dari sikel terinduksi pada graf dengan derajat minimal tiga hingga
ke panjang sikel terpanjang (Villarta dkk., 2024). Kajian tentang



polinomial sikel terinduksi pada graf merupakan tema yang relatif
baru dalam kajian teori graf. Dimana suatu polinomial dapat
merepresentasikan struktur pada graf (Jannah, 2013).
Pembahasan mengenai polinomial sikel terinduksi pada graf
yang diteliti oleh Radana E. Madalim, dkk., termuat dalam artikel
berjudul "Induced Cycle Polynomial of a Graph" tahun 2023.
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, penulis tertarik
untuk membahas dan mengkaji lebih lanjut tentang polinomial
sikel terinduksi pada graf, terutama polinomial sikel hasil operasi
pada graf yang memberi bentuk baru yang bervariasi sesuai

dengan operasi yang digunakan.

B. Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini adalah agar mampu menjelaskan
bagaimana sifat-sifat polinomial sikel terinduksi pada graf yang
merupakan hasil operasi tertentu yaitu operasi gabungan, join,

komplemen, produk, komposisi, ring sum, dan korona.

C. Tinjauan Pustaka

Dalam tinjauan pustaka ini akan mengulas mengenai
polinomial sikel terinduksi pada graf dengan artikel rujukan
utamanya merupakan karya Radana E. Madalim, dkk., tahun 2023
yang berjudul "Induced Cycle Polynomial of a Graph". Selain itu,
terdapat artikel pendukung di antaranya adalah Dimensi Metrik
Hasil Operasi Korona Antara Graf Lintasan dengan Graf Lengkap
(P, ® K,,) dan Graf Sikel dengan Graf Lintasan (C,, ©® mP» ) serta
Induced Path Polynomials of the Join and Corona of Graphs.



Dalam tinjauan pustaka ini juga berisi tentang sumber
referensi yang berkaitan dengan teori-teori yang akan dipakai
pada penelitian ini. Adapun pada penelitian ini membahas
tentang konsep dasar pada graf, operasi pada graf, perkembangan
polinomial pada graf, dan polinomial sikel terinduksi pada graf.
Berikut adalah sumber referensi yang digunakan dalam penelitian

ini.

1. Sumber referensi yang berkaitan dengan konsep dasar pada
graf, di antaranya adalah Pengantar Teori Graf (Edisi Kelima),
Teori Graf, Prosedur Penelitian Suatu Pendekatan Praktek,
Teori Graph dan Penerapannya, Teori Graf dan Aplikasinya,
dan Teori Graf dan Aplikasinya (Edisi Revisi Kedua).

2. Sumber referensi yang berkaitan dengan operasi pada graf,
di antaranya adalah Ketakteraturan Sisi Total Pada Graf
Pohon Palem ("B, , dan Graf Pohon Palem. C, ;" B,,,
Teori Graf, Pengantar Teori Graf (Edisi Kelima), Prime
Labeling in Context of Ring Sum of Graphs, dan Dimensi
Metrik Hasil Operasi Korona Antara Graf Lintasan Dengan
Graf Lengkap (Py ® Kr) dan Graf Sikel dengan Graf Lintasan
(Cny ©mPy).

3. Sumber referensi yang berkaitan dengan perkembangan
polinomial pada graf, di antaranya adalah Limits of Chromatic
Zeros of Some Families of Maps (1980), Clique Polynomials
and Independent Set Polynomials of Graphs (1994), Matching
Polynomials and Duality (2004), Dominating Sets and
Domination Polynomials of Certain Graphs, II (2010), On the
Edge Cover Polynomial of a Graph (2013), dan Zeros of Convex
Subgraph Polynomials (2014).



4. Sumber referensi yang berkaitan dengan polinomial sikel
terinduksi pada graf, di antaranya adalah An atlas of graphs,
Graph Theory, dan Induced Cycle Polynomial Of A Graph.

D. Batasan Masalah

Batasan masalah pada pada penelitian ini adalah graf yang
digunakan dalam penelitian ini hanya graf sederhana, graf yang
memiliki sikel (graf lengkap, lingkaran, dan bipartit), terhubung,
dan tidak berarah.

E. Metodologi Penelitian

Pada metodologi penelitian ini berisi tentang metode
penelitian yang berupa langkah-langkah dalam melakukan
penelitian sehingga penelitiannya lebih terarah. Adapun

metodologi penelitiannya adalah sebagai berikut.

1. Mengulas artikel berjudul "Induced Cycle Polynomial of a
Graph" oleh Radana E. Madalim dkk (2023) sebagai bahan
dalam memahami metode dan hasil penelitian pada artikel
tersebut.

2. Mengevaluasi teori-teori yang ada pada artikel.

3. Mengidentifikasi definisi serta rumus yang berkaitan dengan

polinomial sikel terinduksi pada graf.
4. Menganalisis polinomial sikel terinduksi pada graf.

5. Mengidentifikasi banyaknya sikel berdasarkan jenis grafnya.



6. Mengsubstitusikan banyaknya sikel terinduksi yang
ditemukan ke persamaan untuk memperoleh bentuk

polinomialnya.

7. Mengoperasikan dua buah graf dan dianalisis polinomial
sikel terinduksinya.

8. Mengidentifikasi kembali banyaknya sikel terinduksi pada

graf hasil operasi.

9. Menentukan bentuk umum polinomial sikel terinduksi hasil

operasi pada graf .

10. Membuktikan persamaan umum polinomial sikel terinduksi
hasil operasi pada graf.

11. Mengambil kesimpulan sifat berdasarkan hubungan
polinomial sikel terinduksi pada graf sebelum dan sesudah
dioperasikan.

F. Sistematika Penulisan

Penelitian ini memiliki empat bab sebagai bahan acuan untuk
mengatur jalan penyusunan tugas akhir ini. Berikut merupakan
sistematika penulisan pada penelitian ini.

1. BABIPENDAHULUAN

Pada bab ini berisi latar belakang masalah, tujuan penelitian,
tinjauan pustaka, batasan masalah, metodologi penelitian,
dan sistematika penulisan.

2. BABII LANDASAN TEORI



Pada bab ini berisi dasar-dasar teori yang digunakan
pada penelitian ini dan teorema yang mendukung pada
pembahasan serta berisi hasil penelitian yang relevan,

sehingga hasil dari penelitian tidak rancu.

. BAB III HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini berisi hasil penelitian dan pembahasan yang
sesuai dengan tujuan penelitian yang telah disusun.

. BABIV SIMPULAN DAN SARAN

Pada bab ini berisi simpulan dari hasil penelitian yang telah
dilakukan serta mengandung saran agar peneliti berikutnya
melakukan penelitian yang lebih baik lagi.



BABII
LANDASAN TEORI

Pada bab ini, berisi teori-teori yang digunakan sebagai
landasan penelitian serta ringkasan hasil penelitian sebelumnya

yang relevan dengan penelitian ini.

A. Kajian Teori

Pada subbab ini akan membahas mengenai konsep dan teori

yang digunakan untuk mempermudah dalam penelitian.

1. Graf

Pada bagian ini, akan dibahas mengenai definisi graf secara

singkat serta ketentuan graf sederhana.

Definisi 2.1.1 (Graf, e.g (Munir, 2016))

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan G = (V, E)
dengan V merupakan himpunan tak kosong titik dan E merupakan
himpunan sisi yang menghubungkan sepasang titik. Suatu sisi e
menghubungkan titik v dan v dapat dituliskan dengan e = (u,v),
dengan u,v € V.

Pada graf, setiap sisi mampu menghubungkan dua titik dan
pada setiap titik terdapat minimal satu sisi kecuali pada graf
trivial (Anisa dan Lukito, 2021). Hal tersebut menyebabkan suatu
titik yang terhubung berderajat minimal satu. Derajat titik yaitu

banyaknya sisi yang bertemu pada titik (Rahayuningsih, 2018).

Contoh 2.1.2 Perhatikan contoh sebagai berikut.
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a. Misal diberikan graf G = (V, E) dengan V' = {a, b, ¢, d} dan
E = {(e1), (e2), (e3), (ea)} -
Sisinya dapat dituliskan sebagai e; = (a,b),ea = (b,c),e3 =
(¢,d),eq = (a,d).

€1
ae0—— 0 )
€4 €2
—@ C

d es

Gambar 2.1. Graf G

b. Misal diberikan graf K = (V, F) dengan V' = {1,2,3,4,5}
dan E = {(a), (b), (c), (d), (e), (f)}-
Di mana sisinya dapat ditulis a = (1,2),b = (2,3),c =
(3,4),d = (4,5),e = (1,5), f = (2,5).

Gambar 2.2. Graf K

Definisi 2.1.3 (Graf sederhana, e.g (Daniel dan Prida, 2019))

Suatu graf G dikatakan graf sederhana jika graf tersebut tidak
memuat loop atau sisi ganda.
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Loop merupakan sisi yang menghubungkan titik yang sama,
dimana setiap loop mewakili 2 derajat, sedangkan sisi ganda
adalah sisi yang menghubungkan dua titik yang sama . Jika pada
graf terdapat loop atau sisi ganda, maka graf tersebut dinamakan
graf tak sederhana (Marsudi, 2016).

Contoh 2.1.4
Misal diberikan graf 7' = (V, E) dengan V' = {1,2,3} dan E =
{(1,1),(1,2),(2,3),(3,2)}.

2
Gambar 2.3. Graf T’
Berdasarkan gambar 2.3. graf T" tersebut bukan graf sederhana

karena mengandung loop yaitu pada sisi a dan terdapat sisi ganda

antara titik 1 dan 3.

2. Terminologi Keterhubungan Graf

Berikut ini merupakan terminologi atau istilah asing pada
graf yang digunakan untuk mempermudah pemahaman pada
penelitian ini. Adapun terminologi keterhubungan graf yang

digunakan pada penelitian ini adalah

a. Ketetanggaan (adjacent)
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Definisi 2.1.5 (Ketetanggaan, e.g (Daniel dan Prida, 2019))

Ketetanggaan terjadi apabila ada dua titik yang dihubungkan
oleh sisi, di mana satu sisi menghubungkan dua titik yang
berbeda.

Contoh 2.1.6 Perhatikan graf berikut ini.

4

2

Gambar 2.4. Graf Z

Berdasarkan gambar 2.4. graf 7, salah satu titik yang
bertetangga adalah 1 dengan 3, sedangkan titik 1 dan 4 tidak
bertetangga karena tidak ada sisi yang menghubungkan

antar kedua titik tersebut.

. Jalan

Definisi 2.1.7 (Jalan, e.g (Clark dan Holton, 1995))

Jalan (walk) pada suatu graf G adalah sebuah urutan tak
nol W = wpejvieavs...evy, yang suku-sukunya bergantian
sedemikian sehingga titik v;_1 dan v; merupakan titik ujung
sisi e; untuk 1 < ¢ < k. Jalan W merupakan jalan dari vg ke vg.
Titik vg disebut titik awal dan vy, disebut titik akhir. Panjang
W merupakan banyaknya sisi pada W.
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Suatu jalan dinamakan jalan tertutup jika titik awal dan titik
akhirnya sama. Jalan dinamakan jalan terbuka jika titik awal
dan titik akhirnya berbeda. Jalan dapat melewati titik yang
sama lebih dari satu kali (Abdussakir, dkk., 2009)

Contoh 2.1.8 Perhatikan graf di bawah ini.

Gambar 2.5. Graf A;

Pada gambar 2.5. graf A;, maka salah satu jalan dari titik
a ke d adalah alb5d dengan panjang jalan 2, albde8f7d
dengan panjang jalan 4, dan a1b2c3e8f7d dengan panjang
jalan 5. Untuk jalan terbuka dari a ke d salah satunya adalah
albde8 f7d dengan panjang jalan 4, sedangkan untuk jalan
tertutup pada titik b salah satunya adalah b4e8 f7d5b dengan

panjang jalan 4.
. Lintasan

Definisi 2.1.9 (Lintasan, e.g (Ibrahim dan Noor, 2013))
Lintasan pada suatu graf G adalah jalan dari titik awal

sampai titik akhir melewati titik-titik yang berbeda.

Contoh 2.1.10 Perhatikan graf berikut.
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Gambar 2.6. Graf A,

Pada gambar 2.6. graf Ay, maka salah satu lintasan dari titik
a ke d adalah a1b4e7d dengan panjang jalan 3.

Salah satu jalan tapi bukan lintasan dari ¢ ke d adalah
alb2c3edbbd, hal ini karena melewati titik b sebanyak dua
kali.

. Sikel

Definisi 2.1.11 (Sikel e.g (Rahayuningsih, 2018))

Sikel pada graf adalah jalan yang semua sisi dan titiknya
berbeda kecuali titik awal dan titik akhir.

Contoh 2.1.12 Perhatikan graf sebagai berikut.

Gambar 2.7. Graf As
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Berdasarkan gambar 2.7. graf A3, maka salah satu sikelnya
adalah sikel a1 f2c3e4b6d7a dengan panjang jalan 6 dan sikel
al f5b4e8d7a dengan panjang jalan 5 yang bukan termasuk
sikel terinduksi. Salah satu contoh sikel terinduksi adalah
al f5b6d7a dan b4e8d6D.

Contoh 2.1.13 Perhatikan graf berikut ini.

f5e

Gambar 2.8. Graf S

Berdasarkan gambar 2.8. Graf S, terdapat salah satu lintasan
dengan panjang jalan 8 namun bukan sikel terinduksi yaitu
alb2c3d4eb f1251149a.

. Terhubung

Definisi 2.1.14 (Terhubung, e.g (Marsudi, 2016))

Dua titik v dan v pada graf G dikatakan terhubung jika
terdapat lintasan yang menghubungkan titik u dan v.

Contoh 2.1.15 Perhatikan graf sebagai berikut.
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Gambar 2.9. Graf @)

Berdasarkan gambar 2.9. titik a,b,c,d saling terhubung
karena terdapat lintasan yang menghubungkannya,
contohnya titik b terhubung dengan titik d karena terdapat
salah satu lintasan yang menghubungkan titik b dengan d
yaitu bla4d. Namun terdapat titik yang tidak terhubung
yaitu titik e, karena tidak ada lintasan yang menghubungkan

titik e dengan titik lainnya.

. Subgraf

Definisi 2.1.16 (Subgraf, e.g (Ihwan dan Rahmawati, 2014))

Graf H dikatakan subgraf dari graf G jika setiap titik di H
adalah titik di G dan setiap sisi di H adalah sisi di graf G. Jika
H subgrafdari G maka dapat ditulis H C G.

Contoh 2.1.17 Perhatikan graf berikut ini.
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a b a
h ' c h a b
([ J (]
g d g J
([ J (]
o€ f g
Graf R Graf G Graf U

Gambar 2.10. Subgraf

Berdasarkan gambar 2.10. graf G merupakan subgraf dari
graf R karena titik dan sisinya berada di graf R. Selain itu,
graf U juga merupakan subgraf dari R, karena setiap titiknya
berasal dari graf R.

3. Macam-Macam Graf Khusus

Terdapat beberapa macam graf, berikut ini yang merupakan

graf-graf khusus yang digunakan pada penelitian ini.
a. Graf Kosong

Definisi 2.1.18 (Graf Kosong, e.g (Ibrahim dan Noor, 2013))

Graf dikatakan graf kosong jika pada graf memuat minimal
satu titik tanpa adanya sisi yang menghubungkannya
sehingga semua titiknya merupakan titik terasing yang

dinotasikan dengan N,,.

Contoh 2.1.19 Perhatikan graf sebagai berikut.
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e
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Gambar 2.11. Graf N5

Berdasarkan gambar 2.11, maka graf tersebut merupakan
salah satu graf kosong yang memiliki 5 titik atau dapat
dinotasikan dengan /N5, dengan semua titiknya tidak
memiliki sisi.

. Graf Lintasan

Definisi 2.1.20 (Graf Lintasan, e.g (Multasya, 2024))

Graflintasan yang dilambangkan sebagai P,, adalah grafyang
memiliki tepat satu lintasan dengan n titik dan panjang jalan
sebesar n — 1.

Contoh 2.1.21 Perhatikan graf di bawah ini.

o ® o ®
1 2 3 4

Gambar 2.12. Graf Lintasan Py
Berdasarkan gambar 2.12 yang terdiri dari empat titik maka
disebut graf lintasan P, yang memiliki panjang jalan tiga.
. Graf Lengkap

Definisi 2.1.22 (Graf Lengkap, e.g (Buhaerah dkk., 2022))

Graf dikatakan graf lengkap apabila graf sederhana dengan
semua titik pada graf saling bertetangga dengan banyaknya
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sisi adalah w atau (g) Graflengkap dinotasikan dengan
K, dengan n adalah banyaknya titik.

Catatan:

(n) _ n! _ n.(n—1).(n—2)
2 (n—2)1.2! (n—2)2!

dengann! =n.(n—-1).(n —2).--- .1

Contoh 2.1.23 Perhatikan graf sebagai berikut.

3

1

Gambar 2.13. Graf K4

Berdasarkan gambar 2.14, graf K, yang artinya memiliki 4
titik dengan setiap titiknya saling bertetangga dengan titik

lainnya.
. Graf Lingkaran atau Graf Sikel

Definisi 2.1.24 (Graf Lingkaran, e.g (Slamin, 2023))

Graf Lingkaran adalah graf yang memiliki lintasan dengan
titik awal dan titik akhirnya sama, grafini dinotasikan dengan
C,, dengan n adalah banyaknya titik.

Contoh 2.1.25 Perhatikan graf sebagai berikut.
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a b

Gambar 2.14. Graf Lingkaran

Berdasarkan gambar 2.14, graf C's yang artinya graflingkaran
yang terdiri dari 3 titik dan dengan banyaknya sisi 3.

. Graf Bipartit Lengkap

Definisi 2.1.26 (Graf Bipartit Lengkap, e.g (Slamin, 2023))

Graf bipartit adalah graf yang terdiri dari dua himpunan
namun dalam satu himpunan titik-titik tidak saling
bertetangga, sedangkan terdapat titik pada himpunan
menghubungkan titik pada himpunan lainnya. Graf bipartit
dikatakan graf bipartit lengkap jika titik pada himpunan yang
berbeda menghubungkan setiap titik pada himpunan lainnya.

Contoh 2.1.27 Berikut ini adalah salah satu contoh graf
bipartit dan graf bipartit lengkap.

a b c

1 2

Gambar 2.15. Graf Bipartit
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1 2

Gambar 2.16. Graf Bipartit Lengkap K> 3

Teorema 2.1.28 (Graf Bipartit, e.g (Wilson, 2010))

Suatu grafsederhana K dikatakan grafbipartitjika dan hanya
jika K tidak memiliki sikel dengan panjang ganjil.

Bukti.
(=) Akan dibuktikan, jika graf K adalah graf bipartit, maka
K tidak memiliki sikel dengan panjang ganjil.

Misalkan dipunyai K graf bipartit. Andaikan K memiliki
sikel dengan panjang ganjil. Graf K adalah graf bipartit,
artinya terdapat dua himpunan titik. Namun dalam satu
himpunan titik tidak saling bertetangga, sedangkan pada
himpunan berbeda terdapat titik yang bertetangga. Misal
U dan V adalah dua himpuanan titik pada graf K. Untuk
setiap sisi menghubungkan himpunan titik di U dan V' secara
bergantian, sehingga U NV = (. Misal titik K =
{u1,ug,us, ..., ugp, ugpy1}, untuk wuy, us, us,..,uzpy1 € U

dan us, u4, ug, .., u2p € V, dengan p € Z.

Ambil sebarang titik bergantian dari U ke V atau sebaliknya,
sehingga sisinya berada di antara dua himpunan U dan V.
Misal ambil sebarang subgraf H = {ug,us,ug,ui,us} C
K, sehingga terdapat sisi yang menghubungkan pada graf
terinduksi E(H) = {e2, €3, €6, €1,e4} C E(K).
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Gambar 2.17. Graf K

Perhatikan bahwa pada graf bagian terinduksi H
mengakibatkan terbentuknya sikel namun pada graf bipartit
antar titik pada satu himpunan tidak bertetangga. Hal
tersebut kontradiksi dengan K adalah graf bipartit.

Jadi, terbukti jika K adalah graf bipartit, maka tidak memiliki
sikel dengan panjang ganjil.

(<) Akan dibuktikan, jika tidak memiliki sikel dengan
panjang ganjil, maka graf K adalah graf bipartit.

Misalkan dipunyai K graf yang tidak memiliki sikel dengan
panjang ganjil. Buktikan titik pada K dapat dibagi menjadi
2 himpunan, misal A dan B yang tidak saling bertetangga.
Sedemikian sehingga untuk setiap sisi menghubungkan a;
dengan b;, untuk a; € Adanb; € B.

Ambil sebarang v € V(K) sebagai titik awal dan v € V (K),
maka dipunyai 2 himpunan titik yaitu :

A = {Jarak terpendek v ke u memiliki panjang ganjil}

B = {Jarak terpendek v ke v memiliki panjang genap}
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Hal tersebut menunjukkan bahwa A terdiri oleh titik dengan
jarak ganjil dan B terdiri oleh titik dengan panjang genap,
sehingga diperoleh AN B = () dan A U B = V(K) dengan
setiap titik pada V (K') mempunyai jarak tertentu yaitu ganjil
atau genap.

Misalkan aj,a2 € A bertetangga, maka akan ada jalan
tertutup dengan panjang jalan ganjil (v,...,a1,as,....,v).
Jelas membentuk sikel ganjil, sehingga tidak ada dua titik di
Ayang bertetangga. Hal tersebut kontradiksi denganai, as €
A bertetangga.

Misal b1, by € B bertetangga, maka akan akan jalan tertutup
dengan panjang ganjil (v, ..., b1, b, ....,v). Jelas membentuk
sikel dengan panjang jalan ganjil sehingga tidak ada dua titik
di B yang bertetangga.

Hal tersebut menyebabkan setiap sisi harus menghubungkan
titik A dengan titik B, sesuai dengan definisi graf bipartit
di mana suatu graf dibagi menjadi 2 himpunan titik. Hal
tersebut kontradiksi dengan b, bs € B bertetangga.

Jadi, terbukti jika tidak memiliki sikel dengan panjang ganjil,
maka graf K adalah graf bipartit.
Dengan demikian, terbukti bahwa suatu graf sederhana K

dikatakan graf bipartit jika dan hanya jika K tidak memiliki
sikel dengan panjang ganjil. |

4. Operasipada Graf

Terdapat beberapa operasi pada graf di antaranya yaitu

gabungan, join, komplemen, produk, komposisi, ring sum, dan
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operasi korona. Berikut ini merupakan macam-macam operasi

pada graf.

a. Gabungan atau Union

Definisi 2.1.29 (Gabungan, e.g (Syihabuddin dan Rosyida,
2022))

Misal terdapat graf Gu = (V4,E1) dan Gy = (Va, Es) di
mana Vi dan Vs adalah saling asing, maka graf gabungan
dari Gy dan G5 adalah G =G U G2 dengan himpunan titik
V1 U Vs dan himpunan sisi £y U Es. Pada kedua graftidak ada
penambahan sisi yang menghubungkan antar graftersebut.

Contoh 2.1.30 Dipunyai graf P = Cy dan graf () = C3, maka

graf gabungannya adalah seperti gambar di bawah ini.

a b x

d ¢ Yy
Gambar 2.18. Gabungan graf G = P U Q
Berdasarkan gambar 2.18 graf gabungan dari Cy dan C's tetap

seperti gambar 2.18 karena dari kedua graf tersebut tidak

ada penambahan atau pengurangan sisi.



25

b. Join
Definisi 2.1.31 (Join, e.g (Marsudi, 2016))
Dipunyai graf G; = (Vi, Eq) dan Gy = (Va, E5) maka graf
join dari G dan G5 dapat dinyatakan dalam bentuk G =
G1+G9 = (V, E) dengan kata lain operasi join menghasilkan
semua titiknya saling bertetangga.

Contoh 2.1.32 Perhatikan dua graf sebagai berikut.

ce———0)h coe——0(

(a) (0)
Gambar 2.19. (a)Graf A; (b) Graf B
Berdasarkan gambar 2.19. graf A dan graf B, maka hasil dari
operasi joinnya adalah

a b

c d
Gambar 2.20. Join graf G = A + B
Berdasarkan gambar 2.20 hasil operasi join menyebabkan

setiap titik pada kedua graf menjadi bertetangga.

c¢. Komplemen

Definisi 2.1.33 (Komplemen, e.g (Marsudi, 2016))

Dipunyai graf G, maka komplemen dari graf G dapat
dinotasikan dengan G. Komplemen dari graf G adalah graf
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yang memiliki banyak titik yang sama pada G dan dua titik
u dan v di G bertetangga jika dan hanya jika u dan v tidak
bertetangga di G.

Contoh 2.1.34 Perhatikan graf sebagai berikut.

d c

a b

Gambar 2.21. Graf Cy

Berdasarkan gambar 2.21. graf Cy maka komplemen grafnya
adalah sebagai berikut.

a b

Gambar 2.22. Komplemen graf Cy

Berdasarkan gambar 2.22 hasil operasi komplemen
menyebabkan titik yang awalnya bertetangga menjadi
tidak bertetangga dan titik yang awalnya tidak bertetangga
menjadi bertetangga.

d. Produk atau Hasil Kali Kartesian

Definisi 2.1.35 (Produk, e.g (Marsudi, 2016))
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Dipunyai graf G1 = (V1, E1) dan Gy = (V3, E2) maka produk
dari Gy dan Gy adalah G = Gy x Gy = (V,E) adalah
graf dengan himpunan titik V. = Vi x V5 dan dua titik u =
(u1,u) dan v = (v1,v2) adjacent di G jika [(u; = vy dan us
bertetangga dengan vs2) atau (ug = vy dan u; bertetangga

dengan v1)].

Contoh 2.1.36 Perhatikan dua graf sebagai berikut.

a
b

o ————O
C u v

Gambar 2.23. (a) Graf Gy; (b) Graf G

Berdasarkan gambar 2.23, maka hasil operasi produk graf G;
dan G5 adalah

(c,u) (c,v)

Gambar 2.24. G = G1 x G
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Contoh 2.1.37 Perhatikan graf M dan N berikut.

a e1 b v
o——O °
64J €9 65J
a B c w
(a) ()

Gambar 2.25. (a) Graf M; (b) Graf N

Berdasarkan gambar 2.25. graf M dan N maka produk dari
graf M x N adalah

(CL, w) (w7el) (baw)

(w762)

65)

(d, w) (w,e3) (¢, w)

Gambar 2.26. Graf M x N

e. Komposisi

Definisi 2.1.38 (Komposisi, e.g (Marsudi, 2016))
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Dipunyai graf G1 = (Vi1,Ey) dan Gy = (Va, E2) maka
komposisi dari G, dan Go adalah G = G1[G2] = (V,E)
adalah graf dengan himpunan titik V' = V| x Va dan dua titik
u = (ug,u2) danv = (v, v2) adjacent di G jika [(u; = vy dan
ug adjacent v9) atau u; adjacent vy)).

Contoh 2.1.39 Perhatikan dua graf sebagai berikut.

a
b

o————©O
c U v

Gambar 2.27. (a) Graf Gy; (b) Graf G

Berdasarkan gambar 2.27, maka graf komposisinya adalah

(c,u) (c,v)

Gambar 2.28. Graf Komposisi G = G [G2]

f. Ring Sum
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Definisi 2.1.40 (Ring sum, e.g (Rokad dan Ghodasara, 2015))

Dipunyai graf G1 = (Vi1, E1) dan Gy = (Va, E5), maka ring
sum dapat dinotasikan dengan Gi © G2 adalah graf yang
memiliki himpunan titik V (G1 ® G2) = V1 UV; dan himpunan
sisi E(G1 ® G2) = (E1 U Ey) — (E1 N Ey).

Contoh 2.1.41 Perhatikan dua graf sebagai berikut.

€1

ae—@)h
el €4 €2
a b
€3
de—@ C
€4 €6 X€5 €2 e es
d c e
(a) (0)

Gambar 2.29. (a) Graf Gy; (b) Graf G

Berdasarkan pada gambar 2.29, maka sisi hasil ring sumnya
adalah sisi ac, bd, dc, de, dan ce. Hal ini karena sisi tersebut
merupakan sisi yang dimiliki oleh salah satu graf, namun
bukan pada kedua grafnya.
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€6,X€5

AL

e

Gambar 2.30. Graf G = G1 & G4

g. Operasi Korona

Definisi 2.1.42 (Operasi Korona, e.g (Fendiyanto P, 2019))

Operasi korona pada dua buah graf F' dan H dapat
didefinisikan sebagai graf yang diperoleh dari duplikat graf F'
yang kemudian titik graf F' untuk setiap titik graf H, operasi
ini dapat dinotasikan dengan F' ® H.

Contoh 2.1.43 Perhatikan graf C'y dan P, sebagai berikut.

Ty L3

1 &—0 12 a1y &—@ a2
(a) (b)
Gambar 2.31. (a) Graf Cy; (b) Graf P,

Berdasarkan pada gambar 2.31, maka hasil operasi P, ® Cy
dan C4 ® P, adalah sebagai berikut.
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ay az

T14 1,3 2.4 23
—@ ®
T11 T1.2 T2l 22

)

Gambar 2.32. Graf korona P, ® Cy

a42 as 2

a1 a1

Gambar 2.33. Graf korona Cy ® P

5. Polinomial Sikel Terinduksi pada Graf

Pada bagian ini berisi definisi dari polinomial sikel terinduksi

pada graf.
a. Polinomial Graf

Definisi 2.1.44 (Polinomial Graf, e.g (Read dan Wilson,
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1998))

Suatu graf dikatakan polinomial graf apabila graf tersebut
dapat direpresentasikan ke dalam bentuk polinomial yang
mampu menggambarkan struktur dan sifat pada graf
tersebut.

. Sikel Terinduksi pada Graf

Definisi 2.1.45 (Sikel Terinduksi pada Graf, e.g (Harary,
2018))

Misalkan G = (V, E) adalah suatu graf dengan titik V dan
sisi I serta S C V sembarang himpunan bagian dari titik
di G. Subgraf terinduksi dari S yang dinotasikan dengan
G|[S] merupakan graf yang titik-titiknya adalah S, himpunan
sisi terdiri dari semua sisi yang ada di E yang titik-titik
ujungnya tetap berada pada S dan untuk setiap u dan v
bertetangga di G|S] jika dan hanya jika u dan v bertetangga
di G, di mana u,v € G[S] C V(Q). Jika subgraf terinduksi
G [S] membentuk graf lingkaran maka G [S] disebut sikel
terinduksi.

Contoh 2.1.46 Perhatikan graf di bawah ini yang merupakan
sikel terinduksi dan bukan sikel terinduksi pada graf
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1 2 1 2 2

4 3 4 S 3
(@) (b) ()

Gambar 2.34. (a) Graf K4, (b) Bukan Sikel Terinduksi dari K4,
(c) Sikel Terinduksi dari K

c. Polinomial Sikel Terinduksi pada Graf

Definisi 2.1.47 (Polinomial Sikel Terinduksi pada Graf, e.g
(Madalim dkk, 2023))

Sikel terinduksi pada graf yang struktur dan sifatnya
dinyatakan dalam bentuk suku banyak.

Definisi ini dapat dituliskan dengan persamaan di bawah ini:
(G

c(Gsx) = Zci(G)mi (2.1)

=3

~

Keterangan:
¢(G;z) = Polinomial sikel terinduksi pada graf G

¢i(G) = Banyaknya sikel terinduksi pada G
c(Q) = Panjang jalan terpanjang pada sikel
i = Panjang jalan

6. Representasi Polinomial Sikel Terinduksi pada Graf

Pada bagian ini, akan membahas konsep representasi
contoh graf yang membentuk suatu polinomial berdasarkan
sikel terinduksi yang termuat pada graf.
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a. Graf Lengkap

Perhatikan graf K sebagai berikut.

a b

d c

Gambar 2.35. Graf K4

Berdasarkan pada gambar 2.35. graf K4, diperoleh sikel-sikel

terinduksinya yaitu:
VA,
®cC \
63 K4 C3 K4 C3 K4 Cg K4

Gambar 2.36. Sikel Terinduksi c3(K4)

Diperoleh sikel terinduksi dengan panjang jalan 3 ada empat.

(@)

c(Gyz) = Z ci(G)a!

=3
c(Ky;x) = c3(Ka)a® + ca(Kq)a*
c(Ky; x) = 42 + 0zt
c(Ky;x) = 42°

Berdasarkan uraian yang telah dijelaskan, maka polinomial
sikel terinduksi graf K, adalah 4x3.
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b. Graf Lingkaran

Perhatikan graf C's sebagai berikut.

@ b
Gambar 2.37. Graf Cy
Diperoleh hanya terdapat tepat satu sikel terinduksi yaitu

sikel dengan panjang jalan 6 yang banyaknya ada satu.

(@)

c(Gyz) = Z ci(G)z’

=3
c(Cg;x) = 03(06):E3 + 04(06)x4 + C5(CG)ZE5 + 06(06)306
¢(Cg;2) = 02® + 02 + 02° + 12°

c(Cg; ) = 2°

Berdasarkan uraian yang telah dijelaskan, maka polinomial
sikel terinduksi graf Cs adalah 2%

c. Graf Bipartit Lengkap

Tentukan polinomial sikel terinduksi pada graf bipartit

lengkap K> 3 di bawah ini.
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Gambar 2.38. Graf K> 3

Berdasarkan pada gambar 2.38 graf K3, diperoleh
sikel-sikel terinduksinya yaitu:

1 o2 ®a
2 ® b
2 @
. \ . 2 /
ca(Ka3) c4(Ka3) ca(Ka3)

Gambar 2.39. Sikel Terinduksi c4 (K> 3)
Diperoleh, hanya ada sikel terinduksi dengan panjang jalan 4

dengan banyak tiga sikel.

(@)

c(Gyz) = Z ci(G)a!

=3
C(K273; x) = Cg(K273).T3 + C4(K273)3}4
c(Ka3;x) = 023 + 32*
c(Ka3;x) = R

Berdasarkan uraian yang telah dijelaskan, maka polinomial
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sikel terinduksi graf K 3 adalah 3z%.

d. Gabungan Graf

Berikut ini contoh mengenai polinomial sikel terinduksi pada

sembarang graf.

1) Tentukan polinomial sikel terinduksi pada graf G
tertentu di bawah ini!

d h

Gambar 2.40. Graf G

Berdasarkan pada gambar 2.40 graf G, diperoleh
sikel-sikel terinduksinya yaitu:

a b
Sikel Terinduksi c¢5(G)  Sikel Terinduksi c3(G)

Gambar 2.41. Sikel Terinduksi dari G

Diperoleh sikel terinduksi dengan panjang jalan 3 ada

satu dan sikel terinduksi dengan panjang jalan 5 ada
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satu sikel.
c(G) ‘
c(Gyz) = Z ¢i(G)z!
i=3

c(G;2) = c3(G)2® + cs(G)z* + c5(G)a®
c(G;x) = 123 + 02t + 12°
c(Giz) =23+ 2°
Berdasarkan uraian yang telah dijelaskan, maka
polinomial sikel terinduksi graf G adalah 2% + z°.

2) Tentukan polinomial sikel terinduksi pada graf tertentu

di bawah ini.

1 2

Gambar 2.42. Graf G;
Berdasarkan gambar 2.42 graf (51, diperoleh sikel-sikel

terinduksinya yaitu:
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) 5 4

6 3
1 2 2
C4(G1) C4(G1>

Gambar 2.43. Sikel Terinduksi c4(G1)

Diperoleh sikel terinduksi dengan panjang jalan 4 ada

dua sikel.
(@)
c(G;x) = Z ci(GQ)a!
i=3

o(G;x) = c3(G)x> + c4(G)x* + c5(G)a” 4 ¢6(G)x®
c(G;x) = 023 + 22% + 02° + 028
o(G;x) = 2zt

Berdasarkan wuraian yang telah dijelaskan, maka

polinomial sikel terinduksi graf (z; adalah 224,

B. Hasil Penelitian yang Relevan

Pada subbab ini akan mengulas mengenai hasil penelitian
terdahulu yang berhubungan dengan kajian polinomial sikel
terinduksi pada graf dan hasil operasi pada graf. Hasil penelitian
tersebut sebagai landasan referensi dalam melakukan penelitian

ini. Berikut ini merupakah hasil penelitian yang relevan.

1. Penelitian yang dilakukan oleh Petrus Fendiayanto (2019)
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yang berjudul Dimensi Metrik Hasil Operasi Korona Antara
Graf Lintasan dengan Graf Lengkap (P, ® K,,) dan Graf
Sikel dengan Graf Lintasan (C,, ® mP, ). Pada penelitian
ini berisi tentang dimensi metrik pada graf, definisi operasi
korona, representasi operasi korona pada graf P, ©® K,
dan C,, ® mPs, serta karakteristik graf hasil operasi korona.
Persamaan antara penelitian ini dengan penelitian yang
akan dilakukan adalah sama-sama membahas salah satu
jenis operasi pada graf yakni operasi korona. Adapun
perbedaannya terletak pada jenis graf yang digunakan,
pada penelitian ini menggunakan graf P, ® K, dan
C, ® mP, sedangkan pada penelitian yang akan dilakukan
menggunakan graf C,, ©® P, dan C,, ©® K,.

. Penelitian yang dilakukan oleh Villarta, dkk., (2024) yang
berjudul Induced Path Polynomials of the Join and Corona
of Graphs. Pada penelitian ini berisi tentang definisi
polinomial sikel terinduksi pada graf dan karakteristik
polinomial sikel terinduksi pada dua graf lintasan
menggunakan operasi join dan korona. Persamaan antara
penelitian ini dengan penelitian yang akan dilakukan adalah
sama-sama menggunakan operasi join dan korona. Adapun
perbedaannya terletak pada graf yang digunakan, pada
penelitian ini menggunakan dua graf lintasan pada kedua
operasi sedangkan pada penelitian yang akan dilakukan
menggunakan graf C,, dengan N,, pada operasi join dan graf

P, ® C, serta K,,, ® C,, pada operasi korona.

. Penelitian yang dilakukan oleh Radana E. Madalim, dkk.
(2023) yang berjudul Induced Cycle Polynomial of a Graph.
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Pada penelitian ini berisi tentang polinomial sikel terinduksi
dan karakteristik hasil operasi pada graf. Persamaan antara
penelitian ini dengan penelitian yang akan dilakukan adalah
sama-sama membahas polinomial sikel terinduksi pada graf
dan hasil operasi join pada graf. Adapun perbedaanya
terletak pada graf yang digunakan pada operasi serta
menggunakan beberapa operasi tambahan pada penelitian
yang akan dilakukan.



BAB III
HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN

Bab ini membahas mengenai bentuk umum polinomial sikel
terinduksi pada graf khusus terutama graf lengkap, graf lingkaran,
dan graf bipartit lengkap. Setelah itu graf tersebut dioperasikan
dan dicari bentuk umum hasil operasi pada graf tersebut dan

diambil kesimpulan sifat hasil operasinya.

A. Polinomial Sikel Terinduksi pada Graf

Pada polinomial sikel terinduksi ini terdapat bentuk umum
yang berbeda pada setiap macam-macam graf. Berikut ini
merupakan penerapan dalam menentukan polinomial sikel
terinduksi pada graf lengkap, graf lingkaran, dan graf bipartit
lengkap.

1. GrafLengkap K,

Berikut ini merupakan penerapan dalam menentukan
polinomial sikel terinduksi pada graf lengkap dengan n banyaknya
titik. Pada pembahasan ini untuk n > 3 karena agar terbentuk
sikel.

a. Graf Lengkap K3

43
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ae——Oph

Gambar 3.1. Graf K3

Berdasarkan gambar 3.1. graf K3, hanya terdapat satu sikel
terinduksi dengan panjang jalan tiga.

c(G) A
c(Gsx) = Z ¢i(G)x
=3
c(K3; 1) = c3(Ky)2®
o(K3;x) = 23

Berdasarkan uraian yang telah dijelaskan, maka polinomial
sikel terinduksi graf K3 adalah z3.

b. Graf Lengkap K4

d c

Gambar 3.2. Graf K4

Berdasarkan gambar 3.2 graf K, diperoleh sikel-sikel
terinduksinya yaitu:
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a b b a a b

7 AN N

e o — \

d d ¢ d ¢ c
c3(Ky)  e3(Ky) e3(Ky)  e3(Ky)
Gambar 3.3. Sikel Terinduksi c3(K4)

Diperoleh banyaknya sikel terinduksi dengan panjang jalan 3
ada empat.

c(G)

c(Gyz) = Z ci(G)a!

i=3
c(Ky; ) = c3(Ka)a® + ca(Kq)a*
c(Ky;x) = 42 + 0zt
c(Ky;x) = 42°

Berdasarkan uraian yang telah dijelaskan, maka polinomial
sikel terinduksi graf K, adalah 4x3.

c. Graf Lengkap K

a b

Gambar 3.4. Graf K5
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Berdasarkan gambar 3.4. graf K5, diperoleh sikel-sikel

terinduksinya yaitu:
d c c d d c .
a a b a b b d ¢
c3(Ks) c3(Ks) c3(Ks) c3(Ks) c3(K5)

e e e e e

d; A Q B & ﬁ C
a a b b b a

63(K5) 63(K5) 03(K5) 03(K5) 63(K5)
Gambar 3.5. Sikel Terinduksi c3(K5)

Diperoleh banyaknya sikel terinduksi dengan panjang jalan 3

ada sepuluh sikel terinduksi.

(@)

c(Gsx) = Z ci(@)a’

=3
c(Ks; ) = c3(K5)x® + c4(Ks)xt + ¢5(K5)ad
o(Ks;2) = 102% + 02* + 02°
¢(Ks;2) = 1023

Berdasarkan uraian yang telah dijelaskan, maka polinomial
sikel terinduksi graf K5 adalah 10z
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d. Graf Lengkap K,

Teorema 3.1.1 (Graf Lengkap K, e.g (Madalim, 2023))

Polinomial sikel terinduksi pada graflengkap K,, dengann >
3 adalah

c(Kp;x) = <Z>x3 (3.1)
Bukti.

Graf lengkap K, adalah graf yang setiap pasangan titiknya
bertetangga dan setiap titik memiliki derajat yang sama.
Untuk terbentuknya sikel minimal mempunyai panjang jalan
3.

Misal V(K,,) = {z1, 22,23, ..., Tn }-

Gambar 3.6. Graf K,
Ambil sebarang Gi = {zq,23,2y} C V(K,) dengan
a # [ # ~. Jelas untuk setiap pasangan anggota

G1 Dbertetangga, artinya graf bagian terinduksi dari
(G1 merupakan graf lengkap K3 yang mempunyai sikel

terinduksi dengan panjang jalan 3.

Misal ambil sebarang G2 = {z5,%4,Tn—1,2n} < V(K,)
dengan § # ¢ # (n—1) # n. Jelas untuk setiap
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pasangan anggota GGy bertetangga, artinya graf bagian dari
G merupakan graflengkap K4 yang merupakan bukan sikel
terinduksi sehingga c4(G2) = 0. Hal tersebut serupa untuk
n > 4 sehingga ¢, (G) = 0 dengan n > 4. Pada K, graf yang
terinduksi hanya terdapat sikel dengan panjang jalan 3.

0, jikai >3
(3)z*, jikai=3

Oleh karena itu, untuk menentukan polinomial sikel
terinduksi pada graf K, adalah (})2°, dengan n adalah

banyaknya titik.
(@) ‘
c(Gyz) = Z ci(Kp)z"
i=3

22+ 0zt + 02® + ...

w

3 X

(5
(5)

2. GrafLingkaran C,

Berikut ini merupakan polinomial sikel terinduksi pada graf
lingkaran dengan n banyaknya titik.

a. Graf Lingkaran (3
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ce———@0 D

Gambar 3.7. Graf C3

Berdasarkan graf ('3, hanya terdapat satu sikel terinduksi

dengan panjang jalan tiga.

c(G) '
c(Gyx) = Z ¢i(G)x!

=3
c(C3;w) = c3(C3)a
c(Cs;z) = 2°

Berdasarkan uraian yang telah dijelaskan, maka polinomial
sikel terinduksi graf C5 adalah 3.

b. Graf Lingkaran Cy

a@——O@)

de—ec

Gambar 3.8. Graf C4

Berdasarkan graf C4, hanya terdapat satu sikel terinduksi
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dengan panjang jalan empat.

¢(G)

c(Gyx) = Z ci(G)a!

i=3
c(Cyyz) = 03(04)933 + 04(C4):c4
c(Cy;x) = 023 + 2t

c(Cy;x) = 2

Berdasarkan uraian yang telah dijelaskan, maka polinomial

sikel terinduksi graf Cy adalah z*.

c. Graf Lingkaran Cj

e
J

Gambar 3.9. Graf C5

Berdasarkan graf C5, hanya terdapat satu sikel terinduksi

dengan panjang jalan lima.

c(G)

c(Gyz) = Z ci(G)a!

=3
C(Cg,; :C) = C3(C5)$3 + 04(05)334 + C5(C5)$5
c(Cs; z) = 023 + 0zt 4 2°

c(Cs;x) = 2°
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Berdasarkan uraian yang telah dijelaskan, maka polinomial
sikel terinduksi graf C adalah 2.

. Graf Lingkaran C),

Teorema 3.1.2 (Graf Lingkaran C,, e.g (Madalim, 2023))

Polinomial sikel terinduksi pada graf lingkaran C,, untuk n >
3 adalah

c(Cpix) =2" (3.2)
Bukti.

Graf lingkaran C), adalah graf yang memiliki lintasan yang
titik awal dan titik akhirnya sama sehingga terdapat tepat

sebuah sikel dengan panjang jalan n.
Titik V(C,,) = {x1, x2, x3, ..., T }.
I xI9

Tn €r3

Tn—1 T4
Tpn—2 5

Gambar 3.10. Graf C,,

Misal ambil sebarang G1 = {1, z2,2z3,2,-1} C Cp, tidak
mungkin ada sikel karena titik awal dan titik akhirnya tidak
sama. Hal tersebut berakibat sebarang graf bagian dari C,
dengan titik < n tidak ada sikelnya.

Misal ambil Gy = {x1,z9, 23, ...,x,} C C), maka terbentuk

tepat satu sikel terinduksi dengan panjang jalan n. Oleh
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sebab itu, graf tersebut hanya terdapat tepat satu sikel yang
terinduksi dengan panjang jalan n, sehingga polinomial sikel
terinduksi pada graf bagian dengan jumlah titik yang kurang

dari atau lebih dari n adalah nol.

Hal ini berakibat polinomial sikel terinduksi yang terbentuk
dari graf C,, adalah =", dengan n adalah banyaknya titik.

3. GrafBipartit Lengkap K,, ,,

Berikut ini merupakan polinomial sikel terinduksi pada
graf bipartit lengkap dengan m dan n banyaknya titik pada

masing-masing himpunan.
a. Graf Bipartit K1 o
1
/ .\
° °
a b
Gambar 3.11. Graf K o

Berdasarkan graf K, tidak terdapat sikel pada graf
tersebut, maka polinomial sikel terinduksi graf K o adalah
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tidak ada atau nol.

b. Graf Bipartit K 3

A

Gambar 3.12. Graf K 3

Berdasarkan graf K3, tidak terdapat sikel pada graf
tersebut, maka polinomial sikel terinduksi graf K; 3 adalah

tidak ada atau nol.

c. Graf Bipartit K3 »

a b
Gambar 3.13. Graf K o

Berdasarkan graf K> 9, hanya terdapat satu sikel terinduksi
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dengan panjang jalan empat.

c(Gyz) = Z ci(G)a!

c(Koo;x) = 03(G)x3 + 04(G)x4

)

c(Kag;x) = 023 4 2*

Berdasarkan uraian yang telah dijelaskan, maka polinomial

sikel terinduksi graf K> 5 adalah z*.

d. Graf Bipartit K5 3

Gambar 3.14. Graf K> 3

Berdasarkan graf K> 3, diperoleh sikel-sikel terinduksinya

yaitu:
1 2 1 ) 1 2
a a c b c
ca(Ka3) ca(Ka3) ca(K23)

Gambar 3.15. Sikel Terinduksi ¢4 (K> 3)

Diperoleh banyaknya sikel terinduksi dengan panjang jalan
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empat ada 3 sikel terinduksi.

c(G)

c(Gyz) = Z ci(G)x'

1=3
C(K273; {L‘) = 63(K273)$3 + C4(K273)1'4 + C5(K2’3)l’5
c(Kag;2) = 02 + 32 4+ 02°
c(Ka3;x) = 3z

Berdasarkan uraian yang telah dijelaskan, maka polinomial
sikel terinduksi graf K» 3 adalah 324,

e. Graf Bipartit K33

Perhatikan graf K3 3 di bawah ini.

1 2 3

a b c

Gambar 3.16. Graf K3 3

Berdasarkan graf K>3, diperoleh sikel-sikel terinduksinya
yaitu:
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1 2 2 3 1 3 1 3 2 3
abbcab bcab

ca(Ka3)  ca(Kaz)  ca(Ka3) ca(Ka3)  ca(Ka3)
% 2 3 12 1 3
a C a C a C
ca(Ka3) ca(Ka3) ca(Ka3) ca(Ka3)

Gambar 3.17. Sikel Terinduksic4 (K3 3)

Diperoleh banyaknya sikel terinduksi dengan panjang jalan 4
ada sembilan sikel terinduksi.

c(Gyz) = Z s

Gz + ca(G)x* + c5(G)2® + c6(G)a®
c(K33;x) = 022 4+ 9z* + 02° + 02°
c¢(Kzs;x) = 9z

)

C(K373; ac) = C3

—~

Berdasarkan uraian yang telah dijelaskan, maka polinomial
sikel terinduksi graf K 3 adalah 922,

f. Graf Bipartit Lengkap K, ,,

Teorema 3.1.3 (Graf Bipartit Lengkap K,, n, e.g (Madalim,
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2023))

Polinomial sikel terinduksi pada graf bipartit lengkap K., ,,
untuk m,n > 2 adalah

(K x) = @) . (;‘) at (3.3)

Jika jumlah titik pada salah satu himpunan m,n < 2, maka
tidak terbentuk sikel sehingga tidak terdapat polinomial
sikel terinduksi pada graf bipartit tersebut.

Bukti.

Graf K, ,, adalah grafyang terdiri dari dua himpunan namun
dalam satu himpunan titik-titik tidak saling bertetangga,
sedangkan terdapat titik pada himpunan menghubungkan
titik pada himpunan lainnya. Pada graf K, ,,, sikel terbentuk
mulai dari panjang jalan 4, karena menurut teorema 2.1.28
graf bipartit tidak memiliki sikel dengan panjang jalan ganjil,
artinya sikel dengan panjang jalan 3 pada graf K, , tidak
ada.

Misal titik pada himpunan pertama Vi(K,,) =
{«},2h, 25, ...,2],}, sedangkan titik pada himpunan kedua
VoK) = {f, 24,24, ...,z }. Hal tersebut artinya semua
titik pada himpunan {z, z4, 2%, ..., z,, } bertetangga dengan

oy by

setiap titik pada himpunan {z/, 27, 2%, ..., 27

eyl S
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Gambar 3.18. Graf K, ,,

Ambil sebarang tiga titik di V; dan sebuah titik di V5 misal
titik {o, x5, 25} C Vi dan {z)} C V5.

Gambar 3.19. K31 Cinga Kmn

Graf bagian terinduksi dari {2}, =%, 24, 2, } tidak membentuk

sikel dengan panjang jalan 4.

Ambil sebarang dua titik di V7 dan dua titik di V5 misal titik
{a},,2}} € Vi dan {], 2} C V.
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Gambar 3.20. K92 Cing K n

Graf bagian terinduksi dari {z},, z}, «,, | } membentuk satu

sikel terinduksi dengan panjang jalan 4.

Ambil sebarang tiga titik di V; dan dua titik di V5, misal ambil
titik {2}, z;, 2.} C Vy dan {z,, ]} C Va.

/"

/!
Ty Ty

Gambar 3.21. K32 Cing K

Graf bagian terinduksi dari {z},z},,, 2, z;} tidak
membentuk sikel terinduksi dengan panjang jalan 5.

Terbentuknya sikel dengan mengambil 2 titik pada
masing-masing himpunan dan pada titik tersebut digunakan
bersama sehingga menggunakan kaidah perkalian. Graf
bagian terinduksi yang terbentuk lebih dari 4 titik bukan

merupakan sikel terinduksi.

Jadi, polinomial sikel terinduksi pada graf K, ,, untukm,n >
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2 adalah

B. Polinomial Sikel Terinduksi Hasil Operasi pada Graf

Pada bagian ini akan membahas polinomial sikel terinduksi
hasil operasi pada graf yang mencakup hasil operasi gabungan,

produk, korona, join, komplemen, dan ringsum.
1. Gabungan

Berikut ini merupakan hasil operasi gabungan pada graf
lengkap, lingkaran, dan bipartit.

a. GrafLengkap

1) Graf K4 dengan K3
Perhatikan graf K, dan K3 di bawah ini.
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® O

4 3 ae——eohbh
Graf K4 Graf K3

Gambar 3.22. Graf K, U K3

Berdasarkan graf K; dan K3, maka polinomial sikel
terinduksinya adalah

(K4 UK3;x) = (g) z® + (g) 3

4x3 3\
(Kq U Kasw) = (1! SETIRANTE 3!) g

o(KsU K3;z) = (4+1)2°
c(K4U K3; ) = 53

Artinya terdapat lima sikel terinduksi dengan panjang jalan
3 dari hasil operasi gabungan graf K, dan K.

2) Graf K4 dengan K5
Perhatikan graf K4 dan K5 di bawah ini.
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4 3 de—ec
Graf K4 Graf K5

Gambar 3.23. Graf K4 U K5

Berdasarkan graf K, dan K3, maka polinomial sikel
terinduksinya sebagai berikut.

s (o ()

4x3  5x4x3!
Ky UK, 3
oKy U Ksiz) = <1U><3'+ 20 x 3! >

(K4 U Ks;x) = (4 +10) 23
c(K4 U Ks; ) = 142

Artinya terdapat 14 sikel terinduksi dengan panjang jalan 3
dari hasil operasi gabungan graf K, dan K.

3) Graf K,,, dengan K,

Akan ditunjukkan bahwa polinomial sikel terinduksi hasil
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operasi gabungan dari graf lengkap K, dan K,,.

(K UKp;z) = (K ) + oKy, x)
_ (Tg) a4 (g) 2 (3.4)
-1(5)+ ()]

Graf K,,, adalah graf lengkap dengan m titik, sedangkan graf
K, adalah graf lengkap dengan n titik. Semua titik pada

masing-masing graf saling bertetangga.

Misal titik Vi (K,,) = {2}, 2%, 25, ..., 2], }, jelas semua titik
tersebut saling bertetangga pada Vi (K,,).

Misal titik Vo(K,,) = {af, 25,24, ...,z }, jelas semua titik

ez
tersebut saling bertetangga V5 (K,,).

Graf K,, dioperasikan gabungan dengan K,, artinya tidak
ada penambahan sisi yang menghubungkan antar kedua graf
tersebut. Himpunan titik = {2, 25,25, ..., 2], } hanya ada
di V1 (K,,) dan tidak bertetangga dengan {z/, 4, 2%, ..., !
serta sebaliknya.

Hal ini mengakibatkan tidak adanya perubahan struktur
pada graf tersebut, sehingga hasil operasinya dengan
menjumlahkan polinomial sikel terinduksi pada graf K,
dan K.

Jadi, polinomial sikel terinduksi hasil operasi gabungan pada
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graflengkap K, dan K, adalah

(K UKy ) = (K ) + oKy, x)

b. GrafLingkaran

1) Graf C'3 dan Cy
Perhatikan graf C'5 dan C di bawah ini.

1
a @e——@ )
36— 2 de——@ ¢
Graf C3 Graf Cy

Gambar 3.24. Graf C3 U C4
Berdasarkan graf (35 dan (4, maka polinomial sikel
terinduksinya adalah

c(C3UCys2) = 23 + o

Artinya terdapat tepat satu sikel terinduksi dengan panjang
jalan 3 dan tepat satu sikel terinduksi dengan panjang jalan
4 dari hasil operasi gabungan graf C's dan Cy.

2) Graf C5 dan Cy
Perhatikan graf C5s dan Cg di bawah ini.
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/\ :
A

o———
1

Graf C5 Graf C’6
Gambar 3.25. Graf C5 U Cjy

Berdasarkan graf (5 dan (s, maka polinomial sikel

terinduksinya sebagai berikut.
c(CsUCq;x) = a0 + 28

Artinya terdapat tepat satu sikel terinduksi dengan panjang
jalan 5 dan tepat satu sikel terinduksi dengan panjang jalan
6 dari hasil operasi gabungan graf Cs dan Cj.

Graf ), dan C,,

Akan ditunjukkan bahwa polinomial sikel terinduksi hasil
operasi gabungan dari graf lengkap C),, dan C,, adalah

c(Cry U Cpsx) = ¢(Cyy ) + ¢(Chs; )

=z + 2"

(3.5)

Graf C), adalah graflingkaran dengan m titik, sedangkan graf
C), adalah graflingkaran dengan n titik. Pada masing-masing
graf terdapat tepat satu sikel terinduksi dengan panjang jalan

m dan n.
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Misal titik V1(Cy,) = {z}, 24,25, ...,2],}, sedangkan titik
Vo(Cy) = {af, 2, 2, ...,z }.

Graf (), dioperasikan gabungan dengan (), artinya tidak
ada penambahan sisi yang menghubungkan antar kedua
graf tersebut, hanya ada tepat satu sikel terinduksi pada
masing-masing graf. Titik {2/, z), 2%, ..., 2}, } hanya ada di
V1(Cy,) dan tidak bertetangga dengan {«, 24, 24, ...,z }.
Hal ini mengakibatkan tidak adanya perubahan struktur
pada kedua graf tersebut, sehingga polinomial sikel
terinduksi hasil operasinya dengan menjumlahkan

polinomial sikel terinduksi pada graf C',;,, dan C),.

Jadi, polinomial sikel terinduksi hasil operasi gabungan pada
graf lingkaran C),, dan C,, adalah

c(Cp U Cpsx) = ¢(Cyy ) + ¢(Chs )
=™ 4 "
Graf Bipartit

Graf K272 dan K273

Perhatikan graf K » dan K> 3 di bawah ini.
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a b x Yy z
GrafKQ,g GI‘afKZg

Gambar 3.26. Graf Koo U Ko 3

Berdasarkan graf Ko dan K53, maka polinomial sikel

terinduksinya sebagai berikut.

(ikbgthaﬁ;x)zz<§).<§>x4+-<§>.<g>x4

2 2l 2 3x2l
Koo UKo3;1) = . : 4
(K2 U Kasia) (mxz!mx2f+mx2!uxm>x

C(KQ’Q U K273; :L‘) = (1 + 3) £L‘4
C(KQ’Q @] K273; l‘) = 4134

Artinya terdapat 4 sikel terinduksi dengan panjang jalan 4
dari hasil operasi gabungan graf K > dan K3 3.

2) Graf ngg dan K373

Perhatikan graf K5 3 dan K3 3 di bawah ini.
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1 2 a B gl
a b c T Y z
Graf K273 Graf K373

Gambar 3.27. Graf Ko 3 U K33

Berdasarkan graf K3 dan K33, maka polinomial sikel
terinduksinya sebagai berikut.

sz ) = (2). () () (O

2! 3 x 2! 3x2! 3x2!
C(K272 @] K373; 1}) = < ) 1'4

Ox 20T x2l  1x2 Tx2l
c(Kap2UK33;2) = (3+9) z?
C(K272 @] K373; x) = 122%
Artinya terdapat 12 sikel terinduksi dengan panjang jalan 4
dari hasil operasi gabungan graf K5 3 dan K3 3.
3) Graf K, , dan K,

Akan ditunjukkan bahwa polinomial sikel terinduksi pada
graf hasil operasi gabungan dari graf bipartit lengkap K, »,
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dan K, , adalah

c(Kmn UKy g 2) = c(Kmpn;x) + c(Kpg; x)

)

qa\ 4
GG GG we

p q 4

GG GG
Graf K, ,, dan K, ; adalah dua graf bipartit lengkap dengan
m, n dan p, ¢ banyaknya titik. Sesuai definisi pada persamaan
3.3, untuk mencari polinomial sikel terinduksi pada graf
bipartit lengkap pada graf K., = ('3).(5)z* artinya
hal tersebut analog untuk mencari polinomial pada graf

Kpq = (5)-(9)"

s i3 !/ !/ / /
Misal titik V; (K, ) = {u), uh,uf, ..., ul,, v, 05,05, L0
!
sedangkan V2(K),,) = {xl,mg,m3,.., p,yl,yg,y?),...,yq}.

Graf K,,, dioperasikan gabungan dengan K,, sehingga
tidak ada penambahan sisi yang menghubungkan

antar kedua graf tersebut, hanya ada graf sikel

terinduksi pada masing-masing graf bipartit .  Jelas,
titikk Vi(Kyn) = {u),ub,ub, .. ul,, v, v, 05, . 00}
hanya ada di K,,, dan tidak bertetangga dengan
Vo(Kpg) = {af, 25,04, ..o v, 95, ....,ys }, serta
sebaliknya.

Jadi, polinomial sikel terinduksi dari dua graf bipartit

lengkap dengan menjumlahkan polinomial sikel terinduksi
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pada graf K, , dan K, ,.

(Kmn UKy g 2) = c(Kmn;x) + c(Kpg; x)

)

(5)-(5)=+ (5)-(2)=
-1(5)G) ()]

Berdasarkan persamaan yang telah diperoleh, untuk

menghitung polinomial sikel terinduksi hasil operasi
gabungan dari dua graf sederhana dengan menjumlahkan
polinomial sikel terinduksi dari kedua graf tersebut
berdasarkan jenis grafnya, karena pada hasil operasi
gabungan graf tidak merubah struktur grafnya.

Proposisi 3.2.1 Misalkan dipunyai graf (G; dan Gy dengan
polinomial sikel terinduksi berturut-turut c(Gi;x) dan

¢(Ga; x), maka polinomial sikel terinduksinya adalah

c((G1UG);x) = ¢(Gr; ) + ¢(Go; )

Bukti.

Misal dipunyai sebarang graf sederhana yaitu G; dan Gs
dengan polinomial sikel terinduksinya berturut-turut adalah
¢(Gy;x) dan ¢(Go;z) dengan V(G1) = {u1,u2,us,...um}

dan titikk V(G2) = {vi,v2,vs3,..05}. Dari graf
(G1 dan Gy dioperasiikan gabungan, artinya titik
V(G1) = {ui,us,us,...u,} tidak terhubung dengan
V(Gy) = {vi,vg,vs3,...v,} sehingga tidak mungkin ada

penambahan sisi dari kedua graf tersebut.
Maka dari itu, sikel terinduksi pada (G; dan sikel terinduksi
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pada Gy tidak berubah sehingga banyaknya polinomial
sikel terinduksi hasil dari operasi gabungan graf G; dan G4
dengan menjumlahkan polinomial pada G; dan Gs.

Jadi, polinomial sikel terinduksi hasil operasi gabungan (1
dan G5 adalah

c((G1UG9);2) = c(Gr; 1) + c(Go; x) (3.7)

2. Join

Pada bagian ini akan dieksplorasi lebih jauh mengenai

polinomial sikel terinduksi hasil operasi graf C,,, dan V,,.

a. Graf C3 dan V;
Perhatikan graf C's dan N; di bawah ini.

b
o
c o/
N .
a d
(a) (b)

Gambar 3.28. (a) Graf Cs; (b) Graf Ny

Hasil operasi join dari graf C3 + N7 adalah sebagai berikut.
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b
c
\ d
® ®
a

Gambar 3.29. Graf C5 + N;

Berdasarkan hasil operasi join dari graf C5 + N
menghasilkan empat sikel terinduksi dengan panjang

jalan 3.
¢(C3 4+ Ni;x) = 32° + 23

0(03 + Ny; J}) = 423

b. Graf C, dengan Ny
Perhatikan graf Cy dan N> di bawah ini.

a b e
o—o °
o——o °
d ¢ f
(a) (0)

Gambar 3.30. (a) Graf Cy; (b) Graf Ny

Hasil operasi join dari graf Cy + Ny adalah sebagai berikut.
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f

Gambar 3.31. Graf Cy + N>

Berdasarkan hasil operasi join dari graf C; + No
menghasilkan delapan sikel terinduksi dengan panjang

jalan 3 dan satu sikel terinduksi dengan panjang jalan 4.

c(Cy 4 Ny ) = 42> 4 423 + 22
¢(Cy + Nos ) = 4 x 22° 4 2*
c(Cy + Nojz) = 823 + 2

c. Graf C5 dengan N3
Perhatikan graf C5 dan N3 di bawah ini.
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a
1

e b *
[ J

2

—————— [ J

d c 3

(a) (b)
Gambar 3.32. (a) Graf Cs; (b) Graf N3

Hasil operasi join dari graf Cs + N3 adalah sebagai berikut.

a

3

Gambar 3.33. Graf C'5s + N3

Berdasarkan hasil operasi join dari graf C5 + N3
menghasilkan delapan sikel terinduksi dengan panjang
jalan 3 dan satu sikel terinduksi dengan panjang jalan 4.

¢(Cy + No; ) = 5a® + 52° 4 523 + 2°
¢(Cy 4+ No;x) = 5 x 323 + 2°
c(Cy + Nyjx) = 1523 + 2°
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d. Graf C), dengan Graf IV,

Proposisi 3.2.2 Polinomial sikel terinduksi hasil operasi join
pada graflingkaran dengan graf kosong adalah

¢(Cm + Nyp; ) = (mn)a® + 2™ (3.8)

Bukti. Graf (), dalah graf lingkaran dengan m banyaknya
titik dengan polinomial sikel terinduksinya adalah z™. Misal
titik dari graf V(C,,) = {«}, 2, 2%, ..., 2], }.

Graf N,, adalah graf kosong dengan n banyaknya titik, misal
titik pada graf V(N,,) = {«f, 24, %, ..., 2 }.

Graf C,, dioperasikan join dengan N,, artinya semua titik
pada C),, bertetangga dengan setiap titik pada [V, yaitu:

Gambar 3.34. Graf C,,, + N,,

Hal tersebut berakibat setiap titik pada (), bertetangga
dengan titik pada N, dapat dinyatakan dengan
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bertetangga dengan z/ untuk 1 <i <mdanl <j <n.

Dengan demikian, terbentuk sikel terinduksi dengan panjang
jalan 3 dari operasi join graf C,,, dan N, sehingga diperoleh

sikel terinduksi (7, x’(iﬂ),x;f) untuk 1 < ¢ < (m — 1) dan

1 < j < nsebanyak (m — 1)n sikel serta ketika i = m yaitu
y
Oleh karena itu, banyaknya sikel terinduksi dengan panjang

(«],,2},2) untuk 1 < j < n sebanyak n sikel terinduksi.
jalan 3 hasil operasi join C), dan N,, adalah c3(C,, + N,,) =
(m — 1)n + n = mn sikel. Selain itu juga terdapat tepat satu
sikel terinduksi dengan panjang jalan m.

Jadi, banyaknya polinomial sikel terinduksi hasil dari operasi
join pada C,, dan N, yaitu terdapat mn sikel terinduksi
dengan panjang jalan 3 dan ada tepat satu sikel terinduksi
dengan panjang jalan m. Oleh karena itu, banyaknya
polinomial sikel terinduksi hasil operasijoin dari graf C,;, dan
N,, adalah ¢(Cy, + Ny; ) = (mn)2® + 2™ [ |

3. Komplemen

Berikut ini merupakan penerapan operasi komplemen pada
graflengkap.
Perhatikan tiga graf lengkap di bawah ini.
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Gambar 3.35. (a) Graf Ky; (b) Graf K5; (¢) Graf K

Berdasarkan pada gambar 3.36 graf lengkap, untuk hasil

operasi komplemennya adalah sebagai berikut.

a
b ®

a a b
(] ([ J ([ J (]
([ J ([ J
c b fe ®c
@ o o o o @
d c d ¢ € d

(a) (b) (c)
Gambar 3.36. (a) Graf Ky; (b) Graf K5; (c) Graf Kg

Akan ditunjukkan bahwa polinomial sikel terinduksi hasil

operasi komplemen pada graf lengkap K, adalah

(Km;z) =0 (3.9)

Graf K,, adalah graf lengkap dengan m titik yang setiap
titiknya saling bertetangga. Misal V(K,,) = {vi,v2,v3,...,un},
artinya pada titik {v1, va,vs, ..., vy, } saling bertetangga yaitu titik
v; bertetangga dengan v; untuk 1 <4, < m.

Operasi komplemen pada graf mengakibatkan setiap titik
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melepas ketetanggaanya, sehingga setiap pasangan titik pada graf
K,, tidak saling bertetangga. Hal tersebut berakibat setiap titik v;
tidak bertetangga dengan v;, untuk 1 < 4,5 < m.

Oleh karena itu, graf K, menjadi graf kosong dengan m
banyaknya titik, karena semua titik melepas sisinya sehingga tidak
adanya sikel terinduksinya. Jadi, polinomial sikel terinduksi hasil
operasi komplemen pada graf K, adalah

c(Kpm;z) =0 (3.10)

4. Produk

Berikut ini merupakan hasil operasi produk pada graflingkaran
dan graf lintasan.

a. Graf C3 dan P
Perhatikan graf C's dan P; berikut.

p
a [
€4
es €1 e q
€5
[
e
¢ 2 b r

(a) (0)
Gambar 3.37. (a) Graf Cs; (b) Graf P

Hasil operasi dari graf C's x Ps adalah seperti graf di bawah
ini.
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Gambar 3.38. Graf C'5 x P3

Berdasarkan hasil operasi produk graf C's x P; menghasilkan
tiga sikel terinduksi dengan panjang jalan 3 dan enam sikel
terinduksi dengan panjang jalan 4.

c(C3 x P3;x) = 32° 4 3 x 2z

¢(Cs x P3;z) = 32° + 624

b. Graf C5 dan P;
Perhatikan graf C5 dan P; berikut.
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(¢
/.
o e
o
— 0—0—0 W
N

Gambar 3.39. (a) Graf Cs; (b) Graf P3

Hasil operasi dari graf Cs x Ps adalah seperti graf di bawah
ini.

(a,3)

Gambar 3.40. Graf C5 x P3

Berdasarkan hasil operasi produk graf Cs x P; menghasilkan

tiga sikel terinduksi dengan panjang jalan 5 dan sepuluh sikel
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terinduksi dengan panjang jalan 4.
¢(Cs x Pg;x) = 32° +5 x 274

¢(Cs x Py; ) = 325 + 102*

c. Graf C'5 dan Py
Perhatikan graf C'; dan P; berikut.

(a) (0)
Gambar 3.41. (a) Graf Cs; (b) Graf Py

Hasil operasi dari graf C3 x P, adalah seperti graf di bawah

ini.
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(a,4)

Gambar 3.42. Graf C'5 x Py

Berdasarkan hasil operasi produk graf Cs x P, menghasilkan
empat sikel terinduksi dengan panjang jalan 3 dan sembilan

sikel terinduksi dengan panjang jalan 4.

¢(Cs x Py;z) = 42 + 3 x 327
c(Cy x Py;x) = 423 + 92

. Graf C}, dengan P,

Akan ditunjukkan bahwa polinomial sikel terinduksi hasil
operasi produk pada graf lingkaran dengan graf lintasan
adalah

¢(Cpm X Pp;z) = nz™ +m(n — 1)2? (3.11)
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Graf C,,, adalah graflingkaran dengan m titik, sedangkan graf

P,, adalah graflintasan dengan n titik.
Misal titik Vi(Cy,) = {v],vh, v}, ...,v),}, sedangkan titik
( ) {Ulv 271}3" aUZ :

Definisi titik hasil produk dari dua graf:

V(Cpm x Pp) = Vi(Chp) X Va(Py)
V(Cm X PTL) - (Uid) (vwvl)
V(Cm X Pn) = (7)1’1), (1)172), ceny (1)1771), (?}2’1), ceny (Um—1,1>

ooy (Umom)

Graf (), dioperasikan produk dengan P, artinya terdapat
C,, sebanyak n rangkap dengan panjang jalan m, yaitu
{(v1), (v25), (V3)seees (Vmyz)} € V(Cry X Pp) untuk 1 <
Jj<n
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Gambar 3.43. Graf C},, x P,

Operasi produk menyebabkan titik-titik pada rangkap ke-
v; bertetangga dengan rangkap ke- v;11, artinya titik (v; ;)
bertetangga dengan (vi7j+1) untuk 1 < ¢ <mdanl < j <
(n—1).

Hal tersebut mengakibatkan adanya sikel
terinduksi dengan panjang jalan 4 yaitu sikel
(vij): (V(i+1).5), (V(t1),Gi+1))» (Vi (G+1))s untuk 1 <@ < (m —
1)dan1 < j < (n—1)sebanyak (m—1)(n—1) sikel dan kasus
khusus ketika i = m yaitu (vm j), (v1,5), (v1,(j+1)), (Vm,(j+1))s
untuk 1 < 5 < n — 1 sebanyak n — 1 sikel. Oleh
karena itu, banyaknya sikel terinduksi dengan panjang
jalan 4 hasil operasi produk pada graf C,, dan P, adalah
CpxP,=(m—1)(n—1)+(n—1) = m(n—1) sikel. Selain
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itu, juga terdapat sikel terinduksi dengan panjang jalan m
sebanyak n sikel.

Banyaknya polinomial sikel terinduksi hasil operasi produk
pada graf C,,, dan N, yaitu terdapat m(n — 1) sikel terinduksi
dengan panjang jalan 4 dan terdapat n sikel terinduksi
dengan panjang jalan m.

Jadi, polinomial sikel terinduksi hasil operasi produk dari
graf C,,, dan P, adalah

c(C X Pp;x) = nz™ + m(n — 1)z*

5. Komposisi

Berikut ini merupakan hasil operasi komposisi pada dua graf
lintasan F,, dengan P,, dan P,, dengan P, untuk n < m adalah

a. Graf P, dan P,

1) Graf P, dan P;

Perhatikan graf lintasan P, dan P; berikut ini.

Gambar 3.44. (a) Graf P»; (b) Graf P;

Hasil operasi komposisi dari grarf P, dan P; adalah sebagai
berikut.
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(a,1) (a,2) (a,3)

(b,1) (b,2) (b,3)

Gambar 3.45. Graf P» [P3]

Berdasarkan hasil operasi komposisi dari graf P, dan Ps
menghasilkan 12 sikel terinduksi dengan panjang jalan 3.

c(Py[P3];x) =3 x2x2x 12°
c(Py[P3];x) =2 x 3 x1x22°
c(Py [Ps] ;) = 6 x 223

c(Py [P3] ;) = 1227

2) Graf P; dan Py

Perhatikan graf lintasan P; dan P; berikut ini.
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Gambar 3.46. (a) Graf Ps; (b) Graf P,

Hasil operasi komposisi dari graf P; dan P, adalah sebagai
berikut.

Gambar 3.47. Graf P3 [P]

Berdasarkan hasil operasi komposisi dari graf P; dan P,

menghasilkan 40 sikel terinduksi dengan panjang jalan 3.

c(P3[Py];x) =4 x3x2x 223
c(P3[Py];x) =2 x4 x2x 323
¢(P3[Py];x) = 8 x 62°

¢(P3 [Py] ;) = 482>
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3) Graf P, dan Ps

Perhatikan graf lintasan P, dan P; berikut ini.

Gambar 3.48. (a) Graf Py; (b) Graf P;

Hasil operasi komposisi dari grarf P, dan P5 adalah sebagai

berikut.

,5)

a

4)

a

3)

)

a

)

2

)

(a

1)

)

(a

s

AV
W

»‘,,

0
o«V;

7

(d,2) (d,3) (d,4) (d,5)

(d,1)

Gambar 3.49. Graf Py [Ps]
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Berdasarkan hasil operasi komposisi dari graf P, dan P;

menghasilkan 120 sikel terinduksi dengan panjang jalan 3.

c(Py[Ps];x) =5 x 4 x 2 x 32°
c(Py[Ps];z) =2 x 5 x 3 x 42
¢(Py [Ps];x) = 10 x 1223

¢(Py [Ps];x) = 12023

Graf P, dan P,

Akan ditunjukkan bahwa polinomial sikel terinduksi hasil
operasi komposisi pada dua graf lintasan yaitu graf P, dan

P, dengan n < m adalah
c(Py [Pp] ;) = 2m(n — 1)(m — 1)2® (3.12)

Graf P, adalah graf lintasan dengan n titik, sedangkan F,,

adalah graf lintasan dengan m titik.

Misal titik V(P,,) = {a1, as,as, ..., aqg—1, a, }, sedangkan titik
V(Pn) = {b1,ba, b3, ...,b(m,l),bm}.

Definisi titik hasil operasi komposisi pada graf P, dan P,
adalah

V (P, [Pn]) =V(P,) x V(Py)

V(P [Pn]) = vij = (as,b;)

V(Pn [Pr]) = {(v1,1), (v1,2), oo (V1,m), (v2,1) -, (Un,m) }
Untuk setiap (a1, b1), (a2,b2) € V(P,[Py]). Titik (a1,b1)
bertetangga dengan (a2, by) apabila (a; bertetangga dengan
az) atau (a; = ag dan b; bertetangga dengan by).
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Gambar 3.50. Graf P, [P,,]

Diperhatikan bahwa a; bertetangga dengan a;+; € F,,
artinya titik (v; ;) bertetangga dengan titik (v(; 1)) untuk
1 <i<(n—1)dan1l < j,k < m. Selain ity, hal ini juga
mengakibatkan a; = a;y; dan b; bertetangga dengan b;
di P, artinya titik (v; ;) bertetangga dengan titik (v; (j11))
untuk 1 <i<ndanl<j<(m-—1).

Definisi himpunan sisi graf P, dioperasikan komposisi
dengan P,, adalah

E(Py [Pn]) = {(vij), (0is1) } U {(vig), (0Gs1)0) }

Berdasarkan hasil operasi komposisi graf P, dan P,,, maka
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terbentuk sikel terinduksi dengan panjang jalan 3 yaitu sikel
(Vi) (Vij+1))s (V1)) untuk 1 <0 < (n—1)danl < j <
(m—1) sertasikel (v; ;), (vi (j+1))s (V(i-1),j), untuk2 < i < n
sebanyak (n —1)dan1 < j < (m —1),sertal < k <m.

Oleh karena itu, banyaknya sikel terinduksi yang terbentuk
oleh hasil komposisi oleh graf P, dan P,, adalah sebanyak
2m(n — 1)(m — 1) dengan panjang jalan 3.

Jadi, polinomial sikel terinduksi hasil operasi komposisi pada

graf P, dan P,, dengan n < m adalah
¢(P, [Pn]:z) = 2m(n —1)(m — 1)z3

b. Graf P, dan P,

1). Graf P; dan P

Perhatikan graf lintasan Ps; dan P> berikut ini.

(a) (b)
Gambar 3.51. (a) Graf Ps; (b) Graf P,

Hasil operasi komposisi dari graf P; dan P, adalah sebagai
berikut.
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(a,1) (a,2)
(b,1) (b,2)
(c,1) (c,2)

Gambar 3.52. Graf Ps [P»]

Berdasarkan hasil operasi komposisi dari graf P; dan P
menghasilkan 8 sikel terinduksi dengan panjang jalan 3.
c(P3[Py];x) =2 x 1 x2x 223
=2x2x2x1z®

= 83

2) Graf P, dan Ps

Perhatikan graf lintasan P, dan P; berikut ini.

[ ® ® ] o—o —o
a b ¢ d 1 2 3

(a) (b)
Gambar 3.53. (a) Graf Py; (b) Graf P;

Hasil operasi komposisi dari graf P, dan P; adalah sebagai
berikut.
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(a,1) (a,2) (a,3)

(d,1) (d,2) (d,3)

Gambar 3.54. Graf P, [Ps)

Berdasarkan hasil operasi komposisi dari graf P, dan P;
menghasilkan 36 sikel terinduksi dengan panjang jalan 3.
c(Py[Ps];x) =3 x 2 x2x 323
=2x3x3x2z°

= 362

3) Graf Ps; dan Py

Perhatikan graf lintasan P5 dan Py berikut ini.

® ® ® ® L/
a b c d e

(a)



94

Gambar 3.55. (a) Graf Ps; (b) Graf Py

Hasil operasi komposisi dari grarf P; dan P, adalah sebagai
berikut.

Gambar 3.56. Graf P5 [Py]

Berdasarkan hasil operasi komposisi dari graf P5; dan Py
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menghasilkan 96 sikel terinduksi dengan panjang jalan 3.

¢(Ps[Py];2) =4 x 3 x 2 x 42®
=92%x4x4x 32>
= 962>

Graf P, dan P,

Akan ditunjukkan bahwa polinomial sikel terinduksi hasil
operasi komposisi pada dua graf lintasan yaitu graf P,, dan
P, untuk n < m adalah

¢(Py, [Po];z) = 2n(m — 1)(n — 1) (3.13)

Graf P,, adalah graf lintasan dengan m titik, sedangkan P,

adalah graf lintasan dengan n titik.

Misal titik V( w) = {a1,a2,as3,...,am-1,an}, sedangkan
titik V' (P, {bl,bg,bg,...,b(n_l),bn}.

Definisi titik hasil operasi komposisi pada graf F,, dan P,
adalah

V(Pp [Pn]) =V (Py X Py)

V(P [Pr]) = vij = (as, bi)

V(P [Pr]) = {(v1,1), (v1,2), e, (V1n), (V2,1) s (Vmn) }-
Untuk setiap (a1, b1), (a2,b2) € V(Py, [P,]). Titik (a1,b1)
bertetangga dengan (a2, b2) apabila (a; bertetangga dengan

az) atau (a; = ag dan b; bertetangga dengan by).
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Gambar 3.57. Graf P, [P,]

Diperhatikan bahwa a; bertetangga dengan a;11 € P,
artinya titik (v; ;) bertetangga dengan (v(;;1);) untuk 1 <
i <(m—1)dan1 < j, k < n. Selain itu, hal ini menyebabkan
a; = ai4+1 dan b; bertetangga dengan b; ;1 di P, artinya (v; ;)
bertetangga dengan (viv(jﬂ)) untuk 1 < i <mdanl<j <
(n—1).

Definisi himpunan sisi pada graf P,,, dioperasikan komposisi
dengan P, adalah
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E(Py, [P]) = {(Um UV(i+1), } U { v” z+1)k)}
Berdasarkan hasil operasi komposisi graf P,, dan P, maka
terbentuk sikel terinduksi dengan panjang jalan 3 yaitu sikel
(vij)s (Vi (j+1))> (V1)) untuk 1 < i < (m—1)danl < j <
(n—1) sertasikel (v; ;), (v; (j+1)) (V(i—1)k), untuk 2 < i <m
sebanyak (m —1)dan1 <j < (n—1),sertal < k < n.

Oleh karena itu, banyaknya sikel terinduksi yang terbentuk
oleh hasil komposisi oleh graf P,, dan F,, adalah sebanyak
2n(m — 1)(n — 1) dengan panjang jalan 3.

Jadi, polinomial sikel terinduksi hasil operasi komposisi pada
graf P, dan P, dengan n < m adalah

¢(Pp, [Pa] ;) = 2n(m — 1)(n — 1)

6. Ring sum

Berikut ini merupakan hasil operasi ring sum pada graflengkap
dan graf lingkaran.

a. GrafLengkap dengan Selisih Satu Titik

1) Graf K, dan K5

Perhatikan graf lengkap K4 dan K5 di bawah ini.



d ¢ d ¢
(a) (b)
Gambar 3.58. (a) Graf Ky; (b) Graf K

Hasil operasi ring sum dari graf K, dan K5 adalah

a b

d c

Gambar 3.59. Graf K4 & K5

2) Graf K5 dan K

Perhatikan graf lengkap K5 dan K¢ berikut ini.

98



99

Gambar 3.60. (a) Graf K5; (b) Graf Kg

Hasil operasi ringsum dari graf K5 dan K menghasilkan graf

sebagai berikut.

€ d

Gambar 3.61. Graf K5 ® Kg

3) Graf K7 dan Ky

Perhatikan graf lengkap K7 dan Kg berikut ini.
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. ) a b
c h ‘ ¢
g 4 9 d
f € f ¢
(a) (b)

Gambar 3.62. (a) Graf K7; (b) Graf Kg

Hasil operasi ring sum dari graf Ky dan Ks menghasilkan graf
sebagai berikut.

h c
go y
f e

Gambar 3.63. Graf K7 ¢ Ky

4) Graf K,,, dan K,;,+1

Akan ditunjukkan bahwa hasil dari operasi ring sum pada
dua graf lengkap dengan selisih titiknya satu menghasilkan
graf yang tidak memiliki sikel, sehingga tidak ada polinomial

sikel terinduksinya.

(K @ Kipt1;2) =0 (3.14)
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Graf K,, adalah graf lengkap yang terdiri dari m titik dan
setiap pasangan titiknya bertetangga, sedangkan graf K,
adalah graf lengkap yang terdiri dari m + 1 titik dan setiap
pasangan titiknya bertetangga.

Misalkan V(K,,) = {af,%, 2%, ...,2),}, artinya semua
titik tersebut bertetangga pada K,, dan misalkan
V(Kmi1) = {a),2b,2%,...,2),, 2/ 1}, artinya semua
titik tersebut bertetangga pada K, 1.

/ /
iUm x(m—l)

Graf K, Graf K11

Gambar 3.64. (a) Graf K,,,; (b) Graf K, 11

Graf K, dioperasikan ring sum dengan K, 1, maka titiknya
adalah V(K,;, ® Kpn+1) = V(Kn,) U V(Kpy) =

/ / / / !
{xl, L9 T35 w0y Ty Ty 1) [ -

/" /
T(m+1) ® I3

/

/
T L)

Gambar 3.65. K, ® K11
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Untuk himpunan sisinya adalah E(K,, & Kp11) = (E(Kpm)U
E(Km+1)) — (E(Kp) N E(Kpmt1)), karena K, C Kppqg
sehingga terdapat tepat satu titik yang berbeda yaitu z]
dan hanya ada sisi-sisi yang menghubungkan x’(’m 1) dengan
titik {2, 2, x5, ..., z},,} sebanyak m sisi, sehingga tidak ada
sikel terinduksi yang dibentuk.

Oleh karena itu, hasil dari operasi ring sum pada K,, dan
K41 menghasilkan graf yang tidak memiliki sikel, sehingga
tidak ada polinomial sikel terinduksinya.

C(Km S Km+1;$) =0

b. GrafLingkaran dengan Selisih Satu Titik

1) Graf C'3 dan Cy
Perhatikan graf C's dan Cy di bawah ini.

a b ae—@)

c de——ec
(a) (b)
Gambar 3.66. (a) Graf Cs; (b) Graf Cy

Hasil operasi ring sum dari graf C3 dan C'y menghasilkan graf
sebagai berikut.
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de c

Gambar 3.67. Graf C's & (Y4

Berdasarkan hasil operasi ring sum dari graf C'5 dan Cy

menghasilkan satu sikel terinduksi dengan panjang jalan 3.

c(C3® Cyy2) = 13
c(C3®Cy;z) = a3

2) Graf C4 dan Cf
Perhatikan graf Cy dan C5 di bawah ini.

a b a b
o— o
e
o— o
d c d c
(a) (b)

Gambar 3.68. (a) Graf Cy; (b) Graf C5

Hasil operasi ring sum dari graf Cy dan C5 menghasilkan graf

sebagai berikut.
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a b
o
e
°
d C

Gambar 3.69. Graf Cy @ Cj

Berdasarkan hasil operasi ring sum dari graf Cydan Cj

menghasilkan satu sikel terinduksi dengan panjang jalan 3.

c(Cy ® Cs;2) = 123
c(Cy® Cs;2) = 23

3) Graf C5 dan Cyg
Perhatikan graf C's dan Cg di bawah ini.

a b a b

.7
IR

o—eo o—+o

e d € d

(a) (0)
Gambar 3.70. (a) Graf Cj; (b) Graf Cg

Hasil operasi ring sum dari graf lingkaran C5 dan Cg adalah

sebagai berikut.
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a b
[
f ®c
([
e d

Gambar 3.71. Graf Cs ® Cg

Berdasarkan hasil operasi ring sum dari graf Csdan Cjg

menghasilkan satu sikel terinduksi dengan panjang jalan 3.

c(Cs @ Cg; ) = 123
c(Cs ® Cg; ) = 23

Graf C,,, dan C,,, 41

Akan ditunjukkan bahwa polinomial sikel terinduksi hasil
operasi ring sum pada dua graf lingkaran dengan selisih
titiknya satu menghasilkan satu graf sikel terinduksi dengan
panjang jalan 3, sehingga polinomial sikel terinduksinya
adalah

c(Cpm ® Cppy1; 1) = 123 (3.15)

Graf (), adalah graf lingkaran yang titik awal dan titik akhir
sama yang memiliki m banyaknya titik, sedangkan C,+;
adalah graf lingkaran yang titik awal dan titik akhir sama

yang memiliki m + 1 banyaknya titik.

Misal himpunan titkk V(C,) = {z},25,25%,...,2,}
dengan sisi E(C,,) = {€}|,¢é5 €5, ...,el,}, sedangkan
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titk V(Cpnp1) = {af,2h,2%,...,2},,2/,,,} dengan sisi
/ / / " "
E(Cpt1) = {61,62,63, AN A

Definisi ketetanggaan pada graf C,,, yaitu z/ bertetangga
dengan x;_; sebagai sisi ¢}, untuk 1 < i < (m — 1) dan x,,

bertetangga dengan x| sebagai sisi e/,,.

Definisi ketetanggan pada graf C,,, yaitu «/ bertetangga
dengan z;_ ; sebagai sisi ¢}, untuk 1 < i < m dan z],

bertetangga dengan z sebagaisisie;, ;.

Graf C,, dioperasikan ring sum dengan C,, i, artinya
himpunan titiknya adalah V(C,, & Cpt1) = V(Cp) U
V(Ci+1) dan untuk himpunan sisinya adalah E(C,, &
Cm+1) = (E(Cm) U E(Cpy1)) = (E(Crm) N E(Crta).

Untuk himpunan titiknya adalah

V(Cm @ Cm—H) = V<Cm) U V(Cm—i-l)

o / / / / / / 1
= {:Ul,:vg, ,:cm} U {xl,xQ, cooy Ty T 1

S O / "
= {l‘l,xg, ...,xm,xm_;’_l

/
/ 62 /
/ / !
Ty e, T3 , :
oo ¢ 3
ey : x’} .
6/ "
m—+1 em
o /
/e ! "
Ty “mooxpy, Timt1
(a) (b)

Gambar 3.72. (a) Graf C),; (b) Graf C,, 11
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Untuk himpunan sisinya adalah

E(Cm @ Ciy1) = (E(Cp) U E(Cit1)) — (E(Cm) N E(Criga))
= {ellv 6/27 6%, %) efm—lv e/rm e;%, 6:;1-&-1
- {6/176/2762’,7"'16;71—1}

- {en’w €m> m+1

/
/ €m
CL‘}/ ,/ 1‘m
em—i—l €m
2"
m+1

Gambar 3.73. Graf C),, ® Cpp41

Hal tersebut berakibat terdapat satu titik yang tidak memiliki
ketetanggaan sama yaitu x;, | yang bertetangga dengan
dan z/,, sehingga terdapat tepat tiga sisi yang berada pada
salah satu graf bukan dari keduanya yaitu F(C,,, ® Cp,+1) =
{e, e, e} terbentuk sikel terinduksi dengan panjang
jalan 3.

Jadi, polinomial sikel terinduksi pada graf C,,, dan C,, 1 hasil

dari operasi ring sum adalah
c(Cp @ Cpg1;2) = x>

Graf Lingkaran dengan selisih £ titik
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1) Graf C3 dan Cj
Perhatikan graf C's dan C5 di bawah ini.

be———eoc be c

a a e
(a) (0)
Gambar 3.74. (a) Graf Cs; (b) Graf C5

Hasil operasi ring sum dari graf C3 dan Cs menghasilkan graf
sebagai berikut.

be® c

Gambar 3.75. Graf C3 @ Cj

Berdasarkan hasil operasi ring sum dari graf C5 dan Cj

menghasilkan satu sikel terinduksi dengan panjang jalan 4.
c(Cs® Cs;x) = 1003 +2

c(C3® Cs;2) = 2

2) Graf C4 dan Cy
Perhatikan graf C'y dan C berikut.
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c d c d e
o @ @ @
/
o { ] @ @
b a b a g
(a) (0)

Gambar 3.76. (a) Graf Cy; (b) Graf C7

Hasil operasi ring sum dari graf C; dan C7 menghasilkan graf

sebagai berikut.
c
[ ]
. Y
b a g
Gambar 3.77. Graf Cy @ C

Berdasarkan hasil operasi ring sum dari graf Cy dan C%
menghasilkan satu sikel terinduksi dengan panjang jalan 5.

e(Cy & Cry) = 1279+2
c(Cy®Cr;z) =2a°

3) Graf C5 dan Cig
Perhatikan graf C'5s dan C berikut.
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d e d e f g
° ——@——
c c h
Py ——@——
b a b a 5 1
(a) (0)

Gambar 3.78. (a) Graf Cs; (b) Graf C1g

Hasil operasi ring sum dari C5 dan ¢ menghasilkan graf

sebagai berikut.

d e [ g
([ J ®
ce h
([ J ®
b a 3 7

Gambar 3.79. Graf C5 @ C1p

Berdasarkan hasil operasi ring sum dari C; dan Cyg
menghasilkan satu sikel terinduksi dengan panjang jalan 7.
o(C5 @ Chg; x) = 1x(10-9)+2
c(Cs @ Cro; ) = 27

4) Graf C,, dan C), 1

Akan ditunjukkan bahwa polinomial sikel terinduksi hasil

operasi ring sum pada dua graf lingkaran C,, dan C,,1
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adalah
(Cm ® Crpys ©) = a2 (3.16)

Graf (), adalah graf lingkaran dengan titik awal dan titik
akhir sama yang memiliki m banyaknya titik, sedangkan
Cp+ adalah graf lingkaran dengan titik awal dan titik akhir
sama yang memiliki (m + k) banyaknya titik.

Misal himpunan titkk V(C,) = {z},ab,a%, ...z}
dengan sisi E(Cy,,) = {e€},¢eh,¢h,.....¢e),}, sedangkan
titik V(Cpyr) = {2}, 2h,2%,...,2},,...,2}} dengan sisi

E(Cryr) = {€], €5, €5, ... e, . er ).

Definisi ketetanggaan pada graf C,, yaitu ) bertetangga
dengan 2}, sebagai sisi e}, untuk 1 < i < (m — 1) dan 7,
bertetangga dengan x| sebagai sisi ¢],,. Definisi ketetanggaan
pada graf C,,, ;. yaitu z bertetangga dengan x;  ; sebagai sisi
z; untuk 1 < i < (k — 1) dan z} bertetangga dengan z
sebagai sisi e}

Graf C,, dioperasikan ring sum dengan C,,,;, artinya
himpunan titiknya adalah V(C,, ® Cpyr) = V(Cp) U
V(Cytk) dan untuk himpunan sisinya adalah E(C,, @
Crnti) = (E(Cm) U E(Cri)) — (E(Cin) N E(Crti))-

Untuk himpunan titiknya adalah

V(Cm @ Cm-‘rk) = V(Cm) U V(Cm—I—k:)

/ / / / / / 1
= {xl,:z:Q, ,:Em} U {xl,mQ, vy Ty ooy T

_ ro / 1"
= {xl, Ty eeey Loy +oer T,
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/ / /
L3 Lm—1 L
,,,,,,,,,,,,,, "
® o p .em
e
6/2 &/.
1!
® ® ® €L 1
e ;e 1
zh €1 o) G )
(0)

Gambar 3.80. (a) Graf C),; (b) Graf Cy, 1

Untuk himpunan sisinya adalah

E(Crm @ Cyr) = {(E(C) U E(Cingr)) — (E(C) N E(Cinyr)) }

= {(6'1, eé....,e;l_l,e;n,exl,e’,;) — (6'1,6'2....,6;;_1)}

i "
= {em,em....,ek
/ / /
T3 Tn—1 L
"
¢ ¢ ~Em
"
e / Ty
71
o P €k—1
/ I e "
Ty ry %k

Gambar 3.81. Graf Cy,, & Chppi i

Berdasarkan hasil operasi ring sum pada graf C,,, dan C,,, 1,
maka sisi F(C),) N E(C),+r) dihilangkan sehingga terdapat
sisa sisi dengan panjang jalan (m + k) — m = k. Hal
tersebut menyebabkan terdapat tepat satu sikel terinduksi
/

Ty e

(2}, ;,,...,x]_y, 2}, }) dengan panjang jalan (k + 2).
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Jadi, polinomial sikel terinduksi hasil operasi ring sum pada
graf C,,, dan C, 1 adalah

(Crn ® Copyis ) = 22

7. Korona

Berikut ini merupakan hasil operasi korona pada graf lengkap,
lingkaran, dan lintasan.

a. GrafLingkaran dengan Graf Lintasan

1) Graf Cy dan Ps
Perhatikan graf C'; dan P; di bawah ini.

o O—@h 3

N

'
de—@c I 1
(a) (0)

Gambar 3.82. (a) Graf Cy; (b) Graf P

Hasil operasi korona dari graf C'y © P; adalah sebagai berikut.
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(a,1) (b,1)

(d,3) (¢,3)
Gambar 3.83. Graf Cy ® P3
Berdasarkan hasil operasi korona graf Cy © P; menghasilkan

8 sikel terinduksi dengan panjang jalan 3 dan terdapat satu
sikel terinduksi dengan panjang jalan 4.

c(Cy ® Pg;z) = 2 x 42 + 122
c(Cy ® Py;z) = 823 + 22

2) Graf C5 dengan P,
Perhatikan graf C'5 dengan P» di bawabh ini.
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°
d
)
Gambar 3.84. (a) Graf Cs; (b) Graf P

Hasil operasi korona dari graf Cs © P, adalah sebagai berikut.

(a,1) (a,2)
Nt
(e, 1) \ (b,1)
: y Q
(b,2)
d c
—@
o e
(d,1) (d,2) (¢,1) (¢,2)

Gambar 3.85. Graf C5 © P,

Berdasarkan hasil operasi korona graf C5s © P, menghasilkan

5 sikel terinduksi dengan panjang jalan 3 dan terdapat satu
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sikel terinduksi dengan panjang jalan 5.

c(Cs ® Py; ) = b + 12
c(Cs @ Py;z) = 52 + 2°

Graf C,, dan P,

Akan ditunjukkan bahwa polinomial sikel terinduksi hasil

operasi korona pada graf lingkaran dan graf lintasan adalah
c(Cp ® P x) = (m — 1)na® + 2" (3.17)

Graf C), adalah graf lingkaran dengan n titik, misal V' (C),) =

{x},2h, 25, ..., z),} sedangkan graf P, adalah graf lintasan

dengan m titik, misal titiknya V (P,,) = {«f, 24, 24, ...,z }.

Definisi titik hasil operasi korona graf C,, dan P,, adalah

V(C,® Pp) =V (Cy) x V(Py,)+V(Cy)
= (2i4) = (aj, )
= (z11), (T1,2), (#1,3), s (T1,m), (22,1)
seoes (Tnym) + (@, 2, ooy 27,)
Graf C), dioperasikan korona dengan P,, artinya terdapat
P,, sebanyak n rangkap dan untuk setiap titik di graf P,

bertetangga dengan titik di graf C,,, yaitu pada setiap titik

(1), (%i2), (%33), s (T(im—1)) (Tim) Dertetangga dengan
ziuntuk 1 < i <n.
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T1,2 T1,(m-1)
T1,1 @—@ T1,m

Ln,(m—1) : \. L2, (m—1)

Tn,m , T2m

Z(n—1),m
L(n-1),(m-1)L(n-1),1

Gambar 3.86. Graf C,, ® P,,

Hal tersebut mengakibatkan adanya sikel terinduksi dengan
panjang jalan 3 yaitu sikel (2; ;), (z;,(j41)), (z}) untuk 1 <4 <
ndanl < j < (m—1) sehingga diperoleh terdapat (m — 1)n
sikel dan terdapat tepat satu sikel terinduksi dengan panjang

jalan n.

Jadi, polinomial sikel terinduksi pada graf C, yang

dioperasikan korona dengan F,, adalah
¢(Cp ® P x) = (m — 1)na® + 2"

b. GrafLingkaran dengan Graf Lengkap

1) Graf C5 dengan K
Perhatikan graf C's dan K, di bawah ini.
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® 2
—_
o

c b 4 3
(a) (b)
Gambar 3.87. (a) Graf Cs; (b) Graf K4

Hasil operasi korona dari graf C'3 © K4 adalah sebagai berikut.

(5,1) @ (b,2)
(b,4) (b,3)

Gambar 3.88. Graf O3 ® K4

(¢,3)

Berdasarkan hasil operasi korona graf C's ©® K4 menghasilkan



31 sikel terinduksi dengan panjang jalan 3.

4 4
c(C3® Ky 1) = 3<3> z® + 3<2> z? + 12°

c(C3® Ky; 1) = <<§> + (;1)) 32% 4+ 123

43!  4.3.2
c(C3® Kg57) = <1'3| + 2101 ) 32% + 12°

¢(C3® Kyg;2) = (10)323 + 123
c(C3 ® Ky;z) = 3123

2) Graf Cy dengan K3
Perhatikan graf Cy dan K5 di bawah ini.

a

10— 3 d c
(a) (b)
Gambar 3.89. (a) Graf Cy; (b) Graf K5

119

Hasil operasi korona dari graf Cy © K5 adalah sebagai berikut.
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(1,d) (2,¢)
(1,0) ~ (2’ ~ (27d)
1,b 2,e
BN N2
16— @2
10— 3
4, 4,b) , @
S
(1,0) ¥ EY (3,0
) (3,d)

(4,c

Gambar 3.90. Graf Cy ® K5

Berdasarkan hasil operasi korona graf Cy © K5 menghasilkan
80 sikel terinduksi dengan panjang jalan 3 dan terdapat tepat

satu sikel terinduksi dengan panjang jalan 4.

c(Cy© Ksy) = 4(2) 3 + 4<;> 23 4 12t

¢(Cy ® Ky 1) = <<§> + (g)) 423 + 124

5.4.3!  5.4.3!
c(Cy ® Ks53) = <2|3| + 3121 > 4% + 124

¢(Cy ® K5; ) = (20) 423 + z*
¢(Cy ® K5; ) = 8023 + 24

3) Graf C,, dan K,

Akan ditunjukkan bahwa polinomial sikel terinduksi hasil
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operasi korona pada graf lengkap dengan graf lingkaran
adalah

c(Cp ®© Kp;z) = <73n) nx> + (2) nxd + "

(5 + (2)) e

Graf C, adalah graf lingkaran dengan n titik, misal titik
V(Cy) = {a, 24, 25, ..., 2, }, sedangkan graf K, adalah graf
lengkap yang memiliki sikel terinduksi sebanyak (;) sikel

(3.18)

dengan panjang jalan 3 sesuai dengan persamaan (3.1), misal
titik V(K,y,) = {=f, 24, 25, ...,z }.

Definisi titik hasil operasi korona pada graf C,, dan K,,
adalah

V(C, © Ky) =V(Cy) X V(Kp) + V(Cy)
= (xiﬂ) (xl7xj>
= (21,1), (21,2)s s (T1m), (T2,1), oo

xnm +(.%’1,.1‘2,. ) n)

Graf C,, dioperasikan korona dengan K, sehingga terdapat
duplikat K,, sebanyak n untuk setiap titik pada K,,
bertetangga pada titik C),. Hal tersebut berakibat titik pada
graf K, bertetangga pada titik C,,, yaitu (x; ;) bertetangga
dengan z; C V(C, ® Ky,) untuk 1 <i <ndanl <j <m.
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Gambar 3.91. Graf C},, ® K,

Terbentuk sikel-sikel terinduksi dengan panjang jalan 3
antara graf C, dan K, yaitu sikel ((z; ;), (x; ), =) dan sikel
(i), (xij+1), xik) pada Ky, untuk 1 < j,k < (m — 1) dan
1< <n.

Oleh karena itu, banyaknya sikel terinduksi dengan panjang
jalan 3 hasil operasi korona C),, dan K,, adalah n(’g) +
n(y) = ((3) + (%))n sikel. Selain itu juga terdapat tepat

satu sikel terinduksi dengan panjang jalan n.

Jadi, polinomial sikel terinduksi hasil operasi korona pada
graflengkap dengan m titik dan graf lingkaran dengan n titik
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BAB IV

Simpulan dan Saran

Pada bab ini, akan membahas simpulan yang diperoleh dari
penelitian yang telah dilakukan serta berisi saran agar hasil
penelitian ke depannya lebih baik lagi. Berikut ini merupakan
simpulan dan saran.

A. Simpulan

Berdasarkan hasil yang telah diuraikan pada pembahasan,
diperoleh sifat-sifat polinomial sikel terinduksi pada graf yang
dikontruksi dari hasil operasi gabungan, join, komplemen, produk,
komposisi, ring sum, dan operasi korona. Hasil dari sifat-sifat
polinomial sikel terinduksi hasil operasi pada graf adalah sebagai
berikut.

1. Sifat hasil dari operasi gabungan dua graf antara G,
dan Gy akan menghasilkan polinomial sikel terinduksi
dengan menjumlahkan polinomial pada G; dan G» karena
operasi gabungan bersifat tidak menambahkan sisi sehingga
keberadaan graf sebelum dan sesudah dioperasikan tetap,
sebagaimana tertera pada tabel berikut.

Tabel 4.1. Operasi Gabungan

G1 ¢(G; ) Gy | ¢(Go;x) c(G1 * Go; 1)
Ky | (32 | Ko | (3)2° [(5) + ()]
Cm ™ ' z™ ™+ "

Kmn | (5)-(G)2" [ Kpg | (5)-()=" | [(5).() + (£)-(9)] =7

124
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2. Sifat hasil operasi join dua graf akan menghasilkan graf baru
dengan tetap mempertahankan polinomial graf pertama
sehingga polinomial hasil operasi akan selalu memuat
polinomial graf pertama dan jumlah serta sikel tambahan
tergantung pada struktur dari graf kedua. Hal ini dapat
dilihat pada tabel berikut.

Tabel 4.2. Operasi Join

G1 | ¢(Gr1;2) | Go | ¢(Ga;x) ¢(G1 x Go; x)
Cn ™ N, — c(Crn + Nyp; ) = (mn)z® + ™

3. Sifat hasil operasi komplemen pada graf lengkap K,, akan
menghapus semua sisinya, sehingga tidak ada sikel karena
membentuk graf kosong dengan m titik. Hal tersebut dapat
dilihat pada tabel di bawah ini.

Tabel 4.3. Operasi Komplemen

G1 | ¢«(G1;2) | G2 | ¢(Go;z) | ¢(Gy * Ga; )
K, (?)I? - - c(Km;z) =0

4. Sifat hasil operasi produk dua graf akan menghasilkan graf
baru dengan tetap mempertahankan struktur pada graf
pertama sebanyak titik pada graf kedua dan setiap titik
pada graf kedua membentuk salinan dari graf pertama. Hal
tersebut dapat dilihat pada tabel di bawah ini.

Tabel 4.4. Operasi Produk

G1 | ¢(Gr;2) | Go | ¢(Go;x) c(G1 * Go; 1)
Cn zm P, — c(Cpy X Ppy) = nz™ 4+ m(n — 1)a*
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5. Sifat hasil operasi komposisi dua graf lintasan akan
menghasilkan graf baru yang memiliki lebih banyak sikel.
Hal tersebut bisa dilihat pada tabel berikut.

Tabel 4.5. Operasi Komposisi

Gy | ¢(Gy;2) | G2 | c(Ga;x) c(Gy * Go; 1)
P, - P, - 2m(n —1)(m — 1)2°
P, — P, — 2n(m —1)(n — 1)2®

6. Sifat hasil operasi ring sum pada graf lengkap dengan
selisih satu titik akan menghasilkan satu titik berbeda yang
terhubung ke semua titik tanpa membentuk sikel. Untuk
operasiring sum pada graflingkaran dengan selisih satu titik
akan menghasilkan satu titik berbeda namun membentuk
sikel dengan panjang 3. Selain itu, operasi ring sum pada
graf lingkaran dengan selisih & titik akan menghasilkan sikel
dengan panjang k + 2. Hal tersebut bisa dilihat pada tabel
berikut.

Tabel 4.6. Operasi Ring Sum

c(Gy;x) G c¢(Ga; ) c(Gy1 * Ga; )
(5 | B | (5057 | (on & Ki) =0

Crt1 [ c(Cpm @ Crpy1;2) = 23

Cm+k Mtk C(Cm e Cm+k§ :E) — gkt

SERE
Hﬂ

7. Sifat operasi korona dua graf akan tetap mempertahankan
polinomial sikel graf pertama dan menambah struktur baru
yang mengandung lebih banyak sikel terinduksi dengan
banyaknya duplikat dari graf kedua sebanyak titik graf
pertama. Hal tersebut dapat dilihat pada tabel berikut ini.
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Tabel 4.7. Operasi Korona

G1 | ¢(Gr1;2) | G2 | c(Gy;x) (G * Go; 1)

Cy " P, - (m — 1)na® + 2™

Co| a" [Kn| (5o [[(5)+(E)][na’+a"
Keterangan:

* = Operasi tertentu pada graf

Gy = Graf pertama

Go = Graf kedua

c(Gy;x) = Polinomial sikel terinduksi pada graf GG;.

c(Gy; ) = Polinomial sikel terinduksi pada graf G'.

¢(G1 * Go;x) = Polinomial sikel terinduksi hasil operasi

tertentu.

Ada perbedaan bentuk umum polinomial sikel terinduksi dari
masing-masing hasil operasi pada graf. Hal tersebut menunjukkan
bahwa operasi graf memiliki pengaruh terhadap graf sikel hasil

operasinya.

B. Saran

Penelitian ini memiliki fokus yang terbatas, yaitu hanya
membahas sifat polinomial sikel terinduksi pada graf sederhana
yang dibentuk dari beberapa operasi tertentu pada graf. Untuk
peneliti selanjutnya, sebaiknya fokus dikembangkan pada
polinomial sikel terinduksi hasil operasi pada graf yang lebih
luas seperti pada graf berarah ataupun menggunakan operasi graf

yang lainnya.
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