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ABSTRAK

Permasalahan anak putus sekolah masih menjadi isu penting
dalam dunia pendidikan di Indonesia, termasuk di Kabupaten
Rembang. Untuk mengatasi tingginya angka putus sekolah di
Kabupaten Rembang, maka pemerintah daerah mencanangkan
program GASPOL 12 (Gerakan Ayo Sekolah Pol 12) yang bertujuan
mengembalikan anak-anak putus sekolah ke pendidikan
formal maupun nonformal. Penelitian ini bertujuan untuk
mengkonstruksi model matematika dinamika anak putus sekolah
dengan mempertimbangkan program GASPOL 12, menganalisis
titik ekuilibrium serta kestabilan lokal sistem, menghitung
bilangan reproduksi dasar, dan melakukan simulasi terhadap
model. Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah
studi pustaka. Model yang digunakan merupakan adaptasi dari
model EDR (Eligibility-Drop Out-Recovery) dan SEITR (Susceptible-
Exposed-Infection-Treatment-Recovery) yang dimodifikasi menjadi
model SIGR (Susceptible-Infected-GASPOL 12-Recovered). Hasil
penelitian menunjukkan bahwa model memiliki dua titik
ekuilibrium, yaitu titik ekuilibrium bebas anak putus sekolah dan
titik ekuilibrium endemik. Analisis kestabilan lokal menunjukkan
bahwa titik ekuilibrium bebas anak putus sekolah bersifat stabil
jika Ry < 1, sedangkan titik ekuilibrium endemik bersifat stabil
jika Ry > 1. Simulasi numerik menunjukkan bahwa keberadaan
program GASPOL 12 dapat menurunkan jumlah anak putus
sekolah di Kabupaten Rembang. Dengan demikian, model ini
dapat digunakan sebagai alat bantu dalam mengevaluasi dan
merancang kebijakan pendidikan yang lebih efektif.

Kata kunci : Model Matematika, Anak Putus Sekolah, GASPOL 12,
SIGR, Sistem Dinamik
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BAB1
PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Pendidikan  secara langsung berkontribusi dalam
mengembangkan kualitas sumber daya manusia (SDM) yang
menjadi faktor utama penentu kemajuan suatu negara
(Yaneri, dkk., 2022). Dengan adanya pendidikan, maka dapat
meningkatkan kecerdasan dan keterampilan manusia sehingga
pendidikan berperan dalam pembangunan suatu negara (Yaneri
dkk, 2022). Menurut Daoed Joesoef yang dikutip oleh Yaneri,
dkk (2022), pembangunan nasional tidak hanya bergantung pada
kekayaan alam dan pendapatan per kapita rakyat, tetapi juga
pada pendidikan sebagai variabel penting yang menghubungkan
kedua aspek tersebut. Oleh karena itu, banyak negara di dunia
termasuk Indonesia mengalokasikan anggaran besar untuk sektor
pendidikan. Sejak 2009, Indonesia telah menetapkan alokasi
20% dari Anggaran Pendapatan dan Belanja Negara (APBN)
untuk pendidikan (Yaneri, dkk., 2022). Selain itu, dalam rangka
memperbaiki kualitas dan memeratakan pendidikan di Indonesia,
maka kebijakan yang dikeluarkan pemerintah diantaranya
menerapkan program wajib belajar 12 tahun (Margiyanti &
Maulia, 2023).

Program wajib belajar 12 tahun ini kelanjutan dari program
wajib belajar 9 tahun yang diresmikan oleh Presiden Soeharto
pada 2 Mei 1994. Program wajib belajar 12 tahun bertujuan

agar setiap generasi bangsa minimal menyelesaikan pendidikan



hingga tingkat Sekolah Menengah Atas (SMA) sehingga dapat
menciptakan generasi yang berkualitas dan berkompeten.
Program ini diluncurkan untuk memastikan keberhasilan dan
kesinambungan program sebelumnya serta mempersiapkan
generasi emas Indonesia pada tahun 2045 (Margiyanti & Maulia,
2023). Selain pemerintah yang mewajibkan warga negaranya
untuk belajar, agama islam juga menganjurkan manusia untuk
terus menuntut ilmu. Bahkan, islam menetapkan kewajiban bagi
umatnya untuk mencari ilmu. Hal tersebut telah dijelaskan dalam
hadis yang diriwayatkan Ibnu Majah nomor 224 (Wardatusshopa,
dkk., 2024).

alisd 8 leiim) ol il

Artinya: “Menuntut ilmu itu wajib atas setiap Muslim” (HR.
Ibnu Majah no. 224, dari sahabat Anas bin Malik radhiyallahu
‘anhu, disahihkan Al Albani dalam Shahiih al-Jaami'ish Shaghiir
no. 3913).

Menuntut ilmu atau belajar adalah kewajiban setiap manusia.
Melalui proses belajar, seseorang dapat beralih dari ketidaktahuan
menjadi tahu. Selain itu, belajar dapat mengubah perilaku
seseorang menjadi lebih baik. Sehingga belajar sangat penting
bagi manusia untuk mendapatkan kebahagiaan dunia dan akhirat.
Dengan demikian, program pemerintah tentang wajib belajar
dianggap sejalan dengan ajaran islam yang memerintahkan
umatnya untuk selalu menuntut ilmu dan meningkatkan



pengetahuan dengan cara belajar (Wardatusshopa, dkk., 2024).

Program wajib belajar yang digagas oleh pemerintah
sebenarnya sangat baik jika diterapkan dengan optimal. Namun,
pelaksanaannya masih belum sesuai harapan. Salah satu
penyebabnya adalah masalah pendidikan di Indonesia yang sangat
kompleks, termasuk isu anak putus sekolah (Margiyanti & Maulia,
2023). Menurut Darmaningtyas yang dikutip oleh Widiasanti, dkk
(2023), putus sekolah merupakan kondisi di mana anak-anak usia
sekolah (7 s.d. 18 tahun) berhenti menjalani kegiatan pendidikan,
baik formal maupun informal sebelum anak-anak memperoleh
pengetahuan yang memadai untuk bertahan hidup di masyarakat.

Pada tahun ajaran 2022/2023, jumlah siswa yang putus
sekolah di Indonesia yaitu 76.834 siswa. Jumlah ini mengalami
peningkatan 1,26% dibandingkan dengan tahun ajaran 2021/2022
dengan total 75.876 siswa yang putus sekolah. Tahun ajaran
2020/2021, jumlah anak putus sekolah jauh lebih tinggi
dibandingkan dengan tahun 2021/2022 dan 2022/2023 yaitu
83.724 siswa yang putus sekolah (Putri, 2023). Meskipun ada
tren penurunan, tingginya angka putus sekolah di berbagai jenjang
pendidikan menunjukkan bahwa masih ada tantangan besar
dalam mempertahankan siswa agar tetap melanjutkan pendidikan
(Widiasanti, dkk., 2023).

Tingginya angka putus sekolah berdampak pada rendahnya
tingkat pendidikan nasional dan menurunnya Indeks
Pembangunan Manusia atau HDI (Human Development Index),
yang mencerminkan kualitas sumber daya manusia (Yaneri,
dkk., 2022). Pada dasarnya, tingginya angka putus sekolah dapat
menghalangi pertumbuhan dan kemajuan negara, baik dalam

aspek ekonomi, sosial, maupun budaya (Alifa, 2023). Oleh karena



itu, persoalan anak putus sekolah mendapatkan perhatian serius
dari pemerintah salah satunya yaitu pemerintah Kabupaten
Rembang yang mencanangkan program Gerakan Ayo Sekolah Pol
12 atau GASPOL 12.

Program GASPOL 12 dirancang dalam rangka meningkatkan
angka partisipasi sekolah sehingga perlu dilakukan penanganan
anak tidak sekolah oleh pemerintah di Kabupaten Rembang.
Berdasarkan data Dinas Pendidikan Kabupaten Rembang (2023),
jumlah anak tidak sekolah tertangani yang terhimpun sampai
tahun 2023 sebanyak 1337 anak (Rahmasari, dkk., 2023).
Program GASPOL 12 ini ditujukan kepada anak-anak usia sekolah
(7 hingga 18 tahun) yang tidak bersekolah, dengan kategori Anak
Tidak Sekolah (ATS) meliputi: (1) Anak yang belum pernah
bersekolah, (2) Anak yang putus sekolah sebelum menyelesaikan
jenjang pendidikan, dan (3) Anak yang berhenti sekolah saat
transisi ke jenjang pendidikan selanjutnya. Penanganan terhadap
ATS ini dengan cara mengembalikan anak yang tidak bersekolah
ke sekolah, baik formal maupun nonformal (bbpmpjateng, 2023).
Menurut Mestinan dikutip oleh Assa dkk. (2022), alasan internal
putus sekolah adalah karena alasan pribadi, pengaruh teman
sebaya, dan sanksi karena tidak masuk sekolah yang berujung pada
putus sekolah. Faktor eksternal meliputi: status sosial-ekonomi
keluarga, keterlibatan orang tua, dan hubungan orang tua yang
kurang harmonis (Assa, dkk., 2022). Sedangkan penyebab anak
yang belum pernah sekolah di Kabupaten Rembang yaitu karena
disabilitas serta akses ke Sekolah Luar Biasa (SLB) yang jaraknya
jauh dari rumah. Adanya program GASPOL 12 ini diharap dapat
mengurangi jumlah anak putus sekolah di Kabupaten Rembang.

Untuk memahami dan mengatasi masalah anak putus



sekolah di Kabupaten Rembang, penggunaan model matematika
menjadi pendekatan yang sangat penting dan relevan. Model ini
memungkinkan evaluasi terhadap efektivitas program GASPOL 12
dengan menggambarkan permasalahan yang ada di dunia nyata
dalam bentuk bahasa atau simbol matematis, seperti diagram,
persamaan, grafik, atau tabel (Shadiq, 2004). Melalui representasi
ini, model matematika mampu menjelaskan secara mendalam dan
menghasilkan kesimpulan yang akurat, sehingga membantu dalam
memahami permasalahan secara lebih komprehensif (Kurniawati
& Rosyidi, 2019).

Penelitian terkait pemodelan anak putus
sekolah, model matematika tipe SEITR  (Susceptible-
Exposed-Infection-Treatment-Recovery), dan program GASPOL 12
telah dilakukan dengan berbagai pendekatan. Penelitian terdahulu
oleh Ayoade dan Farayola (2022) mengembangkan model
matematika untuk menganalisis kebijakan pemerintah dalam
mengurangi jumlah anak putus sekolah di Nigeria. Penelitian ini
menunjukkan bahwa program pemerintah memberikan dampak
positif dalam menurunkan angka anak putus sekolah.

Obasuyi (2020) menggunakan model EDR
(Eligibility-Drop Out-Recovery) yang diadaptasi dari model SIR
(Susceptible-Infected-Recovered) untuk memodelkan dinamika
anak putus sekolah di negara berkembang. Hasil penelitian
menunjukkan bahwa kebijakan pemerintah yang tepat dan
berkelanjutan memberikan dampak positif dalam mengurangi
jumlah anak putus sekolah.

Penelitian oleh Kourrad, dkk. (2023) mengembangkan
model matematika SDR (Schooling-Drop Out-Recovery) dalam

menganalisis masalah putus sekolah, serta mengusulkan kebijakan



kontrol optimal untuk mengurangi angka putus sekolah. Hasil
dari penelitian ini menunjukkan bahwa kebijakan kontrol optimal,
seperti pemberian dana kepada keluarga miskin yang memiliki
anak masih bersekolah dan pengembalian anak yang putus sekolah
melalui pendidikan nonformal efektif dalam mengurangi angka
putus sekolah.

Penelitian oleh Amdouni, dkk. (2017) menggunakan model
dinamika matematika untuk menganalisis faktor-faktor yang
mempengaruhi keputusan siswa untuk putus sekolah. Hasil
penelitian menunjukkan bahwa keterlibatan orang tua dapat
mencegah siswa putus sekolah, sementara pengaruh teman sebaya
yang putus sekolah dapat meningkatkan risiko siswa lain untuk
berhenti sekolah terutama jika siswa tersebut tidak tinggal
bersama orang tua.

Penelitian oleh Rahmasari, Santoso, dan Kismartini. (2023)
mengevaluasi pelaksanaan Program GASPOL 12 di Kabupaten
Rembang yang bertujuan untuk mengembalikan anak putus
sekolah agar menyelesaikan pendidikan hingga tingkat menengah
atas. Hasil penelitian menunjukkan bahwa program ini belum
berjalan optimal karena adanya beberapa hambatan, seperti
kurangnya koordinasi, minimnya infrastruktur pendukung, dan
belum adanya prosedur operasional yang jelas. Untuk mengatasi
hambatan tersebut, penelitian ini merekomendasikan perbaikan
dalam hal koordinasi, pemberian insentif kepada pelaksana,
serta pengembangan fasilitas pendidikan inklusif untuk anak-anak
penyandang disabilitas.

Selain itu, model SEITR (Susceptible-
Exposed-Infection-Treatment-Recovery) yang awalnya digunakan

untuk memodelkan dinamika tuberkulosis juga memberikan



wawasan penting dalam pendekatan berbasis intervensi.
Ramadhan, dkk. (2018) menggunakan model SEITR untuk
mengevaluasi efektivitas strategi DOTS (Directly Observed
Treatment Short-course) dalam menurunkan jumlah individu
yang terinfeksi tuberkulosis. Penelitian ini menunjukkan bahwa
kompartemen treatment dalam model SEITR memberikan dampak
signifikan dalam mengurangi prevalensi penyakit (pengurangan
jumlah kasus aktif). Pendekatan ini relevan untuk diterapkan
dalam dinamika anak putus sekolah dengan menambahkan
intervensi berupa Program GASPOL 12 sebagai kompartemen
treatment dalam model EDR.

Berdasarkan penelitian-penelitian sebelumnya,
penelitian ini bertujuan untuk mengembangkan model SIGR
(Susceptible-Infection-Program GASPOL 12-Recovery) sebagai
bentuk adaptasi dari model EDR berdasarkan Obasuyi (2020).
Model ini menambahkan kompartemen treatment berupa Program
GASPOL 12 yang telah diterapkan di Kabupaten Rembang dengan
mengganti kompartemen Drop Out menjadi kompartemen
Infection untuk menekankan proses transisi anak menjadi tidak
bersekolah akibat berbagai faktor risiko. Program GASPOL 12
dalam model ini berfungsi sebagai intervensi langsung yang
memindahkan individu dari kompartemen Infection ke Recovery.
Dengan pengembangan ini, model yang dihasilkan diharapkan
mampu memberikan gambaran lebih mendalam tentang dinamika
anak putus sekolah serta mengevaluasi efektivitas Program
GASPOL 12 dalam mengurangi angka anak putus sekolah di
Kabupaten Rembang.



B. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, penelitian ini akan

membahas masalah berikut:

1.

Bagaimana kontruksi model matematika dinamika anak
putus sekolah dengan program GASPOL 12 di Kabupaten

Rembang?

. Bagaimana menentukan titik ekuilibrium dan kestabilan

lokal titik ekuilibrium dari model matematika dinamika anak
putus sekolah dengan program GASPOL 12 di Kabupaten
Rembang?

. Bagaimana interpretasi hasil simulasi numerik model

matematika dinamika anak putus sekolah dengan program
GASPOL 12 di Kabupaten Rembang?

C. Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah di atas, tujuan penelitian ini

adalah sebagai berikut:

1.

2.

3.

Membentuk model matematika dinamika anak putus sekolah
dengan program GASPOL 12 di Kabupaten Rembang.

Menentukan titik ekuilibrium dan kestabilan lokal titik
ekuilibrium dari model matematika dinamika anak putus
sekolah dengan program GASPOL 12 di Kabupaten Rembang.

Menginterpretasikan hasil simulasi numerik model
matematika dinamika anak putus sekolah dengan program
GASPOL 12 di Kabupaten Rembang.



D. Manfaat Penelitian

1

2.

3.

. Untuk Mahasiswa

Diharapkan hasil penelitian ini akan meningkatkan

pengetahuan tentang pemodelan matematika.

Untuk Peneliti Selanjutnya
Diharapkan bahwa temuan penelitian ini dapat digunakan
sebagai sumber referensi peneliti lain, terutama yang

membahas topik pemodelan matematika.

Untuk Pemerintah
Hasil penelitian ini diharapkan dapat menjadi pertimbangan
dalam mengambil kebijakan untuk mengurangi jumlah anak

putus sekolah.

E. Batasan Masalah

1.

Batasan masalah dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:

Subpopulasi anak yang rentan putus sekolah mencakup
semua anak usia sekolah (7-18 tahun) yang terdaftar dalam
pendidikan formal maupun nonformal pada jenjang sekolah
dasar hingga sekolah menengah atas, serta memiliki Nomor
Induk Siswa Nasional (NISN) pada tahun 2023 di Kabupaten
Rembang.

. Lokasi pelaksanaan program GASPOL 12 berada di lima

Kecamatan yang ada di Kabupaten Rembang, vyaitu
Lasem, Rembang, Sarang, Sluke, dan Sulang pada tahun
2023. Pemilihan lokasi ini berdasarkan manajemen yang

ditetapkan dengan keputusan Bupati Rembang.
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3. Subpopulasi anak putus sekolah yang mengikuti program
GASPOL 12 merupakan anak putus sekolah yang telah
terdaftar melalui aplikasi Sistem Informasi Pembangunan
Berbasis Masyarakat (SIPBM).

4. Anak-anak usia sekolah yang putus sekolah dapat
melanjutkan ke sekolah baik formal maupun nonformal
dengan ketentuan jika melanjutkan sekolah formal masih

memenuhi persyaratan pendaftaran sekolah yang ada.

5. Model ini terdiri dari kompartemen SIGR, dimana:
kompartemen S merupakan anak-anak yang rentan putus
sekolah, kompartemen I merupakan anak-anak yang putus
sekolah, kompartemen G merupakan anak-anak putus
sekolah yang mendapatkan program GASPOL 12, dan
kompartemen R merupakan anak-anak putus sekolah yang
kembali bersekolah, baik melalui jalur formal maupun

nonformal.

6. Pada model dinamika ini, diasumsikan bahwa anak
yang berada di kompartemen I (putus sekolah) tidak
dapat langsung berpindah ke kompartemen R (kembali
bersekolah) tanpa terlebih dahulu melalui kompartemen
G (Program GASPOL). Proses ini menggambarkan peran
program GASPOL sebagai intervensi yang diperlukan untuk
membantu anak-anak yang putus sekolah agar dapat

kembali bersekolah baik di jalur formal maupun nonformal.



BABII
LANDASAN PUSTAKA

A. Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah konsep dasar dalam
matematika yang digunakan untuk menggambarkan hubungan
antara fungsi dan turunannya. Dalam berbagai disiplin ilmu
seperti fisika, teknik, dan ekonomi, persamaan ini berfungsi untuk
memodelkan fenomena yang melibatkan perubahan (Nuraeni,
2017).

Definisi 2.1.1 (Ross, 1989)

Persamaan diferensial adalah persamaan yang mencakup turunan
dari satu atau lebih variabel terikat (dependen) terhadap satu atau
lebih variabel bebas (independen).

Dalam persamaan diferensial, dikenal pula istilah orde.

Definisi 2.1.2 (Tenenbaum & Pollard, 1963)
Orde didefinisikan sebagai tingkat tertinggi dari turunan yang
terdapat dalam suatu persamaan diferensial.

Persamaan diferensial dibagi menjadi dua jenis. Hal ini
tergantung pada jumlah variabel bebas dalam persamaan.
Persamaan diferensial dibedakan menjadi persamaan diferensial

biasa dan persamaan diferensial parsial (Ross, 1989).

1. Persamaan Diferensial Biasa

Definisi 2.1.3 (Ross, 1989)

Persamaan diferensial biasa adalah persamaan diferensial yang

11
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melibatkan turunan dari satu atau lebih variabel terikat (dependen)
terhadap satu variabel bebas (independen).

Secara umum, persamaan diferensial biasa berorde n dapat
ditulis (Boyce, DiPrima, & Meade, 2017):

Fﬁwmﬂmmnwmm@):o (2.1)

Persamaan (2.1) menunjukkan hubungan antara variabel bebas ¢
dan nilai-nilai fungsi u serta turunan pertamanya hingga turunan
ke-n, yaitu v/, ", ..., u(™. Dalam persamaan diferensial, y = u(t)
sehingga v/, y”, ..., y™ sebagai pengganti u/(t),u” (),...,ul™ (t).
Jadi, persamaan (2.1) dapat dituliskan sebagai berikut:

Fﬁywy”w@):o (2.2)

Contoh 2.1.4 (Ross, 1989)
Di bawah ini merupakan contoh persamaan diferensial biasa.

2 2
dy+;vy<dy> =0 (2.3)

dz? dz

Persamaan (2.3) merupakan persamaan diferensial biasa
berorde dua karena dalam persamaan tersebut, variabel z
adalah satu-satunya variabel bebas, sedangkan y adalah variabel
terikat. Dikatakan sebagai persamaan diferensial biasa berorde
dua karena memiliki turunan tertinggi yaitu turunan kedua.

Sedangkan klasifikasi persamaan diferensial biasa menurut
persamaannya dibagi menjadi dua, yaitu persamaan diferensial

biasa linier dan persamaan diferensial biasa nonlinier (Ross,
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1989).

a. Persamaan Diferensial Biasa Linier

Definisi 2.1.5 (Ross, 1989)

Persamaan diferensial biasa linier orde n, dengan variabel terikat y
dan variabel bebas x, adalah persamaan yang berada dalam bentuk,
atau dapat dinyatakan dalam bentuk:

di mana ag tidak identik dengan nol.

Dikatakan persamaan diferensial biasa linier jika memenuhi

kriteria berikut:

1. Variabel terikat y dan berbagai turunannya hanya muncul
dalam pangkat satu.

2. Tidak ada perkalian antara variabel terikat y dan atau

turunan yang muncul.

3. Tidak ada fungsi transendental dari variabel terikat y
dan atau turunannya yang muncul. Fungsi transedental
yaitu fungsi yang tidak dapat dinyatakan sebagai hasil dari
operasi aljabar biasa seperti penjumlahan, pengurangan,
perkalian, pembagian, dan pangkat dengan eksponen
rasional seperti fungsi eksponensial, fungsi logaritma, dan

fungsi trigonometri.
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Contoh 2.1.6 (Ross, 1989)
Di bawah ini merupakan contoh persamaan diferensial biasa linier.
d?y

d
TS5 6y =0 (2.5)

Persamaan (2.5) disebut sebagai persamaan diferensial biasa linier
karena variabel terikat y dan berbagai turunannya hanya muncul
dalam pangkat satu, dan tidak ada perkalian antara variabel
terikat y dan atau turunannya yang muncul. Dikatakan persamaan
diferensial biasa linier berorde dua karena memiliki turunan

tertinggi yaitu turunan kedua.

b. Persamaan Diferensial Biasa Nonlinier

Definisi 2.1.7 (Ross, 1989)
Persamaan diferensial biasa nonlinier adalah persamaan diferensial
biasa yang tidak linear.

Berarti dalam persamaan ini tidak memenubhi kriteria linier.

Contoh 2.1.8 (Ross, 1989)
Di bawah ini merupakan contoh persamaan diferensial biasa
nonlinier.

d*y

d
b 6y =0 (2.6)

Persamaan (2.6) merupakan persamaan diferensial biasa nonlinier
karena variabel terikat y muncul dengan pangkat dua dalam suku
612. Jadi, tidak memenuhi kriteria linier poin kedua. Persamaan
(2.6) berorde dua karena memiliki turunan tertinggi yaitu turunan
kedua.
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B. Sistem Dinamik

Sistem disebut sebagai sistem dinamik jika variabel bebasnya
adalah waktu dan solusi yang dihasilkan dapat digunakan untuk
memprediksi masa depan. Artinya, sistem tersebut menjelaskan
bagaimana fenomena yang dimodelkan berubah seiring waktu
(Barnes & Fulford, 2009). Jadi, sistem dinamik adalah sistem yang
memungkinkan untuk memprediksi keadaan masa depan sistem
tersebut berdasarkan keadaan saat ini atau masa lalunya (Nagle,
Saff, & Snider, 2018). Ada dua jenis sistem dinamik: sistem dinamik
diskrit dan sistem dinamik kontinu (Alligood, Sauer, & Yorke,
2000).

+ Sistem Dinamik Diskrit

Sistem dinamik diskrit menggambarkan perubahan keadaan
suatu sistem dalam waktu yang bersifat diskrit, yaitu waktu
yang dihitung dalam interval tertentu yang terpisah, seperti
hari ke hari, bulan ke bulan, atau tahun ke tahun, di mana
perubahan sistem hanya dianalisis pada titik-titik waktu
tertentu (Strogatz, 2015). Sistem ini menggunakan peta
iterasi atau persamaan beda untuk memodelkan perubahan
dari satu langkah waktu ke langkah berikutnya (keadaan
sistem di waktu ¢ digunakan untuk menentukan keadaan
sistem di waktu ¢t 4+ 1) (Strogatz, 2015). Bentuk umum dari
sistem ini yaitu (Wiggins, 2000):

—

ft-i—l = f(ﬂt), t € Z atau N (27)

dengan

- @4 Vektor yang merepresentasikan keadaan sistem
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pada waktu .

- @441 Vektor yang merepresentasikan keadaan sistem
pada waktu ¢ + 1, yaitu setelah perubahan terjadi.

—

- f(Z;): Fungsi iterasi atau aturan transisi yang
menentukan bagaimana keadaan sistem pada waktu ¢
berubah menjadi keadaan baru pada waktu ¢ + 1.

- t € N: Waktu t adalah bilangan asli (t = 0,1,2,...)
digunakan ketika sistem hanya dianalisis mulai dari
saat awal menuju waktu berikutnya.

-t € Z: Waktu t adalah bilangan bulat (¢t =

...,—1,0,1,...), digunakan ketika analisis melibatkan
masa lalu dan masa depan dari sistem.

« Sistem Dinamik Kontinu

Sistem dinamik kontinu menggambarkan perubahan
keadaan suatu sistem dalam waktu yang bersifat kontinu,
yaitu waktu dianggap berjalan secara tidak terputus tanpa
jeda atau interval tertentu. Pada sistem ini, keadaan
sistem dianalisis pada setiap momen waktu dalam rentang
tertentu, berbeda dengan waktu diskrit yang hanya
memperhitungkan keadaan pada titik-titik waktu tertentu

(Strogatz, 2015). Sistem dinamik kontinu menggunakan
persamaan diferensial untuk memodelkan laju perubahan
sistem (Strogatz, 2015). Bentuk umum dari sistem ini yaitu
(Layek, 2015):

— = f(&,t),2=2(t) e R"tclICR (2.8)

dengan
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dz
dt

yang menggambarkan bagaimana sistem berubah pada

: Laju perubahan vektor keadaan 7 terhadap waktu ¢,

setiap waktu.

- f(&,t): Fungsi yang bergantung pada keadaan sistem

saat ini (£) dan waktu ¢.

- Z(t): Vektor keadaan sistem sebagai fungsi dari
waktu t.  Jika Z(t) = (z1(t),x2(t),...,xn(t)),
maka xi(t),z2(t),...,z,(t) adalah variabel yang
mencerminkan keadaan sistem pada waktu t.

- R™: Ruang vektor berdimensi n, di mana n adalah

jumlah variabel atau dimensi keadaan sistem.

- t € I C R: Waktu ¢t merupakan elemen dari interval I,

yang merupakan subset bilangan real.

Terdapat dua jenis sistem persamaan diferensial atau sistem
dinamik kontinu berdasarkan bagaimana fungsi f bergantung
pada variabel waktu ¢, yaitu sistem otonomus dan sistem

nonotonomus (Jordan & Smith, 2007):

1. Sistem Otonomus

Sistem otonomus terjadi jika sisi kanan dari persamaan (2.8)
tidak secara eksplisit bergantung pada waktu. Atau dengan
kata lain, fungsi f tidak bergantung secara eksplisit pada waktu
t. Artinya, persamaan diferensial yang menggambarkan sistem
hanya bergantung pada variabel keadaan dan tidak ada komponen
yang melibatkan waktu secara langsung. Bentuk umum dari sistem
ini yaitu (Perko, 2000):

dz

— =@ (2.9)
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. %: Laju perubahan vektor keadaan & terhadap waktu ¢, yang

menggambarkan bagaimana sistem berubah pada setiap
waktu.

—

+ f(&): Fungsi yang bergantung pada keadaan sistem saat ini
() dan tidak memiliki ketergantungan eksplisit terhadap
waktu ¢. Hal ini menunjukkan bahwa aturan perubahan
sistem bersifat tetap (tidak berubah seiring waktu).

—

« & € R™ Vektor keadaan sistem dalam ruang berdimensi
n, dimana n adalah jumlah variabel yang mencerminkan
keadaan sistem.

Atau dapat dijabarkan seperti dibawah ini.

x :%:fl(xl,xg,...,mn)
Ty = % = fo(z1,22,...,2p) (2.10)
Tn :%:fn(ml,xg,...,xn)
dengan
%1 fi(zy, o, ..., 2p)
. dz
% _ df ,f(f) _ fg(xl,:ngs,...,:cn) 211)
dg—f oz, 29,00 20)
dengan x1,xs,...,x, adalah variabel tak bebas dan t adalah

variabel bebas. Di sini, fungsi f hanya bergantung pada variabel &
dan tidak secara langsung pada waktu ¢. Sistem otonomus dapat

dibagi menjadi dua kategori: sistem otonomus linier dan sistem
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otonomus nonlinier (Strogatz, 2015).

a. Sistem Otonomus Linier

Sistem otonomus linier adalah sistem otonomus yang terjadi
ketika 7 pada sisi kanan persamaan (2.9) hanya muncul dalam
pangkat pertama. Sistem otonomus linier merupakan sistem
persamaan diferensial linier yang tidak secara eksplisit bergantung
pada waktu.

Jika masing-masing fungsi fi, f2,..., fn, pada persamaan
(2.11) merupakan fungsi linier dari variabel bebas ¢ dan tak bebas
x1,T9,...,Ty,, maka sistem tersebut disebut sistem persamaan
diferensial linier (Boyce, DiPrima, & Meade, 2017). Jika x(t)
dz adalah

' di
turunan dari z(t) terhadap ¢ dan a(¢) adalah koefisien dari x(¢),

merupakan variabel tak bebas dengan variabel bebas ¢

maka sistem dari n persamaan diferensial linier orde n dapat
ditulis dalam bentuk (Ross, 1989):

)
dx
G = anTy +a12z2 + ..+ apTs + f1,

dc% = 0171 + a2xo + ... + oy + fo, (2.12)
Ln = ap1@1 + ap2T + .+ GnTp +
Sistem (2.12) dapat ditulis dalam bentuk matriks
% ajp aiz -+ Qlp L1 h
E I R 1 ) R ) e
N : : " : : :

dt anl Qn2 - Qnp Tn In
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yang dapat ditulis dalam bentuk
= AZ+f (2.14)

Jika fungsi f = 0, maka sistem (2.14) dikatakan homogen yang
dapat ditulis

+ A: Matriks koefisien berukuran n x n (dengan n merupakan
jumlah dimensi sistem) yang elemennya merupakan

konstanta.

Jika koefisien sistem (elemen-elemen matriks A) merupakan
konstanta, maka sistem (2.14) dapat ditulis dalam bentuk

dx
T aip a2 v Qlp x1

d;
& agl az -+ ag, | | w2
= . : : (2.15)

dx
e anl Gn2 " Qnn Tn

Contoh 2.2.1

Contoh dari sistem otonomus linier yaitu (Strogatz, 2015):

dey _

I — gy

ddt . . (2.16)
ar _ _ 0 _ Kk

dt mx2 mxl

Sistem (2.16) dikatakan sistem otonomus linier karena pada
sisi kanannya, variabel x hanya muncul dalam pangkat pertama
dan tidak secara eksplisit bergantung pada waktu ¢. Jika tidak
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hanya memuat pangkat pertama, maka sistem ini akan menjadi
nonlinier. Selain itu, sistem (2.16) dapat ditulis dalam bentuk

seperti sistem (2.15).

dx1
[B)-(5 )0 e
i T“m Tm/) \*2

b. Sistem Otonomus Nonlinier

Sistem otonomus nonlinier adalah sistem otonomus yang
terjadi ketika semua variabel & pada sisi kanan persamaan (2.9)
tidak hanya muncul dalam pangkat pertama tetapi memenubhi
salah satu dari kriteria berikut (Ross, 1989):

1. Terdapat variabel terikat dan berbagai turunannya yang

muncul dalam pangkat lebih dari satu.

2. Terdapat perkalian antara variabel terikat dan atau

turunannya yang muncul.

3. Terdapat fungsi transendental dari variabel terikat dan
atau turunannya yang muncul. Fungsi transedental yaitu
fungsi yang tidak dapat dinyatakan sebagai hasil dari
operasi aljabar biasa seperti penjumlahan, pengurangan,
perkalian, pembagian, dan pangkat dengan eksponen
rasional seperti fungsi eksponensial, fungsi logaritma, dan

fungsi trigonometri.

Sistem otonomus nonlinier merupakan sistem persamaan
diferensial nonlinier yang tidak secara eksplisit bergantung pada
waktu.

Jika masing-masing fungsi fi, fo,..., f, pada persamaan

(2.11) bukan fungsi linier dari variabel bebas t dan variabel
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tak bebas x1,x9,...,x,, maka sistem tersebut disebut sebagai
sistem persamaan diferensial nonlinier (Boyce, DiPrima, & Meade,
2017). Sistem otonomus yang di susun dari persamaan-persamaan
diferensial nonlinier orde satu dapat ditulis dalam bentuk

(d
% = fl(x17x27 cee 7$n)7
dx
72 == f2($1,x2, o ,.1'”),
t (2.18)
dzy,
% = fn(xl,wg, Ce. ,J}n).

Contoh 2.2.2

Contoh dari sistem otonomus nonlinier yaitu (Strogatz, 2015):
dzy _
at =2 (2.19)

dzg

2 = —%sin(:vl)

Sistem (2.19) merupakan sistem otonomus nonlinier karena
sisi kanan dari persamaan mengandung variabel x; dalam bentuk
fungsi transedental yaitu sin(r1) yang menyebabkan sistem ini

menjadi nonlinier.

2. Sistem Nonotonomus

Sistem nonotonomus terjadi jika sisi kanan dari persamaan
(2.8) bergantung secara eksplisit terhadap waktu. Atau dengan
kata lain, waktu ¢ muncul secara eksplisit dalam fungsi f Hal
ini dapat menyebabkan perilaku sistem berubah seiring waktu

dengan cara yang lebih kompleks. Bentuk umum dari sistem
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non-otonomus yaitu (Perko, 2000):

dz -
= =@ (2.20)

—

+ f(#,t): Fungsi yang bergantung pada keadaan sistem saat
ini # dan secara eksplisit pada waktu. Hal ini menunjukkan

bahwa aturan perubahan sistem berubah seiring waktu.

dengan
% fl(t,xl,xg,...,xn)
o dxa
d e o fo(t,z1,29,..., o
e (21,32, 2n) (2.21)
dt :
% fn(t,IEl,I‘Q,...,ljn)

Dalam hal ini, f bergantung pada variabel keadaan # dan juga
variabel waktu ¢, sehingga dinamika sistem dapat dipengaruhi oleh

perubahan waktu secara langsung.

Contoh 2.2.3
Berikut merupakan contoh dari sistem nonotonomus (Verhulst,
1990):

dx .
& = 2x + sin(t
dt ®) (2.22)

a — Y
Suatu sistem dikatakan nonotonomus jika salah satu atau
lebih persamaannya secara eksplisit bergantung pada variabel
waktu ¢. Jadi, pada persamaan (2.22) merupakan sistem otonomus
karena pada persamaan pertama dalam sistem terdapat sin(t)

yang secara eksplisit bergantung pada waktu ¢.
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C. Bilangan Reproduksi Dasar (R))

Bilangan reproduksi dasar (Rj) dianggap sebagai indikator
terpenting dalam epidemiologi penyakit menular (Diekmann,
dkk, 2010). Hal ini dikarenakan Ry mewakili nilai ambang
yang menentukan dinamika suatu penyakit dalam suatu populasi
(Martcheva, 2015).

Definisi 2.3.1 (Barnes & Fulford, 2009)

Bilangan reproduksi dasar didefinisikan sebagai jumlah rata-rata
infeksi sekunder baru yang disebabkan oleh individu yang terinfeksi
dalam populasi rentan selama periode individu tersebut masih

menularkan penyakit.

Putus sekolah dapat dilihat sebagai fenomena sosial yang
menyerupai epidemi karena sifatnya yang menyebar dari satu
individu ke individu lain di lingkungan sosial atau jenjang
pendidikan (Obasuyi, 2020). Obasuyi mengidentifikasi putus
sekolah sebagai sindrom yang menyebar di setiap jenjang
pendidikan. Sedangkan menurut Bean (1985) sebagaimana
dikutip oleh Kerby (2015), sindrom ini dapat diwujudkan dalam
bentuk keinginan yang secara terbuka didiskusikan untuk
meninggalkan sekolah sering kali diikuti dengan tindakan nyata
berupa pengunduran diri dari sekolah.

Dalam konteks ini, Ry dapat diinterpretasikan sebagai jumlah
rata-rata individu rentan putus sekolah yang dipengaruhi oleh
satu individu terinfeksi sindrom putus sekolah. Jika Ry < 1,
maka penyebaran sindrom putus sekolah dapat dikendalikan atau
dihentikan. Sebaliknya jika Ry > 1, maka fenomena penyebaran
sindrom putus sekolah akan semakin meluas dalam populasi.

Dalam kasus satu kompartemen yang terinfeksi, Ry hanyalah hasil
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kali antara tingkat infeksi dan durasi rata-rata infeksi (Driessche
& Watmough, 2002).

Bilangan Reprodusksi Dasar (Rj) dapat ditentukam dengan
menggunakan matriks generasi selanjutnya (Diekmann, dkk,
2010). Gagasan dasarnya adalah menghitung matriks dimana
entri entri (¢, 7)-nya adalah jumlah infeksi sekunder yang terjadi
di kompartemen ¢ oleh individu yang terinfeksi di kompartemen
j. Dalam model penularan penyakit berbasis kompartemen, perlu
mengelompokkan individu ke dalam kompartemen berdasarkan
satu variabel keadaan diskrit. Sebuah kompartemen disebut
sebagai kompartemen penyakit jika individu di dalamnya
terinfeksi. Perlu dicatat bahwa penggunaan istilah "penyakit”
di sini lebih luas daripada definisi secara medis dan mencakup
tahap-tahap infeksi seperti tahap paparan di mana individu
yang terinfeksi belum tentu menular Dalam mengkonstruksi
matriks generasi selanjutnya mencakup kompartemen yang
menyebabkan infeksi. Diberikan ¥ = (z1,z9,...,x,) dengan
x; > 0 menunjukkan kepadatan individu pada kelas ke—i,
i =1,2,...,npadawaktut. Asumsikan bahwa proporsikelas yang
terinfeksi adalah m dengan m > n. Didefinisikan F; sebagai laju
terjadinya infeksi baru di kelas ke—¢ dan V; menyatakan selisih laju
perpindahan individu dari satu kelas ke kelas lainnya. F; adalah
komponen matriks F' dengan F = (F|,I,..., F,)" dan V;
merupakan komponen matriks V dengan V = (V1, V4, ..., V;,)T.

Matriks F' dan V adalah matriks berukuran m x m yang
dinyatakan sebagai berikut (Brauer & Chavez, 2012):

_ OFi(Ey) V— OVi(Ep)

F
al‘j ’ 6xj

,untukz,7 =1,2,...,
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dan Ey merupakan titik ekuilibrium yang bebas dari anak
putus sekolah. Matriks generasi selanjutnya dinyatakan sebagai
berikut (Diekmann, dkk, 2010)

K=Fv! (2.23)
selanjutnya, Ry diperoleh dari perhitungan
Ry = p(K) (2.24)

dimana p(K) adalah radius spectral matriks K atau modulus

maksimal dari nilai eigen matriks K.

Contoh 2.3.2
Berikut adalah contoh cara mencari Angka Reproduksi Dasar (Rj)
(Agus, dkk., 2019):

Diberikan model epidemi SIR dengan kompartemen S
merupakan kelas yang rentan terhadap penyakit. Kompartemen
I merupakan kelas yang terinfeksi penyakit, dan kompartemen R
merupakan kelas yang sembuh dari penyakit. Model epidemi STR

tersebut adalah sebagai berikut:

4 — —pSI
d = 3SI —al (2.25)
dt — o1

dt
Titik ekuilibrium bebas penyakit model (2.25) adalah

E%(S°,1°) = (§,0). Untuk menentukan bilangan reproduksi
dasar Ry sistem (2.25) digunakan matriks generasi selanjutnya
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yang diperoleh dari kompartemen /. Akan ditentukan matriks X
dan matriks Y dan dapat ditulis sebagai berikut:

It)=X Y
< I(t)=pSI —al

Matriks X menyatakan laju munculnya infeksi baru dari
kompartemen berpenyakit dan matriks Y menyatakan laju
kesembuhan atau kematian penyakit dan nilainya berlawanan
dengan model. Diperoleh X = 3571 dan Y = «l. Selanjutnya akan
dicari matriks F' dan matriks V' dengan menurunkan matriks X
dan matriks Y terhadap /. Sehingga diperoleh

F=(ps), V=a)

Kemudian akan dicari invers dari matriks V' dan diperoleh

)

Selanjutnya akan dilakukan perhitungan matriks generasi

selanjutnya.
K=rv
o K= 39) 2
= 5= (%)

Matriks K adalah matriks generasi selanjutnya berukuran 1 x 1.
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Nilai eigen dari matriks K yaitu

——
!

Angka reproduksi dasar (Rj) didapatkan dari radius spectral
matriks K, atau modulus maksimal dari nilai eigen matriks K,

yaitu
S
Ry S
a
Perhatikan bahwa Ry = ﬁas memiliki beberapa kondisi yang
mungkin, antara lain:
_8S ..
1. Ry =2 >1jikaS > %
__ BS ss
2. Rp="><1jika$S < %

Misalkan dengan menggunakan nilai parameter 5 = 0,0019 ,a =
0,1 dan S = 98, maka diperoleh:

Ro= 8
o
_ (0.0019)(98)
— Ry = 0.1)
<— Ry=1.86

Dengan begitu, syarat .S > % akan menghasilkan Ry = % > 1.
Selanjutnya, jika menggunakan 5 = 0,0013 ,a = 0,25 dan S = 98,
maka diperoleh:

p_ 5
(0%
~(0.0013)(98)
= =055

<— Ry=0.51
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Sesuai syarat ke-2 bahwa S < % diperoleh Ry = % <
1. Hal ini berarti penyakit akan menghilang seiring berjalannya
waktu. Dengan demikian, untuk mendapatkan Ry < 1 maka nilai
parameter penyebut harus lebih besar dari pada nilai parameter
pembilang atau o« > 8.5.

D. Analisis Kestabilan Sistem Dinamik

Analisis kestabilan sistem dinamik sering digunakan
untuk memahami perilaku sistem nonlinier dengan cara
menyederhanakan dan menganalisis perilaku lokal di sekitar titik
ekuilibrium (Cahyaningtias, 2016). Berikut adalah penjelasan
mengenai konsep-konsep seperti solusi positif dan terbatas, titik
ekuilibrium, linearisasi, matriks Jacobian, nilai eigen dan vektor
eigen, serta kriteria Routh-Hurwitz (1876):

1. Solusi Positif dan Terbatas

Agar model matematika memiliki makna secara biologis,
maka solusi model harus positif dan terbatas (Kurnia & Adi,
2020). Berikutini merupakan contoh menganalisis kepositifan dan
keterbatasan pada suatu model matematika (Ahmed, dkk., 2023).

Contoh 2.4.1

Dipunyai sistem sebagai berikut:

ds BaSI

G =A- Sd-i-I BeST — peS + 1+bI

dl _ BaSI ST — I (2.26)
i = 517 tPe 1+b1 — (pe + po + 1)

‘il—]f:wl—ucR
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Selanjutnya akan dicari solusi positif dan terbatas dari sistem
(2.26).

Teorema 2.4.2 (Solusi Nonnegatif)

Jika S(0) > 0,1(0) > 0dan R(0) > 0, maka himpunan solusi
{S(t),I(t), dan R(t)} dari sistem (2.26) terdiri atas bilangan real
tak negatif untuk setiap t > 0.

Bukti. Akan dibuktikan bahwa persamaan % = A — %fll —
BeST — peS + % memiliki solusi positif. Dengan mengabaikan
suku yang positif pada persamaan tidak memberikan pengaruh

terhadap kemungkinan nilai S(¢) menjadi negatif.

ds . BaSI al

g~ BT g PSSy

dsS BaST

>

7= (S+I+BeSI+ucS>

ds Bal

> ) .

— = S<S+I+B€I+M°> (2.27)

Dalam pembuktian solusi positif, dilakukan pendekatan

konservatif dengan mengganti suku gj_ll menggunakan batas
atasnya (memperbesar nilai negatif dari suku tertentu untuk
memastikan bahwa walupun dibuat asumsi kasar dapat menjamin
bahwa S(¢) > 0 yaitu §4/). Karena SLH < 1, maka berlaku
% < [Bgl. Penggantian ini memudahkan analisis dengan
tetap menjamin bahwa solusi S(¢) tidak menjadi negatif meskipun
dilakukan pendekatan yang bersifat menyederhanakan. Dengan

demikian didapatkan
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ds
r ) (ﬂdI‘F Bel + Mc)
ds
= = > — (Bal + Bel + ) dt (2.28)

Persamaan (2.28) merupakan persamaan diferensial. Untuk
memperoleh solusi digunakan metode variabel terpisah. Langkah
selanjutnya, ruas kiri diintegralkan terhadap S dan ruas kanan
diintegralkan terhadap ¢ sehingga diperoleh

/%dSZ/—(ﬁdl'f‘ﬁel‘F,uc)dt

<~ In|S| > — (Bal + Bel + pe)t + ¢, c konstanta

— eln\S\ > 6*(5d1+ﬁe1+p«c)t+c

= I8 > 37(’8d1+ﬁ51+“”)t60, misal Z = e“dan Z adalah konstanta
— S(t) > Ze—(Bal+Bel+pe)t

karena lim e~ (PaltBeltue)t —
00

<~ S(t) > Z(0)
<~ S(t)>0

Jadi terbukti bahwa S(¢) > 0 untuk setiap ¢ > 0.

Oleh karena itu, S(¢) bersifat tak negatif untuk ¢ > 0. Dengan
proses yang sama, akan didapatkan bahwa /(t) dan R(¢) bersifat
tak negatif untuk £ > 0. Dengan demikian, teorema ini terbukti.

|

Teorema 2.4.3 (Solusi Terbatas)
Himpunan solusi {S(t),(t), danR(t)} dari sistem (2.26) dengan
kondisi awal (t = 0) terbatas pada daerah:



32

- {(S(t),f(t),R(t» € Ri 0 N(t) < A}

He

Bukti. Dari sistem (2.26) diketahui bahwa N (t) = S(¢) + I(t) +
R(t) sehingga

dN
— = A — peN — pol
N
— <A —peN

@SSk

dN
< dt 2.29
< AN S (2.29)

Untuk mendapatkan solusi umum N (¢) dari persamaan (2.29)
digunakan metode pemisahan variabel yaitu NV dan ¢ sehingga

diperoleh

/dN</dt
A —pucN —
1

< ——In|]A — p.N| < t+ ¢, ckonstanta
W

c
<~ In|A — uN| < —pct+c
= ANl < e HeteC misal Z = e“dan Z adalah konstanta
= pUN(t) — A< Ze Het
= pN(t) < ZeHet 4 A
e et A

4+ =
He He

< N(t)<Z
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karena . A
—Hc
lim N(t) = lim 25— + =
t—o0 t—o0 Me Me
—Mct
<— = lim Z + lim —
t—o00 e t—o0 e
— =0+—
He
= =—
Me
sehingga
A
N(t) < —
e

Berdasarkan teorema (2.4.3), diketahui bahwa N(¢) > 0 dengan
N(t) = S(t) + I(t) + R(t). Dengan demikian, terbukti bahwa

himpunan

A
Q= {(S(t),f(t),R(t)) ER3:0<N(t) < u}
merupakan batas solusi dari sistem (2.26). Jadi, teorema ini
terbukti. -

2. Titik Ekuilibrium

Untuk melakukan analisis kestabilan suatu sistem, perlu
dihitung titik ekuilibrium dari suatu sistem. Titik ekuilibrium
dalam sistem dinamik mengacu pada suatu kondisi yang mungkin
dimiliki sistem di mana sistem akan tetap ada jika dimulai dari
titik tersebut. Ini adalah titik di mana fungsi sistem bernilai
nol. Titik ekuilibrium juga dikenal sebagai titik kesetimbangan,

titik stasioner, titik tunggal, titik kritis, atau posisi diam (Liu,
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2005). Kegunaan dari titik ekuilibrium ini yaitu untuk mengetahui
perilaku solusi sistem dengan cara menyelidiki sifat solusi yang

tidak bergantung pada waktu.

Definisi 2.4.4 (Perko, 2000)
Diberikan suatu sistem nonlinier

i
— =@ (2.30)

Titik £* € R" disebut titik ekuilibrium atau titik kritis dari

persamaan (2.30) jika f(2*) = 0.

Definisi 2.4.5 (Khalil, 1996)
Diberikan titik ekuilibrium x*(t):

. z*(t) dikategorikan stabil jika untuk setiap ¢ > 0 terdapat § >
0 sedemikian sehingga untuk setiap solusi z(t) yang memenuhi
|lx*(to) — z(to)|| < 9, berlaku ||x*(t) — x(t)|| < € untuk setiap
t > to, dimanaty € R

. z*(t) dikategorikan tidak stabil jika tidak memenuhi definisi
dari titik ekuilibrium stabil. — x*(t) dikategorikan stabil
asimtotik jika *(t) stabil dan untuk setiap solusi z(t) terdapat
do > 0sedemikian sehinggajika ||x*(to) —x(to)|| < do berlaku

limy 00 z(t) = z*(2).

Berikut merupakan contoh mencari titik ekuilibrium.
Dengan menggunakan sistem persamaan (2.25), akan dicari titik

ekuilibriumnya.
dS _dI_dR _
. dt  dt
Akan dicari titik ekuilibrium bebas penyakit untuk

mengilustrasikan tidak adanya penyakit dalam suatu populasi.
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Untuk itu, diketahui bahwa kompartemen I° = 0 dan
kompartemen R direduksi karena tidak terlalu memberikan
pengaruh ke persamaan lain dalam sistem. Jadi, kompartemen R
tidak perlu ditentukan nilai-nya. Selanjutnya /° = 0 dan % =0

akan disubtitusikan ke dalam persamaan berikut:

% =pBS°1° — ag®

— 0=1°BS" - o)
— 0=0(85" - )
— 0=85"—a

— a=p35°
(07
— —=4"
B
Diperoleh S° = % sehingga diperoleh titik ekuilibrium bebas

penyakit Fy (S, I°) yaitu (§, 0).

3. Linearisasi

Linearisasi adalah metode mengubah sistem persamaan
nonlinier menjadi persamaan linier. ~ Linearisasi dilakukan
terhadap sistem persamaan diferensial nonlinier dengan tujuan
untuk mengetahui perilaku sistem (apakah sistem stabil atau
tidak) di sekitar titik ekuilibriumnya.

Misal, dipunyai sistem awal berupa sistem persamaan

diferensial nonlinier:

dr _
ZT f(z,y) (2.31)
Z=yg(z,y)
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Jika z*,y* adalah titik ekuilibrium dimana titik berhenti
berubah ketika f(z*,y*) = 0 dan g(z*,y*) = 0, akan
dipertimbangkan perubahan kecil dari solusi yang dimulai dari
kondisi awal yang mendekati titik ekuilibrium:

u(r) = (1) — " u(T)

y(7) -
= (1) =u(r) + 2" y(r)=wv

y*
(1) +y"
Diketahui bahwa u(7) dan v(7) adalah fungsi dari 7, namun

tidak selalu bernilai nonnegatif. Subtitusikan x(7) = wu(r) + z*
dan y(7) = v(7) + y* kedalam sistem awal, sehingga

dz d

e

d d .

Eiﬂ—a(u(ﬂ‘“ﬂ)
= i:E—iu( )—i—im*

dr”  dr T dr

dy d

=W

d d .
— EQ—E(U(T)‘H/)

dTy_d’T d’Ty

karena z* dan y* adalah konstan <% = 0 dan ‘ZL: = O), maka

A d
dr™ dTu T de
d d

— T = EU(T) +0
d d
Em— EU(T)
de du



Diketahui bahwa (d—f

Asumsikan bahwa

berkelanjutan setidaknya sampai orde kedua.

_ du
&r = - dan
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Ao d
dr® dTU dTy
d d
Ey—EU(T)"_O

d d
%Q—EU(T)

dy _ dv

dr dr

dy _ dv
= dT),maka

(2.32)

g(u(r) + 2", 0(1) +y")

f dan ¢ memiliki turunan parsial

Selanjutnya

dilakukan pengembangan deret taylor menggunakan teorema

untuk fungsi dari dua variabel.

Setelah itu, akan ditunjukkan

ekspansi untuk f (untuk ekspansi g prosesnya sama dengan

ekspansi f).

fa(r),y(7))

+ fyy(x*a y*)

f(x*v

+ fra(z™,y%)

y*) + Lol v )ulr) + fy (27, y")o(7)

u?(7)
2

v (1)
2

+ oy (2", y")u(r)o(7)

+ ...

(2.33)

Istilah "turunan parsial kedua" adalah istilah yang lebih rumit
dalam perhitungan. Istilah-istilah ini dikalikan dengan nilai-nilai
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kecil seperti u2, uv, dan v? yang menunjukkan perubahan kecil
dalam sistem. Jika perubahan ini sangat kecil, seperti u ~ 0
dan v ~ 0, maka istilah-istilah tersebut menjadi sangat kecil juga
sehingga mempengaruhi hasil. Untuk itu, dalam proses linearisasi,
suku kuadrat dan suku-suku orde lebih tinggi diabaikan karena
nilainya yang sangat kecil di sekitar titik ekuilibrium dan hanya

fokus pada bagian yang lebih sederhana.

e f@y") + fu(@®, y")u(r) + fy (2", y™)v(7)
v (2.34)
i 9™, y") + go (@, y )u(r) + gy (2™, y*)v(7)

Karena z*, y* adalah titik ekuilibrium, maka f(z*, y*) = 0 dan
g(z*,y*) = 0. Sehingga diperoleh sistem yang sudah dilinearisasi:
du x ok x ok
% = fx(l’ 'Y )U(T) + fy(fﬂ 'Y )U(T)

D = ey ulr) + gyl ()

(2.35)

Matriks dari turunan parsial fungsi f(x,y) dan g(z,y) disebut
matriks Jacobian. Sistem yang sudah dilinearisasi tadi dapat ditulis
dalam bentuk

(%ﬁ) _ (fz(x*,y*) fy(:p*,y*)> (“(7)> (2.36)
ﬁ gx(x*ay*) gy(x*ay*) U(T)
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matriks
D _ f:v(x*vy*) fy(m*ay*)
f - * * * *
g(t(‘r Y ) Qy(x 'Y )
adalah matriks Jacobian yang dievaluasi di titik ekuilibrium
(x*,y*). Semua elemen dari matriks ini adalah konstanta yang
sudah diketahui, sehingga

D, - <fx(w,y) ga:(x,y)>

(2.37)
fy(w, y) gy(fﬂ, y)

T=r*,y=y*

Dalam teorema Hartman-Grobman (1960), membenarkan
pengambilan kesimpulan tentang sistem nonlinier dari
mempelajari sistem yang telah dilinearisasi. Teorema
Hartman-Grobman (1960) garis besar menyatakan bahwa solusi
dari sistem otonom n x n dari persamaan diferensial biasa yang
berada disekitar titik ekuilibrium (keadaan stabil) akan tampak
"kualitatif" mirip dengan solusi dari sistem (2.35) yang telah
dilinearisasi disekitar titik (0,0). Hasil ini berlaku hanya ketika
titik ekuilibrium tersebut adalah titik ekuilibrium hiperbolik,
yaitu ketika tidak ada dari nilai eigen matriks Dy yang memiliki
bagian real nol. Adapun titik ekuilibrium nonhiperbolik terjadi
ketika ada dari nilai eigen matriks D; yang memiliki bagian real
nol (minimial satu nilai eigen) (Martcheva, 2015).

4. Matriks Jacobian

Matriks Jacobian merupakan alat penting dalam analisis
kestabilan sistem dinamik, terutama dalam konteks pemodelan
matematika. Matriks ini terdiri dari semua turunan parsial
pertama dari fungsi nonlinier yang menggambarkan sistem. Dalam

proses linearisasi, matriks Jacobian digunakan untuk mengubah
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sistem persamaan diferensial nonlinier menjadi bentuk yang lebih
sederhana sehingga memudahkan analisis kestabilannya (Faizah,
dkk., 2019).

Teorema 2.4.6 (Perko, 2000)
Jika f : R®™ — R" dapat diturunkan di xo, maka semua turunan

parsial gj:?, j=1,2,... nadadixy Untuk setiap x € R", turunan
J

total D(xo) yaitu

Df(.f()) = Z 8fl (330).%'j (2.38)

Dengan demikian, jika f adalah fungsi yang dapat diturunkan, maka
turunan Dy dinyatakan dalam bentuk matriks Jacobian berukuran

n X n.
Dy = (5%) (2.39)
Misalkan, dipunyai sistem:
dx dy dz
E_F(xayaz)a E_G(xvyvz)v E—H(%%Z)
(2.40)

Matriks Jacobian Dy dapat didefinisikan sebagai berikut (Boyce,
DiPrima, & Meade, 2017):

(2.41)

@m@Q‘Q’q

Contoh 2.4.7
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Berikut merupakan contoh mencari matriks Jacobian
menggunakan sistem (2.25):

Perhatikan sistem persamaan berikut.

@ — —BSI
dl — BST — ol
At — o

dt

Didefinisikan bahwa F'(S, I, R) = —(S1, G(S,1,R) = BSI — al,
dan H(S,I, R) = al. Maka matriks Jacobian-nya adalah

OF OF OF
oS ol OR

_ oG oG oG
Dy=155 9 9%
oH oH oH
oS ol OR

-pI —-BS O
<~ Dy=| pI pBS—a O
0 « 0

Definisi 2.4.8 (Perko, 2000)
Titik ekuilibrium xy € R" adalah titik ekuilibrium hiperbolik dari
sistem persamaan diferensial nonlinier jika bagian real nilai eigen

dari D¢ (x) tidak sama dengan nol.

5. Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Nilai eigen dalam sebuah matriks akan digunakan untuk
menentukan kestabilan titik ekuilibrium. Nilai eigen suatu matriks

dapat didefinisikan sebagai:

Definisi 2.4.9 (Anton & Rorres, 2014)
Jika A adalah matriks n x n, maka vektor tak nol ¥ di R™ disebut
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sebagaivektor eigen dari A jika hasil kali AZ adalah kelipatan skalar
dari T, yaitu:

AZ = \¥ (2.42)

untuk beberapa skalar ). Skalar A\ adalah nilai eigen dari A dan ¥

dikatakan sebagai vektor eigen yang sesuai dengan .

Persamaan
AT =7 (2.43)

dapat dilihat sebagai transformasi linier yang memetakan (atau
mengubah) vektor ¥ yang diberikan menjadi vektor baru ¢ dengan
mengubahnya menjadi kelipatan dari vektor #. Sehingga dapat
didefinisikan bahwa ¢ = A%, dimana A merupakan faktor pengali

skalar. Persamaan (2.43) dapat ditulis sebagai berikut:

AT = \T (2.44)
atau
(A=XHZ=0 (2.45)
+ A: Matriks koefisien atau matriks yang berukuran n x n.

+ A: Nilai eigen.

« I:Matriks identitas berukur n x n. Matriks identitas memiliki
nilai 1 pada diagonal utama dan O diluar diagonal utama.

« & Vektor eigen.
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Persamaan (2.45) memiliki solusi tak nol jika dan hanya jika
det(A—X)=0 (2.46)

Persamaan (2.46) adalah persamaan polinomial derajat n
dalam A dan disebut sebagai persamaan karakteristik dari matriks
A. Nilai-nilai A yang memenuhi persamaan (2.46) bisa bernilai
real atau kompleks dan disebut sebagai nilai eigen dari A. Solusi
tak nol dari persamaan (2.44) atau (2.45) yang diperoleh dengan
menggunakan nilai A tersebut sebagai vektor eigen yang sesuai
dengan nilai eigen tersebut.

Dalam menentukan determinan suatu matriks persegi,
terdapat beberapa metode yang dapat digunakan, di antaranya
metode sarrus serta metode minor dan kofaktor (Rahardja &
Sudaryono, 2024). Namun, sebelum membahas metode-metode

tersebut, terlebih dahulu akan dijelaskan definisi dari determinan.

Definisi 2.4.10 (Aitken, 1944)
Misal matriks A merupakan matriks persegi yang berukuran n X n,

maka determinan |A| atau |a;;| dari matriks tersebut adalah

Al = laij| = +a1a025 - Gy,

jumlah ini terdiri dari n! suku yang mencakup semua permutasi
(a,B,...,v) dari indeks kolom elemen-elemen a;;, dan tanda
(+) atau (—) diberikan pada setiap suku sesuai dengan apakah

permutasi tersebut ganjil atau genap.

Determinan adalah sebuah bilangan yang berhubungan
dengan matriks persegi. Cara paling dasar untuk menghitung
determinan adalah dengan melakukan ekspansi menggunakan
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kofaktor (Kirkwood, 2017). Berikut ini merupakan definisi dari

determinan matriks berorde tinggi.

Definisi 2.4.11 (Anton, 2010)
Jika A adalah matriks persegi, maka minor dari elemen a;;
dilambangkan dengan M;; merupakan determinan dari submatriks
yang diperoleh dengan menghapus baris ke-i dan kolom ke-j dari
matriks A. Untuk kofaktor dari elemen a;; dilambangkan dengan
C;j dimana

Cij = (=1)" My;.

Contoh 2.4.12 (Anton, 2010)
Berikut ini merupakan contoh menentukan minor dan kofaktor.

Misalkan dipunyai matriks A dengan

, maka akan ditentukan minor dan kofaktor dari elemen aq;.
Penyelesaian:

Untuk menentukan minor dari elemen a1, maka baris ke-1 dan
kolom ke 1 dari matriks A akan dihapus sehingga determinan dari
submatriks A yang dilambangkan dengan M;; adalah

5 6
L g = B8 (6x4)=d0-24=16

M =

sehingga kofaktor dari elemen a;; adalah

Ci1 = (- = (—1)% x 16 = 16.



45

Definisi 2.4.13 (Anton, 2010)

Jika A adalah matriks n X n, maka bilangan yang diperoleh dengan
mengalikan entri-entri pada setiap baris atau kolom dari matriks
A dengan kofaktor-kofaktor yang bersesuaian dan menjumlahkan
hasil kalinya disebut determinan dari A. Penjumlahan tadi disebut

sebagai ekspansi kofaktor dari matriks A. Dengan kata lain:

det(A) = aleU + anggj +...+ anij-,
(Ekspansi kofaktor sepanjang kolom ke-j)

dan
det(A) = a;1C;1 + a;9C59 + . .. + ainCin,

(Ekspansi kofaktor sepanjang baris ke-i)

Contoh 2.4.14 (Anton, 2010)

Berikut ini merupakan contoh menentukan determinan
menggunakan metode ekspansi kofaktor baik baris maupun
kolom.

Misal dipunyai matriks A sebagai berikut:

akan ditentukan determinan dari matriks A menggunakan
ekspansi kofaktor baris pertama dan ekspansi kofaktor kolom

pertama.
Penyelesaian:
Akan ditentukan determinan dari matriks A menggunakan
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ekspansi kofaktor baris pertama.

3 1 0
det(A)=|-2 —4 3
5 4 =2
— —3 —4 3 1 2 3 1o 2 —4
4 -2 5 -2 5 4
—= =3((-49)(=2) - (9)3)) = (D) ((=2)(=2) = 3)(5)) + 0((=2)(4) — (5)(—4))
= =3(8-12)—1(4—15)+0
= =3(—4)—1(~11)+0
— =-1

Selanjutnya akan ditentukan determinan dari matriks A
menggunakan ekspansi kofaktor kolom pertama.

3 1 0
det(A)=|-2 —4 3
5 4 -2
4 3 1 0 1 0
=3, T o1ty
= =3((—4)(=2) = (D (3)) — (=2) ()(=2) — (4)(0)) + 5 ((1)(3) — (—=4)(0))
= =3(8—12) — (=2)(=2—0) + 5(3 — 0)
= =3(—4) — (—2)(—2) + 5(3)
— =1

Metode selanjutnya yang bisa digunakan dalam menetukan
determinan matriks yaitu metode Sarrus. Perhitungan determinan
matriks dengan metode Sarrus hanya dapat diterapkan pada
matriks ukuran 2 x 2 dan 3 x 3. Metode sarrus menggunakan
perkalian elemen matriks secara diagonal. Perkalian elemen
matriks pada diagonal turun (dari kiri atas ke kanan bawah) diberi
tanda positif, sedangkan perkalian elemen matriks diagonal naik
(dari kiri bawah ke kanan atas) diberi tanda negatif (Rahardja &
Sudaryono, 2024).
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Misal dipunyai matriks A berorde 3 x 3.

ailp al2 ais
A= la a2 as

asy azz2 az3

Maka untuk mencari determinan dari matriks A sebagai berikut.

a; ag as
det A = b1 b2 bg
Cc1 C2 C3

= a1bocg + asbscy + agbico

- a3b201 - a1b302 — Glecg. (2.47)

Contoh 2.4.15 (Boyce, DiPrima, & Meade, 2017)
Berikut merupakan contoh mencari nilai eigen dan vektor eigen.
Akan ditentukan nilai eigen dan vektor eigen dari sistem di bawah

ini.
d
;Tf morey (2.48)
Y=dr -2

Penyelesaian:

Bentuk matriks terlebih dahulu.
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3—A -1 1 0
— = (2.49)
4 —2—=A o 0
Nilai eigen adalah akar-akar persamaan karakteristik.
det(A—AI)=0
- A -1
<= det 3 xl = 0
4 —-2—A T2 0
3—A -1 |
4 —2-A
— N_-)N-2=0
— A=2)A+1)=0
S A1 =2dan Ay = —1
Dengan demikian, diperoleh nilai eigen Ay = 2 dan Ao = —1.
Untuk menentukan vektor eigen, maka subtitusikan A\; = 2 ke
dalam persamaan (2.49) sehingga diperoleh:
1 -1 1 _ 0
4 —4) \zo) \oO
x1—29=0 (2.50)

4x1 —4x9 =10 (2.51)
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Pada persamaan (2.50) diperoleh

.%'1—1'2:0

< T1 =29
lalu substitusikan xy = x5 ke dalam persamaan (2.51)

4I1—4$2:0
<= 4dx9 —4x9 =0

< 0=0

hasil dari persamaan (2.51) yaitu 0 = 0, artinya persamaan
tersebut memiliki solusi banyak sehingga bisa ditentukan dengan
sebarang bilangan untuk nilai 2; dan x». Misalnya diambil z; = 1

dan 2 = 1, maka akan dihasilkan vektor eigen ¥ yaitu

()

Untuk nilai eigen Ay = —1 yang disubstitusikan dalam persamaan

(2.49), diperoleh
4 -1 I . 0
4 1) \z2/) \o

Setiap baris dari vektor ini menghasilkan kondisi 4x1 — z2 = 0.
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Sehingga akan dicari solusinya.
4.%'1 — T2 = 0
<— 4xr1 = 22

1
< I :ng

Substitusikan z; = %ZL‘Q ke dalam persamaan 41 —xo = 0 sehingga
akan diperoleh

4.%1 — T2 = 0
1
< 41562 —x9=0
<< x9—29=0
— 0=0
karena diperoleh 0 = 0 artinya punya solusi banyak. Jadi untuk
sebarang bilangan yang memenuhi persamaan 4x; — z2 = 0

menjadi solusi yang dicari. Misalnya untuk z; = 1dan z = 4

akan dihasilkan vektor eigen kedua, yaitu

Dibawah ini merupakan kriteria kestabilan dari sistem linier.

Teorema 2.4.16 (Jordan & Smith, 2007)
Misalkan A adalah matriks konstanta dalam sistem % = A7
dengan nilai eigen \;, untuk i =1,2,...,n.

1. Jika sistem stabil, maka bagian real dari setiap \;, yaitu
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Re()\;) <0, untuk semuai =1,2,...,n.

2. Jika Re()\;) < 0 untuk semua i = 1,2,...,n dan tidak ada
nilai eigen bernilai nol yang berulang atau jika Re()\;) < 0
untuk semua i = 1,2, ..., n dan tidak ada nilai eigen bernilai
nol yang berulang, maka sistem stabil secara seragam. Jika
terdapat lebih dari satu nilai eigen yang bernilai nol, maka
dapat menyebabkan sistem tidak stabil.

3. Sistem stabil asimtotik jika dan hanya jika Re()\;) < 0 untuk
semuai = 1,2,...,n. (Dalam hal ini, sistem juga stabil secara

seragam sesuai dengan poin (2)).

4. Jika Re(\;) > 0 untuk salah satu i, maka solusi sistem tidak
stabil.

Dibawah ini merupakan kriteria kestabilan dari sistem nonlinier.

Teorema 2.4.17 (Susanto, 2012)
Diberikan &* merupakan titik ekuilibrium hiperbolik dari sistem

nonlinier % = D (7*)¥ dengan nilai eigen \:

1. Jika semua bagian realnilai eigen dari matriks D ;(z*) bernilai
negatif, maka titik equilibrium ¥* dari sistem nonlinier adalah
stabil asimtotik lokal.

2. Jika terdapat paling sedikit satu nilai eigen dari matriks
Dy(x*) yang bagian realnya bernilai positif, maka titik
equilibrium z* dari sistem nonlinier adalah tidak stabil.

Berdasarkan nilai akar-akar dari persamaan karakteristik
polinomial derajat dua, ada beberapa jenis kestabilan titik
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ekuilibrium yang diklasifikasikan dalam tabel 2.1 dan 2.2 (Boyce,
DiPrima, & Meade, 2017).

Tabel 2.1. Sifat Kestabilan Sistem Linear

Nilai Eigen Jenis Titik Kritis Stabilitas

A1 > >0 Titik simpul (Node) Tidak stabil

A <A <0 Titik simpul (Node) Stabil asimtotik

Ao <0< N\ Titik pelana (Saddle | Tidak stabil
point)

AM=X>0 Titik simpul proper atau | Tidak stabil
improper

A=A <0 Titik simpul proper atau | Stabil asimtotik
improper

A1, A2 = A =+ iu | Titik spiral Tidak stabil

dengan A > 0

A1, A2 = X £ i | Titik spiral Stabil asimtotik

dengan A < 0

A=0 Titik pusat (Center) Stabil

Tabel 2.2. Stabil Dan Ketidakstabilan Sistem Nonlinier

Nilai Eigen Jenis Titik Kritis Stabilitas

A > >0 Titik simpul (Node) Tidak stabil

A <A <0 Titik simpul (Node) Stabil asimtotik

lokal

Ao <0< N Titik pelana (Saddle | Tidak stabil
point)

AM=X>0 Titik simpul (Node) atau | Tidak stabil
titik spiral
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Nilai Eigen Jenis Titik Kritis Stabilitas

A =X <0 Titik simpul (Node) atau | Stabil asimtotik
titik spiral lokal

A1, A2 = X £ i | Titik spiral Tidak stabil

dengan A > 0

A1, A2 = X £ i | Titik spiral Stabil asimtotik

dengan A < 0 lokal

A=0 Titik pusat (Center) atau | Tidak dapat
titik spiral ditentukan

6. Kriteria Routh-Hurwitz

Salah satu masalah umum ketika menentukan jenis kestabilan
suatu sistem menggunakan nilai eigen adalah kesulitan dalam
menemukan akar-akar dari persamaan karakteristik yang berorde
tinggi. Akibatnya, dibutuhkan kriteria untuk menjamin apakah
akar-akar persamaan tersebut negatif atau positif. Salah satu
kriteria yang efektif untuk menguji kestabilan sistem adalah
kriteria Routh-Hurwitz. Kriteria Hurwitz menekankan pada
aspek determinan, sedangkan kriteria Routh pada aspek formulasi
runtun atau aray (Wahyuni, dkk., 2015).

Definisi 2.4.18 (Martcheva, 2015)
Diberikan sebuah sistem persamaan karakteristik berbentuk

polinomial berderajat n sebagai berikut:

POA) =N+ N P a2+ Fa A ta,  (2.52)
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Dimana ag = 1dan a; dengan j = 1,2, ..., n merupakan bilangan
real. Maka matriks n didefinisikan sebagai berikut:

aq 1 0

al 1

H1:(al>; Hy = ;o H3=las3 ax ar
az az

as a4 as
dan
ag 1 0 O 0
az ag aj 1 oo 0
H,=|as a4 a3 a2 ... 0 (2.53)
0 0 0 0 ... an
Dengan a; = 0dan j > n. Untuk semua akar polinomial P(\)

negatif atau negatif bagian real jika dan hanya jika determinan dari
semua matrik Hurwitz positif.

det(H;) > 0, ji=12,....n

E. Metode Runge-Kutta Orde Empat

Metode Runge-Kutta adalah suatu metode numerik yang
digunakan untuk menyelesaikan masalah nilai awal atau masalah
nilai batas pada persamaan diferensial linier ataupun persamaan
diferensial nonlinier (Enkekes & Mardianto, 2022). Tujuan
dari digunakannya metode ini yaitu untuk mencapai akurasi
pendekatan deret Taylor tanpa memerlukan perhitungan turunan
yang lebih tinggi. Berbagai jenis metode Runge-Kutta dapat

dirancang dengan menggunakan jumlah suku yang berbeda dalam
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fungsi kenaikan seperti yang ditentukan oleh n dimana nilai n ini
menunjukkan tingkat akurasi metode. Semakin tinggi nilai n, maka
semakin kecil kesalahan globalnya (Chapra & Canale, 2015).

Metode Runge-Kutta (RK) yang paling populer adalah metode
Runge-Kutta orde empat. Metode ini menghasilkan derajat
ketelitian yang lebih tinggi dibandingkan metode lain dengan
kesalahan truncation global (global truncation errors) adalah
O(h3).  Global truncation error sendiri merupakan ukuran
keseluruhan kesalahan akumulatif yang terjadi selama proses
integrasi numerik suatu metode. Berikut adalah bentuk paling
umum digunakan yang disebut sebagai metode klasik Runge-Kutta
orde empat (Chapra & Canale, 2015):

1
Yitl = Yi + 6 (k14 2ka 4+ 2kz + ka) h (2.54)
dimana
kv = f(xi, yi)
1 1
ko = f (w + §h,yi + 2k1h> (2.55)

1 1
ks=f <l’z + ihdﬁ + 2]€2h)

ks = f (xi + h,y; + ksh)

Semua nilai £ berhubungan secara rekurensi, artinya k; muncul
dalam persamaan untuk k9, yang muncul lagi dalam persamaan
ks dan seterusnya. Rekurensi ini membuat metode Runge-Kutta
efisien untuk kalkulasi menggunakan komputer (Enkekes &
Mardianto, 2022).
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F. Model Matematika

Definisi 2.6.1 (Widowati & Sutimin, 2007)

Model matematika adalah representasi dalam bentuk matematika
yang dihasilkan dari proses pemodelan matematika. Pemodelan
matematika adalah proses mengubah dan menjelaskan masalah

dunia nyata menjadi pernyataan matematis.

Model matematika dianggap baik jika mampu
merepresentasikan atau menggambarkan masalah dengan akurat.
Di bawah ini adalah proses pemodelan matematika (Widowati &
Sutimin, 2007).

1. Mengubah permasalahan nyata ke dalam bentuk matematika
Dalam proses ini memerlukan pemahaman yang mendalam
tentang masalah yang akan dimodelkan, sehingga
memungkinkan untuk mengidentifikasi variabel dan
menciptakan hubungan antar variabel yang muncul dalam
permasalahan tersebut.

2. Menentukan asumsi model matematika
Secara fundamental, asumsi menggambarkan cara berpikir
yang digunakan untuk menghasilkan suatu model. Asumsi
yang digunakan setiap individu bisa berbeda, meskipun
mereka menghadapi permasalahan yang sama. Perbedaan
ini akhirnya akan mengakibatkan variasi dalam model yang
dihasilkan.

3. Membentuk model matematika
Setelah memahami hubungan antar variabel dan asumsi,

proses selanjutnya adalah membuat persamaan atau sistem
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persamaan. Tahapan membuat model itu paling penting
dan sulit, sehingga perlu dilakukan pengujian ulang terhadap
asumsi-asumsi agar proses pembentukan model menjadi

tepat dan realistis.

4. Menentukan solusi atau menyelidiki sifat solusi
Tidak semua model matematika memiliki solusi yang dapat
ditentukan dengan mudah. Oleh karena itu, pada tahap
ini diperlukan analisis atau penyelidikan tentang sifat atau

perilaku solusi dari model matematika tersebut.

5. Interpretasi solusi atau sifat solusi model matematika
Pada proses ini mengaitkan kembali bentuk model
matematika dengan masalah yang ada dalam dunia nyata.
Penafsiran ini dapat direpresentasikan dalam bentuk
grafik yang dibuat berdasarkan solusi yang diperoleh, dan

selanjutnya diartikan sebagai solusi dalam dunia nyata.

Untuk mempermudah pemahaman, disediakan diagram alur
proses pemodelan matematika menurut Widowati dan Sutimin
(2007) yang dapat dilihat pada Gambar 2.1.
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v

Masalah Dunia Masalah Dalam )
Nyata Matematika Asumsi

v
Formulasi
Persamaan/
Pertidaksamaan
N

v

Y ——— ————
. . Interpretasi Menentukan
Solusi Dunia . . . .
Nyata Solusi atau Sifat Solusi atau Sifat
¥ Solusi dari Solusi
A

- 0 a7

3

Gambar 2.1. Proses Pemodelan Matematika Menurut Widowati
Dan Sutimin (2007)

Adapun kontruksi model yang digunakan sebagai acuan
dalam karya tulis ini adalah £ DR (Eligibility-Dropout-Recovery)
yang mana model ini diadaptasi dari model SIR (Obasuyi,
2020). Seluruh populasi dikelompokkan menjadi subpopulasi,
yaitu subpopulasi individu yang rentan untuk putus sekolah(FE),
subpopulasi individu yang terinfeksi sindrom putus sekolah(D),
dan subpopulasi individu yang kembali bersekolah atau individu
pulih (R). Model EDR dijelaskan dengan Gambar 2.2.

Berikut adalah sistem persamaan diferensial yang akan

digunakan:
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g
b E—2—[D R
A T
Gambar 2.2. Model EDR (Eligibility-Dropout-Recovery) Anak Putus
Sekolah (Obasuyi, 2020)

4 —p—aED — uE

D — aED — (B+p)D (2.56)
at — 8D — uR
dimana:
Tabel 2.3. Keterangan Variabel Dan Parameter
Simbol | Keterangan Satuan

E(t) | Subpopulasi individu yang rentan | Individu

untuk putus sekolah

D(t) | Subpopulasiindividu yang terinfeksi | Individu
sindrom putus sekolah

R(t) | Subpopulasi individu yang kembali | Individu

bersekolah atau individu pulih

i i 3 Individu
Tingkat kelahiran alami e
- ; - i
7 Tingkat kematian alami Wik
. ; - :
o Tingkat perpindahan dari status | rgmidiwake
rentan ke status putus sekolah
B Tingkat perpindahan dari status ﬁkm

putus sekolah ke status pulih

Adapun asumsi dalam model ini yaitu:
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1. Putus sekolah dianggap sebagai krisis atau penyakit sosial

epidemi dalam pendidikan.

2. Anak-anak yang lahir dalam kondisi sosial-ekonomi sulit

tetap memiliki akses pendidikan.

3. Seperti dalam model SIR (Susceptible-Infected-Recovered),
asumsi ini menyatakan bahwa anak-anak yang lahir dalam
kondisi sosial-ekonomi sulit, berisiko tertular sindrom putus
sekolah.

4. Korban yang terinfeksi putus sekolah menyebarkan sindrom
ini kepada kelompok rentan sehingga berpindah ke
kelompok yang terinfeksi putus sekolah.

5. Semua siswa yang diterima di sekolah akan menyelesaikan

pendidikan mereka, kecuali jika mereka meninggal.

Dengan asumsi-asumsi ini, peneliti mencoba memodelkan
putus sekolah sebagai masalah sosial yang bersifat epidemi dengan
penularan yang dipengaruhi oleh faktor-faktor sosial seperti
kemiskinan, pengaruh teman sebaya, dan kualitas pengajaran.
Dalam model ini, anak-anak dalam kompartemen Eligibility (E)
dianggap rentan dan dapat berpindah ke kompartemen Dropout
(D) akibat pengaruh negatif dari faktor-faktor tersebut. Misalnya,
kemiskinan orang tua dapat menghambat pembayaran biaya
sekolah, kinerja akademik yang rendah dapat menurunkan
motivasi, pengaruh teman sebaya mendorong anak meniru
perilaku putus sekolah, atau hubungan buruk antara guru dan
siswa menciptakan lingkungan belajar yang tidak kondusif.

Penelitian oleh Merani, dkk (2023) menunjukkan bahwa

faktor utama yang mempengaruhi anak putus sekolah di
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lingkungan Perumahan Buper Waena Kota Jayapura adalah
lingkungan sosial, diikuti oleh faktor ekonomi, keluarga, kurangnya
minat belajar, dan sarana prasarana sekolah. Faktor lingkungan
sosial menjadi yang paling dominan karena anak-anak sering kali
terpengaruh oleh teman sebaya yang juga putus sekolah, sehingga
menciptakan pola perilaku negatif seperti keterlibatan dalam
kegiatan kriminal, konsumsi alkohol, dan keengganan untuk
melanjutkan pendidikan atau mencari pekerjaan. Dampak negatif
ini meluas ke lingkungan sosial, menciptakan suasana yang tidak
kondusif bagi perkembangan anak-anak lainnya.

Pola ini menunjukkan bahwa anak-anak yang bergaul dengan
teman sebaya yang putus sekolah cenderung terpengaruh untuk
mengambil keputusan yang sama. Dengan menggunakan model
EDR dapat digunakan untuk menganalisis penyebaran fenomena
putus sekolah dan dapat disesuaikan untuk berbagai masalah
sosial lainnya. Selain itu, model ini memungkinkan pengembangan
kebijakan pendidikan yang lebih efektif untuk mengurangi angka

putus sekolah.

G. Anak Putus Sekolah

Pemerintah mengeluarkan peraturan tentang program
belajar yang tertuang dalam Peraturan Pemerintah Nomor 47
Tahun 2008 mengenai Program Wajib Belajar 9 Tahun, yang
merupakan implementasi dari Undang-Undang Nomor 20 Tahun
2003 tentang Sistem Pendidikan Nasional. Wajib belajar sendiri
merupakan program pendidikan dasar yang wajib diikuti oleh
warga negara Indonesia dan menjadi tanggung jawab pemerintah
baik pemerintah pusat maupun pemerintah daerah (Peraturan



62

Pemerintah No. 47, 2008). Pemerintah pusat telah mengubah
peraturan mengenai program wajib belajar yang sebelumnya
berlangsung selama 9 tahun menjadi 12 tahun. Perubahan
ini bertujuan untuk memastikan kelanjutan dan keberhasilan
program sebelumnya serta mempersiapkan generasi emas
Indonesia pada tahun 2045. Program wajib belajar 12 tahun ini
ditujukan kepada seluruh warga negara Indonesia yang berusia 7
hingga 18 tahun (Margiyanti & Maulia, 2023).

Program yang dirancang oleh pemerintah sebenarnya sangat
baik jika diimplementasikan dengan optimal. Program wajib
belajar 12 tahun bertujuan agar setiap generasi bangsa minimal
menyelesaikan pendidikan hingga jenjang Sekolah Menengah Atas
(SMA), sehingga dapat menciptakan generasi yang berkualitas dan
berdaya saing. Namun, dalam kenyataannya program ini belum
sepenuhnya efektif karena masih terdapat anak-anak yang putus
sekolah (Margiyanti & Maulia, 2023).

Menurut Kaufman, putus sekolah didefinisikan sebagai siswa
yang tidak mampu menyelesaikan program pendidikan hingga
selesai atau yang gagal menuntaskan program belajar (Widiasanti,
dkk., 2023). Sedangkan dalam Peraturan Bupati Rembang nomor
20 Tahun 2023 tentang Penanganan Anak Tidak Sekolah, anak
putus sekolah didefinisikan sebagai siswa yang tidak mengikuti
pelajaran selama 6 (enam) bulan berturut-turut atau lebih dam
dinyatakan putus sekolah oleh satuan pendidikan sesuai dengan
ketentuan yang berlaku serta siswa yang tidak melanjutkan jenjang
pendidikan sampai tingkat menengah atas.

Putus sekolah merupakan masalah sosial, krisis, dan atau
epidemi. Dengan kata lain, putus sekolah merupakan sindrom yang
menyebar di setiap jenjang pendidikan (Obasuyi, 2020). Sindrom
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putus sekolah menurut Bean (1985) sebagaimana dikutip oleh
Kerby (2015) adalah keinginan yang didiskusikan secara terbuka
untuk meninggalkan sekolah yang dibarengi dengan pengunduran
diri yang sebenarnya. Sindrom putus sekolah yang terjadi di setiap
jenjang pendidikan mencirikan kerentanan terhadap pendidikan
yang tidak setara dan kemiskinan di masa depan (Obasuyi, 2020).
Untuk itu, persoalan anak putus sekolah mendapatkan perhatian
serius dari pemerintah salah satunya yaitu pemerintah Kabupaten
Rembang yang mengadakan program GASPOL 12.

H. Program GASPOL 12

GASPOL 12 (Gerakan Ayo Sekolah 12 Tahun) adalah upaya
yang terstruktur, menyeluruh, dan terencana yang melibatkan
seluruh elemen bangsa secara bersama-sama. Tujuannya adalah
dengan kesadaran, kemampuan, dan tanggung jawab bersama
untuk mengembalikan anak-anak usia sekolah yang telah putus
sekolah agar dapat melanjutkan pendidikan mereka hingga tuntas
12 tahun.

Adanya program GASPOL 12 merupakan upaya pemerintah
Kabupaten Rembang dalam rangka penanganan anak tidak sekolah
yang mana hal tersebut telah tercantum dalam Peraturan Bupati
Rembang Nomor 20 Tahun 2023 mengenai Penanganan Anak yang
Tidak Sekolah. Anak Tidak Sekolah (ATS) dikelompokkan menjadi
tiga, yaitu anak belum pernah sekolah (sama sekali belum pernah
sekolah baik formal maupun nonformal), anak putus sekolah (tidak
tamat pada jenjang pendidikan tertentu), dan anak yang lulus
tidak lanjut (tamat pada jenjang pendidikan tertentu tapi tidak
melanjutkan ke jenjang berikutnya). Namun, dalam penelitian ini
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hanya akan menggunakan data anak putus sekolah berupa putus
sekolah karena tidak melanjutkan ke jenjang berikutnya maupun
putus sekolah pada jenjang pendidikan tertentu.

Pelaksanaan GASPOL 12 dimulai dengan pendataan ATS
melalui aplikasi SIPBM (Sistem Informasi Pembangunan Berbasis
Masyarakat). Dalam menjalankan pendataan Anak Tidak Sekolah
(ATS), Dinas Pendidikan Pemuda dan Olahraga Kabupaten
Rembang bekerja sama dengan Pemerintah Desa/Kelurahan.
Proses pendataan ini dilakukan setiap tahun menggunakan sistem
informasi dan manajemen yang diatur melalui keputusan Bupati.
Untuk itu, setiap tahunnya pendataan ATS difokuskan dibeberapa
wilayah yang ada di Kabupaten Rembang.

Setelah pendataan dilakukan, Dinas Pendidikan Pemuda
dan Olahraga melakukan identifikasi Anak Tidak Sekolah (ATS).
ATS kemudian dikelompokkan ke dalam beberapa kategori

berdasarkan isu yang dihadapi.
1. Anak yang bekerja dan pekerja anak
2. Anak terlantar
3. Anak dalam perkawinan anak
4. Anak penyandang disabilitas
5. Anak yang mengalami kekerasan

6. Faktor ketidak mampuan ekonomi

~

. Anak yang mengalami permasalahan sosial

Selanjutnya, dilakukan rekonfirmasi data ATS untuk

memastikan apakah mereka bersedia kembali ke sekolah
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atau tidak. Dalam upaya mengembalikan ATS, Pemerintah
Kabupaten Rembang menyediakan fasilitas bagi ATS untuk
kembali ke pendidikan formal, nonformal, sekolah inklusi yang
telah ditetapkan, atau program vokasi terintegrasi. Selain itu,
pemerintah juga menawarkan beasiswa sesuai dengan ketentuan
hukum, advokasi, program orang tua asuh, serta merujuk ATS ke
lembaga kesejahteraan sosial anak.

Penanganan Anak Tidak Sekolah (ATS) didanai melalui APBD
(Anggaran Pendapatan dan Belanja Bulanan), APBDes (Anggaran
Pendapatan dan Belanja Desa), dan sumber dana lainnya. Untuk
mendukung pelaksanaan serta keberlanjutan program ini, Dinas
Pendidikan Pemuda dan Olahraga menjalin kerja sama dengan
berbagai pihak yang meliputi pembiayaan, penyediaan sarana dan
prasarana, serta program orang tua asuh. Selain itu, dukungan
untuk melanjutkan pendidikan diwujudkan melalui pemberian
seragam, sepatu, buku, serta barang-barang lain sesuai kebutuhan
siswa yang ditentukan melalui musyawarah desa (Peraturan
Bupati Rembang No. 20, 2023).

I. Kajian Penelitian Terdahulu

Sebelumnya sudah banyak penelitian yang membahas
mengenai dinamika anak putus sekolah. Berikut ini merupakan
persamaan dan perbedaan dari beberapa penelitian yang
dilakukan peneliti terdahulu dan penulis:
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Tabel 2.4. Kajian Penelitian Terdahulu

No | Penelitian Persamaan Perbedaan
Terdahulu

1 | “Modelling Penelitian Pada penelitian
Dropout  Crisis | ini memiliki | ini menggunakan
in Education | kesamaan model EDR
Distribution dengan (Eligibility-Drop
for  Developing | penelitian yang | Out-Recovery),
Economie  with | akan dilakukan | sedangkan
Replicative penulis karena | penelitian yang
‘SIR’ Model | sama-sama akan dilakukan
Educational membahas penulis
Thought”  oleh | pemodelan putus | menggunakan
Folorunso sekolah di negara | model SIGR
Obayemi berkembang. dengan
Temitope kompartemen
OBASUYI tahun tambahan yaitu
2020 program GASPOL

12.

2 | "A Mathematical | Penelitian Penelitian ini
Model and | ini memiliki | menggunakan
Optimal Control | kesamaan model SDR
Analysis for | dengan (Scholling-Drop
Scholar Drop | penelitian Out-Recovery)
Out” oleh | penulis  dalam | untuk
Ahmed Kourrad | membahas memodelkan
Amine Alabkari | pemodelan putus | mahasiswa putus
Khalid Adnaoui | sekolah. kuliah, dengan
Fouad Lahmidi kompartemen
Youssef Tabit dan R untuk
Abderrahim EL pendidikan
Adraoui  tahun nonformal.

2023
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No | Penelitian Persamaan Perbedaan
Terdahulu

3 | A Mathematical | Penelitian Menggunakan
Model to Address | ini memiliki | model PEDA
Out-of-School kesamaan dalam | (Parents-Expose-
Children Menace | membahas Drop
for Actualization | pemodelan putus | Out-Affected),
of  Sustainable | sekolah dan | tidak ada
Development melibatkan kompartemen
in Nigeria” | program rentan, tetapi
oleh Abayomi | pemerintah. mengikutsertakan
Ayotunde Ayoade peran orang tua.
dan Philip Iyiola Berbeda dengan
Farayola tahun model SIGR
2022 yang melibatkan

program GASPOL
12.

4 | “Why do students | Sama-sama Model PVFD
quit school? | membahas (Passing-
Implications from | pemodelan putus | Vulnerable-

a dynamical | sekolah. Failing- Drop
modelling Out) dibagi
study” oleh menjadi

Bechir Amdouni, kompartemen
Marlio Paredes, normal dan putus
Christopher sekolah, dengan
Kribs, dan Anuj kompartemen
Mubayi tahun rentan V)
2017 dan gagal (F)

yang tidak ada
pada penelitian
penulis.




68

No | Penelitian Persamaan Perbedaan
Terdahulu
5 | Pemodelan Penelitian Penelitian ini

Matematika ini memiliki | menggunakan

Penyebaran kesamaan model

Penyakit dengan matematika

Tuberkulosis penelitian yang | SEITR

dengan Strategi | akan dilakukan | untuk kasus

DOTS oleh | oleh penulis, | penyebaran

Mustiko Rizki | yaitu adanya | penyakit

Ramadhan, dkk | kompartemen tuberkulosis.

tahun 2018 treatment Sementara
dalam model | itu, model
matematikanya. matematika yang
Dalam akan digunakan
kompartemen pada kasus
tersebut, penyebaran anak
individu yang | putus  sekolah
menjalani adalah model
treatment belum | SIGR. Pada jurnal
tentu sembuh | ini, treatment
sepenuhnya, yang digunakan
melainkan ada | berupa strategi
kemungkinan DOTS, sedangkan
untuk  kembali | dalam penelitian

ke kompartemen
yang terinfeksi.

yang akan
dilakukan

oleh penulis
menggunakan
treatment berupa
intervensi
program GASPOL
12 di Kabupaten
Rembang.




BAB III

Metodologi Penelitian

A. Metode Penelitian

Penelitian ini bagian dari pendekatan studi literatur yang
dikenal sebagai penelitian kepustakaan. Penelitian kepustakaan
merupakan serangkaian tindakan yang dilakukan dengan
cara membaca, mengumpulkan, mengolah, dan menghasilkan
kesimpulan dari bahan yang dipelajari (Wijoyo, dkk., 2021).
Semua informasi dan pengetahuan yang ada di kepustakaan,
termasuk bacaan, buku, referensi, dan hasil penelitian lainnya

ditelaah dan diidentifikasi untuk tujuan penelitian ini.

B. Prosedur Penelitian

Untuk menjawab permasalahan yang ada, digunakan metode

penelitian sebagai berikut:

1. Studi Literatur
Studi  literatur adalah langkah pertama dalam
mengumpulkan teori dan melihat literatur untuk
menentukan masalah anak putus sekolah. Sumber referensi
berupa buku, jurnal, artikel, tugas akhir, dan artikel terkait

anak putus sekolah.

2. Mengkonstruksi model matematika
Pada tahap ini dilakukan penentuan asumsi awal dan
variabel yang nantinya akan digunakan untuk membuat

model matematika anak putus sekolah.
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3. Menentukan titik ekuilibrium dan kestabilan lokal titik
ekuilibrium
Pada langkah ini, setelah mendapatkan persamaan dari
model matematika maka perlu menemukan titik ekuilibrium

dan menentukan kestabilan titik ekuilibrium.

4. Melakukan simulasi numerik pada model
Dengan menggunakan bantuan MATLAB R2013a dan Maple
11, simulasi numerik dilakukan pada model matematika

anak putus sekolah berdasarkan model.

5. Menginterpretasi hasil simulasi numerik
Melakukan interpretasi hasil simulasi numerik yang sudah
dilakukan. Kemudian dari hasil temuan yang telah dibahas

sebelumnya ditarik kesimpulan.

Diagram alur penelitian berikut menunjukkan proses
penelitian yang akan dilakukan:
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Mengkonstruksi model matematika

Melakukan simulasi numerik pada model

Gambar 3.1. Diagram Alur Penelitian




BAB1V
PEMBAHASAN

Bab ini membahas tentang model matematika dinamika anak
putus sekolah dengan program GASPOL 12 di Kabupaten Rembang
serta analisis dinamik dari model ini untuk menentukan titik
ekuilibrium, bilangan reproduksi dasar, analisis kestabilan dari

titik ekuilibrium, dan simulasi numerik.

A. Konstruksi Model Matematika Anak Putus Sekolah
Dengan Program GASPOL 12

Model matematika dalam penelitian ini merupakan
pengembangan dari jurnal Obasuyi (2020) yang terdiri dari
empat subpopulasi, yaitu subpopulasi yang rentan untuk putus
sekolah (Susceptible), subpopulasi yang terinfeksi sindrom putus
sekolah (Infected), subpopulasi yang terinfeksi sindrom putus
sekolah dan mendapatkan program GASPOL 12 (GASPOL), dan
subpopulasi yang kembali bersekolah baik sekolah formal maupun
nonformal (Recovered). Berikut ini merupakan asumsi-asumsi

yang digunakan dalam membentuk model:

1. Populasi anak usia sekolah yaitu 7-18 tahun dianggap

tertutup yang mana tidak ada imigrasi atau emigrasi.

2. Anak putus sekolah yang kembali bersekolah baik secara
formal maupun nonformal dianggap permanen karena tidak
dapat kembali ke subpopulasi rentan ataupun subpopulasi
terinfeksi sindrom putus sekolah.
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3. Anak yang putus sekolah wajib mengikuti program GASPOL
12 sebelum mengambil keputusan untuk melanjutkan

sekolah atau berhenti sekolah.

4. Untuk kembali bersekolah, maka anak putus sekolah harus
mengikuti program GASPOL 12 terlebih dahulu.

5. Terdapat pengurangan jumlah individu pada setiap
subpopulasi yang disebabkan karena faktor kelulusan,

perpindahan sekolah, maupun kematian.

6. Terdapat dua kemungkinan terkait anak putus sekolah yang
telah mengikuti program GASPOL 12 yaitu dapat kembali
bersekolah atau tidak melanjutkan sekolah sehingga bisa
kembali ke kompartemen 1.

7. Anak usia sekolah rentan terifeksi sindrom putus sekolah
melalui interaksi dengan anak-anak yang sudah putus
sekolah.

Setelah menentukan asumsi awal, langkah selanjutnya yaitu
mendefinisikan variabel dan parameter yang akan digunakan
dalam model matematika dinamika anak putus sekolah dengan
program GASPOL 12 di Kabupaten Rembang yang dapat dilihat
pada (4.1) dan (4.2) berikut:
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Tabel 4.1. Variabel yang Digunakan dalam Membuat Model

Variabel | Keterangan Satuan Syarat
N(t) | Jumlah populasi Individu | N(¢) >0
S(t) Subpopulasi yang rentan untuk | Individu | S(¢) >0
putus sekolah

1(t) Subpopulasi  yang terinfeksi | Individu | I(¢) >0
sindrom putus sekolah

G(t) Subpopulasi  yang terinfeksi | Individu | G(¢) >0
sindrom putus sekolah dan
mendapatkan program GASPOL
12

R(t) Subpopulasi  yang  kembali | Individu | R(t) >0
bersekolah baik sekolah formal
maupun nonformal

Tabel 4.2. Parameter Yang Digunakan Dalam Membuat Model

Parameter

Keterangan

Satuan

Syarat

b

memasuki usia sekolah

Laju bertambahnya individu
berusia 7-18 tahun yang sudah

Individu
Hari

b>0

Laju kontak antara subpopulasi
rentan putus sekolah dengan
subpopulasi yang terinfeksi
sindrom putus sekolah

1
Hari Individu

5>0

Laju  berkurangnya individu
pada subpopulasi karena faktor
kelulusan, perpindahan sekolah,

maupun kematian

©w>0
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Parameter | Keterangan Satuan Syarat

w Laju perpindahan subpopulasi | w— w>0
terinfeksi sindrom putus sekolah
ke subpopulasi anak putus
sekolah yang mendapatkan
program GASPOL 12

q Proporsi individu anak putus | - 0<qg<1
sekolah yang mendapatkan
program GASPOL 12 kembali ke
sekolah

(1-gq) Proporsi individu anak putus | - 0<¢<1
sekolah yang mendapatkan
program GASPOL 12 kembali
ke subpopulasi yang terinfeksi
sindrom putus sekolah

§ Laju individu anak putus sekolah | = 0>0
yang mengikuti program GASPOL
12 lalu kembali bersekolah

Berdasarkan asumsi-asumsi, variabel, dan parameter yang
ditentukan, maka selanjutmya akan dibentuk diagram dari model
matematika dinamika anak putus sekolah dengan program
GASPOL 12 di Kabupaten Rembang pada Gambar 4.1 berikut:

b B w qo

— S I G R
| NG| |
[ [ It [

Gambar 4.1. Diagram Transfer Model Matematika Dinamika
Anak Putus Sekolah Dengan Program GASPOL 12 Di
Kabupaten Rembang
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Berdasarkan diagram transfer pada Gambar 4.1, dapat

dijelaskan laju perubahan dari setiap subpopulasi sebagai berikut.

ds
o =b—BSI—pS (4.1)

Pada persamaan (4.1) merepresentasikan laju perubahan
subpopulasi yang rentan untuk putus sekolah S pada waktu ¢
yang bertambah karena adanya laju perekrutan menjadi individu
rentan yang disimbolkan dengan b. Selain itu, laju subpopulasi S
juga berkurang karena adanya interaksi antara subpopulasi yang
rentan untuk putus sekolah S dengan subpopulasi yang terinfeksi
sindrom putus sekolah I dan disimbolkan dengan 3SI sehingga
menyebabkan individu rentan putus sekolah berpindah menjadi
individu yang terinfeksi sindrom putus sekolah dan terdapat
perpindahan individu dari subpopulasi S akibat kelulusan,
perpindahan sekolah, maupun kematian yang disimbolkan dengan
wS.
dl

o = P91+ (1= )o@ — (n+w)I (4.2)

Persamaan (4.2) merepresentasikan laju perubahan
subpopulasi yang terinfeksi sindrom putus sekolah [ pada
waktu ¢ yang mengalami peningkatan jumlah karena adanya
interaksi antara subpopulasi yang rentan untuk putus sekolah
S dengan subpopulasi yang terinfeksi sindrom putus sekolah I
dan disimbolkan dengan (S sehingga menyebabkan individu
rentan putus sekolah berpindah menjadi individu yang terinfeksi
sindrom putus sekolah. Laju subpopulasi I bertambah karena

adanya peluang individu anak putus sekolah yang mendapatkan
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program GASPOL 12 kembali ke subpopulasi [ karena tidak ingin
melanjutkan sekolah yang disimbolkan dengan (1 — ¢)dG. Selain
itu, laju subpopulasi I juga mengalami pengurangan jumlah karena
adanya perpindahan individu dari subpopulasi I akibat kelulusan,
perpindahan sekolah, maupun kematian yang disimbolkan
dengan p/ ditambah dengan adanya laju perpindahan individu
dari subpopulasi I menjadi subpopulasi G yang disimbolkan
dengan w/ dikarenakan setiap individu yang putus sekolah harus
mengikuti program GASPOL 12.

%:wl—(l—q)éG—uG—qu
%zw[—éG%—qéG—uG—qéG
% =wl—(0+pn)G (4.3)

Persamaan (4.3) merepresentasikan laju perubahan
subpopulasi anak putus sekolah yang mendapatkan program
GASPOL 12 (G) pada waktu ¢ yang mengalami peningkatan jumlah
karena adanya laju perpindahan individu dari subpopulasi [
menjadi subpopulasi G yang disimbolkan dengan w/! dikarenakan
setiap individu yang putus sekolah harus mengikuti program
GASPOL 12. Serta mengalami pengurangan jumlah karena ada
adanya perpindahan individu dari subpopulasi GG akibat kelulusan,
perpindahan sekolah, maupun kematian yang disimbolkan dengan
u(G ditambah dengan peluang individu anak putus sekolah yang
mendapatkan program GASPOL 12 kembali ke subpopulasi
I karena tidak ingin melanjutkan sekolah yang disimbolkan
dengan (1 — ¢)0G dan adanya individu anak putus sekolah yang
mendapatkan program GASPOL 12 berpindah ke subpopulasi R
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karena ingin melanjutkan sekolah yang disimbolkan dengan ¢JG.

dR
— _ 4.4
7 q0G — pR (4.4)

Persamaan (4.4) merepresentasikan laju perubahan
subpopulasi anak putus sekolah yang kembali bersekolah R
pada waktu ¢ yang bertambah jumlah karena adanya peluang
individu anak putus sekolah yang mendapatkan program GASPOL
12 berpindah ke subpopulasi R karena ingin melanjutkan sekolah
yang disimbolkan dengan ¢dG. Serta mengalami pengurangan
jumlah karena adanya perpindahan individu dari subpopulasi R
akibat kelulusan, perpindahan sekolah, maupun kematian yang
disimbolkan dengan pR.

Sehingga model matematika yang dapat dibentuk berdasarkan
persamaan (4.1), (4.2), (4.3), dan (4.4) berupa sistem otonomus
nonlinier yang dapat dilihat pada sistem persamaan berikut:
a5 =p—BSI —pS

d = BSI+ (1-q)6G — (p+w)l

@ = wl -0 +pG

it = ¢6G — pR

(4.5)

Dengan kondisi awal
5(0) > 0,1(0) = 0,G(0) = 0, R(0) = 0

dan total individu dalam populasi didefinisikan sebagai N(t) =
S(t) +1I(t)+ G(t) + R(2).
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B. Solusi Nonnegatif dan Terbatas

Karena setiap variabel dari sistem persamaan (4.1), (4.2),
(4.3) dan (4.4) merupakan subpopulasi manusia, sehingga perlu
menunjukkan bahwa semua variabel S(t),I(t),G(t),dan R(t)
positif untuk setiap ¢ > 0.

Teorema 4.2.1 (Solusi Nonnegatif)

Jika S(0) > 0,1(0) > 0,G(0) > 0,dan R(0) > 0, maka
himpunan solusi {S(t), I(t), G(t),dan R(t)} dari persamaan (4.1)
sampai (4.4) terdiri atas bilangan real tak negatif untuk setiap t > 0.

Bukti. Akan dibuktikan bahwa solusi dari persamaan (4.1) sampai
(4.4) positif.

1. Akan dibuktikan bahwa persamaan (4.1) memiliki solusi

positif.
s
= _p_RBST —
o b—BSI —puS
dS
d
= ?S > (B + p)dt (4.6)

Persamaan (4.6) merupakan persamaan diferensial. Untuk
memperoleh solusi digunakan metode variabel terpisah.
Langkah selanjutnya, ruas kiri diintegralkan terhadap S dan
ruas kanan diintegralkan terhadap ¢ sehingga diperoleh
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/;dsz/—(/auu) dt

<= In|S| > — (BI + )t + ¢, c konstanta

e IS > e t(BI+p)+c

— ISl > e_t(ﬁ”“)ec, misal Z = e° dan Z adalah konstanta
— S(t) > Ze 1BIHH)

karena lim e t(B1+H) —
t—o0

<~ S(t) > Z(0)
<~ S(t)>0

Jadi terbukti bahwa S(¢) > 0 untuk setiap ¢ > 0.

. Akan dibuktikan bahwa persamaan (4.2) memiliki solusi

positif.
dI
= =BSI+ (1 —-¢q)0G — (u+w)I
I
Y I
— i (1 + w)
dI
— ya > —(p+w)dt (4.7)

Persamaan (4.7) merupakan persamaan diferensial. Untuk
memperoleh solusi digunakan metode variabel terpisah.
Langkah selanjutnya, ruas kiri diintegralkan terhadap I dan

ruas kanan diintegralkan terhadap ¢ sehingga diperoleh
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/dflz/—(ww)dt

<= In|I| > —(p + w)t + ¢, c konstanta

— Ml > o~ (utw)tte

— Ml > e_(“+”)tec, misal Z = ¢° dan Z adalah konstanta
— I(t) > Ze tnte)

Karena lim e t(#t@) —
t—o0

— I(t) > Z(0)

— I(t) >0

Jadi terbukti bahwa I(¢) > 0 untuk setiap ¢ > 0.

. Akan dibuktikan bahwa persamaan (4.3) memiliki solusi

positif.

dG
_— = I —
ity (0+p)G
dG
— > -

= o 0+ n)G
d

= —g > —(6+ p)dt (4.8)

Persamaan (4.8) merupakan persamaan diferensial. Untuk
memperoleh solusi digunakan metode variabel terpisah.
Langkah selanjutnya, ruas kiri diintegralkan terhadap G dan

ruas kanan diintegralkan terhadap ¢ sehingga diperoleh
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[ oo
<= In|G| > —(d + p)t + ¢, c konstanta
e (G > —(0tmte
— MGl > e=(tmtee misal Z = e° dan Z adalah konstanta
— G(t) > Ze HOFH)

Karena lim e t(0t#) — g
t—o0

<~ G(t) > Z(0)
<~ G(t) >0

Jadi terbukti bahwa G(¢) > 0 untuk setiap ¢ > 0.

. Akan dibuktikan bahwa persamaan (4.4) memiliki solusi

positif.

dR
— = q¢0G — uR
dt q w
dR

= — > —uR
at = "
d

= ﬁR > —pudt (4.9)

Persamaan (4.9) merupakan persamaan diferensial. Untuk
memperoleh solusi digunakan metode variabel terpisah.
Langkah selanjutnya ruas kiri diintegralkan terhadap R dan

ruas kanan diintegralkan terhadap ¢ sehingga diperoleh
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i f
<= In|R| > —ut + ¢, c konstanta
o (IRl > pmntte
— Bl > e=rec misal Z = e© dan Z adalah konstanta
> R(t)> Ze

Karena lim e =0
t—o0

<~ R(t) > Z(0)
< R(t) >0

Jadi terbukti bahwa R(t) > 0 untuk setiap ¢ > 0.

Oleh karena itu, terbukti bahwa persamaan (4.1) sampai (4.4)
memiliki solusi yang positif.
[ |

Teorema 4.2.2 (Solusi Terbatas)

Himpunan solusi {S(t),1(t),G(t),R(t)} dari persamaan (4.1)
sampai persamaan (4.4) dengan kondisi awal (t = 0) terbatas pada
daerah

Q- {(S(t),[(t), G(t), R(t)) € RY 10 < N(t) < Z}

Bukti. Jumlah populasi persamaan (4.1) sampai (4.4) yaitu N (t) =
S(t) + I(t) + G(t) + R(t). Selanjutnya turunkan NN terhadap ¢
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sehingga diperoleh

AN _dS  dI  dG  dR
dt  dt dt dt  dt
Lalu substitusikan persamaan (4.1), (4.2), (4.3), dan (4.4) ke dalam

persamaan % sehingga diperoleh

N _dS  dI  dG  dR
dt dt  dt dt @ dt

— %zb—ﬁSI—uS—FﬂSI—i—(l—q)éG
—(p+wl+wl— 0+ pnG+qdG —uR
— %zb—(pS%—uI—i—uG—kuR)
— %:b—u(s+I+G+R)
= CiT];[:b_“N
bd],ZN =dt (4.10)

Untuk mendapatkan solusi umum N (t) dari persamaan (4.10)
digunakan metode pemisahan variabel yaitu N dan ¢, sehingga

diperoleh
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dN
= [ dt
/b—,uN

1
< ——Inlb—uN|=t+c
1

<= In|b — uN| = —ut + ¢, c konstanta
— lb—pNl = e M, misal Z = e° dan Z adalah konstanta
= uN(t)—b= Ze M
< uN(t)=Ze "™ +b

e Hp
<~ N{t)=Z—+ —
M 1Y
karena
e Mt}
lim N(t) = lim Z— + —
t—o0 t—o0 i )
e M b
< = lim Z—— + lim —
t—o0 il t—oo [
b
— =0+ —
W
b
= =—
W
sehingga
b
N(t) < -
7

Berdasarkan teorema (4.2.2), diketahui bahwa N(¢) > 0 dengan
N(t) = S(t)+1(t)+G(t)+ R(t). Dengan demikian, terbukti bahwa
himpunan

Q= {(S(t),](t),G(t),R(t)) ERL:0SN(t) <

=
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merupakan batas solusi dari persamaan (4.1) sampai (4.4). [ |

C. Titik Ekuilibrium

Akan ditentukan titik ekuilibrium dari model matematika
dinamika anak putus sekolah dengan program GASPOL 12 di
Kabupaten Rembang. Menurut definisi titik ekuilibrium, sistem
(4.5) dikatakan berada pada keadaan stabil jika memenuhi

dS _dI _dG _dR _
dt — dt dt  dt
1. Titik Ekuilibrium Yang Bebas Dari Anak Putus Sekolah

Titik ekuilibrium yang bebas dari anak putus sekolah
didefinisikan sebagai E° = (S°,1° G°, R%). Untuk menetukan
titik ekuilibrium yang bebas dari anak putus sekolah, terdapat
suatu kondisi dimana tidak terdapat anak putus sekolah atau
bisa dikatakan bahwa I° = 0. Substitusikan /° = 0 ke dalam
persamaan (4.1) sehingga diperoleh

b— ST — 1S =0
— b—BS°%0)-puS’=0
— b—puS’=0

— b=pus°

— b_ S0 (4.11)
I

Selanjutnya I = 0 akan disubstitusikan ke dalam persamaan (4.3)
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dan didapatkan

wI® — (6 4+ )G° =0
— w(0) = (F+p)G°=0

= —(6+mG°=0
0
= ——— =G
—(6+ )
— 0=3G"° (4.12)

kemudian dengan menyubtitusikan I° = 0 ke dalam persamaan
(4.4) diperoleh

q0I° —uR° =0
«— ¢6(0) —pR° =0

— 0=R" (4.13)

Jadi, titik ekuilibrium yang bebas dari anak putus sekolah yaitu
E°(S°, 1°,G° R%) = (;%’ 0,0,0). Titik ekuilibrium E° menjelaskan
bahwa pada kondisi yang tidak mengalami perubahan, jumlah
subpopulasi yang rentan untuk putus sekolah sebesar (%), dan
subpopulasi yang terinfeksi sindrom putus sekolah, subpopulasi
yang terinfeksi sindrom putus sekolah dan mendapatkan program
GASPOL 12, serta subpopulasi yang kembali bersekolah tidak ada.
Jadi, titik ekuilibrium E° dikatakan selalu eksis karena memiliki

solusi yaitu S°, 19, GO R® > 0.
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2. Titik Ekuilibrium Endemik Anak Putus Sekolah

Titik ekuilibrium endemik anak putus sekolah didefinisikan
sebagai Fy = (S*, I'*, G*, R*) merupakan kondisi dimana terdapat
anak putus sekolah atau /* # 0. Dari persamaan (4.1) diperoleh

b— BS*I* — uS* =0
= b-—S"(BI"+p) =0
< b= S*(BI" + p)
b

——— 4.14
= Br T (419

Selanjutnya, dari persamaan (4.3) diperoleh

wl*—(0+p)G*=0
— wl"=(0+p)G*

wl*
=G* (4.15)
(6 +p)
Dari persamaan (4.4), diperoleh
q0G* — uR* =0
< ¢0G* = puR*
7
wl*
OWtm _ o
7
I*
©_l g (4.16)

(64 p)



89

Setelah diperoleh (4.14) dan (4.15), lalu subtitusikan ke dalam
persamaan (4.2)

BS*I*+(1—q)6G* — (u+w) I* =0

b wl*
— I 1—¢)d——— I"=0
T Pr et TGy T
b w
(ot (1—q) 6 — =0
i G R = )
(4.17)
sehingga diperoleh
I'=0 (4.18)
atau
(ﬁb+(1—)5 Y —i—w))—O (4.19)
Gr+w Ve YT '
Karena I'* # 0, maka
B b F (A=) — (it w) =0
Br+w e T
o B0+ )+ (= q)dw(BI" + ) = (p+)(BI" + W) +p) _

(BI* + p)(6 + )
(4.20)

Selanjutnya kedua ruas dari persamaan (4.20) dikalikan dengan
(BI* + ) (6 + p) sehingga diperoleh

Bb(0+ )+ (1 —q)dw (BI" +p) = (p+w) (BI" + ) (0 +p) =0
< Bb(6+p)+(1—q)dwBI*+ (1 —q) dwp — [(ﬁ,u[*—i—/ﬂ—i—ﬂwl*-i—
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wu) (6+ u)} =0
< Bb(6+ p)+owBI* —dwqBI*+dwu—dwqu— [ﬁué[*—ﬁ-u%—%—ﬁwé[*—%—

wop + BurI* +u3+ﬂwul*+wu2] =0

> Bb(§+ ) + dwBI* — dwqBl* + dwu — dwqu — Budl* — p?s —
@wé[*—wéu—ﬁuQI*—/ﬂ—Bqu*—w/ﬂ:O

= 5b(5+u)+5wu—5wqu—u25—u3—wé,u—w;ﬁ]—I*{—5w5+

SwqPB + Bud + Bwd + Bu? + Bwu] =0

< [Bb(d+ p) — dwaqp — 28 — pd —wp?| — I* {&uqﬁ—&-ﬁué—i—,@ﬁ-&-

Bwu| =0

= [Bb(0+ p) — dwap — p?6 — p® —wp?| =I* [5wq6+6u5+ﬁu2+

Bwp

B 285 3 2
Bb (6 +p) — dwqu — p*6 — p* —wp” I* (4.21)
Bowq + Bud + Bu? + Pwp

Setelah itu, substitusikan (4.21) ke dalam persamaan (4.14)
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sehingga diperoleh
b
St=——
(BI* + )
— = b
(g Bb(O+p) —dwap— 2 — B —wp?
(5 Bawat B0yt BT By +“)
= = b
N Bb(5+u)—5wqu—5u2—u3—wu2+
dwq+op+p+wp H
b
= = Bb(6+p) —dwaqp—u? —p3 —wp+dwqu+p? +pd +wp?
dwq+dptp?+wp
b
T e
dwq+opt+p?twp
b (dwq +dpu+ p? +w
— (dwq + Op + p® + wp)
Bb (6 + p)
Swq + S+ p® +
o watont i+ wn) (4.22)
B0+ p)
Lalu substitusikan (4.21) ke dalam persamaan (4.15), sehingga
diperoleh
. wI”
(6 + p)
b6 -9 —op? — i — wp?
e oW Pb(8+p) —dwgp —op” — i —wp (4.23)

(6 +p) Bowq + Bop + Bu? + Bwpu

Substitusikan (4.21) ke dalam persamaan (4.16), sehingga
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diperoleh

_@ wl*

(64 p)
0w Bb(6 4 p) = dwqp — op® — pP — wp®
(0 + ) Bowq + Bop + B + Bwp

*

(4.24)

Jadi, titik ekuilibrium endemik anak putus sekolah yaitu F; =
(S*, I*, G*, R*) dimana

B Swq + Sp+ p? + wp
B B0+ w) ’
Bb(8 + p) — dwqp — 6p* — p® — wp?
Bowq + Bop + Bu? + Bwp
oo W PO p) = dwgp = op® — i — wp?

I =

T o+p Bowq + Bou+ B2 + fop.
R 90w Bb(0+p) = dwqu — Sy — i — wpi?
116 + p) Bowq + Bop + Bu? + Bwu '

Titik ekuilibrium F; menjelaskan bahwa pada kondisi
yang tidak mengalami perubahan, jumlah subpopulasi

yang rentan untuk putus sekolah sebesar (W),
subpopulasi  yang terinfeksi sindrom putus sekolah
<5b(5+u)75wquf5u27u3fwu2
Béwq+B0p+Bu+Lwp
putus sekolah dan mendapatkan program GASPOL 12 sebesar

), subpopulasi yang terinfeksi sindrom

b(0+ 1) —dwau—3p® — B —wp® . .

(5% - B ;gqurgfﬁJrBZQJrgww“ ), dan subpopulasi yang kembali
qow Bb(6+p) —bwqu—56p> —p3 —wp? s

ke sekolah sebesar (#(éﬂt) : Bt Pou T BT B ). Titik

ekuilibrium £ dikatakan eksis jika 8b(8 + ) — dwqu — 6p® — p3 —
wp? > 0.
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D. Bilangan Reproduksi Dasar (R))

Untuk menentukan bilangan reproduksi dasar pada sistem
(4.5), maka digunakan metode matriks generasi selanjutnya (Next
Generation Matrix). Dengan metode ini, didefinisikan matriks
F' sebagai turunan dari laju munculnya kasus baru sindrom
anak putus sekolah yang berasal dari individu pada subpopulasi
terinfeksi.  Sedangkan matriks V' sebagai turunan dari laju
perpindahan individu keluar dari subpopulasi terinfeksi akibat
penularan, kesembuhan, atau kematian.

Pada model ini, subpopulasi yang dianggap terifeksi sindrom
putus sekolah adalah subpopulasi I dan G, sehingga persamaan

yang digunakan adalah:
dl
dG
= wl—
ity (0+ )G

Hal ini dikarenakan subpopulasi I(¢) dan G(t) merupakan
subpopulasi aktif yang mempengaruhi dinamika penyebaran
sindrom putus sekolah. Selanjutnya, untuk melinierkan sistem
terhadap subpopulasi yang terinfeksi pada titik ekuilibrium
bebas anak putus sekolah, maka diperoleh matriks Jacobian dari
persamaan % dan %, yaitu

dl dal

o ot

D= dG G
! 0% 0%
ol 9G

— :<BS—(u+w) <1—q>5) (4.95)
w —(0+p)
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Untuuk menentukan bilangan reproduksi dasar digunakan
titik ekuilibrium bebas anak putus sekolah. Substitusikan E° =
(%, 0,0, 0) ke dalam persamaan (4.25) sehingga diperoleh

Dy(E") = (5 (%) ; (bt e) El(;ff))

Dalam kerangka Next Generation Matrix, Jacobian ini dapat
direpresentasikan sebagai selisih dua matriks

Di(E)=F -V
dengan:
o (5 (1) 0) o ((u tw) (- q)é)
0 0 —w (6 +p)

Langkah berikutnya adalah menghitung invers dari matriks V' dan

diperoleh
1
-1 _ .
Vo= Gy iV
syl 1 (6+p) (1—q)
(1 +w)(0 + ) w  (ptw)

Akan dicari matriks generasi selanjutnya yang dinyatakan dengan
K = FV~! sehingga didapat
K=FVv~!

B(L) o G+p) (1—q)
<:>:< <OM> 0> (u+w)1(5+u)< wﬂ (u+(i«))>
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w (ptw)
(utw)(0+p)  (ptw)(6+p)

8(2)e+m)  B(L)0-a)s

b (0+1) (1—g)é
— <5 ") 0) <(u+w)(5+u) (u+w)(5+u)>

< = | (ptw)(0+p) (ptw)(o+u)
0 0
5(2) s(2)o-o
< = | (ptw) (ptw)(d+u)
0 0

Selanjutnya, Ry akan diperoleh dari perhitungan Ry =
p(K), dimana p(K ) merupakan modulus maksimal dari nilai eigen
matriks K. Untuk memperoleh nilai eigen dari matriks K, maka
akan dicari det(K — \) =

det(K — M) =
(k) 8(k)a-as 10
<= det (ptw) (u+w) +p) | — A
0 0 1

5(t)  8()a-as \ 0
<—— det (utw) (,u-l—w)(é-i—u
0 0 0 A
() (k) a-
m
— det (u-‘rw)_/\ m —0
0 Y
5(3) 8(2) -0
= ((ww—A)( A)_(O)<(M+W)(5+u)
5(2)
= ((ufm - A) (=A)
Jadi,
5(2)
—A=0 atau <(M+w) )\)

<~ A\ =0 t = B(%)—A
1= atau (htw) — 2

Karena Ry merupakan modulus maksimal dari nilai eigen matriks

O

I
o
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K, maka Ry merupakan nilai eigen terbesar dari matriks K yaitu

7(%) <eningga di
Ay = o) sehingga diperoleh

b

e (%)

(n+w)
Bb

= = — (4.26)
p(p+w)

E. Analisis Kestabilan Lokal Titik Ekuilibrium

Sistem (4.5) merupakan sistem persamaan diferensial
nonlinier. Oleh karena itu, untuk menentukan kestabilan dari
sistem dilakukan proses linearisasi dengan membentuk hampiran
sistem persamaan diferensial linier melalui penurunan matriks
Jacobian dari sistem (4.5). Kestabilan yang diperoleh dengan
proses linearisasi sitem yaitu kestabilan lokal. Untuk menentukan
matriks Jacobian dari sistem (4.5) sebagai berikut

98 08 98 98

oS 01 0G OR

or oI 9I oI

D,= |95 oI 9G OR
! oG 3G 9G oG
oS 01 0G OR

OR OR OR OR

a5 aI 8G OR



97

Akan ditentukan elemen-elemen pada baris pertama dari matriks
Jacobian sebagai berikut:

8S _ d(b— BSI — pS)

as B
oS

Aand ﬁz—ﬁf—ﬂ

, 95 _ 0b—BSI—puS)
oI oI
oS

<~ E:_’BS

. 95 _ 9(b—BSI—ps)
oG oG

— % _y
oG

. 95 _ 9(b—BSI—pus)
OR OR

- 5
OR

Selanjutnya ditentukan elemen-elemen pada baris kedua dari
matriks Jacobian.

oI _ 0(BSI+ (1 —q)6G — (p+w)l)

S aS
ol
—— =B8]

<~ 35 B

o O _0(BSI+(1-q)8G — (p+w)l)
ar ol
oI

= 5—65—(/&@

. 91 _9(BSI+(1-q)8G — (u+w))
G aG
oI
= (1—-q)

= oG (1-4q)

. O _0(BSI+(1—q)0G — (u+w)I)
OR OR
oI

— — =0

OR
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Akan ditentukan elemen-elemen pada baris ketiga dari matriks
Jacobian.

0G  d(wI — (5 + p)@)

a8 oS
— X _,
a8
oG d(wl — (5 + 1)G)
* or T o1
oG
< E:w
. 9G _wI—(+mE)
G G
= 2= G+w
, G _dwI—(E+mE)
OR AR
oG
= =0

Selanjutnya, ditentukan elemen-elemen pada baris keempat dari
matriks Jacobian.

OR _ 0(q6G — pR)

S S
— 9B _,
8S
R OR  0(q6G — pR)
al ol
oR _
= a1~
R OR _ 0(q6G — uR)
G G
OR _
~ a¢ 1
OR _ 0(q6G — uR)
* 9rR OR
OR
= =—p

OR
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Sehingga diperoleh matriks Jacobian sebagai berikut

—08I — —BS 0 0
D, — pr BS—(p+w) (1—-¢d 0 (4.27)
! 0 w ~(6+mp) 0 '
0 0 qé — i

1. Kestabilan Lokal Titik Ekuilibrium Bebas Anak Putus
Sekolah

Titik ekuilibrium bebas anak putus sekolah, yaitu (E° =
%, 0,0,0) akan disubstitusikan ke dalam matriks Jacobian (4.27)
sehingga diperoleh

8O -n  -A(%) 0o 0
Df(EO): £(0) 5(%) —(p+w) (1-—q) 0
0 w —(+um 0
0 0 qé —u
—H -8 (%) 0 0
e _| o - (ﬁ) —(u+w) (1—q8 0 (428)
0 w —(@+n) 0
0 0 s —u

Setelah didapatkan matriks Jacobian dari titik ekuilibrium
bebas anak putus sekolah, selanjutnya akan dicari nilai eigen
matriks D¢(E") dengan cara mencari det(Ds(EY) — \I) = 0.
Langkah pertama yang dilakukan yaitu menentukan nilai dari
(D#(E°) — AD).
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—n -8 (%) 0 0 100 0
b
Dy (E®) —ar=| " B(p)—tw) -5 0 _yj0 1 00
w —(6+p) O 0 0 1 0
0 0 @ —u 00 0 1
—p -8 (%) 0 0 A0 0 0
b _ _ A
—= B(L)=(m+w) (-gs o |_|0 00
w —(6+p) 0 0 0 A 0
0 0 @ - 00 0 A
e (y o
e | o B -wrw-x  (1-g0 0
0 w —G+m-A 0
0 0 qé - —A

Selanjutnya akan dicari det(Ds(E®) — A\I) = 0 menggunakan
metode ekspansi kofaktor seperti pada definisi (2.4.13) dan
metode sarrus (Hal 47). Metode ekspansi kofaktor digunakan
untuk menghitung determinan matriks berukuran n x n dengan
n > 3. Sedangkan untuk metode sarrus digunakan secara khusus

untuk menghitung determinan dari matriks 3 x 3.

T
w| 0 BE)-wrw)-r a-o9 U
0 w —(0+p)—X 0
0 0 qé - —A
B(%)—(/ﬂrw)—/\ (1-q)s 0
< (—p—A) - det w —(6+p) —A 0 -0
0 qo —p—A
SE 0
det w —(0+p) —A 0 + 0
0 qé —u—A
) o 0
det [ B(2) = (utw)=A (1-qs 0 - 0

0 qo —u—=A
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0 qo —u—
5(%)—(u+w)—/\ (1—q)é 0
<= (—p—A)-det w —(6+p) — A 0 —040-0=0
0 qd —u—A
B(L)—(mtw)=x  (1-g0 0
< (—p—A)-det w —(64p) = 0 =0 (429)
0 qd —u—A
b
B(L)-w+w)=A (-5 0
Misalkan X = w —(6+p)— A 0 ,
0 qé —i— A

akan dicari deteminan dari matriks X dengan metode sarrus.

Substitusi elemen matriks X ke dalam persamaan (2.47) sehingga

diperoleh
B(L)-(+w)=x  (1-qp0 0
det(X) = w —(§+p) —A 0
0 qo —u—A

= = (B(L)-wrw) =N (=E+m=A)(=n-2)+ 1= as0)0) +
(0)@)(@) = ) ( = E+ 1) = A) @) = (B(2) = (u+w) = 2)(0)(a8)
(1= )8(w) (= = N)

= = (B(L) ~ (W) = A) () =) (i = A) = (1= @)dw(—p — )

Setelah didapatkan determinan dari matriks X, selanjutnya
hasil determinan dari matriks X akan disubstitusikan ke dalam
persamaan (4.29).

0 = det (Df(EO) - /\1)

B(L)—(+w—r  (1-g0
Aand :(—M—A)'det w —(6+p)— A 0
0 qo —u=A

= = ()| ) w9~ =) (~u2) -0
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q)5w(7uf /\)]

= :(M>(M>[(5(3)(MWH)((HMM)(M)M}
Sehingga diperoleh

o= (-n-3)(-u-)

atau
0=(8(L) = (ut+w)=A) (= (G+m) =) - (1 - qbw
= 0=-5 (g) (6+u)—B (5) At (pAw) (04 10)+ (pF @) A+ A (5+10) +A2 — (1—q)dw

= 0= N2 (utw)+(6+m) =B (L) | +(utw)(6+m)—B(L)(6+p) - (1-q)dw

Untuk

0= (=n-3) (-n-2)

diperoleh nilai eigen
0 = (—u—)\) atau0 = (—M—)\)
A =—U atau Ay = —p

Diperoleh nilai eigen dari A; dan )y bernilai negatif. Selanjutnya

akan dicari nilai eigen A3 dan )\; yang merupakan akar-akar

persamaan karakteristik berikut:

A% 4 A (u+w)+(5+u)fﬂ<%)

(@) + 1) ,5(3)(5“) (- qw=0

(4.30)

Persamaan (4.30) disederhanakan menjadi

ao\? + a1\ + as =0 (4.31)
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dengan
agzl,
alz(u+w)+(5+u)—5<2)a
b
a2=(u+w)(5+u)—ﬁ<ﬂ> 6+ 1) — (1 - g)iw.

Untuk menentukan kestabilan dari titik ekuilibrium bebas
anak putus sekolah, maka dapat digunakan kriteria Hurwitz.
Kriteria ini menyatakan bahwa bagian real dari nilai eigen yang
diperoleh dari persamaan karakteristik (4.31) akan bernilai negatif
jika determinan dari matriks Hurwitz bernilai positif. Hal ini
menunjukkan bahwa titik ekuilibrium bebas anak putus sekolah
bersifat stabil. Berdasarkan kriteria Hurwitz, bagian real dari nilai
eigen A3, dan \4 akan bernilai negatif jika det(H;) = a; > 0 dan
det(Hs) = ajas — az(1) > 0.

Diketahui nilai R, sebagai berikut
Bb
pp + w)

< Ro (#(MJFW)) =Bb

Ry =

1. Akan ditunjukkana; > 0

a1 = (u+w)+ 0+ -5 (L)
= = p(p+w)+ pd+p) — Bb
= = p(p+w) — Bb+ p(d + 1)
== sl ) = Ro (i + ) + G+ 1)
== (= o) (s + ) + 6+ 10
Karena semua parameter bernilai positif, sehingga terbukti
bahwa a; > 0jika Ry < 1.
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2. Akan ditunjukkan as > 0
ar = (u+w)@+m) — 8 (L) G+ — (1 - q)dw

Ro( (#+W)>
= =pt+tw)(0+p) - ——F—=0+p) - (1-qdw

= = [t + )6 ) = Ro (i) ) (5 0) — (1= )b

Menurut kriteria Hurwitz, syarat kestabilan sistem
ditentukan oleh det(H;) = a1 > 0 dan det(Hs) = ajaz —
as > 0 yang menjamin nilai eigen bernilai negatif. Oleh
karena itu, diperlukan ay > 0 sehingga diperoleh
m [u(u +w)(0+p) — Ro (u(u + w)) (6+p)—Q1-— qﬁw} >0
pa {u(u +w)(@+ p) — Ro (u(u + w)) (6+p)—(1- q)5wu} > p(0)
G-+ 0)(54 ) = Ro (1l ) ) 64 1) = (1 = b > 0
(1 — Ro) (u (B4 w)(+ ) ) — (1= q)dwp >0

(1 —Ro) | p(p+ w)( 6+u)>(1—q)6wu

ﬂﬂﬂﬁﬂ

i (1= Ro) (i )6+ ) ) > =B

= (= Ro) (k)G ) >

Karena semua parameter u,w,d,q bernilai positif dan
0 < ¢ < 1, maka ketidaksamaan di atas akan terpenuhi
jika dan hanya jika Ry < 1. Oleh karena itu, terbukti bahwa
as > 0jika Ry < 1.

3. Akan ditunjukkan ajas — a3(1) > 0. Diketahui bahwa ag = 0
sehingga yang akan dibuktikan yaitu a;as > 0.

aijaz =

() +(6+1)-5 (£

(n+w)(o+u)—B (L )(6+u)—(1—q>5w}

Berdasarkan kriteria Hurwitz, sistem dinyatakan stabil
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jika memenuhi syarat det(H;) = a; > 0 dan det(Hz2) =
ajaz — az > 0 yang menjamin nilai eigen bernilai negatif.
Dengan diketahui bahwa a3 = O sertaa; > 0danas > 0,
maka cukup dibuktikan bahwa aias > 0.

(n+w)+6+m)—58 ()

(ntw)@+m—6(2) (6+u>—<1—q>6w] >0

— b 0
= o)+ erw-5(3)> (teo) (54— 2) (5-+10)— (1= b

= (utw) +E+m-p(L)>0

— wp+w)+p(d+p)—Bb>0

= plp+w) = b+ p(d+p) >0

= p(p+w) —Ro(u(u+w)> + (64 p) >0

= (1 —Ro)(u(wrw)) +p(0+p) >0

Seluruh parameter bernilai positif dan Ry < 1, sehingga
pertidaksamaan tersebut terpenuhi. Dengan demikian,
terbukti bahwa ajas > 0jika Ry < 1.

Karena telah dibuktikan bahwa a; > 0, as > 0, dan ajas >
0 apabila Ry < 1, maka berdasarkan kriteria Hurwitz dapat
disimpulkan bahwa semua bagian real dari nilai eigen yaitu A3 dan
A4 yang diperoleh dari persamaan (4.30) bernilai negatif. Dengan
demikian, bagian real dari nilai eigen A1, A2, A3, dan A, bernilai
negatif sehingga dapat disimpulkan bahwa titik ekuilibrium bebas
anak putus sekolah bersifat stabil asimtotik lokal jika Ry < 1.
Berdasarkan pembuktian di atas, diperoleh teorema yang berbunyi

sebagai berikut:

Teorema 4.5.1
Titik ekuilibrium bebas anak putus sekolah (E°) dikatakan stabil
jika Ry < 1.
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2. Kestabilan Lokal Titik Ekuilibrium Endemik Anak Putus
Sekolah

Titik ekuilibrium endemik anak putus sekolah vyaitu

_ * T * * : x  _ Swgtdptpltwp *

E, = (5%I*,G*,R*) dimana S* = T I =
Bb(5+p) —dwqu—p® —p3 —wp? Gr = . Bb(6+p) —Swqu—p? —pd—wp?
Bowq+Bou+Bu+pwpu 5;ru , 255wq+55u+5u2+5wu ’
dan R* = 90w . B0O+m—dwap—op —1"—wi” a1qn disubstitusikan

w(6+p) - BowqtBiutBu+Bwn
ke dalam matriks Jacobian (4.27) sehingga diperoleh
Dy (Er) =

_ (pBolotm —dwan—ou —p® —wp? ) _glowatoutu®twu)
(ﬁ Pt o+ o 2+ H ( B 2/3<5+3¢> 0
Bb(S+p)—dwqu—3dpu~—p° —wp Swq+du+p +wu
B Bbwatpout BT+ B —%erm ke (1-q
0 w —(0 4+ p)
0 0 qd
___Bb(+w) _ (watoutu®twp) 0
5wq+5u+u22+w;§ : 2(5+;L))
Bb(d+p) —dwgu—p~—p®—wp Swgtdptp fwp
= = SwaqtoptpZtwp (X —(ptw) (1-0q)
0 w -0+ n)
0 0 qé

Untuk mempermudah penulisan, maka akan dimisalkan jika
A = Swq + oy + p? + wp sehingga diperoleh

__ Bb(s+p) __A 0 0
Bb(5+ A) A A 4w
pn)—Ap _ _
Dy (Ey) = ) Gt~ (rtw) (1-g8 0 (4.32)
0 w —(G+p) 0
0 0 qd —u

Setelah didapatkan matriks Jacobian dari titik ekuilibrium
endemik anak putus sekolah, selanjutnya akan dicari nilai eigen
matriks D(F;) dengan cara mencari det(Ds(E1) — A) = 0.
Langkah pertama yang dilakukan yaitu menentukan nilai
(Dy(Er) = AD).

_ Bb(6+p) __A 0 0

T SV T
Dy (Ey) — M = WA A —(utw) (1-@)8 0
0 w ~(G+p) 0

0 0 qé — i
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1 0 0 O
A\ 0O 1 0 O
0O 0 1 0
0O 0 0 1
Bb(3+w) A
— = . (Jﬁu) —(p+w) (I-gs O
0 —(@+p) O
0 0 qé —p
A 0 0 O
0O X 0 O
0O 0 X O
0 0 0 X
_Bb(o+p) _ A
P A o+ 0
= = +§ £ (,;fu) —(ptw)—A (1-q)é 0
0 w —(64p)—A 0
0 0 qé —p = A

Selanjutnya akan dicari det(Dy (E;) — AI) = 0 menggunakan
metode ekspansi kofaktor seperti pada definisi (2.4.13) dan
metode sarrus (Hal 47) sehingga d1peroleh

_ Bb(d+p)

b5 —A N ~Gtm 0 0

0 = det y = Grpy — (Bt w) = A (1-q)s 0

0 w ~@E+m =2 0

0 0 q0 —p—=A
5 _

Bb( +,Z) Ap (éf,u) —(p+w)— A (1—q)s

<~ = —0 - det 0 w —G4+p) =] +
0 0 a0
Bb(6+p) A
I S ) 0
0 . det 0 w —(F+p) — A _
0 0 qé
Bb(5+4) A
s, A CED) 0
0 - det 2‘— H (5fu)*(ﬂ+w)*/\ (1—q)s i
0 0 a0
Bb(5+p) A
s, A RICEED) 0
(—,u—A) det 4)—Au (5+u) (it w) — (1—q)

0 w CEADEDY
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-LICRID R __A 0
Bb(dﬁ 4 " (6+np)
det e ((Hu)—(,u—l-w)—)\ (1—gq)d
0 w —(64+p)— X
Bb(3+p) A
— = (—M—)\) -det — (5fu) —(p+w)—A (1—gq)d
0 w —(04+p)—A
Bb(5+p) A
_ P A ERCE 0
Misalkan v = poAn A (utw) X (1-g)§ |, akan
0 w —(04+p)— X

dicari deteminan dari matriks Y dengan metode sarrus. Substitusi
elemen matriks Y ke dalam persamaan (2.47) sehingga diperoleh

_ Bty __A 0
det(Y) = ﬁb(‘sij;)—f‘“ ey — Eijj—)w) -x (- q)(5
0 w —(0+ )
= = (— ﬂb(?“) —)\> (@—(u—i—w)—)\)( (04 ) )\) +
(i) (0-05) (o) - ( )(‘“’“*‘” *)()-
(e o0 46)- =
) (o) (54 v
= = —51)(?“)—A)(W’%—(u—i—w)—)\)(—(&—&-u) /\)

(

[~ =) - ) - (-
<5fu)) (ﬁb(‘”z”“‘“) ( — @+ u) - A)

= = [ ) (e e

(u+w>)\+)\2 (—(5+u)—)\

q)aw - ((1 - q)éw)A] - [(ﬁb( tu) - Au) "

(ﬁb(5+u)Au )

Z

~__
|
| — |
>
|
=
=
=21
¥
=
~__
/N
—

S+
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ﬂb(5+u)) - (ﬁbwiuf gt w) - (51:(6:#)2 Pyt

Bb(6+ Bb(d+
(25) (- (5 -
(u + w)A2 -2+ (W) (1 — q>5w - ((1 -

Q)&U)/\— <,Bb(5—|—,u) —A,u) — <‘W)\

= —A3+[@L—(ww)—m’(jﬂ‘)—(ﬂg X4 [A+

Bb—i—(l—q)&w—w—(u—i—w)((?-l-/i)—

wen (12) - emen]s (i) -

S+

(Bb(éX“)Q)@ + w> + <5”(‘;ﬂ‘>)<1 - q>5w -

(Bb 65+ 1) - Au)]

= A4 @L+<u+W>+W+<5+u) A4 | -
A—Bb—(1—q>6w+W+(u+w><6+u)+
W(u+w)+W A+ (—ﬁb(6+u)>+
(22 (252) (oo
u)Au

—5;‘“+<u+w)+5”(if’”+(é+u)

A—ﬁb—<1—q)5w+W+<u+w><5+u)+

A%+
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A+ ﬁb(6+uf)‘2(u+m _

Bb(d+p) Bb(5+u)—Ap
Tﬂ (’u + w) + #

ﬁb(5+ﬂz4(1fq)6w . A,u

Setelah didapatkan determinan dari matriks Y, selanjutnya
hasil determinan dari matriks Y akan disubstitusikan ke dalam
det (D¢(E1) — M) =0.

0 =det (Ds(E1) — A)

_Bb(+m) A 0
Bb(éﬁ ) " (0+n)
<:>0:(—;L—)\>-det Rk (5+H)—(u+w)—>\ (1—¢q)é
w —(04+p)—A

— 0= <7u7)\> (A3+ {—ﬁ+<u+w> +W+(5+u)}v+ {fA—

Bb — (lfq)6w+w+<u+w><éu)+W(u+w)+

Bb(5+u)*Au])\+ abwwi(ww) B -gbe 4

O+p K

Sehingga diperoleh

( — - )\) =0
atau

2
N | = 5 (et w) + B 1 (54 40) | A%+ | — A= Bb— (11— q)dw+ 2T 4 (14
2

w) (6 +p) + W(M+W)+ ﬁb(55+¢;):14u A+ /J‘b(5+u1)4 (utw) _ Bb<5+u)/§1*q)5w _
Ap|l =0
Untuk

( - ,\) =0
diperoleh bahwa

(-n=2)=0
A= —p.
Diketahui bahwa A; bernilai negatif. Selanjutnya akan dicari
nilai eigen Ay, A3, dan A4 yang merupakan akar-akar persamaan

karakteristik berikut ini:
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M| =5 bt w) + 25 L 5+ ) [ A2+ | A= Bb— (1

q>5w+"b(‘§“)+<u+w)(6+u)+W<u+w)+‘W]A

=0 (4.33)

. [6b(5+u)2(u+w) _ Ot w0 -

A A

Dengan menggunakan metode Hurwitz seperti pada definisi (2.52).

Persamaan (4.33) disederhanakan menjadi

ao)\3+a1)\2 +a2)\—|—a3 :0 (434)
dengan
apg = 1,
A Bb(6 + p)
ar = —5+M+(u+w)+7A + (0 + ),
b(6 2
az:—A—ﬁb—(l—q)éw—&-w—&-(u—i—w)(é—f—u)
Bb(d + ) Ap
t—g (htw)+5b 51
2 _
0y — ﬁb(é—i—uﬁl (ntw) ﬁb(é—i—,uzil q)0w A

Untuk menentukan kestabilan dari titik ekuilibrium endemik
anak putus sekolah, maka dapat digunakan krtiteria Hurwitz.
Kriteria ini menyatakan bahwa bagian real dari nilai eigen yang
dipeoleh dari persamaan karakteristik (4.34) akan bernilai negatif
jika determinan dari matriks Hurwitz bernilai positif. Hal ini
menunjukkan bahwa titik ekuilibrium endemik anak putus sekolah
bersifat stabil. Berdasarkan kriteria Hurwitz, bagian real dari nilai
eigen A9, A3, dan )\, akan bernilai negatif jika det(H;) = ay,



112

det(Hz) = ajas — a3(1), dan det(Hs) = ajagas — agas(1) bernilai
positif.
Diketahui nilai R sebagai berikut

Bb
p(p +w)
= Ro(u(p+w)) =pb

Ry =

1. Akan ditunjukkan a; > 0

é
S (ntw) + 2O 4 (5 4 )

— A+ A(utw) (5+1)+Bb(5+1) %+ A(5+1p)?
A(S

a1 = —

= = m
== A2+ Ap+w)(6+ p) + Bb(S + p)? + A(S + p)?

= = A=A+ (B +w) (6 + p) + Bb(8 + p)* + A(S + p)? (4.35)
Diketahui sebelumnya bahwa

A =0wq + S+ p? + wp (4.36)
— =p+w(@+p —1-qdw (4.37)

Substitusikan (4.37) ke dalam (4.35) sehingga diperoleh
a1 = A(=A+ (u+w) (8 + p)) + Bb(6 + 1) + A8 + p)?
= = Al (p+w) 0+ p) + 1 —q)dw + (u+w) (8 + p)] + Bb(6 + p)* +
A(S + p)?
= = A(1 — q)dw + Bb(S + )% + A(S + p)?

Karena semua parameter A, J, w, q, 3, b, p bernilai positif dan
0 < ¢ < 1 sehingga terbukti bahwa a; > 0.

2. Akan ditunjukkan ajas — az(1) > 0

araz —ag(1) = | — 52+ (u+w) + 2E (54 0| | —A—pb—(1-

g)dw + BECE” 4 () (64 ) + 22 () 4 B —
:| |:Bb(6+u) (ptw) 55(54“#)(1*(1)5&? — Au

= = e+

(;W(l — q)ow — b0 + p) — A(p + w) —
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2
Bb(n+w) — 522 + G — Aln + w) = Bblp + w) —

2
(n + w)(1 — q)ow + L (4 4 w) + (u + w)2(8 +
p o+ B (4 w)? 4 Bb(utw) — A+ w) -
2 2 3
Bb(5 + p)— (Bb) ,E;LHL) _ 517(:544-#) (1—q)dw+ (Bb) A(lt;-Ht) +

2 2 2 2
B0 () 4 )y GRG0

B — A(S+ 1) — Bb(5 + 1) — (6 + ) (1 — q)dw + L2EF

2
(1 + )6 + )2 + BXEED" () 4 w) + Bb(6 + ) — Ap —
Bb<é+u/):<u+w> " Bb(6+u)1§17q)5w T A

AP
[CEDE

Bb(u4w) — (n+w)(l — q)dw + 2220H0% 4wy 4

2
== Fo s (L= q)dw — 28b(8 + p) — 2A(u +w) +

(ntw)? @+ + PO w)?® — Fn 4+ w) +

2 3 2 2
(PRt g PREGEE () — By — A3+ 1) — (5 +

3
(1 = q)w + EUERA 4 (4 w) (65 + )2

= = odne [A‘*(«s + )+ ARG+ (- @
2A28b (6 +p)® - 243 (u4w)(F+p)? + Aty —
A2Bb(n+w) (6+p)? — A2 (n+w) (6 +p)? (1 — g)dw
24B8b (n+w) (6 +w)* + A% (n+w)? (6 + ) + ABb(k +
w20 + w)? — ABu(p+w) @ +p) + (B +p)° +
(Bb)2 (1 + w) (8 + p)t — A28bu(8 + p)? — A3 (6 + p)®
A% (8 4 p)* (1 — q)6w + ABB(S + p)® + A2 (n+w)(6 + p)*

_l’_

Berdasarkan kriteria Hurwitz, sistem dinyatakan stabil
jika memenuhi syarat det(H;) = a; > 0, det(Hay) =
ajay — az(l) > 0, dan det(H3) = ajagas — agaz(l) > 0
yang menjamin nilai eigen bernilai negatif. Oleh karena itu,
diperlukan ajas — a3(1) > 0 sehingga

W{Azl(é +p) + A3 + (1 — qdw — 2428b(5+p)® —

243 (4 w) (6 +p)?®  +  Alp - ABb(u+w)(F+p)? -
A2(ptw)(6+p)? (1 — @dw + 24Bb(u+w) @+t +
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A2 (4 w)? (6 + 1) + ABb(p + w)? (8 + p)* — A3p (p+w) (6 + ) +
(86)% (5 4 11)° + (Bb)? (n+w) (5 + p)t — A2Bbu(5+ 1) — A3 (5 4 p)® —

A% (54 )® (1 — q)dw + ABB(S + p)® + A2(u+w)(§ + w)*| >0

= AYS+p)+A3(6+n)(1—q)dw—2A428b (5 + 1)® —24% (n+ w) (6 + p)*+
Aty — A2Bb(p + w)(6 + p)? — A% (p4w) (6 +p)? (1 — q)dw +
2A8b (4 w) (6 + p)* + A2 (u+w)2 (64 )3 + ABb (1 + w)? (6 + p)° —
Au(p+w) G +p) + BY26 + w® + (B2 (n+w) (+m? —
A2Bbp (5 + 1) — A3(5 4 )3 — A2(6 4 )3 (1 — q)Sw + ABb (8 + 1)® +
AZ(p+w) B+ >0 (4.38)

Lalu substitusikan nilai A pada (4.37) ke dalam persamaan
(4.38).  Sebelum mensubstitusikan nilai A ke dalam
persamaan, sebaiknya dihitung terlebih dahulu nilai dari
A2 A3 dan, A%,
A=p+w)(@+np) —(1-qdw
A% = (p+w)? (0 +w)? = 2(p +w) (8 + p) (1 — g)dw + (1 — ¢)*(dw)?
A3 = (n+w)? (04 1)® =3+ w)?(6 + p)* (1 — q)dw + 3 (n+w) (6 + )
(1-9)% (6w)?® = (1 = g)* (3w)®
At = (@) (6 + )M+ w)3 (6 + 1) (1 = q)dw + 6(k + w)* (6 + p)°
(1 - )% (6w)? = 4(u +w)(8 + ) (1 — 9)* (6w)® + (1 — 9)* (6w)*
Setelah diperoleh nilai A2, A% dan, A%, selanjutnya nilai
tersebut akan disubstitusikan ke dalam (4.38) sehingga
diperoleh

{(ww)“(é +1)° = 4 +w)? (0 + ) (1 = @)dw + 6(p + w)? (8 + p)?

(1=9)*(0w)® —4(n+w) (0 +1)* (1= 9)* (6w)® + (0 + 1) (1 — @)* (dw)* | +

[(u+w)3(5+u)4(1—Q)ﬁw—3(u+w)2(5+u)3(1—Q)2(5w)2+3(u+w)(5+

1)?(1=9)* (0w)? = (8+4) (1—q)* (6w)* | + | —2Bb(u+w)? (6+4)>+4Bb(pu+

w)(6+u)4(1q)6w2ﬁb(6+u)3(1q>2(6w)2} + [2(u+w)4(5+u)5+

6(p4w)3(5+u)* (1—q)dw—6(p+w)?(6+p)* (1—9)* (6w)? +2(n+w) (5 +
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w2(1=g)3(6w)3 | + | w(p+w) (64 p)* —4p(p+w)? (5 + 1) (1 — g)dw+
6u(p+w)?(6+p)?(1— )2 (0w)? = 4p(p+w) (4 1) (1 — q)3 (6w)® + p(1 -
q) (6w)*| + | = Bb(p 4 w)3(8 + ) +28b(k + w)? (8 + )3 (1 — q)dw —

Bb(u+w)(3+1)2(1— )2(0w)? | + | — (u+w)? (5 + ) (1 - q)ow+2(u+

wW)2(6+ )3 (1 — q)2(0w)? — (p+w) (6 + )2 (1 — @)3(8w)3 | + [28b(u +

W28+ p1)® = 26b(p + w)(6 + (1 — @)dw| + | (1 + w)* (6 + p)® —

2(u+w)3(5+u)4(1q)5w+(u+w)2(5+u)3(1q)2(5w)2] + | 8o+

w)3(§+p)* —Bb(p4w)? (54p)3 (1—g)dw | + | —p(p+w)* (5+p)* +3u(u+
wW)3(6 4+ )3 (1 = @)dw — Bp(p +w) 2 (64 1) 2 (1 — ¢)2 (3w)? + p(p+w) (5 +
u)(l—q)i”(éw)ﬂ + [(ﬁb)%éw)*”} + {(ﬁb)Q(ww)(éw)“ + | —Bbu(p+

w)?(6+p)* +28bu(p+w) (6+4p)? (1 —q)dw —Bbu(5+p)* (1 —q) (dw)? | +

— (A w)? (6 +p1)° +3(p+w)? (54 1)° (1 = q)dw — 3(p+w) (§+p)* (1 -
0)*(0w)? + (0 + p)*(1 - q)3(6w>3] + [ —(n+w)?(0+p)°(1 - g)dw +
2(p+w) (0 +m)*(1—q)?(0w)? — (6 + ) (1 —q)* (w)?

+ | Bb(p+w)(6+

)8 = BB+ )P (1= @) | + | (1 +w)*(§ 4+ )0 — 2 +w)2(3 4+ )P (1 -

@)ow + (b +w)(6 + p)* (1 — 9)?(bw)*| >0

= (Bb)*(n+w)(6+ p)* — Bbup +w)? (6 + p)* +28b(u +w) (8 + p)* (1 —
q)0w —28b(5 4+ p)? (1 — 9)2(0w)? — p(p+w)?(6 + )3 (1 — ) 6w + 3u(p+
)2 (3+1)2 (1 )2 (6w)2 () (6+12) (1—)? (6)? +1(1— ) (3) *+
Bb(p+w)?(6+p)? (1 —q)dw — Bb(u+w) (5 +p)? (1 —q)? (dw)* +(8b) (5 +
11)® 4+ 28bp(p+w) (8 + p)* (1 — q)6w — Bbu(8 + 1) (1 — )% (5w)? +3(n +
W20+ w)P(1—q)dw —2(p+w)(6+ ) (1 —q)? (6 +p)? —3(p+w)? (5 +

(
1)?(1 = q)ow + 2(p+w) (8 + p)* (1 — @)%(6 + p)? + Bb(k + w) (8 + p)°® —
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Bb(8 + 1)®(1 — g)dw > 0

= Bb(p+w)(6+p)* | Bb—p(p+w) | +28b(5+p)%(1—q)dw

(ptw) (6 +p)—

(1—=q)ow | +3pu (1 + w) (§+1)(1-9)* (6w)? | (u+w) (6 +p) — (1—q)dw | +

Bb(u+w)(6+p)?(1—q)éw | (u+w)(+p) = (1 —q)ow | +Bbu(5+p)* (1~

@)dw | (p+w) (6 +p) — (1 — q)dw| + Bb(6 + p)° | (n+w) (6 +p) — (1 —

@)0w | +p(l—g)*(8w)* + (8b)2 (8 + p1)® + Bbu(p+w) (6 + )3 (1 — g)dw —
p(p+w)? (6 + p)3 (1 — g)dw > 0

= Bb(utw)(§+p)* | Ro (1 (1 + w))—p(ptw)

+26b(6+p)%(1—q)ow {(Wr

w) (6 +p) — (1= q)ow | +3u (u+w) (§ + ) (1 — q)*(6w)? | (1 +w) (5 +

p) — (L=q)dw| + Bb(p+w)(§ + p)?(1 — g)dw | (4 w) (6 + p) — (1 —

q)dw| + Bbu(8 + )2 (1 — q)dw | (1 +w) (6 + p) — (1 — q)dw| + Bb(8 +

1) | (1 +w) (6 + p) = (1 = q)dw | + u(L — g)*(w)* + (8b)*(8 + 1)® +
Bbu(p +w) (8 + p)* (1 = g)dw — p(p +w)? (8 + p)*(1 — g)dw > 0

= Bb(p+w)( +u)* (u(u+w)) (Ro — 1) +28b(8 + p)*(1 — q)dw(A) +
Bp(p + w) (6 + p) (1 — q)? (w)(A) + Bb(p + w) (6 + p)* (1 — q)dw(A) +
Bbu (6 + 1)* (1 — q)w(A) + Bb(8 + 1)*(A) + (1 — 9)* (dw)* + (8b)* (8 +
1) + Bbu(p + w) (8 + p)* (1 = g)dw — p(u +w)*(§ + p)*(1 — g)dw > 0

= Bb(u+w)(6 + ) (u(p+w)) (Ro — 1) + 26b(8 + 1)3(1 — g)dw(A) +
Bp(p + w) (6 + p) (1 — q)? (w)?(A) + Bb(p + w) (6 + p)* (1 — q)dw(A) +
Bbu (6 + 1)* (1 = q)0w(A) + Bb(8 + 1)>(A) + p(1 — 9)* (dw)* + (8b)* (8 +
1)® 4 Bbu(p +w) (6 + )3 (1 — q)dw > p(p 4+ w)?(8 + p)*(1 — g)éw

Aand u(u+w)3(5-:u)3(l—q)6w Bb(p + w)(6 + “)4 (w(p+w)(Ro — 1) +
260 (8 + 11)* (1= q)dw(A) + 3pu(p +w) (8 + ) (1 — 9) (6w)* (A) + Bb( +
w)(8 + 1)* (1 = q)dw(A) + Bbu(6 + ) (1 — q)dw(A) + Bb(6 + p)*(A) +
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(1 = @)*(w)? + (Bb)2(8 + w)® + Bbu(p + w)(8 + w)3(1 — q)dw

p(ptw)® (5+m)* (1-q)dw
p(p+w)3(6+p)3(1—q)dw

S T [mww)(aw)‘* (1 (1 + @) (Ro —1)+28b(6 +
1)3(1 = q)dw(A) + 3u(p + w)(6 + p) (1 — q)*(6w)? (A) + Bb(k + w)(6 +
1) (L = q)0w(A) + Bbu(8 + 1)?(1 — q)dw(A) + 8b(8 + 11)%(A) + p(1 -
@) (8w)* + (Bb)2(6 + p)® + Bbp(p + w)(6 + 1) (1 - ¢)dw| > 1

>

Karena semua parameter bernilai positif dan 0 < ¢ < 1,
maka terbukti bahwa ajas — a3(1) > 0jika Ry > 1.

. Akan ditunjukkan ajagas — agaz(l) > 0. Sebelumnya,
ekspresi tersebut akan disederhanakan terlebih dahulu.

ayagas — agaz(l) = as (ajaz — as(1))

Diketahui bahwa ajas — as(1) > 0 jika Ry > 1, sehingga
untuk membuktikan ajasas — azas(1) > 0 cukup dibuktikan
bahwa az > 0.

a

2 — w
3= Bb(5+u()4 (ptw) Bb(5+uzq(1 q)9 — Ap

Bb(5+u)2(u+w)—ﬁlj§5+u)(1—Q)5w—A2u

— =
ﬂb(5+u)((6+u)(u+w)—(1—<n5w)—Azu
= =
L Bb(H )2 (ptw)—Bb(0+1) (1—q)dw—A?
— ©)“ (e ¢ M q I
— = ,Bb(6+;¢1)4A—A2M

= =4 (5b(5 +p) — Au>

= 006 ) = (6 )+ ) = (1= )i

= = Bb(6 4 p) — (6 + ) (u+w) + (1 — q)dwp

= =(0+n (b’b — p(p +w)) + (1 - q)dwp

== 6 (Ro (ul-40) = ) ) + (1= )
< = (0+p)(Ro — 1) (u(p +w)) + (1 — @)dwp
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Karena semua parameter bernilai positif dan 0 < ¢ < 1,
maka a3 > 0jika Ry > 1. Dengan demikian, karena a3 > 0
dan diketahui sebelumnya bahwa (ajas — ag(1) > 0 jika
Ry > 1, maka dapat disimpulkan bahwa ajasaz—agas(1) > 0
jika Rg > 1.

Karena telah dibuktikan bahwa a; > 0, ajas — ag(1) > 0
dan ajagas — asas(l) > 0 apabila Ry > 1, maka berdasarkan
kriteria Hurwitz dapat disimpulkan bahwa semua bagian real dari
nilai eigen yang diperoleh dari persamaan (4.33) yaitu As, A3 dan
A4 bernilai negatif. Dengan demikian, bagian real dari nilai eigen
A1, A2, A3, dan A4 bernilai negatif sehingga dapat disimpulkan
bahwa titik ekuilibrium endemik anak putus sekolah bersifat stabil
asimtotik lokal jika Rg > 1.

Berdasarkan pembuktian di atas, diperoleh teorema yang berbunyi

sebagai berikut:

Teorema 4.5.2
Titik ekuilibrium endemik anak putus sekolah ( E) dikatakan stabil
asimtotik lokal jika Ry > 1.

Berdasarkan nilai eigen yang diperoleh, maka syarat kestabilan
dari titik ekuilibrium disajikan pada tabel (4.3) berikut:
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Tabel 4.3. Tabel Titik Ekuilibrium Dan Syaratnya

Titik Ekuilibrium Syarat Jenis Syarat
Eksistensi Kestabilan Kestabilan
E° = (%, 0, 0,0) Tidak ada Stabil Memenuhi
asimtotik teorema
lokal (4.5.1)
E, = (S*I*,G*,R*) | Bb(6 + p) — | Stabil Memenuhi
dwqu—68u?— | asimtotik teorema
w3—wu? >0 | lokal (4.5.2)
x  _ OwgRdutpltwp  px o Bb(6+p)—dwau—pt—ud—wp?
dengan 5* = ( ﬂ(<)5+u) ’ 2[ 3_ ) Bowq+Bou+Bu?+pup
x _ _w . Bb(0+p)—dwgu—opt—pd—wp _ QPw
G* = o+p Bowq+Lou+Bu+Bup dan R* = p(0+u)
Bb(5+p) —Swqu—p? —p3 —wp?
Bowq+Bou+Bu+-Bwp

F. Simulasi Numerik

Pada bagian ini, akan diinterpretasikan hasil dari simulasi
numerik untuk mendukung hasil solusi analisis dinamik. Simulasi
model akan dilakukan menggunakan bantuan Matlab R2013a
dengan metode Runge-Kutta orde empat yang dilakukan terhadap
titik ekuilibrium bebas anak putus sekolah (E°) dan titik
ekuilibrium endemik (F;). Pada semua simulasi numerik
menggunakan waktu awal ¢t = 0.

1. Simulasi I: Titik Ekuilibrium Bebas Anak Putus Sekolah

Nilai dari parameter yang digunakan untuk simulasi numerik
ketika dalam keadaan bebas anak putus sekolah pada Tabel (4.4)
berikut:
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Tabel 4.4. Parameter Model

Parameter Nilai Sumber

b 500 Kourrad (2023)
15} 0,0001 Asumsi

w 0,35  Ayoade (2022)
)
q
I

0,4 Ayoade (2022)
0,65 Asumsi
0,3 Obasuyi (2020)

Adapun nilai awal dari variabel yang digunakan adalah

Tabel 4.5. Nilai Awal Dari Variabel

Populasi Awal Nilai Awal Sumber

S(0) 114230 BPS Kabupaten Rembang
(2023)

1(0) 500 BAPPEDA Kabupaten
Rembang (2023)

G(0) 500 BAPPEDA Kabupaten
Rembang (2023)

R(0) 326 BAPPEDA Kabupaten
Rembang (2023)

Berdasarkan nilai parameter pada Tabel (4.5), maka didapatkan
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hasil bilangan reproduksi dasar yaitu:

Bb
p(p +w)
(0,0001)(500)
(0,3)(0,3 +0,35)
0,05
0,195

— ~0,256 < 1

Ry =

Karena Ry < 1, maka dapat disimpulkan bahwa sindrom anak
putus sekolah tidak menyebar atau bebas dari sindrom tersebut
dalam kurun waktu tertentu dengan titik ekuilibrium bebas dari
anak putus sekolah sebagai berikut:

a. Titik ekuilibrium subpopulasi rentan untuk putus sekolah
(5%).
Berdasarkan persamaan (4.11) diperoleh

S0 =

AT

00
0,3
— = 1666, 667

= =

b. Titik ekuilibrium subpopulasi yang terinfeksi sindrom putus
sekolah (1Y),

Berdasarkan persamaan (4.18) diperoleh
I°=0

c. Titik ekuilibrium subpopulasi yang terinfeksi sindrom putus
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sekolah dan mendapatkan program GASPOL 12 (G°).

Berdasarkan persamaan (4.12) diperoleh

G°=0

d. Titik ekuilibrium subpopulasi yang kembali bersekolah baik
sekolah formal maupun nonformal (R°).

Berdasarkan persamaan (4.13) diperoleh
R’=0

Sehingga diperoleh titik ekuilibrium bebas dari anak putus
sekolah yaitu E° = (1666, 67;0;0;0).

Selanjutnya, akan ditunjukkan perolehan hasil simulasi dari
kestabilan lokal titik ekuilibrium yang bebas dari anak putus

sekolah. Sebelumnya diketahui bahwa

(== 22|32+ 2| (u+w)+ (@ +m) - B (L)

BY | +(utw)@+m -8 (L) @+m-

1- q)5w:| =0 (4.39)

*Proses substitusi dan penyelesaian persamaan karakteristik
(4.39) untuk menentukan nilai eigen baik secara manual maupun
menggunakan bantuan software MATLAB 2013a disajikan pada
Lampiran 1.

Lampiran perhitungan detail didapatkan hasil pada Tabel (4.6) di
bawah ini:
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Tabel 4.6. Tabel Nilai Eigen Dan Hasil

Nilai Eigen | Hasil
A1 -0,3
A2 -0,3
A3 -0,3452
VI -0,8381

Diketahui bahwa semua bagian real dari nilai-nilai eigen pada
persamaan (4.39) bernilai negatif sehingga terbukti bahwa titik
ekuilibrium bebas dari anak putus sekolah dikatakan stabil
asimtotik lokal karena semua bagian real dari nilai-nilai eigen-nya
yaitu A1, A2, A3, A\q bernilai negatif.

Selanjutnya, akan ditunjukkan hasil simulasi numerik ketika
bebas dari anak putus sekolah dengan bantuan software MATLAB
R2013a yang terlihat pada Gambar (4.2) - Gambar (4.5) dengan
interval waktu dari hari ke-0 sampai dengan hari ke-100.

*Kode MATLAB untuk menunjukkan hasil simulasi numerik pada
kondisi bebas anak putus sekolah disajikan pada Lampiran 2.
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Gambar 4.2. Simulasi Subpopulasi Rentan Untuk Putus Sekolah
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Gambar 4.3. Simulasi Subpopulasi Yang Terinfeksi Sindrom Putus
Sekolah (1°)
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Gambar 4.4. Simulasi Subpopulasi Yang Terinfeksi Sindrom Putus
Sekolah Dan Mendapatkan Program GASPOL 12 (G?)
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Gambar 4.5. Simulasi Subpopulasi Yang Kembali Bersekolah Baik
Secara Formal Maupun Nonformal (R°)
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Berdasarkan Gambar (4.2), subpopulasi rentan untuk
putus sekolah (SY) mengalami penurunan sampai hari ke-10,
kemudian naik kembali sampai waktu ke-60 konvergen menuju
1.666,67 atau dikatakan stabil. Selanjutnya pada Gambar (4.3),
subpopulasi yang terinfeksi sindrom putus sekolah (7°) mengalami
peningkatan sampai hari ke-10, kemudian menurun hingga hari
ke-50 konvergen menuju O atau dikatakan stabil.

Pada Gambar (4.4), subpopulasi yang terinfeksi sindrom
putus sekolah dan mendapatkan program GASPOL 12 (GY)
mengalami peningkatan sampai hari ke-10, kemudian menurun
hingga hari ke-50 konvergen menuju O atau dikatakan stabil.
Selanjutnya Gambar (4.5), subpopulasi yang kembali bersekolah
baik sekolah formal maupun nonformal (R°’) mengalami
peningkatan sampai hari ke-10, lalu menurun hingga hari
ke-60 konvergen menuju O atau dikatakan stabil.

Berdasarkan penjelasan dari Gambar (4.2) - Gambar (4.5),
dapat disimpulkan bahwa setiap subpopulasi akan menuju ke titik
ekuilibrium bebas anak putus sekolah. Hal tersebut dapat dilihat
dari solusi setiap subpopulasi S°, I°, G dan R secara berurutan
menuju 1.666,67; 0; 0;0.

Selanjutnya, akan ditampilkan grafik dengan nilai bilangan
reproduksi dasar (Ry) yang berbeda tetapi nilainya kurang dari
satu. Tujuan menampilkan grafik dengan nilai Ry yang berbeda
yaitu untuk melihat kondisi titik ekuilibrium bebas anak putus
sekolah. Bilangan reproduksi dasar yang berbeda ini diperoleh
dengan mengganti nilai parameter 3 yang disajikan dalam Tabel
(4.7) berikut:

*Detail perhitungan numerik dengan bantuan perangkat lunak
MATLAB 2013a dapat dilihat pada Lampiran 3.
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Tabel 4.7. Nilai Ry Dan Titik Ekuilibrium Dengan Berbagai Nilai

Parameter 3

Parameter Ry TE Bebas Anak Putus Sekolah
0,0001 0,256 (1.666,67;0;0;0)
0,00015 0,38 (1.666,67;0;0;0)
0,0002 0,51 (1.666,67;0;0;0)
0,0003 0,77 (1.666,67;0;0;0)

Berdasarkan Tabel (4.7) diperoleh hasil simulasi titik ekuilibrium

bebas anak putus sekolah sebagai berikut:
*Kode MATLAB untuk simulasi titik ekuilibrium bebas anak putus

sekolah dengan berbagai nilai 5 dapat dilihat pada Lampiran 4.
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Gambar 4.9. Simulasi Pengaruh  Perubahan /3  Terhadap
Subpopulasi (R)

Berdasarkan Gambar (4.6) - Gambar (4.9) menunjukkan
bahwa laju kontak antara subpopulasi rentan putus sekolah
dengan subpopulasi yang terinfeksi sindrom putus sekolah
memiliki peran yang signifikan dalam penyebaran sindrom
tersebut. Hal ini dikarenakan dengan mengubah nilai parameter
(£ sementara nilai parameter lainnya tetap konstan, maka akan
terjadi perubahan pada nilai Ry. Hal tersebut dapat dilihat pada
Tabel (4.7). Semakin besar nilai parameter 3, maka semakin besar
pula nilai R, begitu pula sebaliknya. Selama nilai Ry < 1, maka
grafik solusi akan konvergen menuju titik ekuilibrium bebas anak
putus sekolah.

Ketika parameter S berada dalam rentang 0,00035 < S <
0,00038 dan memenuhi syarat Ry < 1, sistem akan memiliki dua
titik ekuilibrium yang eksis. Jika diambil nilai 5 = 0,00035;b =
500; w = 0,35;6 = 0,4; ¢ = 0,65 dan y» = 0, 3, maka nilai-nilai ini
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dapat disubstitusikan ke dalam sistem (4.5) sehingga diperoleh

45 =500 — (0,00035)SI — (0,3)S

al = (0,00035)SI + (0,14)G — (0,65)1
4 = (0,35)1 — (0,7)G

at = (0,26)G — (0,3)R

(4.40)

*Perhitungan titik ekuilibrium dengan nilai 3 = 0,00035 pada
sistem (4.40) dapat dilihat pada Lampiran 5.

Dari sistem (4.40) diperoleh dua nilai 7, yaitu I° = 0 dan
I* = 4,93. Ketika nilai I = 0 diperoleh titik ekuilibrium
E° = (1666,67;0;0;0) dan ketika nilai / = 4,93 diperoleh
titik ekuilibrium £y = (1657, 14;4,93;2,46;2,13). Selanjutnya,
dengan menggunakan bantuan software Maple 11 akan dicari nilai
eigen dari masing-masing titik ekuilibrium E° dan F;. Untuk titik
ekuilibrium E° diperoleh nilai eigen seperti pada Tabel (4.8) di
bawah ini:
*Perhitungan detail dapat dilihat pada Lampiran 6.

Tabel 4.8. Tabel Nilai Eigen Pada Titik Ekuilibrium FEy;

Nilai Eigen Hasil
A1 -0,299999999999999988
A2 -0,769698158043258250
A3 0,00303149144325853826
A4 -0,299999999999999988

Sedangkan untuk titik ekuilibrium £ diperoleh nilai eigen seperti
pada Tabel (4.9) di bawah ini:
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*Perhitungan detail dapat dilihat pada Lampiran 7.

Tabel 4.9. Tabel Nilai Eigen Pada Titik Ekuilibrium F»

Nilai Eigen Hasil
A1 -0,769806272649962596
A2 -0,00304247089452058806
A3 -0,298875394355516910
Mg -0,299999999999999820

Dari hasil perhitungan nilai eigen, diketahui bahwa titik
ekuilibrium E° bersifat tidak stabil karena terdapat satu nilai eigen
yang positif, sedangkan titik ekuilibrium F4 bersifat stabil karena
semua nilai eigennya negatif. Ketika nilai parameter 5 berubah
dan mencapai 5 = 0,00035 terjadi perubahan kestabilan sistem
yaitu titik ekuilibrium yang sebelumnya tidak stabil menjadi stabil.
Perubahan sifat kestabilan ini menunjukkan adanya fenomena
bifurkasi pada sistem (4.5). Dalam teori bifurkasi, parameter
yang menyebabkan perubahan kestabilan titik ekuilibrium disebut
sebagai parameter bifurkasi. Oleh karena itu, perubahan kecil
pada nilai 8 yang menyebabkan perubahan kestabilan sistem
menunjukkan bahwa (3 berperan sebagai parameter bifurkasi
dalam model ini.

Dengan menggunakan metode yang sama seperti
pada perhitungan titik ekuilibrium dan nilai eigen untuk
B8 = 0,00035, diperoleh titik ekuilibrium serta nilai eigen
untuk 8 = 0,00036; 8 = 0,00037 dan 5 = 0,00038 sebagaimana
disajikan dalam tabel berikut:

* Perhitungan titik ekuilibrium dan nilai eigen untuk berbagai nilai
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3 menggunakan Maple disajikan secara rinci pada Lampiran 8.

Tabel 4.10. Titik Ekuilibrium, Nilai Eigen, dan Kestabilan untuk

Berbagai Nilai 3
B8 Titik Nilai Eigen Kestabilan
Ekuilibrium
(TE)
(1666,67: 0: 0: A= 0,299,200 = 0,768 | 11 stabil
0,00036 o) A3 = 0,018, A4 = —0,299
A = — Xy = —0,01
(1611,11; 28,74; Al 8’223’ ; 87(2)93 Stabil
14,37; 12,45) 3T e M T
(1666,67; 0: 0: Ar=—0,299,2 =0,033 4 rabil
0,00037 o) A3 = —0,766, \y = —0,299
M\ = —0,767, Ay = —0, 0355 ,
(1567,57; 51,26; ; o ; 900 Stabil
25,63;:22,21) 3T oA T
(1666,67: 0: 0: AL =—0,299,20 =0,044 0 cabil
0,00038 o) A3 = —0,765, Ay = —0,299
A1 = —0,766, \y = —0,052 ,
(1526,32; 72,60; ; B 0 278; o0 Stabil
36,30; 31,46) 8T e AT T

Secara umum, bifurkasi menurut Lynch (2010) yang dikutip
oleh Aini (2021) didefinisikan sebagai sebuah bidang vektor
f € R? yang terdeferensialkan secara kontinu dan disebut stabil
secara struktur (structurally stable) jika terdapat gangguan kecil
pada sistem ¥ = f(z) yang tidak menyebabkan perubahan
kualitatif dalam perilaku sistem.  Gejala bifurkasi ditandai
dengan adanya perubahan kestabilan atau perilaku sistem ketika
nilai parameter dari sistem tersebut diubah-ubah (Aini, 2021).
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Bifurkasi yang terjadi pada sistem (4.5) merupakan bifurkasi
transkritikal karena titik ekuilibrium bebas anak putus sekolah
dan titik ekuilibrium non-trivial bertukar jenis kestabilan. Hal ini
berarti bahwa sebelum mencapai nilai ambang atau titik bifurkasi,
titik ekuilibrium bebas anak putus sekolah yang awalnya stabil
mengalami sedikit gangguan sehingga menyebabkan titik tidak
stabil. Sebaliknya, titik ekuilibrium endemik anak putus sekolah
akan muncul dan menjadi stabil. Perhitungan detail terkait
bifurkasi tidak dibahas lebih lanjut dalam skripsi ini.

2. Simulasi II: Titik Ekuilibrium Endemik Anak Putus
Sekolah

Nilai dari parameter yang digunakan untuk simulasi numerik
ketika keadaan endemik anak putus sekolah pada Tabel (4.11)
berikut::

Tabel 4.11. Parameter Model

Parameter Nilai Sumber

b 500 Kourrad (2023)
B 0,0005 Asumsi

w 0,35 Ayoade (2022)
) 0,4 Ayoade (2022)
q 0,65  Asumsi

I 0,3 Obasuyi (2020)

Adapun nilai awal dari variabel yang digunakan adalah
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Tabel 4.12. Nilai Awal Dari Variabel

Populasi Awal Nilai Awal Sumber

S(0) 114230 BPS Kabupaten Rembang
(2023)

1(0) 500 BAPPEDA Kabupaten
Rembang (2023)

G(0) 500 BAPPEDA Kabupaten
Rembang (2023)

R(0) 326 BAPPEDA Kabupaten
Rembang (2023)

Berdasarkan nilai parameter pada Tabel (4.11), maka didapatkan

hasil bilangan reproduksi dasar, yaitu:

Bb
n(p +w)
(0,0005)(500)
(0,3)(0,3 + 0, 35)
0,25
© 0,195
— ~1,282>1

Ry =

Karena Ry > 1, maka dapat disimpulkan bahwa sindrom anak
putus sekolah menyebar atau dalam kondisi endemik dalam kurun
waktu tertentu dengan titik ekuilibrium endemik sebagai berikut:

a. Titik ekuilibrium subpopulasi rentan untuk putus sekolah
(5%).
Berdasarkan persamaan (4.22) diperoleh



135

U (Swq+op+p+wp)

- B(+np)
~((0,4)(0,35)(0,65)+(0.4)(0,3)+(0,3)2+(0,35)(0,3))
- (0,0005)((0,4)+(0,3))
__0,09140,124-0,09+0,105
- (0,0005)(0,7)

__ 0,406
=~ 0,00035

= 1160

r1ret

. Titik ekuilibrium subpopulasi yang terinfeksi sindrom putus
sekolah (I*).
Berdasarkan persamaan (4.21) diperoleh

w _ Bb(S+p)—Swau—p®5—pd —wp?
Béwq+Bus+Bu+Bwu
(0,0005)(500)((0,4)+(0,3))—(0,4)(0,35)(0,65)(0,3)—(0,3)%(0,4) —(0,3)> —(0,35)(0,3)>

~

= = 7(0,0005)(0,4)(0,35)(0,65)F(0,0005)(0,3)(0,4) 1 (0,0005)(0,3)2 +(0,0005)(0,35)(0,3)
__ 0,175—0,0273—0,036—0,027—0,0315

<= = 5,0000455+0,00006--0,00004510,0000525
_ 0,0532

< = 7,000203

<— = 262,069

. Titik ekuilibrium subpopulasi yang terinfeksi sindrom putus
sekolah dan mendapatkan program GASPOL 12 (G*).

Berdasarkan persamaan (4.23) diperoleh

__w Bb(S+p) —dwau—dp* —p3 —wp®
(6+w) Béwq+Bpu+Bu2+Bwu

,( (0,35) )

~ \(0,9+(0,3)

(0,0005)(500) ((0,4)+(0,3)) —(0,4)(0,35)(0,65)(0,3) —(0,4) (0,3)2—(0,3)® —(0,35)(0,3)?
(0,0005)(0,4)(0,35)(0,65)+(0,0005)(0,4)(0,3)+(0,0005)(0,3)2+(0,0005)(0,35)(0,3)

_ 0,35 0,175—0,0273—0,036—0,027—0,0315

— 0,7 0,0000455+0,00006+40,000045+0,0000525

_ 0,35 0,0532

0,7 0,000203

_0,01862
= 0,0001421

=131,03

[ s

1111

. Titik ekuilibrium subpopulasi yang kembali bersekolah baik

sekolah formal maupun nonformal (R*).
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Berdasarkan persamaan (4.24) diperoleh

R* _ _qdw Bb(S+p) —Swap—p® —p3 —wp®
PICEED) Bowq+Bpu+Bu2+pwp

_ (0,65)(0,4)(0,35)
= = (7@,3)((0,4”(0,3)))

( (0,0005)(500)((0,4)+(0,3))—(0,4)(0,35)(0,65)(0,3) — (0,4)(0,3)2 —(0,3)> —(0,35)(0,3) >

(0,0005)(0,4)(0,35)(0,65)+(0,0005)(0,4)(0,3)~+(0,0005) (0,3)2+(0,0005)(0,35)(0,3)

_ 0,091 0,175-0,0273-0,036—0,027—0,0315
~— 0,21 0,0000455+0,00006+0,000045+0,0000525

_ 0,091 0,0532
= 70,21 0,000203

__ 0,0048412
~ 0,00004263

= 113,56

Fre

Sehingga diperoleh titik ekuilibrium endemik anak putus
sekolah yaitu F; = (1160;262,069; 131,03; 113, 56).

Selanjutnya, akan ditunjukkan perolehan hasil simulasi dari
kestabilan lokal titik ekuilibrium yang endemik dari anak putus

sekolah. Sebelumnya diketahui bahwa

(—p—A) </\3+ — e (et w)+ B 4 (5 ) [ A2+ | - A—Bb—

(l—q)éw—i-W+(u+w)(§u)+W(u+w)+W]>\+
2 _

[5b(6+/¢21 (ptw) ﬂb(5+ul§1 D, ) 0 (4.41)

*Proses substitusi dan penyelesaian persamaan karakteristik
(4.41) untuk menentukan nilai eigen baik secara manual maupun
menggunakan bantuan software MATLAB 2013a disajikan pada
Lampiran 9.

Lampiran perhitungan detail didapatkan hasil seperti pada
Tabel (4.13) seperti di bawah ini:

)



Tabel 4.13. Tabel Nilai Eigen Dan Hasil

Nilai Eigen | Hasil
A1 -0,3
A2 -0,7533
A3 -0,2239
A4 -0,2239
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Diketahui bahwa semua bagian real dari nilai-nilai eigen pada

persamaan (4.41) bernilai negatif sehingga terbukti bahwa

titik ekuilibrium endemik anak putus sekolah dikatakan stabil

asimtotik lokal karena semua bagian real dari nilai-nilai eigen-nya

yaitu A1, A2, A3, A\q bernilai negatif.

Selanjutnya, akan ditunjukkan hasil simulasi numerik ketika

endemik anak putus sekolah dengan bantuan software MATLAB
R2013a yang terlihat pada Gambar (4.10) - Gambar (4.13) dengan

interval waktu dari hari ke-0 sampai dengan hari ke-100.

*Kode MATLAB untuk menunjukkan hasil simulasi numerik pada

kondisi endemik anak putus sekolah disajikan pada Lampiran 10.
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Gambar 4.11. Simulasi Subpopulasi Yang Terinfeksi Sindrom Putus
Sekolah (I*)
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Gambar 4.12. Simulasi Subpopulasi Yang Terinfeksi Putus Sekolah
Dan Mendapatkan Program GASPOL 12 (G*)
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Gambar 4.13. Simulasi Subpopulasi Yang Kembali Bersekolah Baik
Secara Formal Maupun Nonformal (R*)
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Berdasarkan Gambar (4.10), subpopulasi yang rentan untuk
putus sekolah (S*) menurun hingga hari ke-10. Lalu meningkat
kembali hingga hari ke-70 konvergen menuju 1.160 atau dikatakan
stabil.  Selanjutnya pada Gambar (4.11), subpopulasi yang
terinfeksi sindrom putus sekolah (I*) mengalami peningkatan
sampai hari ke-10. Kemudian mengalami penurunan hingga hari
ke-60 konvergen menuju 262,07 atau dikatakan stabil.

Pada Gambar (4.12), subpopulasi yang terinfeksi putus
sekolah dan mendapatkan program GASPOL 12 (G*) mengalami
peningkatan sampai hari ke-10. Lalu mengalami penurunan
hingga hari ke-70 konvergen menuju 131,03 atau dikatakan stabil.
Gambar (4.13), subpopulasi yang kembali bersekolah baik secara
formal maupun nonformal (R*) mengalami peningkatan hingga
hari ke-10. Kemudian menurun hingga hari ke-70 konvergen
menuju 113,56 atau dikatakan stabil.

Berdasarkan penjelasan dari Gambar (4.10) - Gambar (4.13),
dapat disimpulkan bahwa setiap subpopulasi menuju ke titik
ekuilibrium endemik anak putus sekolah. Hal tersebut dapat
dilihat dari solusi setiap subpopulasi S*,I*,G*, dan R* secara
berurutan menuju 1.160; 262,07; 131,03; 113,56.

Selanjutnya, akan ditampilkan grafik dengan nilai bilangan
reproduksi dasar (Rj) yang berbeda tetapi nilainya lebih dari
satu. Tujuan menampilkan grafik dengan nilai Ry yang berbeda
yaitu untuk melihat kondisi titik ekuilibrium endemik anak putus
sekolah. Bilangan reproduksi dasar yang berbeda ini diperoleh
dengan mengganti nilai parameter § yang disajikan dalam Tabel
(4.14) berikut:

*Detail perhitungan numerik dengan bantuan software MATLAB
2013a dapat dilihat pada Lampiran 11.
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Tabel 4.14. Nilai Ry Dan Titik Ekuilibrium Dengan Berbagai Nilai
Parameter 3

Parameter Ry TE Endemik Anak Putus Sekolah
0,0004 1,03 (1.450; 112,07, 56, 03; 48, 56)
0,0005 1,28 (1.160; 262,07; 131, 03; 113, 56)
0,0006 1,54 (966, 67; 362,07;181,03; 156, 90)
0,0007 1,79 (828, 57;433, 50; 216, 75; 187, 85)

Berdasarkan Tabel (4.14) diperoleh hasil simulasi titik ekuilibrium

endemik anak putus sekolah sebagai berikut:
*Kode MATLAB 2013a untuk simulasi titik ekuilibrium endemik
anak putus sekolah dengan berbagai nilai § dapat dilihat pada

Lampiran 12.
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Gambar 4.15. Simulasi Pengaruh Perubahan [ Terhadap
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Gambar 4.16. Simulasi Pengaruh Perubahan [ Terhadap
Subpopulasi (G*)
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Gambar 4.17. Simulasi Pengaruh Perubahan [ Terhadap
Subpopulasi (R*)

Berdasarkan Gambar (4.14) - Gambar (4.17) dapat dilihat
bahwa laju kontak () antara subpopulasi rentan putus sekolah
dan subpopulasi yang terinfeksi sindrom putus sekolah memiliki
peran penting dalam penyebaran sindrom tersebut. Ketika nilai 3
dinaikkan sementara nilai parameter lainnya tetap, nilai bilangan
reproduksi dasar juga meningkat. Selama Ry > 1, maka grafik
solusi akan konvergen menuju titik ekuilibrium endemik yaitu
keadaan di mana sindrom putus sekolah tetap ada dan stabil
dalam populasi. Peningkatan nilai 5 menyebabkan naiknya jumlah
subpopulasi yang terinfeksi sindrom putus sekolah (I*) maupun
jumlah subpopulasi yang terinfeksi sindrom putus sekolah dan
mendapatkan program GASPOL 12 (G*). Hal ini menunjukkan
bahwa semakin tinggi tingkat kontak antara individu rentan dan
individu terinfeksi putus sekolah, maka semakin besar pula potensi

penyebaran sindrom putus sekolah dalam populasi.
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Temuan ini sejalan dengan studi oleh Merani, dkk (2020),
yang mengungkapkan bahwa faktor utama yang mempengaruhi
anak putus sekolah di lingkungan Perumahan Buper Waena
Kota Jayapura adalah lingkungan sosial yang diikuti oleh
faktor ekonomi, keluarga, kurangnya minat belajar, dan sarana
prasarana sekolah. Lingkungan sosial menjadi faktor paling
dominan karena anak-anak sering kali terpengaruh oleh teman
sebaya yang putus sekolah sehingga menciptakan pola perilaku
negatif seperti keterlibatan dalam tindak kriminal, konsumsi
alkohol, serta keengganan untuk melanjutkan pendidikan atau
mencari pekerjaan. Dampak negatif ini meluas ke lingkungan
sosial sehingga menciptakan suasana yang tidak kondusif bagi
perkembangan anak-anak lainnya. Dengan demikian, model
matematika yang menunjukkan bahwa peningkatan nilai f
menyebabkan naiknya jumlah subpopulasi yang terinfeksi
sindrom putus sekolah sejalan dengan temuan tersebut. Hal ini
menekankan pentingnya program pemerintah yang efektif untuk
mengurangi laju kontak untuk mencegah penyebaran sindrom
putus sekolah dalam populasi.



BABYV
PENUTUP

A. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, dapat
diambil kesimpulan sebagai berikut:

1. Model matematika dinamika anak putus sekolah dengan
program GASPOL 12 di Kabupaten Rembang berbentuk
sistem persamaan diferensial nonlinier sebagai berikut:

45 =p—BSI—puS

= BSI+ (1-q)6G — (p+w)l
G = wl — (54 p)G

% = q0G — uR

dengan jumlah populasi N(t) = S(t) + I(t) + G(t) + R(t),
dimana S, I,G, dan R masing-masing adalah subpopulasi
yang rentan untuk putus sekolah (Susceptible), subpopulasi
yang terinfeksi sindrom putus sekolah (Infected),
subpopulasi yang terinfeksi sindrom putus sekolah
dan mendapatkan program GASPOL 12 (GASPOL), dan
subpopulasi yang kembali bersekolah baik sekolah formal
maupun nonformal (Recovered).

2. Model matematika dinamika anak putus sekolah dengan
program GASPOL 12 di Kabupaten Rembang mempunyai
dua titik ekuilibrium, yaitu titik ekuilibrium bebas anak
putus sekolah E° = (2,0,0,0) dan titik ekuilibrium

ﬁa
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endemik anak putus sekolah F; = (S*,I*, G*, R*) dimana

g —  Owgtoptpitwp e o BbO+p)—dwqu—dud—pd—wp?

B(0+) ’ y s Zﬁéwq+ﬁ5u+ﬁu2+ﬁwu ’
« __w . Pb(d+p)—dwqu—uc—p’—wp x _ _qdw
G" = 55  PowaBouT BT oy » dan B = e
OO+ 1) —dwqu—0p"— " —wp” ity ekyilibrium E° selalu eksis

Bowq+Bou+Bu2+pBwp
karena semua komponennya bernilai positif atau EY >

0, sedangkan titik ekuilibrium F; dikatakan eksis jika
terpenuhi syarat 8b (8 4 p) — dwqu — dp? — b — wp® >
0. Bilangan reproduksi dasar yang diperoleh dari model ini

yaitu Ry = u(i Berdasarkan analisis kestabilan titik-titik

ptw)
ekuilibrium, diperoleh hasil sebagai berikut:

(a) Jika Ry < 1, maka titik ekuilibrium bebas anak putus
sekolah (E°) bersifat stabil asimtotik lokal. Artinya,
sindrom putus sekolah lama kelamaan akan punah

dalam populasi.

(b) Jika Rg > 1, maka titik ekuilibrium endemik anak putus
sekolah (E,) bersifat stabil asimtotik lokal. Artinya,
sindrom putus sekolah menjadi masalah yang terus
menyebar dalam populasi dan tidak akan hilang dengan
sendirinya melainkan menetap pada tingkat tertentu

dalam jangka panjang.

. Berdasarkan hasil simulasi secara numerik dengan bantuan
software MATLAB R2013a, diperoleh hasil bahwa ketika
Ry < 1, maka akan menyebabkan subpopulasi S mengalami
penurunan sampai waktu ¢, kemudian naik hingga mencapai
titik stabil. Sedangkan subpopulasi I, G° dan R° cenderung
menurun menuju titik tetap yaitu nol karena tidak adanya
sindrom putus sekolah yang menyebar dalam populasi.

Sedangkan ketika Ry > 1, subpopulasi S* juga akan
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mengalami penurunan sampai waktu ¢, kemudian akan naik
hingga mencapai titik stabil. Untuk subpopulasi I*, G*,
dan R* cenderung mengalami penurunan hingga mencapai
keadaan stabil karena masih adanya sindrom putus sekolah
yang menyebar dalam populasi. Hasil simulasi numerik juga
menunjukkan hasil yang sesuai dengan hasil analisis secara

analisis dinamiknya.

B. Saran

Pada penelitian ini, dilakukan analisis kestabilan model
matematika dinamika anak putus sekolah dengan program
GASPOL 12 di Kabupaten Rembang, yang mengacu pada jurnal
internasional. Untuk penelitian selanjutnya, disarankan agar
dilakukan modifikasi pada model dengan memberikan perlakuan
khusus, seperti menentukan kontrol optimal melalui penambahan
variabel kontrol. Selain itu, penelitian berikutnya juga dapat
mencakup analisis sensitivitas terhadap parameter dalam model

serta melakukan analisis bifurkasi secara lebih mendalam.
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Lampiran 1. Perhitungan Nilai Eigen Secara Manual Dan
Menggunakan Bantuan MATLAB 2013a Pada Persamaan
(4.39)

Diketahui (—p — )2 |22 4+ A

(n+w) +0+w-8(2)

+ (B +w)(6+p) -

(%) (5+M)—(1—Q)5w} =0

sehingga diperoleh

(= =N(=p =X =0
<~ (—pu—A)=0 atau (—p—A)=0
<= A1 =—p atau A2 = —pu

<= A\ =—0,3 atau Mo = —0,3

atau

N [(urw)+(0+m) -8 (L)

) |+ (utw)(0+m) =B (L) (5+m)— (1-q)dw =0

= X+ 2[(0,3+0,35) + (0,4+0,3) — (0,0001) (32) | + (0,3 +0,35)(0,4 +

0,3) = (0,0001) (320) (0,4 +0,3) — (1 - 0,65)(0,4)(0,35) = 0

< A2 +(1,183333)\ + 0,289333 = 0

Dengan menggunakan bantuan software MATLAB R2013a

diperoleh nilai eigen untuk A3 dan A4 yaitu

A3 = —0, 3452
s = —0,8381
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Lampiran 2. Script MATLAB Simulasi Numerik Kondisi Bebas
Anak Putus Sekolah Dengan Nilai 5 = 0,0001

clear all;
clc;

close all;

% Parameter

b = 500;

beta = 0.0001;
omega = 0.35;
delta = 0.4;

g = 0.65;

mu = 0.3;

$ Perhitungan RO
R_0 = (beta * b) / (mu * (mu + omega));
fprintf ('Nilai R_0: %.2f\n', R_0);

$ Waktu Simulasi

t_start = 0;

t_end =100;

dt = 0.01;

num_steps = round((t_end - t_start) / dt) + 1;
t = linspace (t_start, t_end, num_steps);

% Kondisi Awal

SO0 = 114230;

I0 = 500;

GO = 500;

RO = 326;

x = [S0; I0; GO; RO];

% Sistem
f=0(t, x) [
b - beta » x(1) » x(2) — mu * x(1); % ds/dt
beta * x(1) % x(2) + (1 - g) * delta x» x(3) - (mu + omega) =*

x(2); % dI/dt
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omega * x(2) - (delta + mu) *» x(3); % dG/dt
g * delta % x(3) - mu » x(4) % dR/dt
17

% Menyimpan hasil simulasi
results = zeros (num_steps, 4);
results (1, :) = x';

% Header output tabel

fprintf ('\nSimulasi SIGR:\n');

fprintf ("Waktu\t\tS \t\tI \t\tG \t\tR \n');

% Kondisi awal dicetak sebelum loop

fprintf ("$.2E\t\t%.2E\E\tS. 26 \E\tS. 26\t \t%.2f\n", t(1), x(1),
x(2), x(3), x(4));

% Runge—-Kutta Orde 4 (RK4)
for i = l:num_steps-1
kl = £(t (i), x);
k2 = f£(t(i) + dt/2, x + dt/2 % k1);
k3 = f£(t(i) + dt/2, x + dt/2 % k2);
k4 = £(t(1) + dt, x + dt » k3);
% Update nilai x
X = x + (dt/6) * (kl + 2%k2 + 2xk3 + k4);
results (i+l, :) = x';
% Menampilkan hasil setiap langkah waktu (tiap 10 unit waktu)
if mod(t (i+l),1) == % Tampilkan setiap 1 unit waktu
fprintf ('Waktu: %$.3f, S: %.3f, I: %$.3f, G:
%.3f, R: %.3f\n', t(i+l), x(1), x(2), x(3), x(4));
end
end
% Menyimpan hasil ke file CSV
fprintf ('Waktu Akhir: %.3f\n', t(end));

% Grafik Dinamika Model SIGR

figure;

plot (t, results(:, 1), 'b', 'LineWidth', 2, 'DisplayName',
'S (Rentan)');

hold on;
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plot (t, results(:, 2), 'r', 'LineWidth', 2, 'DisplayName',
'T (Anak Putus Sekolah)');

plot (t, results(:, 3), 'g', 'LineWidth', 2, 'DisplayName',
'G (Mendapat Program GASPOL 12)');

plot (t, results(:, 4), 'm', 'LineWidth', 2, 'DisplayName',

'R (Kembali Bersekolah)');

xlabel ('Waktu (Hari)');

ylabel ('Populasi');

title('Dinamika Model Anak Putus Sekolah Dengan Program GASPOL
12 (RO < 1, Stabil)'");

legend('show');

grid on;

% Grafik Terpisah untuk Setiap Kompartemen
figure;

plot (t, results(:, 1), 'b', 'LineWidth',6 2);
xlabel ('Waktu (Hari)');

ylabel ('Populasi S (Rentan)');

title('Dinamika Populasi Rentan (S)'");

grid on;

figure;

plot (t, results(:, 2), 'r', 'LineWidth', 2);

xlabel ('Waktu (Hari)');
ylabel ('Populasi I (Terinfeksi APS)'");
title('Dinamika Populasi Anak Putus Sekolah (I)');

grid on;

figure;

plot (t, results(:, 3), 'g', 'Linewidth', 2);

xlabel ('Waktu (Hari)');

ylabel ('Populasi G (Mendapatkan Program GASPOL 12)');
title('Dinamika Populasi Mendapatkan Program GASPOL 12 (G)'");

grid on;

figure;

plot (t, results(:, 4), 'm', 'Linewidth', 2);
xlabel ('Waktu (Hari)');

ylabel ('Populasi R (Kembali Bersekolah)');
title('Dinamika Populasi Kembali Besekolah (R)'");

grid onj;
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% Menampilkan tabel hasil akhir

fprintf ('\nHasil Akhir Simulasi:\n');

fprintf ('Populasi Rentan (S): %.2f\n', results(end, 1));
fprintf ('Populasi APS (I): %.2f\n', results(end, 2));
fprintf ('Populasi GASPOL 12 (G): %.2f\n', results(end, 3));
fprintf ('Populasi Sekolah (R): %.2f\n', results(end, 4));
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Lampiran 3. Perhitungan Bilangan Reproduksi Dasar Dan
Titik Ekuilibrium Dengan Beberapa Nilai 5 Yang Berbeda
(8 = 0,0001;0,00015;0,0002;0,0003) Menggunakan Bantuan
MATLAB 2013a

clear all;
clc;

close all;

% Parameter

b = 500;

beta = 0.0003;

¥ Nilai beta bisa diubah [0.0001, 0.00015, 0.0002, 0.0003

omega = 0.35;
delta = 0.4;
g = 0.65;

> Perhitungan RO
R_0 = (beta  b) / (mu » (mu + omega));
fprintf('Nilai R_0: %.2f\n', R_0);

% Waktu Simulasi

t_start = 0;

t_end =185;

dt = 0.01;

num_steps = round((t_end - t_start) / dt) + 1;
t = linspace(t_start, t_end, num_steps);

% Kondisi Awa

SO0 = 114230;

I0 = 500;

GO = 500;

RO = 326;

x = [S0; I0; GO; RO];
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f=0e(t, x) [
b - beta » x(1) * x(2) — mu * x(1); % ds/dt
beta * x(1) * x(2) + (1 - g) * delta * x(3) - (mu + omega)
* xX(2); % dI/dt
omega * x(2) — (delta + mu) *» x(3); % dG/dt
g * delta * x(3) — mu » x(4) % dR/dt
17
% Menyimpan hasil simulasi
results = zeros (num_steps, 4);
results(l, :) = x';
% Header output tabel
fprintf ('\nSimulasi SIGR:\n'");
fprintf ('Waktu\t\tsS \t\tI \t\tG \t\tR \n');
% Kondisi awal dicetak sebelum loop
fprintf ("$.2E\t\t%. 28 \t\t%. 26 \t\t%. 26 \t\t%.2f\n", t(1), x(1),
x(2), x(3), x(4));
% Runge-Kutta Orde 4 (RK4)
for 1 = l:num_steps-1
k1l = f£(t(i), x);
k2 = f£(t(i) + dt/2, x + dt/2 = kl);
k3 = f£(t(i) + dt/2, x + dt/2 x k2);
k4 = £(t(i) + dt, x + dt = k3);
% Update nilai x
X = x + (dt/6) * (k1 + 2+xk2 + 2+xk3 + k4);
results (i+l, :) = x';
% Menampilkan hasil setiap langkah waktu (tiap 10 unit waktu)
if mod(t (i+1),1) == % Tampilkan setiap 1 unit waktu
fprintf ('Waktu: %.3f, S: %.3f, I: %.3f, G: %$.3f, R:
$.3f\n', t(i+l), x(1), x(2), x(3), x(4));
end

end

% Menyimpan hasil ke file CSV
fprintf ('Waktu Akhir: %$.3f\n', t(end));

% Grafik Dinamika Model SIGR
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figure;

plot (t, results(:, 1), 'b', 'LineWidth', 2, 'DisplayName',
'S (Rentan)');

hold on;

plot (t, results(:, 2), 'r', 'LineWidth', 2, 'DisplayName',
'T (Anak Putus Sekolah)');

plot (t, results(:, 3), 'g', 'LineWidth', 2, 'DisplayName',
'G (Mendapat Program GASPOL 12)"');

plot (t, results(:, 4), 'm', 'LineWidth', 2, 'DisplayName',

'R (Kembali Bersekolah)');

xlabel ('Waktu (Hari)');

ylabel ('Populasi');

title('Dinamika Model Anak Putus Sekolah Dengan Program GASPOL
12 (RO < 1, Stabil)"'");

legend('show');

grid on;

% Grafik Terpisah untuk Setiap Kompartemen
figure;

plot (t, results(:, 1), 'b', 'LineWidth', 2);
xlabel ('Waktu (Hari)');

ylabel ('Populasi S (Rentan)');

title('Dinamika Populasi Rentan (S)"'");

grid on;

figure;

plot (t, results(:, 2), 'r', 'LineWidth', 2);

xlabel ('Waktu (Hari)');
ylabel ('Populasi I (Terinfeksi APS)');
title('Dinamika Populasi Anak Putus Sekolah (I)');

grid on;

figure;

plot (t, results(:, 3), 'g', 'LineWidth', 2);

xlabel ('Waktu (Hari)');

ylabel ('Populasi G (Mendapatkan Program GASPOL 12)');
title('Dinamika Populasi Mendapatkan Program GASPOL 12 (G)'");

grid on;

figure;
plot (t, results(:, 4), 'm', 'LineWidth', 2);
xlabel ('Waktu (Hari)');




ylabel ('Populasi R (Kembali Bersekolah)');
title('Dinamika Populasi Kembali Besekolah (R)'");

grid on;

% Menampilkan tabel hasil akhir
fprintf ('\nHasil Akhir Simulasi:\n');

fprintf ('Populasi Rentan (S): %.2f\n', results(end, 1));

fprintf ('Populasi APS (I): %.2f\n', results(end, 2));

2
fprintf ('Populasi GASPOL 12 (G): %.2f\n', results(end, 3));

fprintf ('Populasi Sekolah (R): %.2f\n', results(end,

4));
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Lampiran 4. Script MATLAB Simulasi Titik Ekuilibrium Bebas

Anak Putus Sekolah dengan Berbagai Nilai

clc; clear; close all;

% Parameter Model

b = 500;

beta_values = [0.0001, 0.00015, 0.0002, 0.000371; %

omega = 0.35;
delta = 0.4;
q = 0.65;
mu= 0.3;

% Waktu Simulasi
t_start = 0;

t_end = 185;

dt = 0.01;

t = t_start:dt:t_end;
length(t);

% Kondisi Awal
x0 = [114230; 500; 500; 326]; % [SO, 10, GO, RO]

colors = ['r', 'g', 'b', 'k'l; % Warna tetap

% Plot konfigurasi

figure (1l); hold on; xlabel ('Waktu (hari)'); ylabel
('Populasi S(t)'); title('Dinamika S(t)'); grid on;
figure (2); hold on; xlabel ('Waktu (hari)'); ylabel
('"Populasi I(t)'); title('Dinamika I(t)'); grid on;
figure (3); hold on; xlabel('Waktu (hari)'); ylabel
('Populasi G(t)'); title('Dinamika G(t)'); grid on;
figure (4); hold on; xlabel ('Waktu (hari)'); ylabel
('"Populasi R(t)'); title('Dinamika R(t)'); grid on;
$ Simulasi untuk setiap nilai beta
for k = 1l:length(beta_values)

beta = beta_values (k);

% Inisialisasi Variabel

4 nilai beta
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X = zeros (4, N);
X(:,1) = x0;

% Sistem

f=0(x) [
b - betaxx(1)*x(2) — mu*x(1); % ds/dt
betaxx (1) *x(2) + (1 - g)*delta*x(3) - (mu + omega) *x(2);
% dI/dt
omegax*x (2) - (delta + mu)*x(3); % dG/dt
gxdelta*x (3) — mu*x(4) % dR/dt

17
% Iterasi RK4 menggunakan vektor
for j = 1:N-1
k1l = dt » £(X(:,73));
k2 = dt « £(X(:,3) + 0.5xkl);
k3 dt « £(X(:,3) + 0.5xk2);
k4 dt « £(X(:,3) + k3);

X(:,3+1) = X(:,3) + (1/6) » (k1 + 2xk2 + 2%k3 + k4);
end
% Plot hasil dengan warna tetap ['r', 'g', 'b', 'k']
figure(l); plot(t, X(1,:), 'Color', colors(k), 'LinewWidth',
2, 'DisplayName', ['\beta=', num2str(beta)l);
figure(2); plot(t, X(2,:), 'Color', colors(k), 'LineWidth',
2, 'DisplayName', ['\beta=', num2str (beta)]);
figure(3); plot(t, X(3,:), 'Color', colors(k), 'LinewWidth',
2, 'DisplayName', ['\beta=', num2str (beta)l]);
figure(4); plot(t, X(4,:), 'Color', colors(k), 'LinewWidth',
2, 'DisplayName', ['\beta=', num2str(beta)l);
end
% Tambahkan legenda
figure(1l); legend show;
figure (2); legend show;
figure (3); legend show;
figure (4); legend show;
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Lampiran 5. Perhitungan Titik Ekuilibrium Pada 5 = 0, 00035

Misalkan diambil 3 = 0,00035;6 = 500;w = 0,35;6 =
0,4;,q = 0,65 dan ¢ = 0,3, maka nilai-nilai ini dapat
disubstitusikan ke dalam sistem (4.5) sehingga diperoleh

(0 = 500 — (0,00035)ST — (0,3)S

0 = (0,00035)ST + (0,14)G — (0,65)1
0 =(0,35)1—(0,7)G
0

(5.1)
=(0,26)G — (0,3)R
Dari sistem di atas diperoleh:
1. Persamaan pertama
500 — (0,00035)ST — (0,3)S =0
= 500 = (0,00035)ST + (0,3)S
= 500 = ((0,00035)1 + (0,3)) S

Aand ((0,000355(;(}+(0,3)) =5

2. Pesamaan kedua
(0,35)I — (0,7)G =0
= (0,35)1 = (0,7)G

0,35
— ((077))1 G
= (0,5 =G

3. Persamaan ketiga
(0,26)G — (0,3)R =10
= (0,26)G = (0,3)R



167

(0,26) o
= ©.3) G=R
(0,26)(0,5) o
<— 03 I=R
= (0,13)I =R

4. Persamaan keempat
(0,00035)ST + (0,14)G — (0,65)] =0
(0,00035) 5-o0085) rramyy £ + (0, 14)(0,5)1 — (0,65)1 =0

0,175 —
ooooss) rroay L + 0,071 — 0,657 =0
DL I—0,580=0

((0,00035)11(0,3))
(0.175)1—(0.58) I((0,00035) I+(0.8)) _
((0,00035)1+(0,3)) =

(0,175)1 — (0,175)I — (0,000203)1% = 0
(0,001)1 — (0,000203)I2 =0
1((0,001) — (0,000203)I) = 0

Jadi, I° = 0 atau ((0,001) — (0,000203)1*) = 0. Sehingga nilai I

ada dua yaitu I° = 0 atau [* = % ~ 4,93.

111110107

Untuk nilai /° = 0 diperoleh

SO — 500
~ ((0,00035)19+(0,3))
500

= = {(0,00035)(0)+(0,3))
- _ 500

0,3
<~  =1666,67

G° =0,51°
= =(0,5)(0)
—= =0

RY = (0,13)1°
<~ =(0,13)(0)

—= =0
sehingga titik ekuilibrium E° = (1666, 67; 0;0;0).
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Sedangkan untuk nilai I* ~ 4,93 diperoleh

S — 500
((0,00035)1*+(0,3))
500

= 7 {(0,00035)(4,93)1(0,3))
_ 500
<= = 0,0,3017255
<~ ~ 1657, 14
G* = (0,5)1*
<~ =(0,5)(4,93)

— ~2,46

R* =(0,13)I*
e =(0,13)(4,93)
— ~2/13
sehingga titik ekuilibrium E* = (1657, 14;4,93; 2, 46; 2, 13).
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Lampiran 6. Untuk Nilai Parameter 5 = 0,00035 Diperoleh
Dua kondisi I, Salah Satunya Adalah I° = 0 Yang
Menghasilkan Titik Ekuilibrium Bebas Anak Putus Sekolah
E° = (1666,67;0;0;0). Perhitungan Nilai Eigen Dilakukan
Dengan Bantuan Maple 11

*Dalam penggunaan Maple, variabel I diganti dengan V' karena [

secara otomatis dianggap sebagai satuan bilangan imaginer.

> b := 500; beta := 0.00035; omega := 0.35;
delta := 0.4; g := 0.65; mu := 0.3;
500
0.00035

0.35
0.4
0.65
0.3
> pl := b-betaxS*xV-mux*S;

500 - 0.00035 s v - 0.3 8

> p2 := betaxSxV+ (l-q) xdeltaxG- (mut+tomega) *V;
0.00035 s Vv + 0.140 G - 0.65 V
> p3 := omegax*V-(delta+mu) *G;
0.35V - 0.7 G
> p4 := gxdeltaxG-muxR;

0.260 G - 0.3 R
> solve ({p3, p4, pl, p2}, {G, S, V, R});
{v=0., R=0., G=0., S = 1666.666667},
{G = 2.463054187, vV = 4.926108374,
R = 2.134646962, S = 1657.142857}
> with (Student [MultivariateCalculus]);
> J := Jacobian([pl, p2, p3, p4l, [S, V, G, R])
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> gl := Jacobian([pl, p2, p3, p4l, [S, V, G, R] =
[1666.666667, 0, 0, 01)
> with (LinearAlgebra) :

> evalsA := Eigenvalues (ql)
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Lampiran 7. Untuk Nilai Parameter 5 = 0,00035 Diperoleh
Dua kondisi /, Salah Satunya Adalah [* = 4,93 Yang
Menghasilkan Titik Ekuilibrium Bebas Anak Putus Sekolah
E; = (1657,14;4,93;2,46;2,13). Perhitungan Nilai Eigen
Dilakukan Dengan Bantuan Maple 11

*Dalam penggunaan Maple, variabel I diganti dengan V' karena [

secara otomatis dianggap sebagai satuan bilangan imaginer.

> Db := 500; beta := 0.00035; omega := 0.35;
delta := 0.4; g := 0.65; mu 0.3;
500
0.00035
0.35
0.4
0
0

.65
.3

Y
T

it
Il

b-betaxS*V-mu=*S;
500 - 0.00035 s v - 0.3 S
betaxS*xV+ (1-q) rdelta*G— (mutomega) *xV;
0.00035 SV + 0.140 G - 0.65 V
> p3 := omegaxV-(delta+tmu) xG;
0.35 vV - 0.7 G
gxdelta*G—mux*R;
0.260 G - 0.3 R
> solve ({p3, p4, pl, P2}, (G, S, V, R});
{v=0., R=0., G=0., S = 1666.666667},
{G = 2.463054187, vV = 4.926108374,
R = 2.134646962, S = 1657.142857}
> with (Student [MultivariateCalculus])

> p2

> p4
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J := Jacobian([pl, p2, p3, p4l, I[S, V, G, R])

> gl := Jacobian([pl, p2, p3, p4l1, I[S, V, G, R] =

[1657.142857, 4.926108374, 2.463054187,
2.13464696217)
with (LinearAlgebra) :

> evalsA := Eigenvalues (ql)
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Lampiran 8. Script Maple Perhitungan Titik Ekuilibrium Dan
Nilai Eigen Untuk Berbagai Nilai

*Dalam penggunaan Maple, variabel I diganti dengan V' karena [
secara otomatis dianggap sebagai satuan bilangan imaginer.

Perubahan pada Tabel (4.10) dilakukan dengan menggunakan
satu sistem otonomus yang sama. Variasi dilakukan pada
parameter 5 dalam rentan tertentu yaitu 5 = 0,00036 hingga
B = 0,00038. Setiap perubahan nilai 5 menghasilkan titik-titik
ekuilibrium yang berbeda. Selanjutnya, berdasarkan titik-titik
ekuilibrium tersebut nilai eigen dihitung untuk menentukan
kestabilan sistem. Seluruh proses perhitungan ini dilakukan

menggunakan bantuan software Maple.

> b := 500; beta := 0.00036; omega := 0.35;
delta := 0.4; g := 0.65; mu := 0.3;
0.00036
0.35
0.4
0.65
0.3
> pl := b-betaxS*xV-muxS;

500 - 0.00036 s v - 0.3 S
betaxS*V+ (1-q) rdelta*G— (mutomega) xV;

0.00036 S V + 0.140 G - 0.65 V
> p3 := omegaxV-(delta+mu) xG;

0.35 V- 0.7 G
gxdelta*G—mux*R;

0.260 G - 0.3 R

\Y
o)

N
Il

Vv
el

S
I




>
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solve ({p2, p4, pl, pP3}, {S, V, G, R});

{v=0., G=0., R=20., S =1666.666667},

{Ss = 1611.111111, vV = 28.73563218, R = 12.45210728,
G = 14.36781609}

> with (Student [MultivariateCalculus])

> J := Jacobian([pl, p2, p3, p4l, I[S, V, G, RI])

> gl := Jacobian([pl, p2, p3, p4]l, [S, V, G, R] =

[1666.666667, 0, 0, 0])

> with (LinearAlgebra) :

evalsA := Eigenvalues (gl)
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Lampiran 9. Perhitungan Nilai Eigen Secara Manual Dan
Menggunakan Bantuan MATLAB 2013a Pada Persamaan
(4.41)

Diketahui
(=1 =) <A3+ — i () + 2O () W24 | - A= Bb— (1—q)dw+
2 2
Bb({j‘rﬂ) + (b + w)(6p) + ﬁb(i+ﬂ) (o + w) + 5b(53ri6L*AM A+ 5b(5+H1)4 (ptw)
/3b(5+u)A(1—q)5u — Ap > -0
sehingga diperoleh
(wu=2A)=0
< A\1 = —u
<~ A\ =-0,3
atau
M| - b ptw) + PO L G+ ) M2+ | A - Bb— (1 - g)w +

b(5+p)? b(s b(5+p)—A b(5+p)?
B (2—#) + (b + w)(6p) + B (A+H)(#+w) + Bb( :S:l—,i I Bb( +H,)4 (ptw)

A+

puEmi-ate _ 4,

Diketahui bahwa

A= 8wq+0p+ 2+ wp

< =(0,4)(0,35)(0,65) + (0,4)(0,3) + (0,3)2 + (0,35)(0, 3)
<« =0,406

Sehingga

g { o +((0,3)+(0,35)) 4 (CHRETEAAEOD 1 ((0,4)+(0,3)) | A2+

(0,0005)(500)((0,4)+(0,3))?
{ — 0,406 — (0,0005)(500) — (1 — (0,65))(0,4)(0, 35) + 0406 +
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((0,3) + (0,35))((0,4)(0,3)) + {(LL0DOIODLOD) ((0,3) + (0,35)) +

(0,0005)(500) ((0,4)+(0,3))—(0,406)(0,3)
(0,4)+(0,3)

A (0,0005)(500)((0,4)+(0,3))2((0,3)+(0,35))
+ 0,406 -

(0,0005)(500)((0,4)+(00’230)()3(17(0,65))(0,4)(0,35) _ (07 406)(0, 3) -0

A3 4+ 1,201034)2 4 0,407897X + 0,0532 = 0
Dengan menggunakan bantuan software MATLAB R2013a
diperoleh nilai A3, A3 dan )4, yaitu

A2 = —0,7533 + 0, 00004
A3 = —0,2239 + 0, 1432
A4 = —0,2239 — 0, 1432;
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Lampiran 10. Script MATLAB Simulasi Numerik Kondisi
Endemik Anak Putus Sekolah Dengan Nilai 8 = 0, 0005

clear all;
clc;

close all;

% Parameter
b = 500;

beta = 0.0005;
omega = 0.35;
delta = 0.4;

q = 0.65;

mu = 0.3;

% Perhitungan RO
R_0= (beta * b) / (mu x* (mu + omega));
fprintf('Nilai R_0: %.2f\n', R_0);

$ Waktu Simulasi

t_start = 0;

t_end = 100;

dt = 0.01;

num_steps = round((t_end - t_start) / dt) + 1;

t = linspace(t_start, t_end, num_steps);
$ Kondisi Awal

SO0 = 114230;

I0 = 500;

GO = 500;

RO = 326;

x = [SO0; I0; GO; ROJ;

% Sistem

f=0@e(t, x) [
b - beta » x(1) * x(2) — mu * x(1); % d it
beta * x(1) » x(2) + (1 - g) * delta » x(3) - (mu + omega) =
X (2); % dI/dt

omega * x(2) - (delta + mu) * x(3); % dG/dt
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g * delta % x(3) — mu » x(4) % dR/dt
17

% Menyimpan hasil simulasi
results = zeros (num_steps, 4);
results(l, :) = x';
% Header output tabel
fprintf ('\nSimulasi SIGR (RO > 1):\n'");
fprintf ('"Waktu\t\tS (Rentan)\t\tI (APS)\t\tG (GAPOL 12)\t\tR
(Bersekolah)\n');
fprintf ("$.2E\t\t%. 28 \t\t%. 26 \e\t%. 26 \t\t%.2f\n", t(1), x(1),
x(2), x(3), x(4));
% Runge-Kutta Orde 4 (RK4)
for i = l:num_steps-1
k1l = f£(t(i), x);
k2 = f£(t(i) + dt/2, x + dt/2 = kl);
k3 = f£(t(i) + dt/2, x + dt/2 x k2);
k4 = £(t(i) + dt, x + dt = k3);
% Update nilai x
X = x + (dt/6) * (k1 + 2+xk2 + 2+xk3 + k4);
results (i+l, :) = x';
% Menampilkan hasil setiap langkah waktu (tiap 10 unit waktu)
if mod(t (i+l), 1) ==
fprintf ('$.2E\t\t%. 26\t \t%. 28 \t\t%.2E\t\t%.2f\n", t(i+1)
x(1), x(2), x(3), x(4));
end
end
% Menyimpan hasil ke file CSV
filename = 'sigr_simulation_high_IG.csv';
csvwrite (filename, [t' results]);

fprintf ('\nHasil simulasi disimpan ke file: %s\n', filename);

% Grafik Dinamika Model SIGR

figure;

plot (t, results(:, 1), 'b', 'LineWidth', 2, 'DisplayName',
'S (Rentan)');

hold on;
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plot (t, results(:

, 2), 'r', 'LineWidth', 2, 'DisplayName',
'T (Infeksi APS)'");

plot (t, results(:, 3), 'g', 'LineWidth', 2, 'DisplayName',
'G (GASPOL 12)");
plot (t, results(:, 4), 'm', 'LineWidth', 2, 'DisplayName',

'R (Kembali Bersekolah)');

xlabel ('Waktu (Hari)');

ylabel ('Populasi');

title('Dinamika Model Anak Putus Sekolah Dengan Program GASPOL
12 (RO > 1, Stabil)'");

legend('show');

grid on;

% Grafik Terpisah untuk Setiap Subpopulasi
figure;

plot (t, results(:, 1), 'b', 'LineWidth',6 2);
xlabel ('Waktu (Hari)');

ylabel ('Populasi S (Rentan)');

title('Dinamika Populasi Rentan (S)'");

grid on;

figure;

plot (t, results(:, 2), 'r', 'LineWidth', 2);

xlabel ('Waktu (Hari)');
ylabel ('Populasi I (Terinfeksi APS)'");
title('Dinamika Populasi Anak Putus Sekolah (I)');

grid on;

figure;

plot (t, results(:, 3), 'g', 'Linewidth', 2);

xlabel ('Waktu (Hari)');

ylabel ('Populasi G (Mendapatkan Program GASPOL 12)');
title('Dinamika Populasi Mendapatkan Program GASPOL 12 (G)'");

grid on;

figure;

plot (t, results(:, 4), 'm', 'Linewidth', 2);
xlabel ('Waktu (Hari)');

ylabel ('Populasi R (Kembali Bersekolah)');
title('Dinamika Populasi Kembali Bersekolah(R)"');

grid onj;




180

% Menampilkan tabel hasil akhir

fprintf ('\nHasil Akhir Simulasi:\n');

fprintf ('Populasi Rentan (S): %.2f\n', results(end, 1));
fprintf ('Populasi Anak Putus Sekolah (I): %.2f\n', results(end,
2));

fprintf ('Populasi GASPOL 12 (G): %.2f\n', results(end, 3));
fprintf ('Populasi Kembali Bersekolah (R): %.2f\n', results(end,
4));
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Lampiran 11. Perhitungan Bilangan Reproduksi Dasar Dan
Titik Ekuilibrium Dengan Berbagai Nilai 5 Yang Berbeda
(8 = 0,0004;0,0005;0,0006;0,0007) Menggunakan Bantuan
MATLAB 2013a

clear all;
clc;

close all;
% Parameter

b = 500;

beta = 0.0004;
omega = 0.35;
delta = 0.4;

q = 0.65;

mu = 0.3;

% Perhitungan RO

R_0= (beta * b) / (mu x* (mu + omega));

fprintf('Nilai R_0: %.2f\n', R_0);

% Waktu Simulasi

t_start = 0;

t_end = 140;

dt = 0.01;

num_steps = round((t_end - t_start) / dt) + 1;
t = linspace(t_start, t_end, num_steps);

% Kondisi Awal

SO0 = 114230;

I0 = 500;

GO = 500;

RO = 326;

x = [SO0; I0; GO; ROI;
% Sistem

f=0@e(t, x) [

b - beta » x(1) » x(2) — mu * x(1); % ds/dt
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beta * x(1) % x(2) + (1 - g) * delta » x(3) - (mu + omega) =
x(2); % dIi/dt

omega * x(2) - (delta + mu) *» x(3); % dG/dt

g * delta * x(3) — mu » x(4) % dR/dt

17

% Menyimpan hasil simulasi

results = zeros (num_steps, 4);

results(l, :) = x';

% Header output tabel

fprintf ('\nSimulasi SIGR (RO > 1):\n');

fprintf ('Waktu\t\tS (Rentan)\t\tI (APS)\t\tG (GAPOL 12)\t\tR
(Bersekolah)\n');

fprintf ("$.2E\t\t%.2E\E\t%. 26 \E\tS. 26\t \t%.2f\n", t(1), x(1),
x(2), x(3), x(4));

% Runge—-Kutta Orde 4 (RK4)

for i = l:num_steps-1
k1 = £(t(i1), x);
k2 = f£(t(i) + dt/2, x + dt/2 x kl);
k3 = £(t(i) + dt/2, x + dt/2 % k2);

k4 = £(t(i) + dt, x + dt = k3);

% Update nilai x

X = x + (dt/6) * (k1 + 2%xk2 + 2xk3 + k4);

results (i+l, :) = x';

% Menampilkan hasil setiap langkah waktu (tiap 10 unit waktu)

if mod(t (i+l), 1) ==
fprintf ("$.2E\t\t%.2E\t\t%. 26 \t\tS. 26\t \t%.2f\n", t(i+1),
x(1), x(2), x(3), x(4));

end

end

% Menyimpan hasil ke file CSV
filename = 'sigr_simulation_high_IG.csv';
csvwrite (filename, [t' results]);

fprintf ('\nHasil simulasi disimpan ke file: %s\n', filename);

% Grafik Dinamika Model SIGR

figure;
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plot (t, results(:, 1), 'b', 'LineWidth', 2, 'DisplayName',
'S (Rentan)');

hold on;

plot (t, results(:, 2), 'r', 'LineWidth', 2, 'DisplayName',
'T (Infeksi APS)'");

plot (t, results(:, 3), 'g', 'LineWidth', 2, 'DisplayName',
'G (GASPOL 12)");

plot (t, results(:, 4), 'm', 'LineWidth', 2, 'DisplayName',

'R (Kembali Bersekolah)');

xlabel ('Waktu (Hari)');

ylabel ('Populasi');

title('Dinamika Model Anak Putus Sekolah Dengan Program GASPOL
12 (RO > 1, Stabil)');

legend('show');

grid on;

% Grafik Terpisah untuk Setiap Subpopulasi
figure;

plot (t, results(:, 1), 'b', 'Linewidth', 2);
xlabel ('Waktu (Hari)');

ylabel ('Populasi S (Rentan)');

title('Dinamika Populasi Rentan (S)"'");

grid on;

figure;

plot (t, results(:, 2), 'r', 'LinewWidth', 2);

xlabel ('Waktu (Hari)');
ylabel ('Populasi I (Terinfeksi APS)'");
title('Dinamika Populasi Anak Putus Sekolah (I)');

grid on;

figure;

plot (t, results(:, 3), 'g', 'LineWidth', 2);

xlabel ('Waktu (Hari)');

ylabel ('Populasi G (Mendapatkan Program GASPOL 12)');
title('Dinamika Populasi Mendapatkan Program GASPOL 12 (G)');

grid on;

figure;

plot (t, results(:, 4), 'm', 'LineWidth', 2);
xlabel ('Waktu (Hari)');

ylabel ('Populasi R (Kembali Bersekolah)');
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title('Dinamika Populasi Kembali Bersekolah(R)'");

grid on;

% Menampilkan tabel hasil akhir

fprintf ('\nHasil Akhir Simulasi:\n');

fprintf ('Populasi Rentan (S): %.2f\n', results(end, 1));
fprintf ('Populasi Anak Putus Sekolah (I): %.2f\n', results(end,
2));

fprintf ('Populasi GASPOL 12 (G): %.2f\n', results(end, 3));
fprintf ('Populasi Kembali Bersekolah (R): %.2f\n', results(end,
4));
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Lampiran 12. Script MATLAB Simulasi Titik Ekuilirium
Endemik Anak Putus Sekolah Dengan Berbagai Nilai 3

clc; clear; close all;

% Parameter Model

b = 500;

beta_values = [0.0004, 0.00005, 0.0006, 0.00071; % 4 nilai beta
omega = 0.35;

delta 0.4;

g = 0.65;

mu= 0.3;

% Waktu Simulasi
t_start = 0;

t_end = 140;

dt = 0.01;

t = t_start:dt:t_end;
length(t);

% Kondisi Awal
x0 = [114230; 500; 500; 326]; % [SO, 10, GO, RO]

colors = ['r', 'g', 'b', 'k'l; % Warna tetap

% Plot konfigurasi

figure (1l); hold on; xlabel ('Waktu (hari)'); ylabel
('Populasi S(t)'); title('Dinamika S(t)'); grid on;
figure (2); hold on; xlabel ('Waktu (hari)'); ylabel
('"Populasi I(t)'); title('Dinamika I(t)'); grid on;
figure (3); hold on; xlabel('Waktu (hari)'); ylabel
('Populasi G(t)'); title('Dinamika G(t)'); grid on;
figure (4); hold on; xlabel ('Waktu (hari)'); ylabel
('"Populasi R(t)'); title('Dinamika R(t)'); grid on;
$ Simulasi untuk setiap nilai beta
for k = 1l:length(beta_values)

beta = beta_values (k);

% Inisialisasi Variabel




186

X = zeros (4, N);
X(:,1) = x0;

% Sistem

f=0(x) [
b - betaxx(1)*x(2) — mu*x(1); % ds/dt
betaxx (1) *x(2) + (1 - g)*delta*x(3) - (mu + omega) *x(2);
% dI/dt
omegax*x (2) - (delta + mu)*x(3); % dG/dt
gxdelta*x (3) — mu*x(4) % dR/dt

17
% Iterasi RK4 menggunakan vektor
for j = 1:N-1
k1l = dt » £(X(:,73));
k2 = dt « £(X(:,3) + 0.5xkl);
k3 dt « £(X(:,3) + 0.5xk2);
k4 dt « £(X(:,3) + k3);

X(:,3+1) = X(:,3) + (1/6) » (k1 + 2xk2 + 2%k3 + k4);
end
% Plot hasil dengan warna tetap ['r', 'g', 'b', 'k']
figure(l); plot(t, X(1,:), 'Color', colors(k), 'LinewWidth',
2, 'DisplayName', ['\beta=', num2str(beta)l);
figure(2); plot(t, X(2,:), 'Color', colors(k), 'LineWidth',
2, 'DisplayName', ['\beta=', num2str (beta)]);
figure(3); plot(t, X(3,:), 'Color', colors(k), 'LinewWidth',
2, 'DisplayName', ['\beta=', num2str (beta)l]);
figure(4); plot(t, X(4,:), 'Color', colors(k), 'LinewWidth',
2, 'DisplayName', ['\beta=', num2str(beta)l);
end
% Tambahkan legenda
figure(1l); legend show;
figure (2); legend show;
figure (3); legend show;
figure (4); legend show;
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