REPRESENTASI LINIER CLOAKTIK MONOID ATAS
ALJABAR MAX-PLUS

SKRIPSI

Diajukan untuk Memenuhi Sebagian Syarat Guna Memperoleh
Gelar Sarjana Matematika
dalam Ilmu Matematika

N rd

WALISONGO

Oleh : ICHA AULIYA RIZQIYA
NIM: 2108046057

FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI
UNIVERSITAS ISLAM NEGERI WALISONGO
SEMARANG
2025



PERNYATAAN KEASLIAN

Yang bertanda tangan di bawah ini :

Nama : Icha Auliya Rizqiya
NIM : 2108046057
Jurusan/Program Studi : Matematika/ Matematika

menyatakan bahwa skripsi yang berjudul :

REPRESENTASI LINIER CLOAKTIK MONOID ATAS ALJABAR
MAX-PLUS

secara keseluruhan adalah hasil penelitian/karya saya sendiri,
kecuali bagian tertentu yang dirujuk sumbernya.

Semarang, 1 Juni 2025
Pembuat pernyataan,

Icha Auliya Rizqiya
NIM: 2108046057



KEMENTERIAN AGAMA R.L

UNIVERSITAS ISLAM NEGERI WALISONGO
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI
“iﬂ JL. Prof. Dr. Hamka (Kampus IT) Ngaliyan Semarang
WALSONGO e 1elpi024-760129 5 Faxi/6 153875 g s
PENGESAHAN
Naskah skripsi berikut ini :
Judul :  REPRESENTASI LINIER CLOAKTIK MONOID ATAS
ALJABAR MAX-PLUS
Penulis : Icha Auliya Rizqiya
NIM : 2108046057
Jurusan : Matematika

Telah diujikan dalam sidang tugas akhir oleh Dewan Penguji
Fakultas Sains dan Teknologi UIN Walisongo dan dapat diterima
sebagai salah satu syarat memperoleh gelar sarjana dalam Ilmu
Matematika.

Semarang, 16 Juni 2025

DEWAN PENGUIJI
Penguji ], Penguji I,
Prihadi Kurgiawan, M.Sc. Any Muanalifah, M.Si., Ph.D.

NIP:199012262019031 NER : 198201132011012009

ﬁ%‘/
, nia R., M.Sc.

908112019032019

Nur Khasanah,
NIP: 1991112 12019

Any Muanalifah, M.Si., Ph.D.
NIP: 198201132011012009



NOTA DINAS

Semarang, 1 Juni 2025

Yth. Ketua Program Studi Matematika
Fakultas Sains dan Teknologi
UIN Walisongo Semarang

Assalamu’alaikum warahmatullahi wabarakatuh

Dengan ini diberitahukan bahwa saya telah melakukan bimbingan,
arahan dan koreksi naskah skripsi dengan:

Judul :  REPRESENTASI LINIER CLOAKTIK MONOID ATAS
ALJABAR MAX-PLUS

Nama : Icha Auliya Rizqgiya

NIM : 2108046057

Jurusan : Matematika

Saya memandang bahwa naskah skripsi tersebut sudah dapat
diajukan kepada Fakultas Sains dan Teknologi UIN Walisongo
untuk diujikan dalam Sidang Munaqasyah.

Wassalamu’alaikum warahmatullahi wabarakatuh

Pembimbing I,

Ane

Any Muanalifah, M.Si., Ph.D.
NIP:198201132011012009



ABSTRAK

Penelitian ini mengkaji tentang representasi linier cloaktik
monoid atas aljabar max-plus. Cloaktik monoid merupakan
himpunan kelas-kelas equivalen terhadap relasi equivalen =
terhadap operasi konkatenasi. Melalui konsep ini, dua word
dikatakan ekuivalen jika memiliki panjang subword tidak menurun
maksimum yang sama untuk semua subset convex pada alphabet
terurut total. Sementara itu, aljabar max-plus adalah struktur
aljabar yang dilengkapi dengan operasi & (maksimum) dan
® (penjumlahan). Tujuan dari penelitian ini adalah untuk
mendefinisikan cloaktik monoid atas aljabar max-plus serta
mengkaji bagaimana cloaktik monoid dapat direpresentasikan
secara linier melalui matriks-matriks dalam aljabar max-plus
yang disebut matriks tropklaktik. Penelitian ini dimulai dengan
merepresentasikan setiap letters cloaktik monoid kedalam
bentuk matriks troplaktik. Representasi linier didefinisikan
sebagai suatu pemetaan yang bersifat homomorfisma dari
semigrup kedalam bentuk matriks aljabar max-plus. Dengan
menggunakan relasi knuth ditunjukkan bahwa setiap elemen
dalam cloaktik monoid dapat direpresentasikan melalui hasil kali
matriks aljabar max-plus yang sesuai. Hasil utama dari penelitian
ini adalah pembuktian bahwa pemetaan tersebut merupakan
homomorfisma, sehingga secara formal merupakan representasi
linier cloaktik monoid atas aljabar max-plus.

Kata kunci : cloaktik monoid, aljabar max-plus, representasi linier,
semigrup, homomorfisma.
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BAB1
PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Operasi biner adalah suatu fungsi himpunan dari dua elemen
ke elemen lain dalam himpunan yang sama (Mas'oed, 2013).
Operasi biner memiliki sifat-sifat tertentu seperti assosiatif,
komutatif, memiliki elemen identitas, dan memiliki elemen invers.
Suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan satu atau lebih
operasi biner dan memenubhi sifat-sifat tertentu akan membentuk
struktur aljabar (Gallian, 2021). Salah satu contoh struktur aljabar
yang digunakan dalam penelitian ini adalah semigrup, monoid, dan
semiring. Semigrup merupakan struktur aljabar yang memenuhi
sifat assosiatif. Semigrup dengan elemen identitas disebut monoid
(Lisapaly & Persulessy, 2011).

Selain itu, struktur aljabar yang dilengkapi dengan dua operasi
biner (+,.) dan memenuhi aksioma (7',+) monoid komutatif,
(T,.) monoid, (7, +, .) bersifat distributif, dan mempunyai elemen
penyerap disebut semiring (Hasnani & Puspita, 2021). Beberapa
semiring memiliki sifat tambahan seperti idempotent dan
komutatif terhadap salah satu atau kedua operasinya (Muanalifah,
2023). Salah satu contoh dari semiring idempotent adalah aljabar
max-plus, yang merupakan himpunan R U {—oo} dilengkapi dua
operasi biner & (maksimum) dan ® (penjumlahan). Secara formal
aljabar max-plus dinotasikan dengan R,,,, = (R U {—o0}, ®, ®)

dimana R adalah himpunan bilangan real (Farlow, 2009).



Aljabar max-plus mengalami perkembangan yang signifikan,
baik dalam ranah ilmu terapan maupun dalam pengembangan
teori struktur aljabar. Dalam ranah ilmu terapan, aljabar max-plus
sering digunakan untuk memodelkan masalah seperti manufaktur
(Singgih, 2014), sistem antrian (Wibowo, 2018), sistem jalan dan
kereta (Farhi, 2019) serta optimasi produksi (Bermanei, dkk.
2024). Sedangkan dalam teori struktur aljabar diantaranya seperti
semigrup idempoten dalam aljabar max-plus (Izhakian & Shustin,
2012) dan identitas semigrup pada semigrup matriks max-plus
(Aird, 2023).

Selanjutnya ada beberapa penelitian terdahulu yang telah
mengkaji hubungan dari struktur cloaktik monoid dengan aljabar
max-plus, diantaranya penelitian oleh Zur Izhakian pada tahun
2019 yang berjudul "Tropical plactic algebra, the cloaktic monoid,
and semigroup representations”. Penelitian ini memperkenalkan
konsep tropical plactic algebra dan membentuk cloaktik monoid
yang dapat direpresentasikan secara linier menggunakan tropical
matrix (Izhakian, 2019). Kemudian pada tahun 2018, Zur Izhakian
dan Glenn Merlet melakukan penelitian yang berjudul "Semigroup
identities of tropical matrices through matrix ranks". Penelitian
ini mengkaji cloaktik monoid memenuhi identitas semigrup dalam
aljabar max-plus (Izhakian & Merlet, 2018). Pada tahun 2019,
Marianne Johnsoni dan Mark Kambites melakukan penelitian yang
berjudul "Tropical representation and identities of plactic monoids".
Penelitian ini mengkaji representasi tropikal cloaktik monoid
dalam identitas aljabar dan teori automata (Johnson & Kambites,
2021).



Berdasarkan latar belakang yang dijelaskan diatas, penulis
tertarik untuk mengkaji lebih dalam terkait "Representasi Linier
Cloaktik Monoid Atas Aljabar Max-Plus" sebagaimana yang telah
dikaji pada jurnal "Tropical plactic algebra, the cloaktic monoid,
and semigroup representations” oleh Izhakian pada tahun 2019.
Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui definisi dari cloaktik
monoid serta representasi linier cloaktik monoid atas aljabar

max-plus.

B. Tujuan Penelitian

Berdasarkan latar belakang diatas, tujuan dari penelitian
ini adalah untuk mengetahui definisi cloaktik monoid serta

representasi linier cloaktik monoid atas aljabar max-plus.

C. Tinjauan Pustaka

Penelitian Zur Izhakian (2019) dipublikasikan pada jurnal
yang berjudul "Tropical plactic algebra, the cloaktic monoid,
and semigroup representations" memperkenalkan konsep tropical
plactic algebra yang menggabungkan struktur plaktik monoid
dengan relasi knuth, serta perluasannya dalam bentuk cloaktik
monoid. Penelitian ini menunjukkan bahwa cloaktik monoid dapat
direpresentasikan secara linier menggunakan matriks troplaktik
serta membuka peluang baru dalam analisis kombinatorial dan
teori representasi semigrup (Izhakian, 2019).

Penelitian Zur Izhakian dan Glenn Merlet (2018)
dipublikasikan pada jurnal yang berjudul "Semigroup identities
of tropical matrices through matrix ranks" meneliti identitas

semigrup yang dipenuhi oleh tropical matrix dan menunjukkan



bahwa cloaktik monoid dan co-cloaktik monoid memenuhi
seluruh identitas yang dipenuhi oleh matriks segitiga atas dalam
aljabar max-plus, memperkuat argumen bahwa monoid tersebut
dapat dipelajari secara efektif melalui representasi tropical linier
(Izhakian & Merlet, 2018).

Penelitian Marianne Johnsoni dan Mark Kambites (2021)
dipublikasikan pada jurnal yang berjudul "Tropical representation
and identities of plactic monoids" mengembangkan perspektif yang
lebih luas terkait representasi tropikal dari plaktik monoid,
termasuk seperti cloaktik monoid serta membahas peran
representasi tersebut dalam mengkaji identitas aljabar dan
struktur semiring berbobot yang muncul dalam teori automata
dan komputasi kombinatorik (Johnson & Kambites, 2021).

D. Metodologi Penelitian

Pada bab ini, penulis akan menguraikan langkah-langkah yang
digunakan untuk menyelesaikan permasalahan dalam penelitian
ini. Metode yang digunakan adalah metode kepustakaan (library
research), yang berfungsi untuk mengumpulkan data, informasi,
serta objek kajian dari sumber tertulis. = Adapun tahapan
pelaksanaan penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mempelajari jurnal berjudul Tropical plactic algebra, the
cloaktic monoid, and semigroup representations” oleh
Zur Izhakian pada tahun 2019 secara mendalam untuk
memahami perumusan cloaktik monoid, serta metode
representasi semigrup yang digunakan dalam aljabar
tropikal.



2. Mengkaji konsep dasar semigrup dan monoid, termasuk
operasi biner, sifat asosiatif, elemen identitas, dan relasi
ekuivalen yang digunakan dalam pembentukan monoid.
Teori yang diperoleh pada tahap ini akan menjadi fondasi
dalam mendefinisikan cloaktik monoid.

3. Menelaah definisi dan struktur dari aljabar max-plus, serta
penerapannya dalam konteks matriks dan semigrup. Kajian
ini digunakan untuk memetakan ulang elemen-elemen
cloaktik monoid agar sesuai dengan operasi dasar aljabar
max-plus (maksimum dan penjumlahan).

4. Mendefinisikan cloaktik monoid dalam aljabar max-plus,
dengan menyusun relasi ekuivalen yang sesuai dengan
himpunan pembentuknya.

5. Merepresentasi linier cloaktik monoid atas aljabar max-plus

dengan menggunakan matriks troplaktik.

6. Menyusun simpulan berdasarkan hasil analisis teoritis, serta
menyajikan definisi formal dari cloaktik monoid dalam
aljabar max-plus secara sistematis dan Representasi linier

cloaktik monoid atas aljabar max-plus.

E. Sistematika Penelitian

Dalam penelitian ini, disusun empat bab utama yang dibagi lagi
ke dalam beberapa sub-bab untuk memudahkan pembaca dalam
memahami keseluruhan isi. Struktur penulisan penelitian ini akan
dijelaskan secara rinci sebagai berikut:



. BABI PENDAHULUAN
Pada bab ini berisi tentang latar belakang masalah, tujuan
penelitian, tinjauan pustaka, metodologi penelitian, dan

sistematika penelitian.

. BABII LANDASAN TEORI

Pada bab ini memuat tentang teori-teori dasar yang
digunakan dalam pembahasan diantaranya yaitu semigrup,
aljabar max-plus serta relasi knuth.

. BAB III REPRESENTASI LINIER CLOAKTIK MONOID ATAS
ALJABAR MAX-PLUS

Pada bab ini membahas tentang definisi cloaktik monoid
serta representasi linier cloaktik monoid atas aljabar

max-plus.

. BABIVPENUTUP
Pada bab ini berisi tentang kesimpulan dari hasil penelitian

dan saran penelitian selanjutnya untuk dikaji.



BABII
LANDASAN TEORI

Pada bab ini memaparkan definisi yang menjadi dasar
pembahasan mengenai cloaktik monoid atas aljabar max-plus.
Teori yang dibahas mencakup tiga aspek utama yaitu definisi
dasar semigrup (Cain, 2020 dan Surodjo & Susanti, 2024), definisi
dasar aljabar max-plus (Baccelli, dkk., 1992 dan Farlow, 2009
serta Mas’oed, 2013) dan definisi relasi knuth (Izhakian, 2019 dan
Davey, 2002).

A. Semigrup

Pada bagian ini menjelaskan beberapa definisi dasar semigrup.
Sebelum membahas semirup terlebih dahulu diberikan definisi
operasi biner. Operasi biner didefinisikan sebagai suatu fungsi
himpunan dari dua elemen ke elemen lain dalam himpunan yang
sama. Berikut adalah definisi dari operasi biner.

Definisi 2.1.1 Operasi Biner
Diberikan T himpunan tak kosong serta operasi <> disebut operasi
biner jika fungsi { - T x T — T.

Contoh 2.1.2 Operasi Biner
Operasi penjumlahan + merupakan operasi biner pada bilangan

bulat Z, karena operasi + tertutup pada Z.

Operasi biner memiliki beberapa sifat tertentu diantaranya
yaitu asosiatif, komutatif, mempunyai elemen identitas dan

memiliki elemen invers. Berikut akan dijelaskan sifat-sifat dari



operasi biner.

Definisi 2.1.3 Sifat-sifat Operasi Biner
Suatu operasi biner ) pada himpunan tak kosong T dikatakan

1. Asosiatif, jika (x$y) Oz = 2O (ydz) untuk Vo, y, z € T
2. Komutatif, jika x$y = yOx untuk Ve, y € T

3. Mempunyai elemen identitas (e), jika Je € T sehingga
eQr = xe =z untukVz € T

4. Memiliki elemen invers, elemen x € T dikatakan
mempunyai invers terhadap < di T, jika 3y € T sehingga
yOzr =aQy =e

Selanjutnya operasi biner yang memenuhi sifat tertentu akan
membentuk struktur aljabar baru. Salah satu contohnya adalah
semigrup. Semigrup merupakan struktur aljabar dengan satu
operasi biner yang memenuhi sifat asosiatif. Berikut adalah
definisi dari semigrup.

Definisi 2.1.4 Semigrup

Misalkan T adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi
dengan operasi biner ). Struktur aljabar (T <)) dikatakan semigrup
jika operasi <> bersifat asosiatif, yaitu untuk Vx,y,z € T berlaku

(20y) Oz = O (yd2).

Contoh 2.1.5 Semigrup

Diberikan himpunan bilangan asli N, didefinisikan operasi biner
zy = = + y + xy. Akan ditunjukan bahwa (N, {>) adalah suatu
semigrup.



Penyelesaian:

Akan dibuktikan bahwa (N, {) dengan operasi biner z{y =
x + y + zy merupakan semigrup. Ambil sebarang z,y,z € N
sehingga didapatkan

(@Qy)0z = (z +y + zy) 0z
=@x+y+ay)+z+(@x+y+ay)z
=r+ytryt+z+rz+yz+ryz
=z+(y+z+yz)+ (xy + 22+ zy2)
=z+(y+z+yz)+W+z+yz)z
=2y + 2 + yz)
=z (y0z)

Jadi (N, <)) merupakan suatu semigrup dengan operasi biner
Oy =+ y + xyuntuk Vo, y, z € N.

Selain memiliki sifat assosiatif, jika suatu semigrup dilengkapi
dengan elemen identitas terhadap operasi biner yang digunakan,
maka struktur tersebut disebut sebagai monoid. Berikut adalah

definisi dari Monoid.

Definisi 2.1.6 Monoid
Diberikan (T, <{>) adalah semigrup. Himpunan T dikatakan monoid
jika de € T'maka z{e = eQx = x untuk Vo € T.

Contoh 2.1.7 Monoid

Diberikan Z =(...,—2,-1,0,1,2,...) merupakan himpunan
bilangan bulat dengan operasi biner penjumlahan +. Akan
dibuktikan bahwa (Z, +) adalah monoid.
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Penyelesaian:
Akan dibuktikan bahwa (Z, +) dengan operasi biner + merupakan
monoid.

1. Asosiatif
Ambil sebarang z,y, z € Z, diperoleh (z +y) +z =2+ (y +
z) € Z.

2. Memiliki elemen identitas
Ambil sebarang x € Z dimana 30 € Z, diperoleh x + 0 =
O+x=z2z€eT.

Jadi (Z, +) merupakan monoid dengan operasi biner +.

Setelah mengetahui definisi dari monoid, selanjutnya akan
dibahas konsep pemetaan yang mempertahankan struktur operasi
biner pada semigrup, yaitu homomorfisma semigrup.

Definisi 2.1.8 Homomorfisma Semigrup
Diberikan (S, %) dan (T, <{>) adalah semigrup. Pemetaan $ : S — T
disebut homomorfisma semigrup jika setiap x,y € S berlaku

5(S *T) = 5(S)Od(T).

Contoh 2.1.9 Homomorfisma Semigrup
Diberikan (N, +) dan (N, x) merupakan semigrup. Pemetaan ¢
didefinisian

0:N—= N, d(x) = 2% untuk Va € N.

Akan dibuktikan bahwa pemetaan J merupakan homomorfisma

semigrup.
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Penyelesaian:
Akan dibuktikan bahwa pemetaan § merupakan homomorfisma

semigrup. Ambil sebarang x,y € N, diperoleh

oz +y) =2""Y
=27 x 2Y

= 0(x) x 0(y)

Karena 6 memenuhi aturan homomorfisma, sehingga dapat
disimpulkan bahwa pemetaan § merupakan homomorfisma

semigrup.

B. Aljabar Max-Plus

Pada bagian ini menjelaskan beberapa definisi dasar aljabar
max-plus. Sebelum membahas aljabar max-plus terlebih dahulu

diberikan definisi semiring.

Definisi 2.2.1 Semiring

Misalkan T' adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi
dengan operasi biner 4 (penjumlahan) dan - (perkalian) yang dapat
ditulis (T, +, -) dikatakan semiring jika

1. (T, +) adalah monoid komutatif
(i) Assosiatif
Va,y,z € T berlaku (x +y) + z =z + (y + 2)
(ii) Mempunyai elemen identitas
30 € T sedemikian sehingga 0+ =x+0=aVx €T
(iii) Komutatif
Ve,y € T berlakux +y =y +
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2. (T,-) adalah monoid
(i) Assosiatif
Va,y,z € T berlaku (z - y) -z =z (y - 2)
(ii) Mempunyai elemen identitas

d1 € T sedemikian sehinggal-x =z -1 =x.VNx €T

3. (T,+,-) bersifat distributif kiri dan kanan
zx-(y+z2)=z-y+z-z
(i) (z+y) - z=z-24+y- -z

4. Mempunyai elemen penyerap
30 € T'sehinggax-0=0-x=0,Vx €T

Berdasarkan definisi semiring yang telah dijelaskan
sebelumnya, berikut disajikan beberapa contoh sederhana yang
memenubhi sifat-sifat semiring tersebut.

Contoh 2.2.2 Semiring
Himpunan semua bilangan real positif dan nol R* U{0} merupakan
semiring terhadap operasi penjumlahan (+) dan perkalian (-)

bilangan riil.

Selain semiring bilangan real positif, terdapat pula contoh
semiring lain yang memiliki operasi berbeda, yaitu aljabar
max-plus. Struktur ini menggunakan operasi maksimum dan

penjumlahan, seperti dijelaskan berikut ini.

Contoh 2.2.3 Aljabar Max-Plus

Diberikan R,,,, adalah himpunan R U {—oco} yang dilengkapi
dengan operasi bilangan & (maksimum) dan ® (penjumlahan).
Struktur aljabar (R U {—oo},®,®) merupakan semiring yang
disebut aljabar max-plus. Untuk Vz,y € R4, didefinisikan
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sebagai berikut

r @y =max(z,y)
TRQY=x+Yy

Selanjutnya aljabar max-plus dapat diperluas dalam bentuk
matriks. Misalkan matriks m xn pada aljabar max-plus dinotasikan
dengan R <" Untuk m = {1,2,3,...,m} dann = {1,2,3,...,n}
dimana m,n € N dengan m,n # 0. Matriks X = (a;;) € Rjx<"
dimana ¢ € m merupakan baris dan j € n merupakan kolom pada

matriks. Matriks X dapat ditulis sebagai berikut

T11 12 0 Tln

21 22 et I2n
X —

Tml ITm2 ' Tmn

Adapun matriks yang memiliki banyak baris dan kolom yang
sama disebut matriks persegi. Matriks persegi dinotasikan dengan
Y € R*"™ dan dapat ditulis sebagai

max

Y1 Y12 - Yin
v — ?J.21 y.22 : y?n
Ynl Yn2 *°° Ynn

Dalam aljabar max-plus, operasi aritmatika dapat diaplikasikan
dalam bentuk matriks. Berikut akan dijelaskan operasi aritmatika

dasar aljabar max-plus.



14

1. Penjumlahan matriks
Diberikan matriks X dan Y dengan ukuran yang sama, maka
kedua matriks tersebut dapat dijumlahkan. Elemen-elemen
pada kedua matriks tersebut memiliki letak yang sama
sehingga dapat dijumlahkan. Berikut akan dijelaskan definisi

dari penjumlahan matriks dalam aljabar max-plus.

Definisi 2.2.4 Penjumlahan Matriks
Diberikan X,Y € R *" sehingga penjumlahan X &Y dapat

didefinisikan sebagai
XoY=[XaY];
= Zi; D Yij

= maz(xij, Yij)
dimana Vi € m,j € n.

Contoh 2.2.5 Penjumlahan Matriks
Diberikan X.Y € R2X2 Misalkan

max*

1

2
] danY =
0

N

Akan dihitung operasidari X @ Y danY ¢ X

Penyelesaian:

Berdasarkan definisi penjumlahan matriks diatas, operasi
X @Y dapat dihitung sebagai berikut
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[1 2
XaoY = o
2 4

0 —1
1 1
[1a0 20 -1

2601 401

B _maw(l,O) maz(2,—1)
B (max(2,1)  maz(4,1)

o2
|2 4
Sedangkan hasil penjumlahan dari Y & X yaitu
0 1] _[1 2
Yo X= @

1 1 2 4

CJoel —1@2

C1e2 104

_max((),l) max(—1,2)
imaz(1,2)  maz(l,4)

12
|2 4
Dari kedua hasil penjumlahan X @Y dan Y ¢ X didapatkan

hasil yang sama yaitu

1 2
XeY=YapX=
2 4
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2. Perkalian matriks
Misalkan dipunyai matriks X dan Y. Perkalian dua matriks
dapat dilakukan jika matriks X memiliki banyak kolom
yang sama dengan banyak baris pada matriks Y. Berikut
merupakan definisi dari perkalian matriks dalam aljabar
max-plus.

Definisi 2.2.6 Perkalian Matriks
Diberikan X € Rpyaf dan'Y € Rb:, perkalian X ® Y
didefinisikan sebagai

XY =[X®Y];

(i @ Yj)

P~

ol

=1
p
= rl@{c(wm + Yj)

dimana Vi € m,j € n.

Contoh 2.2.7 Perkalian Matriks
Diberikan X € R2 danY € R?

max max*

Misalkan

-2 o
4 3
Akan dihitung operasidari X ® Y danY ® X.
Penyelesaian:

1 =2

—o0 1

X = danY =

Berdasarkan definisi perkalian matriks diperoleh hasil dari
operasi X ® Y yaitu sebagai berikut
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[ 1 2] [2 0]
®
| —00 1 4 3
(1o-2)a(—224) (120)&(—23)
(—0®-2)B(184) (—co®0)& (1®3)
[(1+-2)@(-2+4) (1+0)@®(-2+3)
[(—co+-2) @ (1+4) (—co+0)& (1+3)
[ 1@2 1ao1
—00®5 —cod4d
-max(—l,Q) maz(1,1) ]

|max(—00,5) maz(—o0,4)

2 1
5 4

Sedangkan hasil perkalian matriks dari ¥ ® X sebagai

berikut

Y X =

= 0] [1 —2]
®

_4 3 -0 1

(2@ 1)@ (08 -x) (-20-2)&(0®1)
Ae1)®BR-x) (“A©-2)e(3Bx1)
(=24 1)@ (04 —00) (—2+—2)@® (0+1)
A+ OB+ -00) (@+-2)@((B3+1)
1@ -0 001
_5@—00 2d4
_ma:z:(—l,—oo) max(O,l)]

| max(5,—o0)  mazx(2,4)

11
5 4
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3. Perkalian skalar
Misalkan dipunyai matriks X dan x adalah skalar. Perkalian
matriks dengan skalar dapat dilakukan dengan mengalikan
setiap elemen pada matriks X dengan skalar x. Berikut
merupakan definisi dari perkalian matriks dengan skalar
dalam aljabar max-plus.

Definisi 2.2.8 Perkalian Skalar
Diberikan X € R'*" dan x € R,,4,. Perkalian x ® X dapat

max

didefinisikan sebagai

$®X:[$®X]ij
:$®Xij

=X+ Ty
dimana Vi € m,j € n.

Contoh 2.2.9 Perkalian Skalar

Diberikan X € R3X2 dan skalar z = —2 untuk z € R,,4;.
Misalkan
2 o0
X=1-1 1
3 0

Akan dihitung operasi dari x ® X.

Penyelesaian:

Berdasarkan definisi perkalian skalar diatas, diperoleh hasil
dari operasi x ® X yaitu sebagai berikut
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2 o0
rX=-2® |-1 1
3 0
[ 202 —2® 0]
=|-2®-1 -2®1
| 2®3 —-2®0 |
[ —2+2 —2+4 0]
=|-24+-1 -2+41
| —2+3  —240 ]
[0 o0
= -3 -1
|1 -2
0 o0
sehingga diperolehz ® X = | -3 -1
1 -2

C. Relasi Knuth

Pada bagian ini akan dijelaskan definisi dari relasi knuth.
Namun, sebelum itu akan diberikan definisi dari himpunan terurut

total. Berikut akan dijelaskan definisi dari himpunan terurut total.

Definisi 2.3.1 Himpunan Terurut Total

Diberikan I merupakan himpunan tak kosong yang dilengkapi
dengan operasi biner < (atau <). Struktur (I,< (atau <))
merupakan himpunan terurut total, jika operasi biner < (atau <)

memenuhi sifat-sifat sebagai berikut
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1. Refleksif, untuk Vi € I berlakui < 1.
2. Antisimetri, jika i < j dan j <1, makat = j untuk Vi, j € I.
3. Transitif, jikai < jdan j < k, maka ¢ < k untuk Vi, j, k € L.

4. Totalitas, untuk Vi, j € I selalu berlaku i < j atau j < 1.

Contoh 2.3.2 Himpunan Terurut Total

Diberikan himpunan bilangan asli N = {1,2,3,...}. Relasi <
didefinisikan sebagai "kurang dari atau sama dengan" pada N.
Akan dibuktikan bahwa (N, <) merupakan himpunan terurut total.
Penyelesaian:

Ambil sebarang i, j, k € N.

1. Refleksif, setiap ¢ < j.
2. Antisimetri, setiap ¢ < j dan j < ¢, makai = j.
3. Transitif, untuk i < j dan j < k, maka i < k.
4. Totalitas, setiap ¢ < j.
Dapat disimpulkan bahwa (N, <) merupakan himpunan terurut.

Selanjutnya akan dijelaskan definisi dari alphabet. Berikut

merupakan definisi dari alphabet.

Definisi 2.3.3 Alphabet

Diberikan I merupakan himpunan terurut total dengan relasi < dan
I C N. Misalkan A adalah himpunan tak kosong dengan a, € A
untuk ¢ = {1,2,3,...,n} € I. Elemen a, disebut simbol atau letter.

Himpunan dari simbol atau letters disebut alphabet dinotasikan Aj.
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Contoh 2.3.4 Alphabet

Diberikan himpunan / = (N, <) merupakan himpunan terurut
total. Misalkan A merupakan himpunan tak kosong dengan letters
ag € Auntuk ¢ = {1,2,3,4,5} € I. Alphabet pada A dapat ditulis

sebagai A5 = {a1, a2, a3, a4, as}.

Berdasarkan definisi 2.3.1 alphabet A; yang dilengkapi dengan
relasi orde total < merupakan aplhabet terurut total A; =
{a1,aq,...,a,} dengan urutannya a; < ag < ... < a,. Selanjutnya,
susunan dari simbol atau letters pada alphabet akan membentuk
word. Berikut akan dijelaskan definisi dari word.

Definisi 2.3.5 Word
Misalkan A; adalah alphabet. Word merupakan urutan berhingga
dariletters ay € Ay untuk ¢ = {1,2,3,....,n} € L.

Contoh 2.3.6 Word
Diberikan alphabet A3 = {aj, a2, a3}. Word yang dapat terbentuk
dari alphabet A5 yaitu sebagai berikut

u=a, V=ay, W =ag
r = ajaz, Yy = ajaz, £ = a0s3

p=aiaiai, ¢ = ajaza3, T = aijasas dan seterusnya.

Setelah mengetahui definisi dari word yaitu urutan berhingga
dari letters pada alphabet, selanjutnya akan diberikan definisi dari
subword. Berikut akan dijelaskan defnisi dari subword.
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Definisi 2.3.7 Subword

Misalkan A; adalah alphabet terurut total dan word u,w € Aj.
Word u dikatakan subword dari w dinotasikan v C w, apabila
word u adalah urutan berhingga yang diperoleh dengan memilih
beberapa letter dari w secara kontingu maupun tidak kontingu,

tanpa mengubah urutan asli dari letters pada w.

Contoh 2.3.8 Subword
Diberikan alphabet terurut total A3 = {a1,a2,a3} dan word w €

A3 yaitu w = ajagasas. Subword u C w yaitu sebagai berikut

up = ()7U2 = a1,u3 = a1as, U4 = ajaz,us = a2a2,

U = aA102a3, U7 = A10202, U8 = A102a307, dan seterusnya.

Subword  wui,uo,u4,ug,ug merupakan subword kontingu.

Sedangkan subword us, us, uy merupakan subword tidak kontingu.

Selanjutnya akan dijelaskan definisi dari panjang word. Berikut

adalah definisi dari panjang word.

Definisi 2.3.9 Panjang Word

Diberikan A; adalah alphabet dan w adalah word. Panjang word
adalah jumlah simbol atau letters dari w dilambangkan |w| dan
lw| € NU {0}

Contoh 2.3.10 Panjang Word
Diberikan alphabet A3 = {a1,a2,as}, didapatkan panjang word
dari Az yaitu
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u = (), diperoleh |u| =0
v = ay, diperoleh |[v| =1
w = ajag, diperoleh |w| = 2

p = ajazaz, diperoleh |p| = 3, dan seterusnya.

Selanjutnya, himpunan semua word yang terbentuk dari
letters pada alphabet termasuk word kosong {()} dinotasikan A7j.
Sedangkan himpunan semua word yang terbentuk dari letters
pada alphabet tidak termasuk word kosong {()} dinotasikan A}“.
Berikutnya, alphabet akan terbentuk menjadi struktur aljabar jika
dilengkapi dengan operasi biner yang disebut operasi konkatenasi.

Definisi dari operasi konkatenasi akan dijelaskan sebagai berikut.

Definisi 2.3.11 Operasi Konkatenasi

Diberikan A7 merupakan himpunan semua word pada alphabet A;
dan word u,v € Aj}. Operasi konkatenasi o didefinisikan sebagai
pemetaan

0: A" x A* — A*

UOovV+H—— UuUv

Contoh 2.3.12 Operasi Konkatenasi
Misalkan word u,v € A} dengan u = ajaiaz dan v = ajazas.
Operasi konkatenasi pada word u,v diperoleh v o v = ajajas o

ajasaz = aja1aza1asas
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Setelah dijelaskan operasi konkatenasi sebagai penggabungan
dua word dengan cara menyusun letters secara berurutan,
selanjutnya dibentuk struktur aljabar yang disebut free monoid.
Free monoid merupakan himpunan semua word (termasuk
kata kosong) pada alphabet yang dilengkapi dengan operasi
konkatenasi dan memiliki word kosong sebagai elemen identitas.

Berikut akan dijelaskan definisi dari free monoid.

Definisi 2.3.13 Free Monoid
Diberikan A} merupakan himpunan semua word pada alphabet
Ar termasuk word kosong {()} yang dilengkapi dengan operasi

konkatenasi o. Struktur (A7, o) dikatakan free monoid jika
1. Asosiatif, untuk Vu, v, w € Aj berlaku (uov)ow = uo(vow).

2. Memiliki Elemen Identitas, Je ¢ Aj sehinggauoe = eou =
u untuk Vu € A7.

Contoh 2.3.14 Free Monoid

Diberikan word u,v,w € A} dengan u = ajaia2,v = ajazas dan
w = aiaqas. Operasi konkatenasi o didefinisikan v o v = uv. Akan
dibuktikan bahwa (A7}, o) merupakan free monoid.

Penyelesaian:

Diketahui u,v,w € Aj dengan v = ajaia2,v = aiazaz, w =

aiazas. Akan dibuktikan bahwa (A7, o) merupakan free monoid.
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1. Asosiatif

(uow)ow = (arajaz o ajasas) o ajasas
— a1a1a2a1a3a2 © aijasas
= ajajasaiazazala2as
— a10a1a92 © ajazasaiasas
= ajajaz o (ajagag o ajazas)

=wuo(vow)

2. Memiliki elemen identitas

uoe=aiaiaz o () = ajaiaz = u

eou=()oajaiar = ajaiag =u

Dapat disimpulkan bahwa (A7}, o) merupakan free monoid.

Dari definisi sebelumnya, diketahui bahwa alphabet adalah
himpunan letters yang berurutan. Urutan ini dapat diatur ulang
dengan menggunakan aturan knuth tanpa mengubah makna atau
nilai. Hal inilah yang disebut dengan relasi knuth. Berikut akan

dijelaskan definisi dari relasi knuth.

Definisi 2.3.15 Relasi Knuth

Diberikan himpunan alphabet terurut total A; = {a1,az,...,an}
dengan urutan a; < as < ... < a, dan himpunan semua word pada
alphabet terurut total A; dinotasikan A7}. Relasi knuth dinotasikan

dengan =y, merupakan relasi ekuivalensi pada A}. Untuk setiap
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ai,az,a3 € Ay berlaku

KN1. aiasa3 =ppy 030102 jika a1 < ao < as

KN2. asaiaz =ppy 020301 jika a1 < ag < as

Contoh 2.3.16 Relasi Knuth
Diberikan himpunan alphabet terurut Ay = {a1 < az < a3 < a4}.
Misalkan a; = as, as = a3, as = a4. Relasi yang terbentuk yaitu

KN1. untuk as < ag < a4 diperoleh asaszay =gy a4a2a3

KN2. untuk a; < ag < ag diperoleh azasay =gny azaqa2



BAB III

REPRESENTASI CLOAKTIK MONOID ATAS ALJABAR
MAX-PLUS

A. Cloaktik Monoid

Pada bab ini akan dibahas mengenai definisi cloaktik monoid.
Sebelum itu, akan dijelaskan sifat-sifat khusus pada himpunan.
Sifat convex merupakan salah satu contoh sifat pada himpunan.
Berikut akan dijelaskan definisi dari convex.

Definisi 3.1.1 Convex

Diberikan N merupakan himpunan bilangan asli. ~ Misalkan
himpunan I C N dan I merupakan himpunan terurut total.
Himpunan J C I disebut convex dinotasikan J C., [, jikaVi,j € J
dengan i < j dan setiap elemen k € I berlakui < k < j maka
ke J.

Contoh 3.1.2 Convex
Diberikan I = {1,2,3,4,5,6} dan J = {1,2,3,4} dimana J C I.
Himpunan J adalah convex (J C., I).

Selanjutnya akan dijelaskan definisi dari himpunan subset
alphabet convex. Berikut merupakan definisi himpunan subset
alphabet convex.

Definisi 3.1.3 Himpunan Subset Alphabet Convex

Misalkan A; merupakan alphabet terurut total dengan I merupakan
himpunan terurut total. Himpunan subset alphabet convex Aj;
adalah himpunan subset A; C Aj dengan J C., I merupakan

convex.

27
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Contoh 3.1.4 Himpunan Subset Alphabet Convex
Diberikan alphabet terurut total A3 = {aj,a2,a3}. Himpunan

subset alphabet convex A ; yang terbentuk dari A3 yaitu

1L Ay ={ar}
2. AJ2 = {ag}
3. AJS = {ag}

4. Ay, ={a1, a2}
5. Ay, = {ag,a3}
6. Aj, = {a1,a2,a3}

Selanjutnya akan diberikan definisi dari subword convex.

Berikut merupakan definisi subword convex.

Definisi 3.1.5 Subword Convex

Misalkan A; merupakan alphabet terurut total, himpunan subset
alphabet Ay C Aj dengan J C., I merupakan convex. Diberikan
word w € Aj. Subword u convex dari w adalah subword v yang
seluruh letters berada didalam subset alphabet A ;. Secara formal,

subword u convex didefinisikan
swy(w); = {u C wlu € AY} dengan J C., I convex.

Contoh 3.1.6 Subword Convex

Diberikan alphabet terurut total As = {a;, a2} denganurutana; <
ap serta word w = ajaga; € Aj. subword u convex yang terbentuk
dari word w yaitu sebagai berikut
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1. Daftar himpunan subset alphabet convex A; dari Ay =
{a1, as} yaitu sebagai berikut

(@) Ji ={a1}
(b) Jo ={az}
(c) Js={a1,a2}

2. Subword u convex dari w = ajasa; yaitu

Tabel 3.1. Subword convex dari w

] swy(w)
{1} ajaq
{2} az

{1,2} | ajaga;

Selanjutnya, adapun subword convex dari word tidak menurun
yang artinya urutan setiap letters pada subword tidak menurun.
Berikut akan dijelaskan definisi dari subword convex tidak

menurun.

Definisi 3.1.7 Subword Convex Tidak Menurun

Misalkan A; merupakan alphabet terurut total, himpunan subset
alphabet A; C A dengan J C., I merupakan convex. Diberikan
word w € Aj. Subword u convex dari word w dikatakan tidak
menurunjika urutan letters pada subword u tidak menurun. Dengan
kata lain, jika v = ajas...a, maka a1 < as < ... < an. Secara

formal, subword u convex dari word w tidak menurun dinotasikan

sy (w).
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Contoh 3.1.8 Subword Convex Tidak Menurun

Diberikan alphabet terurut total Ay dan word w = ajaza; € As.
Subword u convex dari word w yang tidak menurun yaitu sebagai
berikut

1. Daftar himpunan subset alphabet convex A; dari Ay =
{al, a2} adalah

(@) J1 ={a1}
(b) J2 ={az}
(c) J3 = {a1, a2}

2. Subword u convex dari word w = ajasa; yang tidak menurun

yaitu
Tabel 3.2. Subword u convex dari word w
] swy(w) | sw;(w) | Tidak menurun

{1} aijay al ya
a1ayl ya
{2} a9 a9 ya
{1,2} a1a2a1 al ya
a ya
a1as ya
ajal ya

asa tidak

a1a2aq tidak

Selanjutnya akan diberikan definisi dari panjang maksimum
subword convex dari word yang tidak menurun. Berikut merupakan

definisi dari panjang maksimum subword convex tidak menurun.
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Definisi 3.1.9 Panjang Maksimum Subword Convex Tidak
Menurun

Diberikan A; merupakan alphabet terurut total, himpunan subset
alphabet A; C Aj dengan J C., I merupakan convex. Diberikan
word w € Aj. Panjang maksimum subword u convex dari word
w yang tidak menurun merupakan jumlah dari letters subword u
yang tidak menurun terpanjang untuk setiap letters pada himpunan
subset alphabet convex A ;. Secara formal didefinisikan

lc?;](w) = maz{len(u)|u € 5w (w)}

Contoh 3.1.10 Panjang Maksimum Subword Convex Tidak
Menurun

Diberikan alphabet terurut total Ay dan word w = ajaza; € Aj.
Berdasarkan contoh 3.1.6 didapatkan panjang maksimum subword

u convex dari word w yang tidak menurun yaitu

Tabel 3.3. Panjang maksimum subword u convex dari word w yang
tidak menurun

I | swyw) | s@y(w) | leny(w) | Maksimum
{1} a1aq a1 1 tidak
aiaq 2 ya
{2} a9 a9 1 ya
{1, 2} a1a2aq al 1 tidak
a9 1 tidak
ai1as 2 ya
aijal 2 ya

Selanjutnya, akan diberikan definisi dari cloaktik monoid.

Berikut merupakan definisi cloaktik monoid.
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Definisi 3.1.11 Cloaktik Monoid

Diberikan sebuah alphabet terurut total A; = {ay|¢ € I} dengan
¢ =1{1,2,3,...,n} dan I C N merupakan himpunan terurut total .
Misalkan A} merupakan free monoid. Dua word u,v € A} dikatakan

setara atau ekuivalen u = v jika
— —
U= v <= leny(u) =leny(v)

untuk setiap himpunan subset alphabet convex Ay C., Aj. Cloaktik
monoid merupakan himpunan kelas-kelas equivalen terhadap relasi
=, dengan operasi konkatenasi o. Cloaktik monoid dinotasikan
K= A}/ =

Contoh 3.1.12 Relasi Cloaktik
Diberikan alphabet terurut total Ay = {aj,as} dengan a; < ay
sertaword b, c € A} yaitu

b = ai1asai1as dan ¢ = asaiaias

Akan dibuktikan bahwa b =, ¢, yaitu word b berelasi cloaktik
dengan word c.

Penyelesaian:

Akan dibuktikan bahwa b = ¢, yaitu word b berelasi cloaktik

dengan word c.

1. Daftar himpunan subset alphabet convex A; dari Ay =
{a1, as} yaitu sebagai berikut
(a) Ay ={a1}
(b) Ay, = {az}
(C) AJg = {a17a2}
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2. Menghitung len s(b) dan len J(c)
Selanjutnya akan dicari panjang maksimum subword u
convex dari masing-masing word b dan c¢ pada setiap
himpunan subset alphabet convex A j yang tidak menurun.

Untuk b = ajazaias

Tabel 3.4. Panjang maksimum subword u convex dari word b yang
tidak menurun

Ay | swi(b) | sws0) | lens(b)

{1} ajal ajal 2

{2} asa9 asa9 2
{1, 2} a1aga1a9 a1aga9 3

Untuk ¢ = asaiaias

Tabel 3.5. Panjang maksimum subword u convex dari word ¢ yang
tidak menurun

Ay | oswy(e) | sse) | leny(e)

{1} ajaq a1aq 2

{2} asa9 asan 2
{1,2} | asai1a1a22 | ajaiag 3

3. Membandingkan len J(b) dan len J(c)
Dari tabel diatas menunjukkan bahwa setiap panjang
maksimum subword u convex dari masing-masing word b
dan ¢ pada setiap himpunan subset alphabet convex A ; yang
tidak menurun memiliki nilai yang sama. Secara formal
dapat ditulis dengan
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Sehingga dapat disimpulkan bahwa b =, c¢ yaitu b belerasi
cloaktik dengan c.

Contoh 3.1.13 Relasi Cloaktik
Diberikan alphabet terurut total A3 = {aj,a9,a3} dengan a; <

az < az sertaword g, h € Aj yaitu
g = aiazas dan h = azaiao

Akan dibuktikan bahwa g =, h, yaitu word g berelasi cloaktik
dengan word h.

Penyelesaian:

Akan dibuktikan bahwa g =, h, yaitu word g berelasi cloaktik

dengan word h.

1. Daftar himpunan subset alphabet convex A; dari A3 =

{a1, as, a3} yaitu sebagai berikut

(a) Ay, ={a1}

(b) Ay, = {az}

(c) Ay, ={as}

(d) Ay, ={a1, a2}

(e) Ay, ={az,as}

(0 Ajs ={a1,a2,as3}

2. Menghitung H’L](Q) dan Elj(h)
Selanjutnya akan dicari panjang maksimum subword u

convex dari masing-masing word g dan h pada setiap
himpunan subset alphabet convex A ; yang tidak menurun.
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Untuk g = ajasas

Tabel 3.6. Panjang maksimum subword u convex dari word g yang

tidak menurun

Ay | swylg) | 5s(g) | lens(g)
{1} ajl ai 1
{2} as as 1
{3} as as 1
{1,2} a1as a1as 2
{2, 3} asag — 0
{1,2,3} | ajasas a1as 2

Untuk h = agajas

tidak menurun

As | swi(n) | ss(h) | lens(n)
{1} ai ai 1
{2} a9 as 1
{3} as as 1
{1, 2} ai1an ai1an 2
{2, 3} a3zan - 0
{1, 2, 3} a3a1ag ai1an 2

Tabel 3.7. Panjang maksimum subword u convex dari word h yang

3. Membandingkan len 7(g) dan len J(h)
Dari tabel diatas menunjukkan bahwa setiap panjang
maksimum subword u convex dari masing-masing word g
dan h pada setiap himpunan subset alphabet convex Aj
yang tidak menurun memiliki nilai yang sama. Secara formal

dapat ditulis dengan
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Sehingga dapat disimpulkan bahwa g =, h yaitu g belerasi
cloaktik dengan h.

Contoh 3.1.14 Relasi Cloaktik
Diberikan alphabet terurut total A3 = {aj,a9,a3} dengan a; <

az < az sertaword p, q,r € A} yaitu
p = aijasasaz,q = a1a3a2a9 danr = asa1a2a2

Akan dibuktikan bahwa p =1, q, ¢ =  dan p =, 7.
Penyelesaian:
Akan dibuktikan bahwa p =1, q, ¢ =  dan p =, 7.

1. Daftar himpunan subset alphabet convex A; dari A3 =

{a1, as, a3} yaitu sebagai berikut

(a) Ay, ={a1}

(b) Ay, = {az}

(c) Ay, ={as}

(d) Ay, ={a1, a2}

(e) Ay, ={az,as}

(f) Ajs ={a1,a2,a3}

2. Menghitung ZE}U(p) dan ZE)LJ(Q)
Selanjutnya akan dicari panjang maksimum subword u

convex dari masing-masing word p,q dan r pada setiap
himpunan subset alphabet convex A ; yang tidak menurun.
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Untuk p = ajasazas

Tabel 3.8. Panjang maksimum subword u convex dari word p yang

tidak menurun

Ar | swilp) | 5s(p) | lens(p)
{1} aq al 1
{2} asa9 asa9 2
{3} as as 1
{1,2} a1aga9 a1a2a9 3
{2, 3} a2a3a9 asas3 2
{1,2,3} | a1a2a3ay | ajagas 3

Untuk ¢ = ajazasas

tidak menurun

Ar | swile) | ss(a) | lens(a)
{1} al al 1
{2} asa9 asan 2
{3} as as 1
{1, 2} a1a2a9 al1agan 3
{2, 3} aszaga9 asan 2
{1, 2, 3} aj1as3a2a9 a1a2a9 3

Tabel 3.9. Panjang maksimum subword u convex dari word g yang
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Untuk r = asajasas

Tabel 3.10. Panjang maksimum subword u convex dari word r yang

tidak menurun

Ay swy(r) | sw,(r) le—)nJ(r)
{1} al al 1
{2} asan asan 2
{3} as as 1
{1,2} a1aga9 alagan 3
{2, 3} azaga9 asan 2
{1,2,3} | agaiazay | ajagas 3

3. Membandingkan E)LJ(]D), ﬁw(q) dan le—>nj(r)
Dari tabel diatas menunjukkan bahwa setiap panjang
maksimum subword u convex dari masing-masing word p, g
dan r pada setiap himpunan subset alphabet convex A ; yang
tidak menurun memiliki nilai yang sama. Secara formal

dapat ditulis dengan
— — —
len(p) = len;(q) = len;(r)

Sehingga dapat disimpulkan bahwa p =1, ¢, ¢ = v danp =g 1,
atau dapat juga ditulis p = ¢ =ik 7.

Contoh 3.1.15 Bukan Relasi Cloaktik
Diberikan alphabet terurut total Ay = {aj,as} dengan a; < ay

serta word s,t € Aj yaitu

s=ajdant = as
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Akan dibuktikan bahwa s #, ¢ yaitu word s tidak berelasi cloaktik
dengan word t.

Penyelesaian:

Akan dibuktikan bahwa s # ;. t yaitu word s tidak berelasi cloaktik
dengan word t.

1. Daftar himpunan subset alphabet convex A; dari Ay =
{a1,as} yaitu sebagai berikut

(a) Ay, ={a1}
(b) Ay, = {az}
() Ay ={a1, a2}
2. Menghitung l€_>TIJ($) dan le_>nJ(t)
Selanjutnya akan dicari panjang maksimum subword u
convex dari masing-masing word s dan ¢t pada setiap

himpunan subset alphabet convex A ; yang tidak menurun.
Untuk s = a1

Tabel 3.11. Panjang maksimum subword u convex dari word s yang
tidak menurun

Ay swy(s) | 5w;(s) ZEILJ(S)
{1} al al 1
{2} - - 0
{1,2} — — 0
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Untuk t = ay

Tabel 3.12. Panjang maksimum subword u convex dari word ¢ yang

tidak menurun

Ay | swyt) | 50t | lens(t)

{1} - - 0

{2} a9 a9 1
(1,2} — - 0

3. Membandingkan len J(s) dan len J(t)
Dari tabel diatas menunjukkan bahwa setiap panjang
maksimum subword u convex dari masing-masing word s
dan ¢t pada setiap himpunan subset alphabet convex A ; yang
tidak menurun memiliki nilai yang tidak sama. Secara formal

dapat ditulis dengan
leny(s) # lens (1)

Sehingga dapat disimpulkan bahwa s #.; t yaitu word s tidak
berelasi cloaktik dengan word t.

Contoh 3.1.16 Bukan Relasi Cloaktik
Diberikan alphabet terurut total A3 = {aj,a9,a3} dengan a; <
az < a3 dan duaword v, w € Aj yaitu

v = ajasaszas dan w = ajasa9as

Akan dibuktikan bahwa v . w yaitu word v tidak berelasi
cloaktik dengan word w.
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Penyelesaian:
Akan dibuktikan bahwa v #.; w yaitu word v tidak berelasi
cloaktik dengan word w.

1. Daftar himpunan subset alphabet convex A; dari A3 =

{a1, a9, a3} yaitu sebagai berikut

(a) Ay, ={a1}

(b) Ay, = {az2}

() Ay ={as}

(d) Ay, ={a1, a2}

(e) Ay, ={az, a3}

(f) Ajs ={a1,a2,a3}

2. Menghitung l?r)u(v) dan @J(w)

Selanjutnya akan dicari panjang maksimum subword u
convex dari masing-masing word v dan w pada setiap

himpunan subset alphabet convex A j yang tidak menurun.

Untuk v = ajasazas

Tabel 3.13. Panjang maksimum subword u convex dari word v yang
tidak menurun

A swy(v) | 50,v) | lens(v)
{1} al aq 1
{2} asa9 asan 2
{3} as as 1
{1, 2} al1aga9 a1a2a9 3
{2, 3} a2a3a9 asas 2
{1, 2, 3} a1a2a3a2 a1a2a3 3
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Untuk w = ajasaqasg

Tabel 3.14. Panjang maksimum subword u convex dari word w yang

tidak menurun

Ay swy(w) | 5w (w) le—)nJ(w)
{1} al al 1
{2} asa9 asan 2
{3} as as 1
{1,2} a1a2a9 alagan 3
{2, 3} a20a92a3 a2a2a3 3
{1,2,3} | a1a2a2a3 | ajazasas 4

3. Membandingkan ﬁw(v) dan ZZ?LJ('LU)
Dari tabel diatas menunjukkan bahwa setiap panjang
maksimum subword u convex dari masing-masing word v
dan w pada setiap himpunan subset alphabet convex Aj;
yang tidak menurun memiliki nilai yang tidak sama. Secara

formal dapat ditulis dengan
leny (v) # Leny(w)

Sehingga dapat disimpulkan bahwa v #.; w yaitu word v tidak

berelasi cloaktik dengan word w.

Contoh 3.1.17 Bukan Relasi Cloaktik
Diberikan alphabet terurut total Ay = {aj,as} dengan a; < ay
serta word =,y € A3 yaitu

T = araz dany = aqazaq
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Akan dibuktikan bahwa = #.; v yaitu word x tidak berelasi
cloaktik dengan word y.

Penyelesaian:

Akan dibuktikan bahwa =z #.; vy yaitu word x tidak berelasi
cloaktik dengan word y.

1. Daftar himpunan subset alphabet convex A; dari Ay =
{a1,as} yaitu sebagai berikut

(a) Ay, ={a1}
(b) Ay, = {az}
() Ay ={a1, a2}
2. Menghitung l€_>TIJ("L') dan @J(y)
Selanjutnya akan dicari panjang maksimum subword u
convex dari masing-masing word x dan y pada setiap

himpunan subset alphabet convex A ; yang tidak menurun.
Untuk z = aj1a9

Tabel 3.15. Panjang maksimum subword u convex dari word x yang
tidak menurun

Ay swy(x) | 5w(x) lc?i;(:c)

{1} al al 1

{2} a9 a9 1
{1, 2} al1an a1ag 2
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Untuk y = a1a201

Tabel 3.16. Panjang maksimum subword u convex dari word y yang
tidak menurun

As | swily) | 5s(y) | lens(y)

{1} alal alaq 2

{2} a9 a9 1
{1,2} ailasal a1ag 2

3. Membandingkan ZZ)'L(](SU) dan l?&;(y)
Dari tabel diatas menunjukkan bahwa setiap panjang
maksimum subword u convex dari masing-masing word x
dan y pada setiap himpunan subset alphabet convex A ; yang
tidak menurun memiliki nilai yang tidak sama. Secara formal
dapat ditulis dengan

leny (x) # len (1)

Sehingga dapat disimpulkan bahwa = #.; y yaitu word x tidak
berelasi cloaktik dengan word y.

Selanjutnya akan dijelaskan definisi dari cloaktik monoid.
Seperti yang sudah dijelaskan pada definsi 3.1.9, cloaktik monoid
merupakan himpunan kelas-kelas equivalen terhadap relasi
=, dengan operasi konkatenasi o. Himpunan kelas-kelas
equivalen pada cloaktik monoid memiliki jumlah yang tak
terhingga sehingga tidak dapat disebutkan semuanya. Namun,
secara pasti pada cloaktik monoid memliki satu kelas equivalen
yang elemennya merupakan word kosong {()} sebagai elemen
identitas. Selanjutnya, karena pengaruh operasi konkatenasi o
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pada cloaktik monoid yaitu menggabungkan dua word menjadi
satu, sehingga memenubhi sifat asosiatif.

Berdasarkan contoh 3.1.12, contoh 3.1.13, dan contoh 3.1.14
merupakan contoh dari elemen-elemen pada kelas-kelas equivalen
yang berbeda pada cloaktik monoid. Pada contoh 3.1.12, word
b dan ¢ merupakan contoh elemen yang berelasi cloaktik yang
berada pada kelas equivalen yang sama pada cloaktik monoid K
dengan panjang word yaitu 4. Pada contoh 3.1.13, word g dan
h merupakan contoh elemen yang berelasi cloaktik yang berada
pada kelas equivalen yang sama pada cloaktik monoid K3 dengan
panjang word yaitu 3. Sedangkan pada contoh 3.1.14, word p, ¢ dan
r merupakan contoh elemen yang berelasi cloaktik yang berada
pada kelas equivalen yang sama pada cloaktik monoid K3 dengan
panjang word yaitu 4.

Selanjutnya pada contoh 3.1.15 didapatkan bahwa setiap
word w dengan panjang 1 tidak akan membentuk relasi cloaktik
=, kecuali dengan dirinya sendiri. Sedangkan berdasarkan
contoh 3.1.17 didapatkan bahwa setiap word x yang direlasikan
dengan word y dengan panjang word yang berbeda tidak akan
membentuk relasi cloaktik. Karena syarat dari relasi cloaktik
adalah mempunyai panjang word yang sama agar setiap panjang
maksimum subword u convex dari masing-masing word pada setiap
himpunan subset alphabet convex A ; yang tidak menurun memiliki
nilai yang tidak sama.

Selanjutnya, word dengan panjang < 4 akan sangat sulit untuk
menemukan word yang berelasi cloaktik. Meskipun ada word yang
berelasi, tetapi peluang untuk menemukannya sangat kecil sekali.
Word dengan panjang < 4 dapat berelasi cloaktik dengan dirinya

sendiri. Hal ini sangat klasik sekali karena word yang direlasikan



46

cloaktik dengan dirinya sendiri sudah pasti akan membentuk relasi
cloaktik. Namun, jika panjang word > 4 kemungkinan untuk
menemukan word yang berelasi cloaktik sangat besar. Karena
semakin panjang word yang digunakan, maka semakin besar pula
peluang terbentuknya relasi cloaktik dengan syarat panjang word
harus sama.

B. Representasi Cloaktik Monoid Atas Aljabar Max-plus

Pada sub bab sebelumnya sudah dijelaskan definisi dari
cloaktik monoid. Selanjutnya, pada sub bab ini akan dijelaskan
mengenai representasi cloaktik monoid atas aljabar max-plus.
Namun, sebelumnya akan dijelaskan definisi dari matriks x-flat
l-corner. Diasumsikan parameter x > 0. Berikut adalah definisi

dari matriks x-flat ¢-corner.

Definisi 3.2.1 Matriks x-flat ¢-corner

Matriks k -flat ¢ -corner merupakan kumpulan dari matriks yang
dinotasikan Fy) = (fi(?) dengan ¢ = {1,2,...,n} untuk matriks
berurkuran n x n dan x merupakan parameter tetap. Secara formal
matriks k-flat ¢-corner dinotasikan sebagai berikut

f(e) K Jlkalgfgjgn,
" —oo lainnya,

Contoh 3.2.2 Matriks «-flat /-corner
Diberikan matriks F(3) = (fz(?) dengan ¢ = {1,2,3} danx = 1.
Akan direpresentasikan F|3) kedalam bentuk matriks.
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Penyeleaian:
Diketahui ¢ = {1,2,3} dan k = 1, maka F(3y = F()F2)F(3).
Karena n = 3 maka matriks yang digunakan adalah matriks

berukuran 3 x 3. Dengan menggunakan aturan « -flat ¢ -corner
didapatkan,

1. Untuk ¢ = 1 diperoleh,

F(l): -0 -0 —0

-0 — 0 —&0

2. Untuk ¢ = 2 diperoleh,

—0 1 1
-0 K0 —0

—o0 —o0 1
F(3)_ —o0 —oo 1

—o0 —oo 1
Sehingga diperoleh,

Flg) = FayFo)Fs)
1 1 1 —00 1 1 -0 —oo 1
F(3) = |—-00 —00 —o00| |—00 1 1 —o0 —o0 1

-0 =00 =00 -0 —00 =0 —00 —oo 1
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Selanjutnya akan dijelaskan definisi dari matriks layout.

Berikut merupakan definisi dari matriks layout.

Definisi 3.2.3 Matriks Layout
Matriks layout idempotent segitiga dinotasikan E = (e;;) €
RI'%" sebagai matriks segitiga atas dengan elemen-elemen yang

max

didefinisikan sebagai berikut

0 jikai <j,
62’] =
—oo lainnya.

Contoh 3.2.4 Matriks Layout

Diberikan matriks F yang berukuran 3 x 3 dimana F = (e; ;) €
R*". Akan direpresentasikan F kedalam bentuk matriks layout.
Penyelesaian:

Diketahui £ € R3*3. Dengan menggunakan aturan dari matriks

max*

layout didapatkan elemen-elemen sebagai berikut

Selanjutnya gabungan dari matriks x-flat ¢-corner dengan
matriks layout akan membentuk matriks troplaktik. Berikut akan

dijelaskan definisi dari matriks troplaktik.

Definisi 3.2.5 Matriks Troplaktik
Diberikan ¢ = {1,2,3,...,n}. Matriks A, merupakan gabungan
darimatriks E dan F{y) dinotasikan Ay := EV F(,) € R77 dimana

V adalah operasi maksimum dari setiap elemen. Matriks troplaktik
didefinisikan sebagai A, = (A(y)).
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Contoh 3.2.6 Matriks Troplaktik

Diberikan matriks E,F3 € R»<3. Akan direpresentasikan
matriks £ dan F|3) kedalam bentuk matriks troplaktik A, = (A ).
Penyelesaian:

Diketahui matriks F(3) dengan ¢ = {1,2, 3}. Dengan menggunakan

aturan matriks x-flat ¢-corner diperoleh

[ 1 1 1
ng'—)F(l): —00 —00 —00

€:2i—>F(2): —0o0 1 1

623'—>F(3): -0 —oo 1

Karena matriks E € R3X3 diperoleh

max

0 0 0
E=|-c0 0
—00 —00

Selanjutnya akan dihitung matriks A. Karena ¢ = {1,2,3}
maka A3y = (A1), A2), A(3)). Dengan menggunakan operasi V
didapatkan,



50

1. Untuk ¢ = 1 diperoleh,

A =EV Iy
[0 0 0 1 1 1
=|-0c0 0 O V |—00 —00 —00
|—o0 —oo 0 —00 —00 —00
max(0,1) maz(0, 1) max(0, 1)

= |maz(—o0,—00)  max(0,—0c0)  max(0,—00)

| maz(—oo, —00) max(—oo,—00) max(0,—00)

1 1 1
= |—00 0
| —00 —00

2. Untuk ¢/ = 2 diperoleh,

Ay =E V Fy
[0 0 0 —o0 1 1
=|-00 0 0] V |-00 1 1
|—00 —oo 0 —00 —00 —00
maz (0, —o0) max(0,1) maz(0,1)
= |max(—o0, —00) max(0, 1) max(0,1)

| max(—oo0, —00) max(—oo0, —00) max(0, —00)




3. Untuk ¢ = 3 diperoleh,

Sehingga matriks troplaktik A3 = (A1), A(2), A(3)) diperoleh,

Az = (Aq), Ay A)
11 11[ o0
= |—00 0 0 —00
-0 —oo 0 —00

0 1
0 1
—o0 1
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Setelah mengetahui jenis-jenis dari matriks, selanjutnya setiap

letters a, dapat direpresentasikan kedalam bentuk matriks atas

aljabar max-plus. Berikut definisi representasi linier atas aljabar

max-plus.

Definisi 3.2.7 Representasi Linier Atas Aljabar Max-Plus

Misalkan T adalah sembarang semigrup dan M, (R, ) merupakan

himpunan semua matriks pada aljabar max-plus berukuran n x n.

Pemetaan p : T — M, (R,,,.) disebut representasi linier atas

aljabar max-plus jika p adalah homomorfisma.
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Contoh 3.2.8 Representasi Linier Atas Aljabar Max-Plus
Misalkan 7" = (N, +) adalah semigrup dan Ms(R,4,) merupakan
himpunan matriks 2 x 2 dengan operasi ®. Pemetaan p
didefinisikan p : ' — M3(RR,,4,) dengan

p(n) = [ " _OO] , dimanan € N.
—oo 0

Akan ditunjukkan bahwa p merupakan representasi linier atas
aljabar max-plus.

Penyelesaian:

Akan ditujukkan bahwa p merupakan homoorfisma jika memenuhi

persamaan p(m + n) = p(m) ® p(n).

1. Hitung p(m + n)

m+mn —oo
p(m+n) = ]
—00 0
2. Hitung p(m) ® p(n)
pmy@pmy=|" el " ‘”]
—oo 0 —oo 0

-maw(m +n,—00) max(—o00, —00)

| maz(—o0, —00) max(—o0,0)

_ -m+n —oo]

—00 0

(mM®n® —00® —00) (M® —00@ —00®0)
(—oo®@n®0® —00) (—co®—c0®0®0)
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Karena p memenuhi persamaan p(m + n) = p(m) ® p(n), maka
p merupakan homomorfisma. Dengan kata lain, p merupakan

representasi linier atas aljabar max-plus.

Setelah dijelaskan mengenai definisi representasi linier
atas aljabar max-plus, selanjutnya akan dijelaskan definisi
dari representasi linier cloaktik monoid atas aljabar max-plus.
Representasi ini secara khusus mempelajari homomorfisma dari
cloaktik monoid ke himpunan matriks dalam aljabar max-plus.
Pada setiap elemen cloaktik monoid direpresentasikan sebagai
transformasi linier yang konsisten dengan operasi max-plus.
Berikut akan dijelaskan definisi dari representasi linier cloaktik
monoid atas aljabar max-plus.

Definisi 3.2.9 Representasi Linier Cloaktik Monoid Atas Aljabar
Max-Plus

Misalkan K; := A}/ = adalah cloaktik monoid dengan { =
{1,2,,3,...,n} € I dan My,(R,q;) merupakan himpunan semua
matriks atas aljabar max-plus berukuran n x n. Pemetaan (3
didefinisikan

5 : KI — Mn(Rmax)
Qyp —r A(g), l= {1, 2,3, ,n}

Untuk semua word w = ajas . . .a, € K berlaku
Bw) =pB(a1) ® -+ @ Ban) = A1) @ -+ ® Ay

Pemetaan (3 merupakan representasi linier cloaktik monoid atas
aljabar max-plus jika 8 merupakan homomorfisma.
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Contoh 3.2.10 Representasi Linier Cloaktik Monoid Atas
Aljabar Max-Plus

Diberikan cloaktik monoid K> dengan ¢ = {1,2} dan M>(R,4z)
merupakan himpunan semua matriks atas aljabar max-plus
berukuran 2 x 2. Akan ditunjukkan bahwa 5 : Ko — Ms(Rynaz)
merupakan representasi linier cloaktik monoid atas aljabar
max-plus.

Penyelesaian:

Akan ditunjukkan bahwa 8 : Ky — M>s(R,,4,) merupakan
representasi linier cloaktik monoid atas aljabar max-plus dengan
menggunakan langkah-langkah sebagai berikut,

1. Merepresentasikan setiap letters dari K kedalam bentuk
matriks troplaktik.
Diketahui K := A3/ = dengan Ay = {a1, a2} untuk £ =
{1,2}. Terlebih dahulu akan dicari matriks x-flat ¢-corner
yaitu

1 1
6:1»—>F(1): o oo

—o0 1

EZQHF(Q): [—oo 1

2x2

Selanjutnya akan dicari matriks layout £ € R; 7%

0 0
—o00 0

Berikutnya yaitu merepresentasikan setiap letters ai,as

yaitu

E =

kedalam bentuk matriks troplaktik, sehingga didapatkan
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as — A(g) = F(l) vV E

2. Mengambil sebarang word yang berelasi cloaktik pada
cloaktik monoid. Ambil sebarang word b,c € K, yaitu
b = ajasaiag dan ¢ = agaiaias yang sudah dijelaskan pada
contoh 3.1.12.

3. Merepresentasikan word b, c dalam bentuk matriks dengan
operasi ® dalam aljabar max-plus.

Bb) =An) ® Ap) ® A1y @ Ag)

1 1] 0 1 11 0 1

= ® ® ®

-0 0 -0 1 —oco 0 —o0 1

1 2] [ 1 1] 0 1
= ® ®

| —o0 1_ | —o0 0_ —o0 1

2 3] [o 1 9 4
P— ® pr—

—o0 1 —o0 1 —0o0 2
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Ble) =A@ ® A @ Ap) ® Apz)

0 1 11 11 0 1
= ® ® ®
—o0 1 —oo 0 -0 0 —o0 1
1 2] [ 1 1] 0 1
= ® ®
—o0 1 —o00o 0 —00 1]
2 3] [o 1]
= ®
—o0 1 —o0 1
2 4]
N —00 2

4, Karena pemetaan S merupakan homomorfisma, maka untuk
setiap b, ¢ € K3 berlaku S(bo ¢) = 8(b) ® 5(c).
Akan dihitung 5(b o ¢), diperoleh

boc= (alagalag) e} (agalalag)
= 10201020G2a010102

Blboc)=An)® Az ® An) ® A @ Ap) @ Ay)®

An) ® A
1 1 0 1
— ® ® An) @ Ai)®
—00 0_ —oc0 1 W @

A2) ©@ Ay ® A1y @ A
1 2 1 1
= ® ® A9y ® Ag)®

—oo 1 —oo 0 @ @

Ay ® Apy @ Ag)
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2 3] [o 1]
= ® QA @Ay @ Ay @ A
oo 1) e 1 2) ©@ A1) ® A1) © A
[ 2 4] [o 1
= ® QA @A ® A
N R (1) ® Aq) ® A
2 5] [ 1 1]
= ® ® A @ A
| 3] 7 | 0 1) ® A2
3 6] [ 1 1]
= & ®A(2)
| —o0 3_ | —o0 O_
4 7] [ o 1
= ®
| —o0 3_ | —o0 1_
[ 4 s
N | —00 4_

Akan dihitung 5(b) ® S(c), diperoleh

5@®m@=[2 1@[2 ﬂ

—00 2 —00 2

g

Selanjutnya didapatkan 8(b o ¢) = 5(b) ® B(c) yaitu
4 8 | 4 8
00 4| |- 4

Karena $ merupakan homomorfisma, maka word b, c yang berelasi

cloaktik yaitu b =, c dapat direpresentasikan melalui matriks
dalam aljabar max-plus sehingga operasi konkatenasi o di Ky

tetap terjaga yaitu
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B(boc)=p(b)®pB(c), Vb, c € Ks.

Dengan demikian, pemetaan 5 mempertahankan struktur cloaktik
monoid untuk word b,c pada representasi linier atas aljabar
max-plus.

Contoh 3.2.11 Representasi Linier Cloaktik Monoid Atas
Aljabar Max-Plus

Diberikan cloaktik monoid K3 dengan ¢ = {1,2,3} dan M3(RR, )
merupakan himpunan semua matriks atas aljabar max-plus
berukuran 3 x 3. Akan ditunjukkan bahwa 3 : K3 — M3(R42)
merupakan representasi linier cloaktik monoid atas aljabar
max-plus.

Penyelesaian:

Akan ditunjukkan bahwa 8 : K3 — M;5(R;,.,;) merupakan
representasi linier cloaktik monoid atas aljabar max-plus dengan

menggunakan langkah-langkah sebagai berikut,

1. Merepresentasikan setiap letters dari K3 kedalam bentuk
matriks troplaktik.
Diketahui K3 := A3\ =qi dengan A3 = {a1,ag, az} untuk
¢ = {1,2,3}. Dengan menggunakan matriks troplaktik pada
contoh 3.2.6 didapatkan

1 1 1
al — A(l) = | —00 0 0

—o00 —oo 0
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0 1 1

agr—> Apgy=|-o00 1 1
|—00 —oo 0]

[0 0 1]

az—> Agy=|-00 0 1
|—o0 —oo 1]

2. Mengambil sebarang word yang berelasi cloaktik pada
cloaktik monoid. Ambil sebarang word p,q,r € Kj yaitu
P = ai1asa3a2, ¢ = aiasasas dan r = asajasas yang sudah

dijelaskan pada contoh 3.1.14.

3. Merepresentasikan p,q,r dalam bentuk matriks dengan

operasi ® dalam aljabar max-plus.

Bp) = An) ® A@p) ® A3) ® A

1 1 1 0 1 1
= |—00 0 0| ® |—x 1 1 ®A(3)®A(2)
|—0c0 —oo 0] |—00 —oo 0]
[ 1 2 2] [ o 0 1
=]l-00 1 1|®|-00 0 1|®Ay
|—00 —oo 0] |—00 —oo 1]
! 2 31 [o 1 1]
= |—00 1 2] ® |- 1
|—0c0 —oo 1) |—00 —oo 0]
o R
=|-c0 2 3
|—00 —oo 1]
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A@ A@
® &
: 2 s 2
& ® & &
8 8 o 8 8 8 8 8 -, 388 o5 838 8 8
______ [ A_______ (.
® ® ® e ® ®
00..211 A 31&\.111..211 o~ ™
®
_ _ _ fA( _ _ _ _
AR AR AN A el B el A el A
] 1 A/“i\_ ] L
Il Il Il Il Il Il Il | I
=
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4. Karena pemetaan 5 merupakan homomorfisma, maka untuk
setiap p, q,r € K3 berlaku

B(poq) = B(p) ®B(q)
Blgor) = B(q) @ B(r)
Bpor)=pB(p)® B(r)

Selanjutnya akan dihitung pemetaan 5 dari masing-masing
word yang berelasi cloaktik =

(a) B(poq) = B(p) @ B(q)

poq= (alagagag) o (a1a3@2a2)

= ai1a2a3a2a1a3a20a2
B(poq) = A(l) & A(g) & A(g) ® A(g) ® A(l) X A(3)®
A) @ Ag)
1 1 1 0 1 1
= | — 0 0] ® [—o0 1 1| ® A(g)
—o0 —oo 0 —o0 —oo 0
& A(Q) & A(l) & A(g) ® A(g) & A(z)
1 2 2 0 0 1
= | — 1 1| ® | —o0 0 1| ® A(g)
-0 —oo 0 -0 —oo 1
& A(l) & A(3) & A(g) ® A(g)
1 2 3 0 1 1
= [—o0 1 2] ® | -0 1 1| ® A(l)
—o0 —oo 1 —o0 —oo 0

& A(g) & A(g) & A(Q)
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1
0

1 1
—00 0
-0 —oo 0

]
R

3
2
-0 1

1
—00
—00

|

® A) ® Ag)

® A

0 1
0 1
—o00 1

0
—00
—00

)
3

4
2
—o0 1

2
—00
—00

1

—Oo0

1

—Oo0

2

Akan dihitung 3(p) ® S(q), diperoleh

3]

3
2
—o0 1

1
—00
—00

|

3 ®

4

3
2
-0 1

1
—00
—00

8
6

6
4

2

—0o0

—00 2

—00

B(p) ® Blq) =
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Diperoleh (p o q) = B(p) ® B(q) yaitu

2 6 8 2 6 8
-0 4 6| =|-00 4 6
—00 —00 2 -0 —o0 2

(b) Blgor) = B(q) @ B(r)

qgor= (a1a3a2a2) o (a3a1a2a2)
= a1a3020203010202

B(q o 7“) = A(l) ® A(g) & A(2) o2y A(?) ® A(3) ® A(1)®

Ae) ® Ag)
[ 1 11 [o o0 1]
= |—00 0 0 ® | —0 0 11 ® A(g)
|—o00 —oo 0] |—00 —oo 1]
® A(g) ® A(g) & A(l) & A(g) & A(g)
1 1 2] [o 1 1]
= | =00 0 1| ® |—o0 1 1] ® A(Q)
|—00 —oo 1] |—o0 —oo 0]
® A(g) & A(l) & A(g) & A(Q)
! 2 3] [0 1 1]
=[l-00 1 2|®f[-00 1 1|® A(g)
|—o0 —oo 1 |—o0 —oo 0
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® An)

1
1

0 0
—00 0
—o00 —oo 1

]
R

3
2
-0 1

1
—00
—00

|

® A) ® Ag)

® A

1
0

1
0
—o00 0

1
—00
—00

)
4

3
2
-0 2

1
—00
—00

1

—Oo0

2

Akan dihitung 3(q) ® 5(r), diperoleh

—0o0

—oc0 1

—0o0

8
6

6
4

2

—Oo0

—00 2

—00

B(q) ® B(r) =
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Diperoleh (g o r) = (q) ® B(r) yaitu

2 6 8 2 6 8
-0 4 6| =|-00 4 6
—00 —00 2 —00 —00

(¢) Bpor)=pB(p) ®B(r)

por = (arazazaz) o (azajazas)

= ajasa3as2a3a1asa9
Blpor)=An) ®Ap) ® Am) ® Ap) @ Ag) ® A)®
A) @ Ag)
! 1 1] [o 1 1]
=|-00 0 0|® |- 1 1| ® A(g)
|—00 —oo 0] |—o00 —oo 0]
& A(Q) & A(g) X A(l) (= A(z) X A(Q)
[ 1 2 21 [o 0 1]
= | =0 1 1| ® [—o0 0 1| ® A(Q)
—o0 —oo 0 —00 —oo 1

& A(3) & A(l) & A(g) & A(Q)

1 2 3 0 1 1
= |- 1 2] ® | -0 1 1 ®A(3)
|—o0 —oo 1 —o00 —oo 0

® Aq) ® A) ® Ag)
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® An)

1
1

0 0
—00 0
—o00 —oo 1

]
R

3
2
-0 1

1
—00
—00

|

® A) ® Ag)

® A

1
0

1
0
—o00 0

1
—00
—00

)
4

3
2
-0 2

1
—00
—00

1

—Oo0

2

Akan dihitung 3(p) ® 5(r), diperoleh

—0o0

B(p) ® B(r) =
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Diperoleh 3(p o) = A(p) ® A(r) yaitu

2 6 8 2 6 8
—00 4 6| = |—o0 4
—00 —00 2 -0 —o0 2

Karena # merupakan homomorfisma, maka word p,q,r yang
berelasi cloaktik yang telah dibuktikan pada contoh 3.1.14
dapat direpresentasikan melalui matriks dalam aljabar max-plus
sehingga operasi konkatenasi o di K3 tetap terjaga yaitu

B(poq) = B(
Blgor)=pB(q) @ B(r)
B(por)=PB(p)®pB(r)

=
®
=
8

untuk setiap p,q,r € Ks. Dengan demikian, pemetaan f3
mempertahankan struktur cloaktik monoid untuk word p, ¢, r pada

representasi linier atas aljabar max-plus.

Berdasarkan contoh 3.2.10 dan contoh 3.1.11 diperoleh bahwa
setiap word yang berelasi cloaktik pada cloaktik monoid dapat
direpresentasikan dalam bentuk matriks troplaktik pada aljabar
max-plus. Matriks ini selalu memenuhi sifathomomorfisma karena
operasi yang digunakan pada word adalah operasi konkatenasi
o yang bersifat asosiatif. Sedangkan operasi pada matriks yang
digunakan adalah operasi pada aljabar max-plus yaitu ®. Jika
diperhatikan dengan seksama, operasi ® pada matriks akan
membentuk pola yang sama seperti operasi penjumlahan +
pada biasanya. Seperti definisi pada aljabar max-plus bahwa
operasi ® merupakan operasi penjumlahan. Hal inilah yang
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menyebabkan bahwa setiap word pada cloaktik monoid yang
direpresentasikan dalam bentuk mtriks troplaktik akan memenuhi
sifat homomorfisma. Dengan demikian, cloaktik monoid dapat

direpresentasikan secara linier atas aljabar max-plus.



BAB1V
PENUTUP

A. Kesimpulan

Dalam skripsi ini telah dibahas mengenai representasi
linier cloaktik monoid atas aljabar max-plus. Cloaktik monoid
merupakan himpunan kelas-kelas equivalen terhadap relasi
equivalen =, dengan operasi konkatenasi o. Melalui konsep ini,
dua word dikatakan ekuivalen jika memiliki panjang maksimum
subword convex dari word tidak menurun yang sama untuk setiap
subset alphabet convex pada alphabet terurut total.

Selanjutnya diperkenalkan representasi dari cloaktik
monoid dalam bentuk matriks pada aljabar max-plus. Dengan
mendefinisikan matriks-matriks khusus seperti matriks x-flat
{-corner dan matriks layout, dapat dibentuk matriks troplaktik
yang merepresentasikan masing-masing letters dari alphabet
dalam bentuk matriks. Kemudian, pemetaan dari cloaktik monoid
ke himpunan matriks aljabar max-plus M, (R,,.,) yang bersifat
homomorfisma, sehingga memenuhi syarat sebagai representasi
linier.

Melalui contoh-contoh yang diberikan, diperoleh bahwa
dua word yang ekuivalen dalam cloaktik monoid dapat
direpresentasikan oleh hasil matriks yang sama dalam aljabar
max-plus. Hal ini menunjukkan bahwa pemetaan tersebut
memang valid sebagai representasi linier dari cloaktik monoid

atas aljabar max-plus.

69
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B. Saran

Pada skripsi ini, ruang lingkup yang dibahas terbatas pada
representasi cloaktik monoid atas aljabar max-plus.  Oleh
karena itu, penulis menyarankan untuk penelitian selanjutnya
merepresentasikan pada semiring tropikal seperti fuzzy semiring
untuk melihat kemungkinan penerapan lebih luas di bidang

optimasi dan teori automata.
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