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ABSTRAK

Penelitian ini mengkaji tentang representasi linier cloaktik
monoid atas aljabar max-plus. Cloaktik monoid merupakan
himpunan kelas-kelas equivalen terhadap relasi equivalen ≡clk

terhadap operasi konkatenasi. Melalui konsep ini, dua word
dikatakan ekuivalen jika memiliki panjang subword tidak menurun
maksimum yang sama untuk semua subset convex pada alphabet
terurut total. Sementara itu, aljabar max-plus adalah struktur
aljabar yang dilengkapi dengan operasi ⊕ (maksimum) dan
⊗ (penjumlahan). Tujuan dari penelitian ini adalah untuk
mendefinisikan cloaktik monoid atas aljabar max-plus serta
mengkaji bagaimana cloaktik monoid dapat direpresentasikan
secara linier melalui matriks-matriks dalam aljabar max-plus
yang disebut matriks tropklaktik. Penelitian ini dimulai dengan
merepresentasikan setiap letters cloaktik monoid kedalam
bentuk matriks troplaktik. Representasi linier didefinisikan
sebagai suatu pemetaan yang bersifat homomorfisma dari
semigrup kedalam bentuk matriks aljabar max-plus. Dengan
menggunakan relasi knuth ditunjukkan bahwa setiap elemen
dalam cloaktik monoid dapat direpresentasikan melalui hasil kali
matriks aljabar max-plus yang sesuai. Hasil utama dari penelitian
ini adalah pembuktian bahwa pemetaan tersebut merupakan
homomorfisma, sehingga secara formal merupakan representasi
linier cloaktik monoid atas aljabar max-plus.

Kata kunci : cloaktik monoid, aljabar max-plus, representasi linier,
semigrup, homomorfisma.
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BAB I

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Operasi biner adalah suatu fungsi himpunan dari dua elemen

ke elemen lain dalam himpunan yang sama (Mas’oed, 2013).

Operasi biner memiliki sifat-sifat tertentu seperti assosiatif,

komutatif, memiliki elemen identitas, dan memiliki elemen invers.

Suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan satu atau lebih

operasi biner dan memenuhi sifat-sifat tertentu akan membentuk

struktur aljabar (Gallian, 2021). Salah satu contoh struktur aljabar

yang digunakan dalam penelitian ini adalah semigrup, monoid, dan

semiring. Semigrup merupakan struktur aljabar yang memenuhi

sifat assosiatif. Semigrup dengan elemen identitas disebut monoid

(Lisapaly & Persulessy, 2011).

Selain itu, struktur aljabar yang dilengkapi dengan dua operasi

biner (+, .) dan memenuhi aksioma (T,+) monoid komutatif,

(T, .) monoid, (T,+, .) bersifat distributif, dan mempunyai elemen

penyerap disebut semiring (Hasnani & Puspita, 2021). Beberapa

semiring memiliki sifat tambahan seperti idempotent dan

komutatif terhadap salah satu atau kedua operasinya (Muanalifah,

2023). Salah satu contoh dari semiring idempotent adalah aljabar

max-plus, yang merupakan himpunan R ∪ {−∞} dilengkapi dua

operasi biner ⊕ (maksimum) dan ⊗ (penjumlahan). Secara formal

aljabar max-plus dinotasikan dengan Rmax = (R ∪ {−∞},⊕,⊗)

dimana R adalah himpunan bilangan real (Farlow, 2009).
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Aljabar max-plus mengalami perkembangan yang signifikan,

baik dalam ranah ilmu terapan maupun dalam pengembangan

teori struktur aljabar. Dalam ranah ilmu terapan, aljabar max-plus

sering digunakan untuk memodelkan masalah seperti manufaktur

(Singgih, 2014), sistem antrian (Wibowo, 2018), sistem jalan dan

kereta (Farhi, 2019) serta optimasi produksi (Bermanei, dkk.,

2024). Sedangkan dalam teori struktur aljabar diantaranya seperti

semigrup idempoten dalam aljabar max-plus (Izhakian & Shustin,

2012) dan identitas semigrup pada semigrup matriks max-plus

(Aird, 2023).

Selanjutnya ada beberapa penelitian terdahulu yang telah

mengkaji hubungan dari struktur cloaktik monoid dengan aljabar

max-plus, diantaranya penelitian oleh Zur Izhakian pada tahun

2019 yang berjudul "Tropical plactic algebra, the cloaktic monoid,

and semigroup representations". Penelitian ini memperkenalkan

konsep tropical plactic algebra dan membentuk cloaktik monoid

yang dapat direpresentasikan secara linier menggunakan tropical

matrix (Izhakian, 2019). Kemudian pada tahun 2018, Zur Izhakian

dan Glenn Merlet melakukan penelitian yang berjudul "Semigroup

identities of tropical matrices through matrix ranks". Penelitian

ini mengkaji cloaktik monoid memenuhi identitas semigrup dalam

aljabar max-plus (Izhakian & Merlet, 2018). Pada tahun 2019,

Marianne Johnsoni dan Mark Kambites melakukan penelitian yang

berjudul "Tropical representation and identities of plactic monoids".

Penelitian ini mengkaji representasi tropikal cloaktik monoid

dalam identitas aljabar dan teori automata (Johnson & Kambites,

2021).
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Berdasarkan latar belakang yang dijelaskan diatas, penulis

tertarik untuk mengkaji lebih dalam terkait "Representasi Linier

Cloaktik Monoid Atas Aljabar Max-Plus" sebagaimana yang telah

dikaji pada jurnal "Tropical plactic algebra, the cloaktic monoid,

and semigroup representations" oleh Izhakian pada tahun 2019.

Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui definisi dari cloaktik

monoid serta representasi linier cloaktik monoid atas aljabar

max-plus.

B. Tujuan Penelitian

Berdasarkan latar belakang diatas, tujuan dari penelitian

ini adalah untuk mengetahui definisi cloaktik monoid serta

representasi linier cloaktik monoid atas aljabar max-plus.

C. Tinjauan Pustaka

Penelitian Zur Izhakian (2019) dipublikasikan pada jurnal

yang berjudul "Tropical plactic algebra, the cloaktic monoid,

and semigroup representations" memperkenalkan konsep tropical

plactic algebra yang menggabungkan struktur plaktik monoid

dengan relasi knuth, serta perluasannya dalam bentuk cloaktik

monoid. Penelitian ini menunjukkan bahwa cloaktik monoid dapat

direpresentasikan secara linier menggunakan matriks troplaktik

serta membuka peluang baru dalam analisis kombinatorial dan

teori representasi semigrup (Izhakian, 2019).

Penelitian Zur Izhakian dan Glenn Merlet (2018)

dipublikasikan pada jurnal yang berjudul "Semigroup identities

of tropical matrices through matrix ranks" meneliti identitas

semigrup yang dipenuhi oleh tropical matrix dan menunjukkan
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bahwa cloaktik monoid dan co-cloaktik monoid memenuhi

seluruh identitas yang dipenuhi oleh matriks segitiga atas dalam

aljabar max-plus, memperkuat argumen bahwa monoid tersebut

dapat dipelajari secara efektif melalui representasi tropical linier

(Izhakian & Merlet, 2018).

Penelitian Marianne Johnsoni dan Mark Kambites (2021)

dipublikasikan pada jurnal yang berjudul "Tropical representation

and identities of plactic monoids" mengembangkan perspektif yang

lebih luas terkait representasi tropikal dari plaktik monoid,

termasuk seperti cloaktik monoid serta membahas peran

representasi tersebut dalam mengkaji identitas aljabar dan

struktur semiring berbobot yang muncul dalam teori automata

dan komputasi kombinatorik (Johnson & Kambites, 2021).

D. Metodologi Penelitian

Pada bab ini, penulis akan menguraikan langkah-langkah yang

digunakan untuk menyelesaikan permasalahan dalam penelitian

ini. Metode yang digunakan adalah metode kepustakaan (library

research), yang berfungsi untuk mengumpulkan data, informasi,

serta objek kajian dari sumber tertulis. Adapun tahapan

pelaksanaan penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mempelajari jurnal berjudul Tropical plactic algebra, the

cloaktic monoid, and semigroup representations" oleh

Zur Izhakian pada tahun 2019 secara mendalam untuk

memahami perumusan cloaktik monoid, serta metode

representasi semigrup yang digunakan dalam aljabar

tropikal.
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2. Mengkaji konsep dasar semigrup dan monoid, termasuk

operasi biner, sifat asosiatif, elemen identitas, dan relasi

ekuivalen yang digunakan dalam pembentukan monoid.

Teori yang diperoleh pada tahap ini akan menjadi fondasi

dalam mendefinisikan cloaktik monoid.

3. Menelaah definisi dan struktur dari aljabar max-plus, serta

penerapannya dalam konteks matriks dan semigrup. Kajian

ini digunakan untuk memetakan ulang elemen-elemen

cloaktik monoid agar sesuai dengan operasi dasar aljabar

max-plus (maksimum dan penjumlahan).

4. Mendefinisikan cloaktik monoid dalam aljabar max-plus,

dengan menyusun relasi ekuivalen yang sesuai dengan

himpunan pembentuknya.

5. Merepresentasi linier cloaktik monoid atas aljabar max-plus

dengan menggunakan matriks troplaktik.

6. Menyusun simpulan berdasarkan hasil analisis teoritis, serta

menyajikan definisi formal dari cloaktik monoid dalam

aljabar max-plus secara sistematis dan Representasi linier

cloaktik monoid atas aljabar max-plus.

E. Sistematika Penelitian

Dalam penelitian ini, disusun empat bab utama yang dibagi lagi

ke dalam beberapa sub-bab untuk memudahkan pembaca dalam

memahami keseluruhan isi. Struktur penulisan penelitian ini akan

dijelaskan secara rinci sebagai berikut:
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1. BAB I PENDAHULUAN

Pada bab ini berisi tentang latar belakang masalah, tujuan

penelitian, tinjauan pustaka, metodologi penelitian, dan

sistematika penelitian.

2. BAB II LANDASAN TEORI

Pada bab ini memuat tentang teori-teori dasar yang

digunakan dalam pembahasan diantaranya yaitu semigrup,

aljabar max-plus serta relasi knuth.

3. BAB III REPRESENTASI LINIER CLOAKTIK MONOID ATAS

ALJABAR MAX-PLUS

Pada bab ini membahas tentang definisi cloaktik monoid

serta representasi linier cloaktik monoid atas aljabar

max-plus.

4. BAB IV PENUTUP

Pada bab ini berisi tentang kesimpulan dari hasil penelitian

dan saran penelitian selanjutnya untuk dikaji.



BAB II

LANDASAN TEORI

Pada bab ini memaparkan definisi yang menjadi dasar

pembahasan mengenai cloaktik monoid atas aljabar max-plus.

Teori yang dibahas mencakup tiga aspek utama yaitu definisi

dasar semigrup (Cain, 2020 dan Surodjo & Susanti, 2024), definisi

dasar aljabar max-plus (Baccelli, dkk., 1992 dan Farlow, 2009

serta Mas’oed, 2013) dan definisi relasi knuth (Izhakian, 2019 dan

Davey, 2002).

A. Semigrup

Pada bagian ini menjelaskan beberapa definisi dasar semigrup.

Sebelum membahas semirup terlebih dahulu diberikan definisi

operasi biner. Operasi biner didefinisikan sebagai suatu fungsi

himpunan dari dua elemen ke elemen lain dalam himpunan yang

sama. Berikut adalah definisi dari operasi biner.

Definisi 2.1.1 Operasi Biner

Diberikan T himpunan tak kosong serta operasi ♢ disebut operasi

biner jika fungsi ♢ : T × T → T .

Contoh 2.1.2 Operasi Biner

Operasi penjumlahan + merupakan operasi biner pada bilangan

bulat Z, karena operasi + tertutup pada Z.

Operasi biner memiliki beberapa sifat tertentu diantaranya

yaitu asosiatif, komutatif, mempunyai elemen identitas dan

memiliki elemen invers. Berikut akan dijelaskan sifat-sifat dari

7
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operasi biner.

Definisi 2.1.3 Sifat-sifat Operasi Biner

Suatu operasi biner ♢ pada himpunan tak kosong T dikatakan

1. Asosiatif, jika (x♢y)♢z = x♢(y♢z) untuk ∀x, y, z ∈ T

2. Komutatif, jika x♢y = y♢x untuk ∀x, y ∈ T

3. Mempunyai elemen identitas (e), jika ∃e ∈ T sehingga

e♢x = x♢e = x untuk ∀x ∈ T

4. Memiliki elemen invers, elemen x ∈ T dikatakan

mempunyai invers terhadap ♢ di T, jika ∃y ∈ T sehingga

y♢x = x♢y = e

Selanjutnya operasi biner yang memenuhi sifat tertentu akan

membentuk struktur aljabar baru. Salah satu contohnya adalah

semigrup. Semigrup merupakan struktur aljabar dengan satu

operasi biner yang memenuhi sifat asosiatif. Berikut adalah

definisi dari semigrup.

Definisi 2.1.4 Semigrup

Misalkan T adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi

dengan operasi biner♢. Struktur aljabar (T,♢) dikatakan semigrup

jika operasi ♢ bersifat asosiatif, yaitu untuk ∀x, y, z ∈ T berlaku

(x♢y)♢z = x♢(y♢z).

Contoh 2.1.5 Semigrup

Diberikan himpunan bilangan asli N, didefinisikan operasi biner

x♢y = x + y + xy. Akan ditunjukan bahwa (N,♢) adalah suatu

semigrup.
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Penyelesaian:

Akan dibuktikan bahwa (N,♢) dengan operasi biner x♢y =

x + y + xy merupakan semigrup. Ambil sebarang x, y, z ∈ N

sehingga didapatkan

(x♢y)♢z = (x+ y + xy)♢z

= (x+ y + xy) + z + (x+ y + xy)z

= x+ y + xy + z + xz + yz + xyz

= x+ (y + z + yz) + (xy + xz + xyz)

= x+ (y + z + yz) + (y + z + yz)x

= x♢(y + z + yz)

= x♢(y♢z)

Jadi (N,♢) merupakan suatu semigrup dengan operasi biner

x♢y = x+ y + xy untuk ∀x, y, x ∈ N.

Selain memiliki sifat assosiatif, jika suatu semigrup dilengkapi

dengan elemen identitas terhadap operasi biner yang digunakan,

maka struktur tersebut disebut sebagai monoid. Berikut adalah

definisi dari Monoid.

Definisi 2.1.6 Monoid

Diberikan (T,♢) adalah semigrup. Himpunan T dikatakan monoid

jika ∃e ∈ T maka x♢e = e♢x = x untuk ∀x ∈ T .

Contoh 2.1.7 Monoid

Diberikan Z = (...,−2,−1, 0, 1, 2, ...) merupakan himpunan

bilangan bulat dengan operasi biner penjumlahan +. Akan

dibuktikan bahwa (Z,+) adalah monoid.



10

Penyelesaian:

Akan dibuktikan bahwa (Z,+) dengan operasi biner + merupakan

monoid.

1. Asosiatif

Ambil sebarang x, y, z ∈ Z, diperoleh (x+ y) + z = x+ (y+

z) ∈ Z.

2. Memiliki elemen identitas

Ambil sebarang x ∈ Z dimana ∃0 ∈ Z, diperoleh x + 0 =

0 + x = x ∈ T .

Jadi (Z,+) merupakan monoid dengan operasi biner +.

Setelah mengetahui definisi dari monoid, selanjutnya akan

dibahas konsep pemetaan yang mempertahankan struktur operasi

biner pada semigrup, yaitu homomorfisma semigrup.

Definisi 2.1.8 Homomorfisma Semigrup

Diberikan (S, ∗) dan (T,♢) adalah semigrup. Pemetaan δ : S → T

disebut homomorfisma semigrup jika setiap x, y ∈ S berlaku

δ(S ∗ T ) = δ(S)♢δ(T ).

Contoh 2.1.9 Homomorfisma Semigrup

Diberikan (N,+) dan (N,×) merupakan semigrup. Pemetaan δ

didefinisian

δ : N → N, δ(x) = 2x untuk ∀x ∈ N.

Akan dibuktikan bahwa pemetaan δ merupakan homomorfisma

semigrup.
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Penyelesaian:

Akan dibuktikan bahwa pemetaan δ merupakan homomorfisma

semigrup. Ambil sebarang x, y ∈ N, diperoleh

δ(x+ y) = 2x+y

= 2x × 2y

= δ(x)× δ(y)

Karena δ memenuhi aturan homomorfisma, sehingga dapat

disimpulkan bahwa pemetaan δ merupakan homomorfisma

semigrup.

B. Aljabar Max-Plus

Pada bagian ini menjelaskan beberapa definisi dasar aljabar

max-plus. Sebelum membahas aljabar max-plus terlebih dahulu

diberikan definisi semiring.

Definisi 2.2.1 Semiring

Misalkan T adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi

dengan operasi biner+ (penjumlahan) dan · (perkalian) yang dapat

ditulis (T,+, ·) dikatakan semiring jika

1. (T,+) adalah monoid komutatif

(i) Assosiatif

∀x, y, z ∈ T berlaku (x+ y) + z = x+ (y + z)

(ii) Mempunyai elemen identitas

∃0 ∈ T sedemikian sehingga 0 + x = x+ 0 = x.∀x ∈ T

(iii) Komutatif

∀x, y ∈ T berlaku x+ y = y + x
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2. (T, ·) adalah monoid

(i) Assosiatif

∀x, y, z ∈ T berlaku (x · y) · z = x · (y · z)
(ii) Mempunyai elemen identitas

∃1 ∈ T sedemikian sehingga 1 · x = x · 1 = x.∀x ∈ T

3. (T,+, ·) bersifat distributif kiri dan kanan

(i) x · (y + z) = x · y + x · z
(ii) (x+ y) · z = x · z + y · z

4. Mempunyai elemen penyerap

∃0 ∈ T sehingga x · 0 = 0 · x = 0, ∀x ∈ T

Berdasarkan definisi semiring yang telah dijelaskan

sebelumnya, berikut disajikan beberapa contoh sederhana yang

memenuhi sifat-sifat semiring tersebut.

Contoh 2.2.2 Semiring

Himpunan semua bilangan real positif dan nolR+∪{0}merupakan

semiring terhadap operasi penjumlahan (+) dan perkalian (·)
bilangan riil.

Selain semiring bilangan real positif, terdapat pula contoh

semiring lain yang memiliki operasi berbeda, yaitu aljabar

max-plus. Struktur ini menggunakan operasi maksimum dan

penjumlahan, seperti dijelaskan berikut ini.

Contoh 2.2.3 Aljabar Max-Plus

Diberikan Rmax adalah himpunan R ∪ {−∞} yang dilengkapi

dengan operasi bilangan ⊕ (maksimum) dan ⊗ (penjumlahan).

Struktur aljabar (R ∪ {−∞},⊕,⊗) merupakan semiring yang

disebut aljabar max-plus. Untuk ∀x, y ∈ Rmax didefinisikan
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sebagai berikut

x⊕ y = max(x, y)

x⊗ y = x+ y

Selanjutnya aljabar max-plus dapat diperluas dalam bentuk

matriks. Misalkan matriksm×npada aljabar max-plus dinotasikan

dengan Rm×n
max . Untuk m = {1, 2, 3, ...,m} dan n = {1, 2, 3, ..., n}

dimana m,n ∈ N dengan m,n ̸= 0. Matriks X = (ai,j) ∈ Rm×n
max

dimana i ∈ m merupakan baris dan j ∈ n merupakan kolom pada

matriks. Matriks X dapat ditulis sebagai berikut

X =


x11 x12 · · · x1n

x21 x22 · · · x2n
...

...
. . .

...

xm1 xm2 · · · xmn


Adapun matriks yang memiliki banyak baris dan kolom yang

sama disebut matriks persegi. Matriks persegi dinotasikan dengan

Y ∈ Rn×n
max dan dapat ditulis sebagai

Y =


y11 y12 · · · y1n

y21 y22 · · · y2n
...

...
. . .

...

yn1 yn2 · · · ynn


Dalam aljabar max-plus, operasi aritmatika dapat diaplikasikan

dalam bentuk matriks. Berikut akan dijelaskan operasi aritmatika

dasar aljabar max-plus.
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1. Penjumlahan matriks

Diberikan matriks X dan Y dengan ukuran yang sama, maka

kedua matriks tersebut dapat dijumlahkan. Elemen-elemen

pada kedua matriks tersebut memiliki letak yang sama

sehingga dapat dijumlahkan. Berikut akan dijelaskan definisi

dari penjumlahan matriks dalam aljabar max-plus.

Definisi 2.2.4 Penjumlahan Matriks

Diberikan X,Y ∈ Rm×n
max sehingga penjumlahan X ⊕ Y dapat

didefinisikan sebagai

X ⊕ Y = [X ⊕ Y ]ij

= xij ⊕ yij

= max(xij , yij)

dimana ∀i ∈ m, j ∈ n.

Contoh 2.2.5 Penjumlahan Matriks

Diberikan X.Y ∈ R2×2
max. Misalkan

X =

[
1 2

−2 0

]
dan Y =

[
0 −1

1 1

]

Akan dihitung operasi dari X ⊕ Y dan Y ⊕X

Penyelesaian:

Berdasarkan definisi penjumlahan matriks diatas, operasi

X ⊕ Y dapat dihitung sebagai berikut
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X ⊕ Y =

[
1 2

2 4

]
⊕

[
0 −1

1 1

]

=

[
1⊕ 0 2⊕−1

2⊕ 1 4⊕ 1

]

=

[
max(1, 0) max(2,−1)

max(2, 1) max(4, 1)

]

=

[
1 2

2 4

]

Sedangkan hasil penjumlahan dari Y ⊕X yaitu

Y ⊕X =

[
0 −1

1 1

]
⊕

[
1 2

2 4

]

=

[
0⊕ 1 −1⊕ 2

1⊕ 2 1⊕ 4

]

=

[
max(0, 1) max(−1, 2)

max(1, 2) max(1, 4)

]

=

[
1 2

2 4

]

Dari kedua hasil penjumlahan X ⊕Y dan Y ⊕X didapatkan

hasil yang sama yaitu

X ⊕ Y = Y ⊕X =

[
1 2

2 4

]
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2. Perkalian matriks

Misalkan dipunyai matriks X dan Y . Perkalian dua matriks

dapat dilakukan jika matriks X memiliki banyak kolom

yang sama dengan banyak baris pada matriks Y . Berikut

merupakan definisi dari perkalian matriks dalam aljabar

max-plus.

Definisi 2.2.6 Perkalian Matriks

Diberikan X ∈ Rm×p
max dan Y ∈ Rp×n

max, perkalian X ⊗ Y

didefinisikan sebagai

X ⊗ Y = [X ⊗ Y ]ij

=

p⊕
k=1

(xik ⊗ ykj)

=
p

max
k=1

(xik + ykj)

dimana ∀i ∈ m, j ∈ n.

Contoh 2.2.7 Perkalian Matriks

Diberikan X ∈ R2
max dan Y ∈ R2

max. Misalkan

X =

[
1 −2

−∞ 1

]
dan Y =

[
−2 ∞
4 3

]

Akan dihitung operasi dari X ⊗ Y dan Y ⊗X .

Penyelesaian:

Berdasarkan definisi perkalian matriks diperoleh hasil dari

operasi X ⊗ Y yaitu sebagai berikut
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X ⊗ Y =

[
1 −2

−∞ 1

]
⊗

[
−2 0

4 3

]

=

[
(1⊗−2)⊕ (−2⊗ 4) (1⊗ 0)⊕ (−2⊗ 3)

(−∞⊗−2)⊕ (1⊗ 4) (−∞⊗ 0)⊕ (1⊗ 3)

]

=

[
(1 +−2)⊕ (−2 + 4) (1 + 0)⊕ (−2 + 3)

(−∞+−2)⊕ (1 + 4) (−∞+ 0)⊕ (1 + 3)

]

=

[
−1⊕ 2 1⊕ 1

−∞⊕ 5 −∞⊕ 4

]

=

[
max(−1, 2) max(1, 1)

max(−∞, 5) max(−∞, 4)

]
=

[
2 1

5 4

]

Sedangkan hasil perkalian matriks dari Y ⊗ X sebagai

berikut

Y ⊗X =

[
−2 0

4 3

]
⊗

[
1 −2

−∞ 1

]

=

[
(−2⊗ 1)⊕ (0⊗−∞) (−2⊗−2)⊕ (0⊗ 1)

(4⊗ 1)⊕ (3⊗−∞) (4⊗−2)⊕ (3⊗ 1)

]

=

[
(−2 + 1)⊕ (0 +−∞) (−2 +−2)⊕ (0 + 1)

(4 + 1)⊕ (3 +−∞) (4 +−2)⊕ (3 + 1)

]

=

[
−1⊕−∞ 0⊕ 1

5⊕−∞ 2⊕ 4

]

=

[
max(−1,−∞) max(0, 1)

max(5,−∞) max(2, 4)

]

=

[
−1 1

5 4

]
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3. Perkalian skalar

Misalkan dipunyai matriks X dan x adalah skalar. Perkalian

matriks dengan skalar dapat dilakukan dengan mengalikan

setiap elemen pada matriks X dengan skalar x. Berikut

merupakan definisi dari perkalian matriks dengan skalar

dalam aljabar max-plus.

Definisi 2.2.8 Perkalian Skalar

Diberikan X ∈ Rm×n
max dan x ∈ Rmax. Perkalian x ⊗X dapat

didefinisikan sebagai

x⊗X = [x⊗X]ij

= x⊗Xij

= x+ xij

dimana ∀i ∈ m, j ∈ n.

Contoh 2.2.9 Perkalian Skalar

Diberikan X ∈ R3×2
max dan skalar x = −2 untuk x ∈ Rmax.

Misalkan

X =

 2 ∞
−1 1

3 0


Akan dihitung operasi dari x⊗X .

Penyelesaian:

Berdasarkan definisi perkalian skalar diatas, diperoleh hasil

dari operasi x⊗X yaitu sebagai berikut
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x⊗X = −2⊗

 2 ∞
−1 1

3 0



=

 −2⊗ 2 −2⊗∞
−2⊗−1 −2⊗ 1

−2⊗ 3 −2⊗ 0



=

 −2 + 2 −2 +∞
−2 +−1 −2 + 1

−2 + 3 −2 + 0



=

 0 ∞
−3 −1

1 −2



sehingga diperoleh x⊗X =

 0 ∞
−3 −1

1 −2


C. Relasi Knuth

Pada bagian ini akan dijelaskan definisi dari relasi knuth.

Namun, sebelum itu akan diberikan definisi dari himpunan terurut

total. Berikut akan dijelaskan definisi dari himpunan terurut total.

Definisi 2.3.1 Himpunan Terurut Total

Diberikan I merupakan himpunan tak kosong yang dilengkapi

dengan operasi biner ≤ (atau <). Struktur (I,≤ (atau <))

merupakan himpunan terurut total, jika operasi biner ≤ (atau <)

memenuhi sifat-sifat sebagai berikut
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1. Refleksif, untuk ∀i ∈ I berlaku i ≤ i.

2. Antisimetri, jika i ≤ j dan j ≤ i, maka i = j untuk ∀i, j ∈ I .

3. Transitif, jika i ≤ j dan j ≤ k, maka i ≤ k untuk ∀i, j, k ∈ I .

4. Totalitas, untuk ∀i, j ∈ I selalu berlaku i ≤ j atau j ≤ i.

Contoh 2.3.2 Himpunan Terurut Total

Diberikan himpunan bilangan asli N = {1, 2, 3, ...}. Relasi ≤
didefinisikan sebagai "kurang dari atau sama dengan" pada N.

Akan dibuktikan bahwa (N,≤)merupakan himpunan terurut total.

Penyelesaian:

Ambil sebarang i, j, k ∈ N.

1. Refleksif, setiap i ≤ j.

2. Antisimetri, setiap i ≤ j dan j ≤ i, maka i = j.

3. Transitif, untuk i ≤ j dan j ≤ k, maka i ≤ k.

4. Totalitas, setiap i ≤ j.

Dapat disimpulkan bahwa (N,≤) merupakan himpunan terurut.

Selanjutnya akan dijelaskan definisi dari alphabet. Berikut

merupakan definisi dari alphabet.

Definisi 2.3.3 Alphabet

Diberikan I merupakan himpunan terurut total dengan relasi < dan

I ⊆ N. Misalkan A adalah himpunan tak kosong dengan aℓ ∈ A

untuk ℓ = {1, 2, 3, ..., n} ∈ I . Elemen aℓ disebut simbol atau letter.

Himpunan dari simbol atau letters disebut alphabet dinotasikan AI .
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Contoh 2.3.4 Alphabet

Diberikan himpunan I = (N, <) merupakan himpunan terurut

total. Misalkan A merupakan himpunan tak kosong dengan letters

aℓ ∈ A untuk ℓ = {1, 2, 3, 4, 5} ∈ I . Alphabet pada A dapat ditulis

sebagai A5 = {a1, a2, a3, a4, a5}.

Berdasarkan definisi 2.3.1 alphabet AI yang dilengkapi dengan

relasi orde total < merupakan aplhabet terurut total AI =

{a1, a2, ..., an} dengan urutannya a1 < a2 < ... < an. Selanjutnya,

susunan dari simbol atau letters pada alphabet akan membentuk

word. Berikut akan dijelaskan definisi dari word.

Definisi 2.3.5 Word

Misalkan AI adalah alphabet. Word merupakan urutan berhingga

dari letters aℓ ∈ AI untuk ℓ = {1, 2, 3, ..., n} ∈ I .

Contoh 2.3.6 Word

Diberikan alphabet A3 = {a1, a2, a3}. Word yang dapat terbentuk

dari alphabet A3 yaitu sebagai berikut

u = a1, v = a2, w = a3

x = a1a2, y = a1a3, z = a2a3

p = a1a1a1, q = a1a2a3, r = a1a3a2 dan seterusnya.

Setelah mengetahui definisi dari word yaitu urutan berhingga

dari letters pada alphabet, selanjutnya akan diberikan definisi dari

subword. Berikut akan dijelaskan defnisi dari subword.
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Definisi 2.3.7 Subword

Misalkan AI adalah alphabet terurut total dan word u,w ∈ A∗
I .

Word u dikatakan subword dari w dinotasikan u ⊆ w, apabila

word u adalah urutan berhingga yang diperoleh dengan memilih

beberapa letter dari w secara kontingu maupun tidak kontingu,

tanpa mengubah urutan asli dari letters pada w.

Contoh 2.3.8 Subword

Diberikan alphabet terurut total A3 = {a1, a2, a3} dan word w ∈
A∗

3 yaitu w = a1a2a3a2. Subword u ⊆ w yaitu sebagai berikut

u1 = (), u2 = a1, u3 = a1a3, u4 = a1a2, u5 = a2a2,

u6 = a1a2a3, u7 = a1a2a2, u8 = a1a2a3a2, dan seterusnya.

Subword u1, u2, u4, u6, u8 merupakan subword kontingu.

Sedangkan subword u3, u5, u7 merupakan subword tidak kontingu.

Selanjutnya akan dijelaskan definisi dari panjang word. Berikut

adalah definisi dari panjang word.

Definisi 2.3.9 Panjang Word

Diberikan AI adalah alphabet dan w adalah word. Panjang word

adalah jumlah simbol atau letters dari w dilambangkan |w| dan

|w| ∈ N ∪ {0}

Contoh 2.3.10 Panjang Word

Diberikan alphabet A3 = {a1, a2, a3}, didapatkan panjang word

dari A3 yaitu
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u = (), diperoleh |u| = 0

v = a1, diperoleh |v| = 1

w = a1a2, diperoleh |w| = 2

p = a1a2a3, diperoleh |p| = 3, dan seterusnya.

Selanjutnya, himpunan semua word yang terbentuk dari

letters pada alphabet termasuk word kosong {()} dinotasikan A∗
I .

Sedangkan himpunan semua word yang terbentuk dari letters

pada alphabet tidak termasuk word kosong {()} dinotasikan A+
I .

Berikutnya, alphabet akan terbentuk menjadi struktur aljabar jika

dilengkapi dengan operasi biner yang disebut operasi konkatenasi.

Definisi dari operasi konkatenasi akan dijelaskan sebagai berikut.

Definisi 2.3.11 Operasi Konkatenasi

Diberikan A∗
I merupakan himpunan semua word pada alphabet AI

dan word u, v ∈ A∗
I . Operasi konkatenasi ◦ didefinisikan sebagai

pemetaan

◦ : A∗ ×A∗ → A∗

u ◦ v 7−→ uv

Contoh 2.3.12 Operasi Konkatenasi

Misalkan word u, v ∈ A∗
I dengan u = a1a1a2 dan v = a1a2a3.

Operasi konkatenasi pada word u, v diperoleh u ◦ v = a1a1a2 ◦
a1a2a3 = a1a1a2a1a2a3
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Setelah dijelaskan operasi konkatenasi sebagai penggabungan

dua word dengan cara menyusun letters secara berurutan,

selanjutnya dibentuk struktur aljabar yang disebut free monoid.

Free monoid merupakan himpunan semua word (termasuk

kata kosong) pada alphabet yang dilengkapi dengan operasi

konkatenasi dan memiliki word kosong sebagai elemen identitas.

Berikut akan dijelaskan definisi dari free monoid.

Definisi 2.3.13 Free Monoid

Diberikan A∗
I merupakan himpunan semua word pada alphabet

AI termasuk word kosong {()} yang dilengkapi dengan operasi

konkatenasi ◦. Struktur (A∗
I , ◦) dikatakan free monoid jika

1. Asosiatif, untuk ∀u, v, w ∈ A∗
I berlaku (u◦v)◦w = u◦(v◦w).

2. Memiliki Elemen Identitas, ∃e ∈ A∗
I sehingga u◦e = e◦u =

u untuk ∀u ∈ A∗
I .

Contoh 2.3.14 Free Monoid

Diberikan word u, v, w ∈ A∗
I dengan u = a1a1a2, v = a1a3a2 dan

w = a1a2a3. Operasi konkatenasi ◦ didefinisikan u ◦ v = uv. Akan

dibuktikan bahwa (A∗
I , ◦) merupakan free monoid.

Penyelesaian:

Diketahui u, v, w ∈ A∗
I dengan u = a1a1a2, v = a1a3a2, w =

a1a2a3. Akan dibuktikan bahwa (A∗
I , ◦) merupakan free monoid.
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1. Asosiatif

(u ◦ v) ◦ w = (a1a1a2 ◦ a1a3a2) ◦ a1a2a3
= a1a1a2a1a3a2 ◦ a1a2a3
= a1a1a2a1a3a2a1a2a3

= a1a1a2 ◦ a1a3a2a1a2a3
= a1a1a2 ◦ (a1a3a2 ◦ a1a2a3)

= u ◦ (v ◦ w)

2. Memiliki elemen identitas

u ◦ e = a1a1a2 ◦ () = a1a1a2 = u

e ◦ u = () ◦ a1a1a2 = a1a1a2 = u

Dapat disimpulkan bahwa (A∗
I , ◦) merupakan free monoid.

Dari definisi sebelumnya, diketahui bahwa alphabet adalah

himpunan letters yang berurutan. Urutan ini dapat diatur ulang

dengan menggunakan aturan knuth tanpa mengubah makna atau

nilai. Hal inilah yang disebut dengan relasi knuth. Berikut akan

dijelaskan definisi dari relasi knuth.

Definisi 2.3.15 Relasi Knuth

Diberikan himpunan alphabet terurut total AI = {a1, a2, ..., an}
dengan urutan a1 < a2 < ... < an dan himpunan semua word pada

alphabet terurut total AI dinotasikan A∗
I . Relasi knuth dinotasikan

dengan ≡knu merupakan relasi ekuivalensi pada A∗
I . Untuk setiap
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a1, a2, a3 ∈ A∗
I berlaku

KN1. a1a2a3 ≡knu a3a1a2 jika a1 ≤ a2 < a3

KN2. a2a1a3 ≡knu a2a3a1 jika a1 < a2 ≤ a3

Contoh 2.3.16 Relasi Knuth

Diberikan himpunan alphabet terurut A4 = {a1 < a2 < a3 < a4}.

Misalkan a1 = a2, a2 = a3, a3 = a4. Relasi yang terbentuk yaitu

KN1. untuk a2 ≤ a3 < a4 diperoleh a2a3a4 ≡knu a4a2a3

KN2. untuk a1 < a2 ≤ a3 diperoleh a3a2a4 ≡knu a3a4a2



BAB III

REPRESENTASI CLOAKTIK MONOID ATAS ALJABAR
MAX-PLUS

A. Cloaktik Monoid

Pada bab ini akan dibahas mengenai definisi cloaktik monoid.

Sebelum itu, akan dijelaskan sifat-sifat khusus pada himpunan.

Sifat convex merupakan salah satu contoh sifat pada himpunan.

Berikut akan dijelaskan definisi dari convex.

Definisi 3.1.1 Convex

Diberikan N merupakan himpunan bilangan asli. Misalkan

himpunan I ⊆ N dan I merupakan himpunan terurut total.

Himpunan J ⊆ I disebut convex dinotasikan J ⊆cx I , jika ∀i, j ∈ J

dengan i < j dan setiap elemen k ∈ I berlaku i < k < j maka

k ∈ J .

Contoh 3.1.2 Convex

Diberikan I = {1, 2, 3, 4, 5, 6} dan J = {1, 2, 3, 4} dimana J ⊆ I .

Himpunan J adalah convex (J ⊆cx I).

Selanjutnya akan dijelaskan definisi dari himpunan subset

alphabet convex. Berikut merupakan definisi himpunan subset

alphabet convex.

Definisi 3.1.3 Himpunan Subset Alphabet Convex

MisalkanAI merupakan alphabet terurut total dengan I merupakan

himpunan terurut total. Himpunan subset alphabet convex AJ

adalah himpunan subset AJ ⊆ AI dengan J ⊆cx I merupakan

convex.

27
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Contoh 3.1.4 Himpunan Subset Alphabet Convex

Diberikan alphabet terurut total A3 = {a1, a2, a3}. Himpunan

subset alphabet convex AJ yang terbentuk dari A3 yaitu

1. AJ1 = {a1}

2. AJ2 = {a2}

3. AJ3 = {a3}

4. AJ4 = {a1, a2}

5. AJ5 = {a2, a3}

6. AJ6 = {a1, a2, a3}

Selanjutnya akan diberikan definisi dari subword convex.

Berikut merupakan definisi subword convex.

Definisi 3.1.5 Subword Convex

Misalkan AI merupakan alphabet terurut total, himpunan subset

alphabet AJ ⊆ AI dengan J ⊆cx I merupakan convex. Diberikan

word w ∈ A∗
I . Subword u convex dari w adalah subword u yang

seluruh letters berada didalam subset alphabet AJ . Secara formal,

subword u convex didefinisikan

swJ(w); = {u ⊆ w|u ∈ A+
J } dengan J ⊆cx I convex.

Contoh 3.1.6 Subword Convex

Diberikan alphabet terurut totalA2 = {a1, a2}dengan urutan a1 <

a2 serta word w = a1a2a1 ∈ A∗
2. subword u convex yang terbentuk

dari word w yaitu sebagai berikut
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1. Daftar himpunan subset alphabet convex AJ dari A2 =

{a1, a2} yaitu sebagai berikut

(a) J1 = {a1}

(b) J2 = {a2}

(c) J3 = {a1, a2}

2. Subword u convex dari w = a1a2a1 yaitu

Tabel 3.1. Subword convex dari w

J swJ(w)

{1} a1a1
{2} a2
{1, 2} a1a2a1

Selanjutnya, adapun subword convex dari word tidak menurun

yang artinya urutan setiap letters pada subword tidak menurun.

Berikut akan dijelaskan definisi dari subword convex tidak

menurun.

Definisi 3.1.7 Subword Convex Tidak Menurun

Misalkan AI merupakan alphabet terurut total, himpunan subset

alphabet AJ ⊆ AI dengan J ⊆cx I merupakan convex. Diberikan

word w ∈ A∗
I . Subword u convex dari word w dikatakan tidak

menurun jika urutan letters pada subwordu tidak menurun. Dengan

kata lain, jika u = a1a2...an maka a1 < a2 < ... < an. Secara

formal, subword u convex dari word w tidak menurun dinotasikan
−→swJ(w).
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Contoh 3.1.8 Subword Convex Tidak Menurun

Diberikan alphabet terurut total A2 dan word w = a1a2a1 ∈ A∗
2.

Subword u convex dari word w yang tidak menurun yaitu sebagai

berikut

1. Daftar himpunan subset alphabet convex AJ dari A2 =

{a1, a2} adalah

(a) J1 = {a1}

(b) J2 = {a2}

(c) J3 = {a1, a2}

2. Subword u convex dari word w = a1a2a1 yang tidak menurun

yaitu

Tabel 3.2. Subword u convex dari word w

J swJ(w)
−→swJ(w) Tidak menurun

{1} a1a1 a1 ya
a1a1 ya

{2} a2 a2 ya
{1, 2} a1a2a1 a1 ya

a2 ya
a1a2 ya
a1a1 ya
a2a1 tidak
a1a2a1 tidak

Selanjutnya akan diberikan definisi dari panjang maksimum

subword convex dari word yang tidak menurun. Berikut merupakan

definisi dari panjang maksimum subword convex tidak menurun.
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Definisi 3.1.9 Panjang Maksimum Subword Convex Tidak

Menurun

Diberikan AI merupakan alphabet terurut total, himpunan subset

alphabet AJ ⊆ AI dengan J ⊆cx I merupakan convex. Diberikan

word w ∈ A∗
I . Panjang maksimum subword u convex dari word

w yang tidak menurun merupakan jumlah dari letters subword u

yang tidak menurun terpanjang untuk setiap letters pada himpunan

subset alphabet convex AJ . Secara formal didefinisikan

−→
lenJ(w) := max{len(u)|u ∈ −→swJ(w)}

Contoh 3.1.10 Panjang Maksimum Subword Convex Tidak

Menurun

Diberikan alphabet terurut total A2 dan word w = a1a2a1 ∈ A∗
2.

Berdasarkan contoh 3.1.6 didapatkan panjang maksimum subword

u convex dari word w yang tidak menurun yaitu

Tabel 3.3. Panjang maksimum subword u convex dari word w yang
tidak menurun

J swJ(w)
−→swJ(w)

−→
lenJ(w) Maksimum

{1} a1a1 a1 1 tidak
a1a1 2 ya

{2} a2 a2 1 ya
{1, 2} a1a2a1 a1 1 tidak

a2 1 tidak
a1a2 2 ya
a1a1 2 ya

Selanjutnya, akan diberikan definisi dari cloaktik monoid.

Berikut merupakan definisi cloaktik monoid.
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Definisi 3.1.11 Cloaktik Monoid

Diberikan sebuah alphabet terurut total AI = {aℓ|ℓ ∈ I} dengan

ℓ = {1, 2, 3, ..., n} dan I ⊆ N merupakan himpunan terurut total .

MisalkanA∗
I merupakan free monoid. Dua wordu, v ∈ A∗

I dikatakan

setara atau ekuivalen u ≡clk v jika

u ≡clk v ⇐⇒
−→
lenJ(u) =

−→
lenJ(v)

untuk setiap himpunan subset alphabet convex AJ ⊆cx AI . Cloaktik

monoid merupakan himpunan kelas-kelas equivalen terhadap relasi

≡clk dengan operasi konkatenasi ◦. Cloaktik monoid dinotasikan

KI := A∗
I/ ≡clk .

Contoh 3.1.12 Relasi Cloaktik

Diberikan alphabet terurut total A2 = {a1, a2} dengan a1 < a2

serta word b, c ∈ A∗
2 yaitu

b = a1a2a1a2 dan c = a2a1a1a2

Akan dibuktikan bahwa b ≡clk c, yaitu word b berelasi cloaktik

dengan word c.

Penyelesaian:

Akan dibuktikan bahwa b ≡clk c, yaitu word b berelasi cloaktik

dengan word c.

1. Daftar himpunan subset alphabet convex AJ dari A2 =

{a1, a2} yaitu sebagai berikut

(a) AJ1 = {a1}

(b) AJ2 = {a2}

(c) AJ3 = {a1, a2}
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2. Menghitung
−→
lenJ(b) dan

−→
lenJ(c)

Selanjutnya akan dicari panjang maksimum subword u

convex dari masing-masing word b dan c pada setiap

himpunan subset alphabet convex AJ yang tidak menurun.

Untuk b = a1a2a1a2

Tabel 3.4. Panjang maksimum subword u convex dari word b yang
tidak menurun

AJ swJ(b)
−→swJ(b)

−→
lenJ(b)

{1} a1a1 a1a1 2
{2} a2a2 a2a2 2
{1, 2} a1a2a1a2 a1a2a2 3

Untuk c = a2a1a1a2

Tabel 3.5. Panjang maksimum subword u convex dari word c yang
tidak menurun

AJ swJ(c)
−→swJ(c)

−→
lenJ(c)

{1} a1a1 a1a1 2
{2} a2a2 a2a2 2
{1, 2} a2a1a1a22 a1a1a2 3

3. Membandingkan
−→
lenJ(b) dan

−→
lenJ(c)

Dari tabel diatas menunjukkan bahwa setiap panjang

maksimum subword u convex dari masing-masing word b

dan c pada setiap himpunan subset alphabet convex AJ yang

tidak menurun memiliki nilai yang sama. Secara formal

dapat ditulis dengan

−→
lenJ(b) =

−→
lenJ(c)
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Sehingga dapat disimpulkan bahwa b ≡clk c yaitu b belerasi

cloaktik dengan c.

Contoh 3.1.13 Relasi Cloaktik

Diberikan alphabet terurut total A3 = {a1, a2, a3} dengan a1 <

a2 < a3 serta word g, h ∈ A∗
3 yaitu

g = a1a3a2 dan h = a3a1a2

Akan dibuktikan bahwa g ≡clk h, yaitu word g berelasi cloaktik

dengan word h.

Penyelesaian:

Akan dibuktikan bahwa g ≡clk h, yaitu word g berelasi cloaktik

dengan word h.

1. Daftar himpunan subset alphabet convex AJ dari A3 =

{a1, a2, a3} yaitu sebagai berikut

(a) AJ1 = {a1}

(b) AJ2 = {a2}

(c) AJ3 = {a3}

(d) AJ4 = {a1, a2}

(e) AJ5 = {a2, a3}

(f) AJ6 = {a1, a2, a3}

2. Menghitung
−→
lenJ(g) dan

−→
lenJ(h)

Selanjutnya akan dicari panjang maksimum subword u

convex dari masing-masing word g dan h pada setiap

himpunan subset alphabet convex AJ yang tidak menurun.
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Untuk g = a1a3a2

Tabel 3.6. Panjang maksimum subword u convex dari word g yang
tidak menurun

AJ swJ(g)
−→swJ(g)

−→
lenJ(g)

{1} a1 a1 1
{2} a2 a2 1
{3} a3 a3 1
{1, 2} a1a2 a1a2 2
{2, 3} a3a2 − 0
{1, 2, 3} a1a3a2 a1a3 2

Untuk h = a3a1a2

Tabel 3.7. Panjang maksimum subword u convex dari word h yang
tidak menurun

AJ swJ(h)
−→swJ(h)

−→
lenJ(h)

{1} a1 a1 1
{2} a2 a2 1
{3} a3 a3 1
{1, 2} a1a2 a1a2 2
{2, 3} a3a2 − 0
{1, 2, 3} a3a1a2 a1a2 2

3. Membandingkan
−→
lenJ(g) dan

−→
lenJ(h)

Dari tabel diatas menunjukkan bahwa setiap panjang

maksimum subword u convex dari masing-masing word g

dan h pada setiap himpunan subset alphabet convex AJ

yang tidak menurun memiliki nilai yang sama. Secara formal

dapat ditulis dengan

−→
lenJ(g) =

−→
lenJ(h)
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Sehingga dapat disimpulkan bahwa g ≡clk h yaitu g belerasi

cloaktik dengan h.

Contoh 3.1.14 Relasi Cloaktik

Diberikan alphabet terurut total A3 = {a1, a2, a3} dengan a1 <

a2 < a3 serta word p, q, r ∈ A∗
3 yaitu

p = a1a2a3a2 , q = a1a3a2a2 dan r = a3a1a2a2

Akan dibuktikan bahwa p ≡clk q, q ≡clk r dan p ≡clk r.

Penyelesaian:

Akan dibuktikan bahwa p ≡clk q, q ≡clk r dan p ≡clk r.

1. Daftar himpunan subset alphabet convex AJ dari A3 =

{a1, a2, a3} yaitu sebagai berikut

(a) AJ1 = {a1}

(b) AJ2 = {a2}

(c) AJ3 = {a3}

(d) AJ4 = {a1, a2}

(e) AJ5 = {a2, a3}

(f) AJ6 = {a1, a2, a3}

2. Menghitung
−→
lenJ(p) dan

−→
lenJ(q)

Selanjutnya akan dicari panjang maksimum subword u

convex dari masing-masing word p, q dan r pada setiap

himpunan subset alphabet convex AJ yang tidak menurun.
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Untuk p = a1a2a3a2

Tabel 3.8. Panjang maksimum subword u convex dari word p yang
tidak menurun

AJ swJ(p)
−→swJ(p)

−→
lenJ(p)

{1} a1 a1 1
{2} a2a2 a2a2 2
{3} a3 a3 1
{1, 2} a1a2a2 a1a2a2 3
{2, 3} a2a3a2 a2a3 2
{1, 2, 3} a1a2a3a2 a1a2a3 3

Untuk q = a1a3a2a2

Tabel 3.9. Panjang maksimum subword u convex dari word q yang
tidak menurun

AJ swJ(q)
−→swJ(q)

−→
lenJ(q)

{1} a1 a1 1
{2} a2a2 a2a2 2
{3} a3 a3 1
{1, 2} a1a2a2 a1a2a2 3
{2, 3} a3a2a2 a2a2 2
{1, 2, 3} a1a3a2a2 a1a2a2 3
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Untuk r = a3a1a2a2

Tabel 3.10. Panjang maksimum subword u convex dari word r yang
tidak menurun

AJ swJ(r)
−→swJ(r)

−→
lenJ(r)

{1} a1 a1 1
{2} a2a2 a2a2 2
{3} a3 a3 1
{1, 2} a1a2a2 a1a2a2 3
{2, 3} a3a2a2 a2a2 2
{1, 2, 3} a3a1a2a2 a1a2a2 3

3. Membandingkan
−→
lenJ(p),

−→
lenJ(q) dan

−→
lenJ(r)

Dari tabel diatas menunjukkan bahwa setiap panjang

maksimum subword u convex dari masing-masing word p, q

dan r pada setiap himpunan subset alphabet convex AJ yang

tidak menurun memiliki nilai yang sama. Secara formal

dapat ditulis dengan

−→
lenJ(p) =

−→
lenJ(q) =

−→
lenJ(r)

Sehingga dapat disimpulkan bahwa p ≡clk q, q ≡clk r dan p ≡clk r,

atau dapat juga ditulis p ≡clk q ≡clk r.

Contoh 3.1.15 Bukan Relasi Cloaktik

Diberikan alphabet terurut total A2 = {a1, a2} dengan a1 < a2

serta word s, t ∈ A∗
2 yaitu

s = a1 dan t = a2
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Akan dibuktikan bahwa s ̸≡clk t yaitu word s tidak berelasi cloaktik

dengan word t.

Penyelesaian:

Akan dibuktikan bahwa s ̸≡clk t yaitu word s tidak berelasi cloaktik

dengan word t.

1. Daftar himpunan subset alphabet convex AJ dari A2 =

{a1, a2} yaitu sebagai berikut

(a) AJ1 = {a1}

(b) AJ2 = {a2}

(c) AJ3 = {a1, a2}

2. Menghitung
−→
lenJ(s) dan

−→
lenJ(t)

Selanjutnya akan dicari panjang maksimum subword u

convex dari masing-masing word s dan t pada setiap

himpunan subset alphabet convex AJ yang tidak menurun.

Untuk s = a1

Tabel 3.11. Panjang maksimum subword u convex dari word s yang
tidak menurun

AJ swJ(s)
−→swJ(s)

−→
lenJ(s)

{1} a1 a1 1
{2} − − 0
{1, 2} − − 0
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Untuk t = a2

Tabel 3.12. Panjang maksimum subword u convex dari word t yang
tidak menurun

AJ swJ(t)
−→swJ(t)

−→
lenJ(t)

{1} − − 0
{2} a2 a2 1
{1, 2} − − 0

3. Membandingkan
−→
lenJ(s) dan

−→
lenJ(t)

Dari tabel diatas menunjukkan bahwa setiap panjang

maksimum subword u convex dari masing-masing word s

dan t pada setiap himpunan subset alphabet convex AJ yang

tidak menurun memiliki nilai yang tidak sama. Secara formal

dapat ditulis dengan

−→
lenJ(s) ̸=

−→
lenJ(t)

Sehingga dapat disimpulkan bahwa s ̸≡clk t yaitu word s tidak

berelasi cloaktik dengan word t.

Contoh 3.1.16 Bukan Relasi Cloaktik

Diberikan alphabet terurut total A3 = {a1, a2, a3} dengan a1 <

a2 < a3 dan dua word v, w ∈ A∗
3 yaitu

v = a1a2a3a2 dan w = a1a2a2a3

Akan dibuktikan bahwa v ̸≡clk w yaitu word v tidak berelasi

cloaktik dengan word w.
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Penyelesaian:

Akan dibuktikan bahwa v ̸≡clk w yaitu word v tidak berelasi

cloaktik dengan word w.

1. Daftar himpunan subset alphabet convex AJ dari A3 =

{a1, a2, a3} yaitu sebagai berikut

(a) AJ1 = {a1}

(b) AJ2 = {a2}

(c) AJ3 = {a3}

(d) AJ4 = {a1, a2}

(e) AJ5 = {a2, a3}

(f) AJ6 = {a1, a2, a3}

2. Menghitung
−→
lenJ(v) dan

−→
lenJ(w)

Selanjutnya akan dicari panjang maksimum subword u

convex dari masing-masing word v dan w pada setiap

himpunan subset alphabet convex AJ yang tidak menurun.

Untuk v = a1a2a3a2

Tabel 3.13. Panjang maksimum subword u convex dari word v yang
tidak menurun

AJ swJ(v)
−→swJ(v)

−→
lenJ(v)

{1} a1 a1 1
{2} a2a2 a2a2 2
{3} a3 a3 1
{1, 2} a1a2a2 a1a2a2 3
{2, 3} a2a3a2 a2a3 2
{1, 2, 3} a1a2a3a2 a1a2a3 3
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Untuk w = a1a2a2a3

Tabel 3.14. Panjang maksimum subword u convex dari wordw yang
tidak menurun

AJ swJ(w)
−→swJ(w)

−→
lenJ(w)

{1} a1 a1 1
{2} a2a2 a2a2 2
{3} a3 a3 1
{1, 2} a1a2a2 a1a2a2 3
{2, 3} a2a2a3 a2a2a3 3
{1, 2, 3} a1a2a2a3 a1a2a2a3 4

3. Membandingkan
−→
lenJ(v) dan

−→
lenJ(w)

Dari tabel diatas menunjukkan bahwa setiap panjang

maksimum subword u convex dari masing-masing word v

dan w pada setiap himpunan subset alphabet convex AJ

yang tidak menurun memiliki nilai yang tidak sama. Secara

formal dapat ditulis dengan

−→
lenJ(v) ̸=

−→
lenJ(w)

Sehingga dapat disimpulkan bahwa v ̸≡clk w yaitu word v tidak

berelasi cloaktik dengan word w.

Contoh 3.1.17 Bukan Relasi Cloaktik

Diberikan alphabet terurut total A2 = {a1, a2} dengan a1 < a2

serta word x, y ∈ A∗
2 yaitu

x = a1a2 dan y = a1a2a1
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Akan dibuktikan bahwa x ̸≡clk y yaitu word x tidak berelasi

cloaktik dengan word y.

Penyelesaian:

Akan dibuktikan bahwa x ̸≡clk y yaitu word x tidak berelasi

cloaktik dengan word y.

1. Daftar himpunan subset alphabet convex AJ dari A2 =

{a1, a2} yaitu sebagai berikut

(a) AJ1 = {a1}

(b) AJ2 = {a2}

(c) AJ3 = {a1, a2}

2. Menghitung
−→
lenJ(x) dan

−→
lenJ(y)

Selanjutnya akan dicari panjang maksimum subword u

convex dari masing-masing word x dan y pada setiap

himpunan subset alphabet convex AJ yang tidak menurun.

Untuk x = a1a2

Tabel 3.15. Panjang maksimum subword u convex dari word x yang
tidak menurun

AJ swJ(x)
−→swJ(x)

−→
lenJ(x)

{1} a1 a1 1
{2} a2 a2 1
{1, 2} a1a2 a1a2 2
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Untuk y = a1a2a1

Tabel 3.16. Panjang maksimum subword u convex dari word y yang
tidak menurun

AJ swJ(y)
−→swJ(y)

−→
lenJ(y)

{1} a1a1 a1a1 2
{2} a2 a2 1
{1, 2} a1a2a1 a1a2 2

3. Membandingkan
−→
lenJ(x) dan

−→
lenJ(y)

Dari tabel diatas menunjukkan bahwa setiap panjang

maksimum subword u convex dari masing-masing word x

dan y pada setiap himpunan subset alphabet convex AJ yang

tidak menurun memiliki nilai yang tidak sama. Secara formal

dapat ditulis dengan

−→
lenJ(x) ̸=

−→
lenJ(y)

Sehingga dapat disimpulkan bahwa x ̸≡clk y yaitu word x tidak

berelasi cloaktik dengan word y.

Selanjutnya akan dijelaskan definisi dari cloaktik monoid.

Seperti yang sudah dijelaskan pada definsi 3.1.9, cloaktik monoid

merupakan himpunan kelas-kelas equivalen terhadap relasi

≡clk dengan operasi konkatenasi ◦. Himpunan kelas-kelas

equivalen pada cloaktik monoid memiliki jumlah yang tak

terhingga sehingga tidak dapat disebutkan semuanya. Namun,

secara pasti pada cloaktik monoid memliki satu kelas equivalen

yang elemennya merupakan word kosong {()} sebagai elemen

identitas. Selanjutnya, karena pengaruh operasi konkatenasi ◦
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pada cloaktik monoid yaitu menggabungkan dua word menjadi

satu, sehingga memenuhi sifat asosiatif.

Berdasarkan contoh 3.1.12, contoh 3.1.13, dan contoh 3.1.14

merupakan contoh dari elemen-elemen pada kelas-kelas equivalen

yang berbeda pada cloaktik monoid. Pada contoh 3.1.12, word

b dan c merupakan contoh elemen yang berelasi cloaktik yang

berada pada kelas equivalen yang sama pada cloaktik monoid K2

dengan panjang word yaitu 4. Pada contoh 3.1.13, word g dan

h merupakan contoh elemen yang berelasi cloaktik yang berada

pada kelas equivalen yang sama pada cloaktik monoid K3 dengan

panjang word yaitu 3. Sedangkan pada contoh 3.1.14, word p, q dan

r merupakan contoh elemen yang berelasi cloaktik yang berada

pada kelas equivalen yang sama pada cloaktik monoid K3 dengan

panjang word yaitu 4.

Selanjutnya pada contoh 3.1.15 didapatkan bahwa setiap

word w dengan panjang 1 tidak akan membentuk relasi cloaktik

≡clk kecuali dengan dirinya sendiri. Sedangkan berdasarkan

contoh 3.1.17 didapatkan bahwa setiap word x yang direlasikan

dengan word y dengan panjang word yang berbeda tidak akan

membentuk relasi cloaktik. Karena syarat dari relasi cloaktik

adalah mempunyai panjang word yang sama agar setiap panjang

maksimum subwordu convex dari masing-masing word pada setiap

himpunan subset alphabet convexAJ yang tidak menurun memiliki

nilai yang tidak sama.

Selanjutnya, word dengan panjang < 4 akan sangat sulit untuk

menemukan word yang berelasi cloaktik. Meskipun ada word yang

berelasi, tetapi peluang untuk menemukannya sangat kecil sekali.

Word dengan panjang < 4 dapat berelasi cloaktik dengan dirinya

sendiri. Hal ini sangat klasik sekali karena word yang direlasikan
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cloaktik dengan dirinya sendiri sudah pasti akan membentuk relasi

cloaktik. Namun, jika panjang word > 4 kemungkinan untuk

menemukan word yang berelasi cloaktik sangat besar. Karena

semakin panjang word yang digunakan, maka semakin besar pula

peluang terbentuknya relasi cloaktik dengan syarat panjang word

harus sama.

B. Representasi Cloaktik Monoid Atas Aljabar Max-plus

Pada sub bab sebelumnya sudah dijelaskan definisi dari

cloaktik monoid. Selanjutnya, pada sub bab ini akan dijelaskan

mengenai representasi cloaktik monoid atas aljabar max-plus.

Namun, sebelumnya akan dijelaskan definisi dari matriks κ-flat

l-corner. Diasumsikan parameter κ > 0. Berikut adalah definisi

dari matriks κ-flat ℓ-corner.

Definisi 3.2.1 Matriks κ-flat ℓ-corner

Matriks κ -flat ℓ -corner merupakan kumpulan dari matriks yang

dinotasikan F(ℓ) = (f
(ℓ)
i,j ) dengan ℓ = {1, 2, ..., n} untuk matriks

berurkuran n×n dan κ merupakan parameter tetap. Secara formal

matriks κ-flat ℓ-corner dinotasikan sebagai berikut

f
(ℓ)
i,j =

κ jika i ≤ ℓ ≤ j ≤ n,

−∞ lainnya,

Contoh 3.2.2 Matriks κ-flat ℓ-corner

Diberikan matriks F(3) = (f
(ℓ)
i,j ) dengan ℓ = {1, 2, 3} dan κ = 1.

Akan direpresentasikan F(3) kedalam bentuk matriks.
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Penyeleaian:

Diketahui ℓ = {1, 2, 3} dan κ = 1, maka F(3) = F(1)F(2)F(3).

Karena n = 3 maka matriks yang digunakan adalah matriks

berukuran 3 × 3. Dengan menggunakan aturan κ -flat ℓ -corner

didapatkan,

1. Untuk ℓ = 1 diperoleh,

F(1) =

 1 1 1

−∞ −∞ −∞
−∞ −∞ −∞


2. Untuk ℓ = 2 diperoleh,

F(2) =

−∞ 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ −∞


3. Untuk ℓ = 3 diperoleh,

F(3) =

−∞ −∞ 1

−∞ −∞ 1

−∞ −∞ 1


Sehingga diperoleh,

F(3) = F(1)F(2)F(3)

F(3) =

 1 1 1

−∞ −∞ −∞
−∞ −∞ −∞


−∞ 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ −∞


−∞ −∞ 1

−∞ −∞ 1

−∞ −∞ 1


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Selanjutnya akan dijelaskan definisi dari matriks layout.

Berikut merupakan definisi dari matriks layout.

Definisi 3.2.3 Matriks Layout

Matriks layout idempotent segitiga dinotasikan E = (ei,j) ∈
Rn×n
max sebagai matriks segitiga atas dengan elemen-elemen yang

didefinisikan sebagai berikut

ei,j =

0 jika i ≤ j,

−∞ lainnya.

Contoh 3.2.4 Matriks Layout

Diberikan matriks E yang berukuran 3 × 3 dimana E = (ei,j) ∈
Rn×n
max. Akan direpresentasikan E kedalam bentuk matriks layout.

Penyelesaian:

Diketahui E ∈ R3×3
max. Dengan menggunakan aturan dari matriks

layout didapatkan elemen-elemen sebagai berikut

E =

 0 0 0

−∞ 0 0

−∞ −∞ 0


Selanjutnya gabungan dari matriks κ-flat ℓ-corner dengan

matriks layout akan membentuk matriks troplaktik. Berikut akan

dijelaskan definisi dari matriks troplaktik.

Definisi 3.2.5 Matriks Troplaktik

Diberikan ℓ = {1, 2, 3, ..., n}. Matriks A(ℓ) merupakan gabungan

dari matriksE danF(ℓ) dinotasikanA(ℓ) := E∨F(ℓ) ∈ Rn×n
max dimana

∨ adalah operasi maksimum dari setiap elemen. Matriks troplaktik

didefinisikan sebagai Λn = ⟨A(ℓ)⟩.
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Contoh 3.2.6 Matriks Troplaktik

Diberikan matriks E,F(3) ∈ R3×3
max. Akan direpresentasikan

matriksE danF(3) kedalam bentuk matriks troplaktikΛn = ⟨A(ℓ)⟩.
Penyelesaian:

Diketahui matriks F(3) dengan ℓ = {1, 2, 3}. Dengan menggunakan

aturan matriks κ-flat ℓ-corner diperoleh

ℓ = 1 7→ F(1) =

 1 1 1

−∞ −∞ −∞
−∞ −∞ −∞



ℓ = 2 7→ F(2) =

−∞ 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ −∞



ℓ = 3 7→ F(3) =

−∞ −∞ 1

−∞ −∞ 1

−∞ −∞ 1


Karena matriks E ∈ R3×3

max diperoleh

E =

 0 0 0

−∞ 0 0

−∞ −∞ 0


Selanjutnya akan dihitung matriks A(ℓ). Karena ℓ = {1, 2, 3}
maka Λ(3) = ⟨A(1), A(2), A(3)⟩. Dengan menggunakan operasi ∨
didapatkan,



50

1. Untuk ℓ = 1 diperoleh,

A(1) = E ∨ F(1)

=

 0 0 0

−∞ 0 0

−∞ −∞ 0

 ∨

 1 1 1

−∞ −∞ −∞
−∞ −∞ −∞



=

 max(0, 1) max(0, 1) max(0, 1)

max(−∞,−∞) max(0,−∞) max(0,−∞)

max(−∞,−∞) max(−∞,−∞) max(0,−∞)



=

 1 1 1

−∞ 0 0

−∞ −∞ 0


2. Untuk ℓ = 2 diperoleh,

A(2) = E ∨ F(2)

=

 0 0 0

−∞ 0 0

−∞ −∞ 0

 ∨

−∞ 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ −∞



=

 max(0,−∞) max(0, 1) max(0, 1)

max(−∞,−∞) max(0, 1) max(0, 1)

max(−∞,−∞) max(−∞,−∞) max(0,−∞)



=

 0 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0


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3. Untuk ℓ = 3 diperoleh,

A(3) = E ∨ F(3)

=

 0 0 0

−∞ 0 0

−∞ −∞ 0

 ∨

−∞ −∞ 1

−∞ −∞ 1

−∞ −∞ 1



=

 max(0,−∞) max(0,−∞) max(0, 1)

max(−∞,−∞) max(0,−∞) max(0, 1)

max(−∞,−∞) max(−∞,−∞) max(0, 1)



=

 0 0 1

−∞ 0 1

−∞ −∞ 1


Sehingga matriks troplaktik Λ3 = ⟨A(1), A(2), A(3)⟩ diperoleh,

Λ3 = ⟨A(1), A(2), A(3)⟩

=

 1 1 1

−∞ 0 0

−∞ −∞ 0


 0 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0


 0 0 1

−∞ 0 1

−∞ −∞ 1


Setelah mengetahui jenis-jenis dari matriks, selanjutnya setiap

letters aℓ dapat direpresentasikan kedalam bentuk matriks atas

aljabar max-plus. Berikut definisi representasi linier atas aljabar

max-plus.

Definisi 3.2.7 Representasi Linier Atas Aljabar Max-Plus

MisalkanT adalah sembarang semigrup danMn(Rmax)merupakan

himpunan semua matriks pada aljabar max-plus berukuran n × n.

Pemetaan ρ : T → Mn(Rmax) disebut representasi linier atas

aljabar max-plus jika ρ adalah homomorfisma.
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Contoh 3.2.8 Representasi Linier Atas Aljabar Max-Plus

Misalkan T = (N,+) adalah semigrup dan M2(Rmax) merupakan

himpunan matriks 2 × 2 dengan operasi ⊗. Pemetaan ρ

didefinisikan ρ : T → M2(Rmax) dengan

ρ(n) =

[
n −∞

−∞ 0

]
, dimana n ∈ N.

Akan ditunjukkan bahwa ρ merupakan representasi linier atas

aljabar max-plus.

Penyelesaian:

Akan ditujukkan bahwa ρmerupakan homoorfisma jika memenuhi

persamaan ρ(m+ n) = ρ(m)⊗ ρ(n).

1. Hitung ρ(m+ n)

ρ(m+ n) =

[
m+ n −∞
−∞ 0

]

2. Hitung ρ(m)⊗ ρ(n)

ρ(m)⊗ ρ(n) =

[
m −∞
−∞ 0

]
⊗

[
n −∞

−∞ 0

]

=

[
(m⊗ n⊕−∞⊗−∞) (m⊗−∞⊕−∞⊗ 0)

(−∞⊗ n⊕ 0⊗−∞) (−∞⊗−∞⊕ 0⊗ 0)

]

=

[
max(m+ n,−∞) max(−∞,−∞)

max(−∞,−∞) max(−∞, 0)

]

=

[
m+ n −∞
−∞ 0

]
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Karena ρ memenuhi persamaan ρ(m + n) = ρ(m) ⊗ ρ(n), maka

ρ merupakan homomorfisma. Dengan kata lain, ρ merupakan

representasi linier atas aljabar max-plus.

Setelah dijelaskan mengenai definisi representasi linier

atas aljabar max-plus, selanjutnya akan dijelaskan definisi

dari representasi linier cloaktik monoid atas aljabar max-plus.

Representasi ini secara khusus mempelajari homomorfisma dari

cloaktik monoid ke himpunan matriks dalam aljabar max-plus.

Pada setiap elemen cloaktik monoid direpresentasikan sebagai

transformasi linier yang konsisten dengan operasi max-plus.

Berikut akan dijelaskan definisi dari representasi linier cloaktik

monoid atas aljabar max-plus.

Definisi 3.2.9 Representasi Linier Cloaktik Monoid Atas Aljabar

Max-Plus

Misalkan KI := A∗
I/ ≡clk adalah cloaktik monoid dengan ℓ =

{1, 2, , 3, ..., n} ∈ I dan Mn(Rmax) merupakan himpunan semua

matriks atas aljabar max-plus berukuran n × n. Pemetaan β

didefinisikan

β : KI → Mn(Rmax)

aℓ 7→ A(ℓ), ℓ = {1, 2, 3, ..., n}

Untuk semua word w = a1a2 . . . an ∈ KI berlaku

β(w) = β(a1)⊗ · · · ⊗ β(an) = A(1) ⊗ · · · ⊗A(n)

Pemetaan β merupakan representasi linier cloaktik monoid atas

aljabar max-plus jika β merupakan homomorfisma.
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Contoh 3.2.10 Representasi Linier Cloaktik Monoid Atas

Aljabar Max-Plus

Diberikan cloaktik monoid K2 dengan ℓ = {1, 2} dan M2(Rmax)

merupakan himpunan semua matriks atas aljabar max-plus

berukuran 2 × 2. Akan ditunjukkan bahwa β : K2 → M2(Rmax)

merupakan representasi linier cloaktik monoid atas aljabar

max-plus.

Penyelesaian:

Akan ditunjukkan bahwa β : K2 → M2(Rmax) merupakan

representasi linier cloaktik monoid atas aljabar max-plus dengan

menggunakan langkah-langkah sebagai berikut,

1. Merepresentasikan setiap letters dari K2 kedalam bentuk

matriks troplaktik.

Diketahui K2 := A∗
2/ ≡clk dengan A2 = {a1, a2} untuk ℓ =

{1, 2}. Terlebih dahulu akan dicari matriks κ-flat ℓ-corner

yaitu

ℓ = 1 7→ F(1) =

[
1 1

−∞ −∞

]

ℓ = 2 7→ F(2) =

[
−∞ 1

−∞ 1

]

Selanjutnya akan dicari matriks layout E ∈ R2×2
max yaitu

E =

[
0 0

−∞ 0

]

Berikutnya yaitu merepresentasikan setiap letters a1, a2

kedalam bentuk matriks troplaktik, sehingga didapatkan
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a1 7→ A(1) = F(1) ∨ E

=

[
1 1

−∞ −∞

]
∨

[
0 0

−∞ 0

]

=

[
1 1

−∞ 0

]
a2 7→ A(2) = F(1) ∨ E

=

[
−∞ 1

−∞ 1

]
∨

[
0 0

−∞ 0

]

=

[
0 1

−∞ 1

]

2. Mengambil sebarang word yang berelasi cloaktik pada

cloaktik monoid. Ambil sebarang word b, c ∈ K2 yaitu

b = a1a2a1a2 dan c = a2a1a1a2 yang sudah dijelaskan pada

contoh 3.1.12.

3. Merepresentasikan word b, c dalam bentuk matriks dengan

operasi ⊗ dalam aljabar max-plus.

β(b) = A(1) ⊗A(2) ⊗A(1) ⊗A(2)

=

[
1 1

−∞ 0

]
⊗

[
0 1

−∞ 1

]
⊗

[
1 1

−∞ 0

]
⊗

[
0 1

−∞ 1

]

=

[
1 2

−∞ 1

]
⊗

[
1 1

−∞ 0

]
⊗

[
0 1

−∞ 1

]

=

[
2 3

−∞ 1

]
⊗

[
0 1

−∞ 1

]
=

[
2 4

−∞ 2

]
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β(c) = A(2) ⊗A(1) ⊗A(1) ⊗A(2)

=

[
0 1

−∞ 1

]
⊗

[
1 1

−∞ 0

]
⊗

[
1 1

−∞ 0

]
⊗

[
0 1

−∞ 1

]

=

[
1 2

−∞ 1

]
⊗

[
1 1

−∞ 0

]
⊗

[
0 1

−∞ 1

]

=

[
2 3

−∞ 1

]
⊗

[
0 1

−∞ 1

]

=

[
2 4

−∞ 2

]

4. Karena pemetaan β merupakan homomorfisma, maka untuk

setiap b, c ∈ K2 berlaku β(b ◦ c) = β(b)⊗ β(c).

Akan dihitung β(b ◦ c), diperoleh

b ◦ c = (a1a2a1a2) ◦ (a2a1a1a2)

= a1a2a1a2a2a1a1a2

β(b ◦ c) = A(1) ⊗A(2) ⊗A(1) ⊗A(2) ⊗A(2) ⊗A(1)⊗

A(1) ⊗A(2)

=

[
1 1

−∞ 0

]
⊗

[
0 1

−∞ 1

]
⊗A(1) ⊗A(2)⊗

A(2) ⊗A(1) ⊗A(1) ⊗A(2)

=

[
1 2

−∞ 1

]
⊗

[
1 1

−∞ 0

]
⊗A(2) ⊗A(2)⊗

A(1) ⊗A(1) ⊗A(2)



57

=

[
2 3

−∞ 1

]
⊗

[
0 1

−∞ 1

]
⊗A(2) ⊗A(1) ⊗A(1) ⊗A(2)

=

[
2 4

−∞ 2

]
⊗

[
0 1

−∞ 1

]
⊗A(1) ⊗A(1) ⊗A(2)

=

[
2 5

−∞ 3

]
⊗

[
1 1

−∞ 0

]
⊗A(1) ⊗A(2)

=

[
3 6

−∞ 3

]
⊗

[
1 1

−∞ 0

]
⊗A(2)

=

[
4 7

−∞ 3

]
⊗

[
0 1

−∞ 1

]

=

[
4 8

−∞ 4

]

Akan dihitung β(b)⊗ β(c), diperoleh

β(b)⊗ β(c) =

[
2 4

−∞ 2

]
⊗

[
2 4

−∞ 2

]

=

[
4 8

−∞ 4

]

Selanjutnya didapatkan β(b ◦ c) = β(b)⊗ β(c) yaitu[
4 8

−∞ 4

]
=

[
4 8

−∞ 4

]

Karena β merupakan homomorfisma, maka word b, c yang berelasi

cloaktik yaitu b ≡clk c dapat direpresentasikan melalui matriks

dalam aljabar max-plus sehingga operasi konkatenasi ◦ di K2

tetap terjaga yaitu
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β(b ◦ c) = β(b)⊗ β(c), ∀b, c ∈ K2.

Dengan demikian, pemetaan β mempertahankan struktur cloaktik

monoid untuk word b, c pada representasi linier atas aljabar

max-plus.

Contoh 3.2.11 Representasi Linier Cloaktik Monoid Atas

Aljabar Max-Plus

Diberikan cloaktik monoid K3 dengan ℓ = {1, 2, 3} dan M3(Rmax)

merupakan himpunan semua matriks atas aljabar max-plus

berukuran 3 × 3. Akan ditunjukkan bahwa β : K3 → M3(Rmax)

merupakan representasi linier cloaktik monoid atas aljabar

max-plus.

Penyelesaian:

Akan ditunjukkan bahwa β : K3 → M3(Rmax) merupakan

representasi linier cloaktik monoid atas aljabar max-plus dengan

menggunakan langkah-langkah sebagai berikut,

1. Merepresentasikan setiap letters dari K3 kedalam bentuk

matriks troplaktik.

Diketahui K3 := A∗
3\ ≡clk dengan A3 = {a1, a2, a3} untuk

ℓ = {1, 2, 3}. Dengan menggunakan matriks troplaktik pada

contoh 3.2.6 didapatkan

a1 7→ A(1) =

 1 1 1

−∞ 0 0

−∞ −∞ 0


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a2 7→ A(2) =

 0 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0



a3 7→ A(3) =

 0 0 1

−∞ 0 1

−∞ −∞ 1


2. Mengambil sebarang word yang berelasi cloaktik pada

cloaktik monoid. Ambil sebarang word p, q, r ∈ K3 yaitu

p = a1a2a3a2, q = a1a3a2a2 dan r = a3a1a2a2 yang sudah

dijelaskan pada contoh 3.1.14.

3. Merepresentasikan p, q, r dalam bentuk matriks dengan

operasi ⊗ dalam aljabar max-plus.

β(p) = A(1) ⊗A(2) ⊗A(3) ⊗A(2)

=

 1 1 1

−∞ 0 0

−∞ −∞ 0

⊗

 0 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0

⊗A(3) ⊗A(2)

=

 1 2 2

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0

⊗

 0 0 1

−∞ 0 1

−∞ −∞ 1

⊗A(2)

=

 1 2 3

−∞ 1 2

−∞ −∞ 1

⊗

 0 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0



=

 1 3 4

−∞ 2 3

−∞ −∞ 1


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β(q) = A(1) ⊗A(3) ⊗A(2) ⊗A(2)

=

 1 1 1

−∞ 0 0

−∞ −∞ 0

⊗

 0 0 1

−∞ 0 1

−∞ −∞ 1

⊗A(2) ⊗A(2)

=

 1 1 2

−∞ 0 1

−∞ −∞ 1

⊗

 0 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0

⊗A(2)

=

 1 2 3

−∞ 1 2

−∞ −∞ 1

⊗

 0 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0



=

 1 3 4

−∞ 2 3

−∞ −∞ 1


β(r) = A(3) ⊗A(1) ⊗A(2) ⊗A(2)

=

 0 0 1

−∞ 0 1

−∞ −∞ 1

⊗

 1 1 1

−∞ 0 0

−∞ −∞ 0

⊗A(2) ⊗A(2)

=

 1 1 2

−∞ 0 1

−∞ −∞ 1

⊗

 0 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0

⊗A(2)

=

 1 2 3

−∞ 1 2

−∞ −∞ 1

⊗

 0 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0



=

 1 3 4

−∞ 2 3

−∞ −∞ 1


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4. Karena pemetaan β merupakan homomorfisma, maka untuk

setiap p, q, r ∈ K3 berlaku

β(p ◦ q) = β(p)⊗ β(q)

β(q ◦ r) = β(q)⊗ β(r)

β(p ◦ r) = β(p)⊗ β(r)

Selanjutnya akan dihitung pemetaan β dari masing-masing

word yang berelasi cloaktik ≡clk .

(a) β(p ◦ q) = β(p)⊗ β(q)

p ◦ q = (a1a2a3a2) ◦ (a1a3a2a2)

= a1a2a3a2a1a3a2a2

β(p ◦ q) = A(1) ⊗A(2) ⊗A(3) ⊗A(2) ⊗A(1) ⊗A(3)⊗

A(2) ⊗A(2)

=

 1 1 1

−∞ 0 0

−∞ −∞ 0

⊗

 0 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0

⊗A(3)

⊗A(2) ⊗A(1) ⊗A(3) ⊗A(2) ⊗A(2)

=

 1 2 2

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0

⊗

 0 0 1

−∞ 0 1

−∞ −∞ 1

⊗A(2)

⊗A(1) ⊗A(3) ⊗A(2) ⊗A(2)

=

 1 2 3

−∞ 1 2

−∞ −∞ 1

⊗

 0 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0

⊗A(1)

⊗A(3) ⊗A(2) ⊗A(2)
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=

 1 3 4

−∞ 2 3

−∞ −∞ 1

⊗

 1 1 1

−∞ 0 0

−∞ −∞ 0

⊗A(3)

⊗A(2) ⊗A(2)

=

 2 4 5

−∞ 2 3

−∞ −∞ 1

⊗

 0 0 1

−∞ 0 1

−∞ −∞ 1

⊗A(2)

⊗A(2)

=

 2 4 6

−∞ 2 4

−∞ −∞ 2

⊗

 0 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0

⊗A(2)

=

 2 5 7

−∞ 3 5

−∞ −∞ 2

⊗

 0 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0



=

 2 6 8

−∞ 4 6

−∞ −∞ 2


Akan dihitung β(p)⊗ β(q), diperoleh

β(p)⊗ β(q) =

 1 3 4

−∞ 2 3

−∞ −∞ 1

⊗

 1 3 4

−∞ 2 3

−∞ −∞ 1



=

 2 6 8

−∞ 4 6

−∞ −∞ 2


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Diperoleh β(p ◦ q) = β(p)⊗ β(q) yaitu 2 6 8

−∞ 4 6

−∞ −∞ 2

 =

 2 6 8

−∞ 4 6

−∞ −∞ 2


(b) β(q ◦ r) = β(q)⊗ β(r)

q ◦ r = (a1a3a2a2) ◦ (a3a1a2a2)

= a1a3a2a2a3a1a2a2

β(q ◦ r) = A(1) ⊗A(3) ⊗A(2) ⊗A(2) ⊗A(3) ⊗A(1)⊗

A(2) ⊗A(2)

=

 1 1 1

−∞ 0 0

−∞ −∞ 0

⊗

 0 0 1

−∞ 0 1

−∞ −∞ 1

⊗A(2)

⊗A(2) ⊗A(3) ⊗A(1) ⊗A(2) ⊗A(2)

=

 1 1 2

−∞ 0 1

−∞ −∞ 1

⊗

 0 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0

⊗A(2)

⊗A(3) ⊗A(1) ⊗A(2) ⊗A(2)

=

 1 2 3

−∞ 1 2

−∞ −∞ 1

⊗

 0 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0

⊗A(3)

⊗A(1) ⊗A(2) ⊗A(2)
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=

 1 3 4

−∞ 2 3

−∞ −∞ 1

⊗

 0 0 1

−∞ 0 1

−∞ −∞ 1

⊗A(1)

⊗A(2) ⊗A(2)

=

 1 3 5

−∞ 2 4

−∞ −∞ 2

⊗

 1 1 1

−∞ 0 0

−∞ −∞ 0

⊗A(2)

⊗A(2)

=

 2 4 6

−∞ 2 4

−∞ −∞ 2

⊗

 0 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0

⊗A(2)

=

 2 5 7

−∞ 3 5

−∞ −∞ 2

⊗

 0 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0



=

 2 6 8

−∞ 4 6

−∞ −∞ 2


Akan dihitung β(q)⊗ β(r), diperoleh

β(q)⊗ β(r) =

 1 3 4

−∞ 2 3

−∞ −∞ 1

⊗

 1 3 4

−∞ 2 3

−∞ −∞ 1



=

 2 6 8

−∞ 4 6

−∞ −∞ 2


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Diperoleh β(q ◦ r) = β(q)⊗ β(r) yaitu 2 6 8

−∞ 4 6

−∞ −∞ 2

 =

 2 6 8

−∞ 4 6

−∞ −∞ 2


(c) β(p ◦ r) = β(p)⊗ β(r)

p ◦ r = (a1a2a3a2) ◦ (a3a1a2a2)

= a1a2a3a2a3a1a2a2

β(p ◦ r) = A(1) ⊗A(2) ⊗A(3) ⊗A(2) ⊗A(3) ⊗A(1)⊗

A(2) ⊗A(2)

=

 1 1 1

−∞ 0 0

−∞ −∞ 0

⊗

 0 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0

⊗A(3)

⊗A(2) ⊗A(3) ⊗A(1) ⊗A(2) ⊗A(2)

=

 1 2 2

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0

⊗

 0 0 1

−∞ 0 1

−∞ −∞ 1

⊗A(2)

⊗A(3) ⊗A(1) ⊗A(2) ⊗A(2)

=

 1 2 3

−∞ 1 2

−∞ −∞ 1

⊗

 0 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0

⊗A(3)

⊗A(1) ⊗A(2) ⊗A(2)
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=

 1 3 4

−∞ 2 3

−∞ −∞ 1

⊗

 0 0 1

−∞ 0 1

−∞ −∞ 1

⊗A(1)

⊗A(2) ⊗A(2)

=

 1 3 5

−∞ 2 4

−∞ −∞ 2

⊗

 1 1 1

−∞ 0 0

−∞ −∞ 0

⊗A(2)

⊗A(2)

=

 2 4 6

−∞ 2 4

−∞ −∞ 2

⊗

 0 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0

⊗A(2)

=

 2 5 7

−∞ 3 5

−∞ −∞ 2

⊗

 0 1 1

−∞ 1 1

−∞ −∞ 0



=

 2 6 8

−∞ 4 6

−∞ −∞ 2


Akan dihitung β(p)⊗ β(r), diperoleh

β(p)⊗ β(r) =

 1 3 4

−∞ 2 3

−∞ −∞ 1

⊗

 1 3 4

−∞ 2 3

−∞ −∞ 1



=

 2 6 8

−∞ 4 6

−∞ −∞ 2


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Diperoleh β(p ◦ r) = β(p)⊗ β(r) yaitu 2 6 8

−∞ 4 6

−∞ −∞ 2

 =

 2 6 8

−∞ 4 6

−∞ −∞ 2


Karena β merupakan homomorfisma, maka word p, q, r yang

berelasi cloaktik yang telah dibuktikan pada contoh 3.1.14

dapat direpresentasikan melalui matriks dalam aljabar max-plus

sehingga operasi konkatenasi ◦ di K3 tetap terjaga yaitu

β(p ◦ q) = β(p)⊗ β(q)

β(q ◦ r) = β(q)⊗ β(r)

β(p ◦ r) = β(p)⊗ β(r)

untuk setiap p, q, r ∈ K3. Dengan demikian, pemetaan β

mempertahankan struktur cloaktik monoid untuk word p, q, r pada

representasi linier atas aljabar max-plus.

Berdasarkan contoh 3.2.10 dan contoh 3.1.11 diperoleh bahwa

setiap word yang berelasi cloaktik pada cloaktik monoid dapat

direpresentasikan dalam bentuk matriks troplaktik pada aljabar

max-plus. Matriks ini selalu memenuhi sifat homomorfisma karena

operasi yang digunakan pada word adalah operasi konkatenasi

◦ yang bersifat asosiatif. Sedangkan operasi pada matriks yang

digunakan adalah operasi pada aljabar max-plus yaitu ⊗. Jika

diperhatikan dengan seksama, operasi ⊗ pada matriks akan

membentuk pola yang sama seperti operasi penjumlahan +

pada biasanya. Seperti definisi pada aljabar max-plus bahwa

operasi ⊗ merupakan operasi penjumlahan. Hal inilah yang
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menyebabkan bahwa setiap word pada cloaktik monoid yang

direpresentasikan dalam bentuk mtriks troplaktik akan memenuhi

sifat homomorfisma. Dengan demikian, cloaktik monoid dapat

direpresentasikan secara linier atas aljabar max-plus.



BAB IV

PENUTUP

A. Kesimpulan

Dalam skripsi ini telah dibahas mengenai representasi

linier cloaktik monoid atas aljabar max-plus. Cloaktik monoid

merupakan himpunan kelas-kelas equivalen terhadap relasi

equivalen ≡clk dengan operasi konkatenasi ◦. Melalui konsep ini,

dua word dikatakan ekuivalen jika memiliki panjang maksimum

subword convex dari word tidak menurun yang sama untuk setiap

subset alphabet convex pada alphabet terurut total.

Selanjutnya diperkenalkan representasi dari cloaktik

monoid dalam bentuk matriks pada aljabar max-plus. Dengan

mendefinisikan matriks-matriks khusus seperti matriks κ-flat

ℓ-corner dan matriks layout, dapat dibentuk matriks troplaktik

yang merepresentasikan masing-masing letters dari alphabet

dalam bentuk matriks. Kemudian, pemetaan dari cloaktik monoid

ke himpunan matriks aljabar max-plus Mn(Rmax) yang bersifat

homomorfisma, sehingga memenuhi syarat sebagai representasi

linier.

Melalui contoh-contoh yang diberikan, diperoleh bahwa

dua word yang ekuivalen dalam cloaktik monoid dapat

direpresentasikan oleh hasil matriks yang sama dalam aljabar

max-plus. Hal ini menunjukkan bahwa pemetaan tersebut

memang valid sebagai representasi linier dari cloaktik monoid

atas aljabar max-plus.

69
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B. Saran

Pada skripsi ini, ruang lingkup yang dibahas terbatas pada

representasi cloaktik monoid atas aljabar max-plus. Oleh

karena itu, penulis menyarankan untuk penelitian selanjutnya

merepresentasikan pada semiring tropikal seperti fuzzy semiring

untuk melihat kemungkinan penerapan lebih luas di bidang

optimasi dan teori automata.
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