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ABSTRAK

Ketidakpastian sering muncul dalam kehidupan sehari-hari,
terutama saat mengelompokkan informasi yang tidak memiliki
batas jelas. Untuk merepresentasikan hal ini, diperkenalkan
konsep himpunan fuzzy, yang menyatakan keanggotaan elemen
berdasarkan derajat keanggotaan antara 0 sampai 1. Salah
satu pengembangannya adalah subgrup fuzzy yang kemudian
digeneralisasi menjadi subgrup fuzzy-(λ, µ)dengan dua parameter
tambahan, λ dan µ. Penelitian ini bertujuan mengkaji sifat
koset kiri dan kanan, serta merumuskan koset tengah dalam
struktur subgrup fuzzy-(λ, µ). Metode yang digunakan berupa
studi literatur dengan pendekatan teoritis, melalui penelaahan
berbagai definisi, sifat, dan teorema yang relevan serta pembuktian
secara matematis. Hasil penelitian menunjukkan bahwa koset kiri
dan kanan dalam subgrup fuzzy-(λ, µ) memiliki karakteristik yang
sejalan dengan koset pada grup klasik, namun ditentukan oleh
derajat keanggotaan fuzzy. Selain itu, konstruksi koset tengah
memberikan sudut pandang baru terhadap penyusunan dan
hubungan antar elemen dalam grup fuzzy-(λ, µ), serta membuka
peluang untuk pengembangan lanjutan dalam teori aljabar fuzzy,
serta penerapannya di berbagai bidang seperti kecerdasan buatan,
sistem pakar, dan pengolahan data yang bersifat tidak pasti.

Kata kunci : Himpunan Fuzzy, Subgrup Fuzzy-(λ, µ), Koset, Aljabar
Fuzzy,Ketidakpastian
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BAB I

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Ketidakpastian merupakan salah satu karakteristik yang sering

muncul dalam berbagai persoalan kehidupan nyata, terutama saat

melakukan pengelompokkan terhadap objek-objek yang memiliki

ciri-ciri tidak tegas. Untuk mempresentasikan ketidakpastian

tersebut, Zadeh pada tahun 1965 memperkenalkan konsep

himpunan fuzzy, yaitu himpunan yang memungkinkan setiap

elemen memiliki derajat keanggotaan dalam rentang nilai kontinu

[0, 1]. Penerapan himpunan fuzzy sangat beragam, diantaranya

adalah penelitian yang berjudul Penerapan Metode Fuzzy Sugeno

Untuk Menentukkan Harga Jual Sepeda Motor Bekas (Agustin et

al., 2016), Penerapan Fuzzy Mamdani Untuk Sistem Pendukung

Keputusan Pemilihan Laptop (Ikhwan et al., 2019), dan Penerapan

Metode Fuzzy Tsukamoto Dalam Diagnosa Penyakit Demam

Berdarah (Kurniawati & Efendi, 2020).

Dengan ada banyaknya penerapan himpunan fuzzy,

menyebabkan banyak peniliti yang telah meneliti himpunan

fuzzy dari berbagai cabang matematika, termasuk struktur aljabar,

seperti grup. Dalam konteks ini, Rosenfeld memperkenalkan

konsep subgrup fuzzy pada tahun 1971 sebagai himpunan fuzzy

yang dibentuk dari semesta grup dengan memenuhi sifat-sifat

dasar grup dalam bentuk fuzzy. Konsep subgrup fuzzy yang

diperkenalkan oleh Rosenfeld dikembangkan oleh beberapa

peneliti, diantaranya adalah Subgrup Fuzzy-(λ, µ) (Li et al.,
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2013), Image (Pre-image) Homomorfisme Interior Subgrup Fuzzy

(Abdurrahman, S. 2018), Interior Subgrupω-Fuzzy (Abdurrahman,

S. 2021), dan A new approach to fuzzy group theory using (α, β)

-Pythagorean fuzzy sets (Bhunia & Ghorai, 2021) . Penelitian ini

akan berfokus pada subgrup fuzzy-(λ, µ), dimana menggunakan

dua paramater λ dan µ untuk mengatur fleksibilitas derajat

keanggotaan elemen terhadap subgrup.

Dalam teori grup klasik, dikenal konsep koset kiri dan

koset kanan yang berperan penting dalam memahami partisi

grup terhadap subgrup. Koset membantu mengelompokkan

elemen-elemen grup berdasarkan subgrup tertentu. Konsep

ini akan memunculkan berbagai tantangan baru karena sifat

keanggotaan yang tidak lagi biner ketika masuk dalam kerangka

fuzzy. Beberapa kajian sebelumnya telah dibahas terkait struktur

koset pada subgrup fuzzy seperti oleh Kandasamy (2003). Namun,

kajian mengenai koset pada subgup fuzzy (λ, µ) masih sangat

terbatas. Khususnya, sifat-sifat koset kiri, koset kanan, dan

koset tengah dalam struktur fuzzy (λ, µ) belum banyak dijelaskan

maupun dikembangkan secara sistematis dalam literatur. Oleh

karena itu, peneliti ingin fokus mengkaji lebih lanjut terkait

sifat-sifat koset kanan dan koset kiri , serta membangun definisi

dan karakteristik koset tengah dalam subgrup fuzzy-(λ, µ) .

B. Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini adalah

1. Mengetahui sifat-sifat koset kanan dan koset kiri pada

subgrup fuzzy-(λ, µ).
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2. Mengetahui konstruksi koset tengah pada subgrup

fuzzy-(λ, µ).

3. Mengetahui sifat-sifat koset tengah pada subgrup

fuzzy-(λ, µ).

C. Tinjauan Pustaka

Pada penelitian ini, artikel berjudul A Study of (λ, µ)-Fuzzy

Subgroup oleh Li, Wang, dan Yang (2013) menjadi rujukan utama.

Artikel ini mengkaji pengembangan dari subgrup fuzzy dengan

memperkenalkan dua parameter, yaitu λ dan µ, dalam struktur

grup fuzzy. Penambahan parameter ini memberikan batasan

nilai keanggotaan dalam menentukan keanggotaan suatu elemen

terhadap subgrup fuzzy. Artikel ini menjadi dasar utama dalam

mengembangkan teori koset kiri, koset kanan, dan koset tengah

fuzzy-(λ, µ).

Penelitian ini juga mengacu pada teori dasar himpunan fuzzy

yang pertama kali diperkenalkan oleh Zadeh (1965). Dalam

bukunya, Zadeh memperkenalkan ide bahwa suatu elemen dapat

memiliki derajat keanggotaan dalam interval [0, 1], bukan hanya

keanggotaan biner seperti pada himpunan klasik. Konsep ini

menjadi dasar dalam pembentukan subgrup fuzzy dan operasinya

dalam struktur grup. Selain itu, buku Fuzzy Theory and Applications

oleh Kandasamy digunakan sebagai referensi tambahan yang

membahas berbagai jenis koset fuzzy dan struktur aljabar fuzzy

secara umum. Buku ini memberikan definisi dan contoh koset

fuzzy kiri, kanan, dan tengah dalam grup fuzzy.

Untuk memperkuat pemahaman mengenai struktur grup,

subgrup, dan koset dalam aljabar klasik, digunakan buku Struktur
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Aljabar I oleh Aisah (2018) dan Aljabar Abstrak oleh Lolang (2013).

Buku-buku tersebut menjadi rujukan penting dalam menjelaskan

sifat-sifat dasar grup dan pembentukan koset dalam konteks

deterministik, yang kemudian diperluas ke dalam konsep fuzzy.

Selain itu, digunakan pula buku A Course in Group Theory oleh J.F.

Humphreys (1996) sebagai pendukung pemahaman lebih lanjut

mengenai teori grup, termasuk konsep grup normal, koset, dan

partisi grup, yang menjadi kerangka penting sebelum beralih ke

konsep fuzzy.

Dengan merujuk pada sumber-sumber tersebut, penelitian ini

menggabungkan teori klasik grup dan subgrup dengan konsep

fuzzy untuk membentuk landasan yang kuat dalam membahas

koset pada subgrup fuzzy-(λ, µ).

D. Metode Penelitian

Dalam penelitian ini, digunalan metode sebagai berikut

1. Meninjau jurnal dan buku-buku tentang sifat, definisi

himpunan fuzzy dan subgrup fuzzy.

2. Mengkaji jurnal tentang sifat koset kanan dan koset kiri pada

subgrup fuzzy-(λ, µ) yang bersumber dari jurnal "A Study of

(λ, µ) Subgroup fuzzy".

3. Menganalisis pendefinisan, teorema-teorema, serta

membuktian teorema terkait dengan koset kanan dan

koset kiri subgrup fuzzy (λ, µ).

4. Mengkontruksi pendefinisan koset tengah pada subgrup

fuzzy (λ, µ).



5

5. Membuat teorema koset tengah pada subgrup fuzzy (λ, µ)

berdasarkan pada pendefinisian yang telah ditetapkan.

E. Sistematika Penulisan

Penulisan skripsi ini dibagi ke dalam empat bab utama, yang

masing-masing terdiri dari beberapa subbab untuk memudahkan

pembaca dalam memahami isi dan alur penelitian. Adapun

sistematika penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut:

1. BAB I PENDAHULUAN

Bab ini menyajikan latar belakang permasalahan, tujuan

penelitian, serta metode penelitian. Selain itu, ditambahkan

pula tinjauan pustaka secara umum dan sistematika

penulisan skripsi.

2. BAB II LANDASAN PUSTAKA

Bab ini memuat kajian teori-teori yang relevan serta hasil

penelitian terdahulu. Kajian ini mencakup pengertian dan

definisi dasar mengenai himpunan fuzzy, grup, subgrup

fuzzy, serta teori terkait lainnya yang menjadi dasar dalam

pembahasan skripsi.

3. BAB III HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN

Bab ini merupakan inti dari penelitian, yang membahas dan

menganalisis koset kiri, koset kanan, dan koset tengah pada

subgrup fuzzy-(λ, µ). Dalam bab ini ditampilkan pula contoh,

definisi, proposisi, dan pembuktian sifat-sifat koset fuzzy,

baik secara simbolik maupun numerik, serta pengembangan

dari struktur fuzzy klasik.
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4. BAB IV PENUTUP

Bab terakhir berisi kesimpulan dari hasil penelitian yang

telah diperoleh, serta saran untuk penelitian selanjutnya

yang dapat dikembangkan dari hasil yang dicapai dalam

penelitian ini.



BAB II

LANDASAN PUSTAKA

A. Grup

Sebelum membahas sebuah grup, diketahui terlebih dahulu

terkait definisi operasi biner.

Definisi 2.1.1 (Operasi biner, e.g (Holmes, 2018))

Misalkan T adalah himpunan tak kosong. Suatu operasi biner pada

T adalah suatu fungsi

∗ : T × T → T

dengan

T × T = {(t, u) |t, u ∈ T}

menyatakan himpunan semua pasangan terurut yang elemennya

berasal dari himpunan T .

Artinya, untuk setiap t, u ∈ T , hasil operasi t∗u juga merupakan

elemen dalam T . Sifat ini disebut tertutup terhadap operasi.

Contoh 2.1.2 Misalkan T = Z dan operasi yang digunakan adalah

penjumlahan, maka

+ : Z× Z → Z

Operasi penjumlahan pada Z merupakan operasi biner karena

memenuhi

1. Z merupakan himpunan tak kosong (Z ̸= ∅)
Karena ada 1 ∈ Z maka Z ̸= ∅

7
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2. Bersifat tertutup

Ambil sembarang t, u ∈ Z. Misal t = 3, u = 5, maka

t+ u = 8 ∈ Z

Dari (1) dan (2) diperoleh bahwa operasi penjumlahan pada

bilangan bulat Z merupakan operasi biner.

Definisi 2.1.3 (Grup, e.g (Holmes, 2018))

Sebuah himpunan tak kosong G bersama dengan operasi biner ∗
, dikatakan membentuk suatu grup (G, ∗) jika memenuhi kondisi -

kondisi berikut.

1. Bersifat Asosiatif

Suatu operasi biner ∗ pada G dikatakan bersifat asosiatif jika

untuk setiap t, u, v ∈ G, berlaku : (t ∗ u) ∗ v = t ∗ (u ∗ v).

2. Terdapat elemen identitas

Terdapat tunggal elemen identitas e sehingga untuk setiap t ∈
G, diperoleh t ∗ e = e ∗ t = t.

3. Setiap elemen memiliki invers

Untuk setiap elemen t di G, terdapat t−1 di G sedemikian

sehingga berlaku t−1 ∗ t = e = t ∗ t−1, di mana e adalah

elemen identitas.

Contoh 2.1.4 Untuk memahami Definisi 2.1.3, diberikan contoh

sederhana, yaitu himpunan bilangan bulat modulo 4 (Z4) dengan

operasi penjumlahan modulo 4 (+4) membentuk sebuah grup

(Z4,+4). Himpunan Z4 merupakan himpunan semua kelas



9

kongruensi modulo 4 yaitu,

Z4 = {0, 1, 2, 3}

Hal ini dapat dibuktikan dengan melihat bahwa

1. Operasi penjumlahan (+4) di Z4 bersifat asosiatif

Ambil sembarang t, u, v ∈ Z4. Akan ditunjukkan bahwa

((t+ u) mod 4) + v ≡ t+ ((u+ v) mod 4)

Karena penjumlahan bilangan bulat (Z) bersifat asosiatif,

maka penjumlahan dalam Z4 dengan modulo 4 (+4) juga

bersifat asosiatif.

2. Terdapat elemen identitas di himpunannya

Elemen identitas dalam (Z4,+4)adalah 0̄, karena untuk

setiap t ∈ Z4, berlaku :

t+4 0̄ = 0̄ +4 t = t

3. Setiap elemen memiliki invers di himpunannya

Diketahui elemen identitas e pada (Z4,+4) adalah 0̄, maka

1. 0̄−1 = 0̄, karena 0̄ +4 0̄ = 0̄ = 0̄ +4 0̄

2. 1̄−1 = 3̄, karena 1̄ +4 3̄ = 0̄ = 3̄ +4 1̄

3. 2̄−1 = 2̄, karena 2̄ +4 2̄ = 0̄ = 2̄ +4 2̄

4. 3̄−1 = 1̄, karena 3̄ +4 1̄ = 0̄ = 1̄ +4 3̄

Jadi, Karena memenuhi sifat-sifat grup, maka (Z4,+4) merupakan

grup.
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B. Subgrup

Definisi 2.2.1 (Subgrup, e.g (Lolang, E. 2013))

Diketahui (G, ∗) merupakan suatu grup, serta H merupakan

himpunan tak kosong dengan H ⊆ G. (H, ∗) merupakan subgrup

dari G apabila memenuhi semua aksioma grup.

Contoh 2.2.2 Himpunan {0̄, 2̄} merupakan subgrup dari (Z4,+4).

Hal ini dapat dibuktikan sesuai pendefinisian grup.

1. Asosiatif

Operasi penjumlahan pada(Z4,+4) bersifat asosiatif. Karena

{0̄, 2̄} ⊆ (Z4,+4), maka penjumlahan pada {0̄, 2̄} juga

bersifat asosiatif .

2. Memiliki elemen identitas.

Elemen identitas dalam (Z4,+4) adalah 0̄, dan karena

0̄ ∈ {0̄, 2̄}, maka himpunan ini juga memiliki elemen

identitas.

3. Setiap elemen memiliki invers.

• Invers dari 0̄ adalah 0̄ sendiri(karena 0̄ +4 0̄ = 0̄)

• Invers dari 2̄ adalah 2̄ (karena 2̄ +4 2̄ = 0̄)

Jadi, Karena semua aksioma grup terpenuhi, maka :

({0̄, 2̄} ,+4)

adalah subgrup dari (Z4,+4).
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C. Koset

Definisi 2.3.1 (Koset, e.g (Holmes, 2018))

Misalkan G merupakan grup, H merupakan subgrup G dan

diberikan sebarang elemen g ∈ G, maka Hg = {hg|h ∈ H}
dikatakan sebagai koset kanan dari H yang memuat elemen g dan

gH = {gh|h ∈ H} dikatakan sebagai koset kiri dari H yang

memuat elemen g .

Contoh 2.3.2 Misalkan (Z4,+4) adalah grup G dan H = {0̄, 2̄}
merupakan subgrup sehingga diperoleh,

1. Koset Kiri

a. Untuk g = 0̄ ∈ G yang dimana gH = {gh | h ∈ H},

maka gH = 0̄H = H = {0̄ +4 0̄, 0̄ +4 2̄} = {0̄, 2̄}

b. Untuk g = 1̄ ∈ G yang dimana gH = {gh | h ∈ H},

maka gH = 1̄H = {1̄ +4 0̄, 1̄ +4 2̄} = {1̄, 3̄}

c. Untuk g = 2̄ ∈ G yang dimana gH = {gh | h ∈ H},

maka gH = 2̄H = {2̄ +4 0̄, 0̄ +4 2̄} = {2̄, 0̄}

d. Untuk g = 3̄ ∈ G yang dimana gH = {gh | h ∈ H},

maka gH = 3̄H = {3̄ +4 0̄, 3̄ +4 2̄} = {3̄, 1̄}

Berdasarkan hasil perhitungan sebelumnya, diperoleh

bahwa bentuk koset kiri pada (Z4,+4) yaitu :

• 0̄H = {0̄, 2̄}
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• 1̄H = {1̄, 3̄}

• 2̄H = {2̄, 0̄}

• 3̄H = {3̄, 1̄}

2. Koset Kanan

a. Untuk g = 0̄ ∈ G yang dimana Hg = {hg | h ∈ H},

maka Hg = H 0̄ = {0̄ +4 0̄, 2̄ +4 0̄} = {0̄, 2̄}

b. Untuk g = 1̄ ∈ G yang dimana Hg = {hg | h ∈ H},

maka Hg = H 1̄ = {0̄ +4 1̄, 2̄ +4 1̄} = {1̄, 3̄}

c. Untuk g = 2̄ ∈ G yang dimana Hg = {hg | h ∈ H},

maka Hg = H 2̄ = {0̄ +4 2̄, 2̄ +4 2̄} = {2̄, 0̄}

d. Untuk g = 3̄ ∈ G yang dimana Hg = {hg | h ∈ H},

maka Hg = H 3̄ = {0̄ +4 3̄, 2̄ +4 3̄} = {3̄, 1̄}

Berdasarkan hasil perhitungan sebelumnya, diperoleh

bahwa bentuk koset kanan pada (Z4,+4) yaitu :

• H 0̄ = {0̄, 2̄}

• H 1̄ = {1̄, 3̄}

• H 2̄ = {2̄, 0̄}
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• H 3̄ = {3̄, 1̄}

D. Himpunan Fuzzy

Definisi 2.4.1 (Himpunan fuzzy, e.g (Rindengan & Langi, 2019))

Misalkan X adalah himpunan tak kosong. Suatu himpunan fuzzy

Ã atas X merupakan sekumpulan pasangan terurut (x,A(x)), di

mana x merupakan elemen dari himpunan tak kosong X , dan A(x)

menunjukkan derajat keanggotaan elemen x terhadap Ã. Oleh

karena itu, himpunan fuzzy tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk

pasangan terurut sebagai

Ã = {(x,A(x)) | x ∈ X}.

Fungsi keanggotaannya dinotasikan dengan

A(x) : X → [0, 1], untuk setiap x ∈ X.

Artinya, A(x) adalah fungsi keanggotaan dengan setiap elemen

x ∈ X dipetakan ke bilangan real antara 0 dan 1.

Contoh 2.4.2 Misalkan X adalah himpunan tinggi badan manusia

yang didefinisikan sebagai berikut X = {160, 170, 180, 190, 200}.

Didefinisikan sebuah himpunan fuzzy Ã dengan label "tinggi" pada

semesta X , dimana fungsi keanggotaan A(x) diberikan oleh

A(160) = 0.5,

A(170) = 0.7,

A(180) = 0.8,

A(190) = 0.9,

A(200) = 1.
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Maka, himpunan fuzzy Ã dapat dituliskan sebagai

Ã = {(160, 0.5), (170, 0.7), (180, 0.8), (190, 0.9), (200, 1.0)}.

Definisi 2.4.3 (Operasi Dasar Himpunan Fuzzy, e.g (Zadeh,

1965))

Pada himpunan fuzzy, operasi gabungan (∨) dan irisan (∧)
didefinisikan untuk setiap x, y ∈ [0, 1] sebagai

x ∨ y = max{x, y}, x ∧ y = min{x, y}.

Setelah memahami operasi dasar pada nilai fuzzy, kita dapat

menggunakannya untuk mendefinisikan gabungan atau irisan dari

dua himpunan fuzzy.

Definisi 2.4.4 (Operasi Gabungan Himpunan Fuzzy, e.g (Zadeh,

1965))

Misalkan Ã dan B̃ adalah dua himpunan fuzzy dalam semesta X ,

dengan fungsi keanggotaan masing-masing diberikan olehA(x) dan

B(x) untuk setiap x ∈ X . Gabungan dari Ã dan B̃ dinotasikan

dengan Ã ∪ B̃, adalah himpunan fuzzy baru yang disebut C̃ yang

didefinisikan sebagai

C̃ = {(x,C(x)) |x ∈ X}

dengan fungsi keanggotaan

C (x) = A (x) ∨B (x).

Jadi, derajat keanggotaan elemen x pada gabungan himpunan

fuzzy C̃ ditentukkan oleh nilai terbesar antara keanggotaan x pada

Ã dan B̃.
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Contoh 2.4.5 Misalkan Z4 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄} adalah semesta

pembicaraan, dan diberikan himpunan fuzzy, yaitu Ã dan B̃

yang didefinisikan sebagai berikut.

Ã = {(0̄, 1.0), (1̄, 0.9), (2̄, 0.2), (3̄, 0.5)},

B̃ = {(0̄, 0.1), (1̄, 0.7), (2̄, 0.8), (3̄, 0.4)}.

Gabungan dari kedua himpunan fuzzy tersebut, yaitu C̃ = Ã ∪ B̃,

didefinisikan dengan menggunakan operasi maksimum pada

fungsi keanggotaan di setiap elemen x ∈ Z4, sebagai berikut

1. C (0̄) = A (0̄) ∨B (0̄) = 1.0 ∨ 0.1 = 1.0,

2. C (1̄) = A (1̄) ∨B (1̄) = 0.9 ∨ 0.7 = 0.9,

3. C (2̄) = A (2̄) ∨B (2̄) = 0.2 ∨ 0.8 = 0.8,

4. C (3̄) = A (3̄) ∨B (3̄) = 0.5 ∨ 0.4 = 0.5.

Dengan demikian, diperoleh hasil gabungan sebagai berikut

C̃ = Ã ∪ B̃ = {(0̄, 1.0), (1̄, 0.9), (2̄, 0.8), (3̄, 0.5)}.

Definisi 2.4.6 (Operasi Irisan Himpunan Fuzzy, e.g (Zadeh,

1965)) Misalkan Ã dan B̃ adalah dua himpunan fuzzy dalam

semesta X , dengan fungsi keanggotaan masing-masing diberikan

oleh A(x) dan B(x) untuk setiap x ∈ X . Irisan dari Ã dan B̃

dinotasikan dengan Ã∩B̃, adalah himpunan fuzzy baru yang disebut

C̃ yang didefinisikan sebagai

C̃ = {(x,C(x)) |x ∈ X}

dengan fungsi keanggotaan

C (x) = A (x) ∧B (x)
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Artinya, derajat keanggotaan elemen x pada irisan C̃ ditentukkan

oleh nilai terendah dari fungsi keanggotaan Ã dan B̃. Operasi

ini menghasilkan himpunan fuzzy terbesar yang hanya mencakup

elemen-elemen yang terdapat pada kedua himpunan fuzzy Ã dan B̃.

Contoh 2.4.7 Misalkan Z4 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄} adalah semesta

pembicaraan, dan diberikan himpunan fuzzy, yaitu Ã dan B̃

yang didefinisikan sebagai berikut

Ã = {(0̄, 1.0), (1̄, 0.9), (2̄, 0.2), (3̄, 0.5)},

B̃ = {(0̄, 0.1), (1̄, 0.7), (2̄, 0.8), (3̄, 0.4)}.

Maka, fungsi keanggotaan hasil irisan yaitu C̃ = Ã ∩ B̃ diperoleh

dengan menghitung nilai minimum untuk setiap elemen sebagai

berikut

1. C (0̄) = A (0̄) ∧B (0̄) = 1.0 ∧ 0.1 = 0.1 ,

2. C (1̄) = A (1̄) ∧B (1̄) = 0.9 ∧ 0.7 = 0.7,

3. C (2̄) = A (2̄) ∧B (2̄) = 0.2 ∧ 0.8 = 0.2,

4. C (3̄) = A (3̄) ∧B (3̄) = 0.5 ∧ 0.4 = 0.4.

Sehingga diperoleh

C̃ = Ã ∩ B̃ = {(0̄, 0.1), (1̄, 0.7), (2̄, 0.2), (3̄, 0.4)}.

E. Subgrup fuzzy

Definisi 2.5.1 (Subgrup fuzzy, e.g (Rosenfeld, A. 1971))

MisalkanGadalah sebuah grup. Suatu himpunan fuzzy Ãpada grup

G disebut sebagai subgrup fuzzy apabila untuk setiap elemen x dan

y ∈ G memenuhi
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1. A(xy) ≥ A(x) ∧A(y), dan

2. A(x−1) ≥ A(x).

Contoh 2.5.2 Misalkan Z4 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄} merupakan grup

dengan operasi penjumlahan dalam modulo 4 (Z4,+4). Dibentuk

himpunan fuzzy Ã pada Z4 adalah sebagai berikut

Ã = {(0, 1) , (1, 0.7), (2, 0.8), (3, 0.7)} ,

akan ditunjukkan bahwa Ã merupakan subgrup fuzzy.

Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap x, y ∈ Z4 berlaku

1. A(xy) ≥ A(x) ∧A(y).

Di bawah ini akan dijelaskan perhitungan untuk masing

masing nilai x, y ∈ Z4 sebagai berikut
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Tabel 2.1. Verifikasi Syarat Pertama Subgrup Fuzzy pada (Z4,+4)

x y A(x+4 y) A(x) ∧A(y) A(xy) ≥ A(x) ∧A(y)

0̄ 0̄ 1 1 1 ≥ 1

0̄ 1̄ 0,7 0,7 0,7 ≥ 0,7

0̄ 2̄ 0,8 0,8 0,8 ≥ 0,8

0̄ 3̄ 0,7 0,7 0,7 ≥ 0,7

1̄ 0̄ 0,7 0,7 0,7 ≥ 0,7

1̄ 1̄ 0,8 0,7 0,8 ≥ 0,7

1̄ 2̄ 0,7 0,7 0,7 ≥ 0,7

1̄ 3̄ 1 0,7 1 ≥ 0,7

2̄ 0̄ 0,8 0,8 0,8 ≥ 0,8

2̄ 1̄ 0,7 0,7 0,7 ≥ 0,7

2̄ 2̄ 1 0,8 1 ≥ 0,8

2̄ 3̄ 0,8 0,7 0,8 ≥ 0,7

3̄ 0̄ 0,7 0,7 0,7 ≥ 0,7

3̄ 1̄ 1 0,7 1 ≥ 0,7

3̄ 2̄ 0,8 0,7 0,8 ≥ 0,7

3̄ 3̄ 0,8 0,7 0,8 ≥ 0,7
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Berdasarkan uraian di atas, terbukti bahwa syarat pertama

berlaku untuk setiap elemen x dan y dalam Z4.

2. A
(
x−1

)
≥ A (x)

Adapun invers dari masing-masing elemen dalam Z4 adalah

sebagai berikut

A(0̄−1) = A(0̄) = 1 ≥ 1 = A(0̄),

A(1̄−1) = A(3̄) = 0.7 ≥ 0.7 = A(1̄),

A(2̄−1) = A(2̄) = 0.8 ≥ 0.8 = A(2̄),

A(3̄−1) = A(1̄) = 0.7 ≥ 0.7 = A(3̄).

Mengingat bahwa untuk semua elemen x, y ∈ Z4, berlaku

hubungan A(x−1) = A(x), sehingga terpenuhi juga bahwa

A(x−1) ≥ A(x) untuk setiap x, y ∈ Z4.

Dengan demikian, himpunan fuzzy Ã adalah subgrup fuzzy atas

(Z4,+4).

F. Koset pada subgrup fuzzy

Definisi 2.6.1 (Koset kiri subgrup fuzzy, e.g (Kandasamy, W. B.

Vasantha., 2003))

Misalkan Ã merupakan subgrup fuzzy dalam grup G, serta a ∈ G.

Dinyatakan bahwa aÃ = {(x, (aA)(x)) | x ∈ G}, yang dimana,

(aA)(x) terdefinisi (aA)(x) = A(a−1x) untuk setiap x ∈ G.

Pernyataan tersebut menyatakan bentuk koset kiri pada subgrup

fuzzy terhadap elemen a dalam grup G.
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Contoh 2.6.2 Misalkan Z4 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄} merupakan sebuah grup

dengan operasi penjumlahan modulo 4 (Z4,+4). Dibentuk sebuah

himpunan fuzzy Ã pada Z4 sebagai berikut

Ã = {(0, 1), (1, 0,7), (2, 0,8), (3, 0,7)} ,

di mana Ã merupakan sebuah subgrup fuzzy atas Z4.

Diberikan bahwa a = 1̄. Perhatikan bahwa

1. (1̄A)(0̄) = A(1̄−1 +4 0̄) = A(3̄) = 0.7,

2. (1̄A)(1̄) = A(1̄−1 +4 1̄) = A(0̄) = 1,

3. (1̄A)(2̄) = A(1̄−1 +4 2̄) = A(1̄) = 0.7,

4. (1̄A)(3̄) = A(1̄−1 +4 3̄) = A(2̄) = 0.8.

Jadi, 1̄Ã = {(0̄, 0.7) , (1̄, 1) , (2̄, 0.7) , (3̄, 0.8)}.

Definisi 2.6.3 (Koset kanan subgrup fuzzy, e.g (Kandasamy, W.

B. Vasantha., 2003))

Misalkan Ã merupakan subgrup fuzzy dalam grup G, serta a ∈ G.

Dinyatakan bahwa Ãa = {(x, (Aa)(x)) | x ∈ G}, yang dimana,

(Aa)(x) terdefinisi (Aa)(x) = A(xa−1). Pernyataan tersebut

menyatakan bentuk koset kanan dari subgrup fuzzy dalam grup G.

Contoh 2.6.4 Misalkan Z4 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄} merupakan sebuah grup

dengan operasi penjumlahan modulo 4 (Z4,+4). Dibentuk sebuah

himpunan fuzzy Ã pada Z4 sebagai berikut

Ã = {(0, 1), (1, 0.7), (2, 0.8), (3, 0.7)} ,

di mana Ã merupakan sebuah subgrup fuzzy atas Z4.
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Diberikan bahwa a = 1̄. Perhatikan bahwa

1. (A1̄)(0̄) = A(0̄ +4 (1̄
−1)) = A(3̄) = 0.7,

2. (A1̄)(1̄) = A(1̄ +4 (1̄
−1)) = A(0̄) = 1,

3. (A1̄)(2̄) = A(2̄ +4 (1̄
−1)) = A(1̄) = 0.7,

4. (A1̄)(3̄) = A(3̄ +4 (1̄
−1)) = A(2̄) = 0.8.

Jadi, Ã1̄ = {(0̄, 0.7) , (1̄, 1) , (2̄, 0.7) , (3̄, 0.8)}.

Definisi 2.6.5 (Koset tengah subgrup fuzzy, e.g (Kandasamy, W.

B. Vasantha., 2003))

Misalkan Ãmerupakan subgrup fuzzy dalam grupG, serta a, b ∈ G.

Dinyatakan bahwa aÃb = {(x, (aAb)(x)) | x ∈ G}, yang dimana,

(aAb)(x) terdefinisi (aAb)(x) = A(a−1xb−1).

Pernyataan tersebut menyatakan bentuk koset tengah dalam

subgrup fuzzy terhadap grup G.

Contoh 2.6.6 Misalkan Z4 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄} merupakan sebuah grup

dengan operasi penjumlahan modulo 4 (Z4,+4). Dibentuk sebuah

himpunan fuzzy Ã pada Z4 sebagai berikut

Ã = {(0, 1), (1, 0.7), (2, 0.8), (3, 0.7)} ,

di mana Ã merupakan sebuah subgrup fuzzy atas Z4.

Diberikan bahwa a = 1̄ serta b = 2̄. Perhatikan bahwa

(1̄A2̄)(0̄) = A(1̄−1 +4 0̄ +4 2̄
−1)

= A(3̄ +4 0̄ +4 2̄)
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= A(1̄)

= 0.7,

(1̄A2̄)(1̄) = A(1̄−1 +4 1̄ +4 2̄
−1)

= A(3̄ +4 1̄ +4 2̄)

= A(2̄)

= 0.8,

(1̄A2̄)(2̄) = A(1̄−1 +4 2̄ +4 2̄
−1)

= A(3̄ +4 2̄ +4 2̄)

= A(3̄)

= 0.7,

(1̄A2̄)(3̄) = A(1̄−1 +4 3̄ +4 2̄
−1)

= A(3̄ +4 3̄ +4 2̄)

= A(0̄)

= 1.

Jadi, diperoleh

1̄Ã2̄ = {(0̄, 0.7) , (1̄, 0.8) , (2̄, 0.7) , (3̄, 1)} .

Definisi 2.6.7 Subgrup Fuzzy (λ, µ), e.g (Li, Y., Wang, X., & Yang,

L. 2013))

Misalkan G merupakan sebuah grup dengan elemen identitas e,

serta diberikan parameter λ dan µ yang memenuhi 0 ≤ λ < µ ≤ 1.

Suatu himpunan fuzzy Ã yang didefinisikan dalam grupG dikatakan
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sebagai subgrup fuzzy-(λ, µ) dari G apabila dua ketentuan berikut

terpenuhi untuk setiap elemen x dan y ∈ G memenuhi

1. A(xy) ∨ λ ≥ A(x) ∧A(y) ∧ µ, dan

2. A(x−1) ∨ λ ≥ A(x) ∧ µ.

Contoh 2.6.8 Misalkan Z4 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄} merupakan sebuah grup

dengan operasi penjumlahan modulo 4 (Z4,+4). Dibentuk sebuah

himpunan fuzzy Ã pada Z4 sebagai berikut

Ã = {(0, 1), (1, 0.7), (2, 0.8), (3, 0.7)} ,

di mana Ã merupakan sebuah subgrup fuzzy (0.4, 1) atas Z4.

Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap x, y ∈ Z4 berlaku

1. A (xy) ∨ λ ≥ A (x) ∧A (y) ∧ µ.

Dibawah ini akan dijelaskan perhitungan untuk

masing-masing nilai x, y ∈ Z4 sebagai berikut
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Tabel 2.2. Verifikasi Syarat Pertama Subgrup Fuzzy-(λ, µ) pada
(Z4,+4)

x y A(x+4 y) ∨ λ A(x) ∧A(y) ∧ µ A(xy) ≥ A(x) ∧A(y) ∧ µ

0̄ 0̄ 1 ∨ 0,4 = 1 1 ∧ 1 ∧ 1 = 1 1 ≥ 1

0̄ 1̄ 0,7 ∨ 0,4 = 0,7 1 ∧ 0,7 ∧ 1 = 0,7 0,7 ≥ 0,7

0̄ 2̄ 0,8 ∨ 0,4 = 0,8 1 ∧ 0,8 ∧ 1 = 0,8 0,8 ≥ 0,8

0̄ 3̄ 0,7 ∨ 0,4 = 0,7 1 ∧ 0,7 ∧ 1 = 0,7 0,7 ≥ 0,7

1̄ 0̄ 0,7 ∨ 0,4 = 0,7 0,7 ∧ 1 ∧ 1 = 0,7 0,7 ≥ 0,7

1̄ 1̄ 0,8 ∨ 0,4 = 0,8 0,7 ∧ 0,7 ∧ 1 = 0,7 0,8 ≥ 0,7

1̄ 2̄ 0,7 ∨ 0,4 = 0,7 0,7 ∧ 0,8 ∧ 1 = 0,7 0,7 ≥ 0,7

1̄ 3̄ 1 ∨ 0,4 = 1 0,7 ∧ 0,7 ∧ 1 = 0,7 1 ≥ 0,7

2̄ 0̄ 0,8 ∨ 0,4 = 0,8 0,8 ∧ 1 ∧ 1 = 0,8 0,8 ≥ 0,8

2̄ 1̄ 0,7 ∨ 0,4 = 0,7 0,8 ∧ 0,7 ∧ 1 = 0,7 0,7 ≥ 0,7

2̄ 2̄ 1 ∨ 0,4 = 1 0,8 ∧ 0,8 ∧ 1 = 0,8 1 ≥ 0,8

2̄ 3̄ 0,7 ∨ 0,4 = 0,7 0,8 ∧ 0,7 ∧ 1 = 0,7 0,7 ≥ 0,7

3̄ 0̄ 0,7 ∨ 0,4 = 0,7 0,7 ∧ 1 ∧ 1 = 0,7 0,7 ≥ 0,7

3̄ 1̄ 1 ∨ 0,4 = 1 0,7 ∧ 0,7 ∧ 1 = 0,7 1 ≥ 0,7

3̄ 2̄ 0,7 ∨ 0,4 = 0,7 0,7 ∧ 0,8 ∧ 1 = 0,7 0,7 ≥ 0,7

3̄ 3̄ 0,8 ∨ 0,4 = 0,8 0,7 ∧ 0,7 ∧ 1 = 0,7 0,8 ≥ 0,7
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Berdasarkan uraian di atas, terbukti bahwa syarat pertama

berlaku untuk setiap elemen x dan y dalam Z4.

2. A
(
x−1

)
∨ λ ≥ A (x) ∧ µ

Diketahui Adapun invers dari masing-masing elemen dalam

Z4 adalah sebagai berikut

A(0̄−1) = A(0̄) = 1 ≥ 1 = A(0̄),

A(1̄−1) = A(3̄) = 0.7 ≥ 0.7 = A(1̄),

A(2̄−1) = A(2̄) = 0.8 ≥ 0.8 = A(2̄),

A(3̄−1) = A(1̄) = 0.7 ≥ 0.7 = A(3̄).

Karena untuk setiap elemen x, y ∈ Z4, berlaku bahwa

A(x−1) = A(x), maka langkah pembuktian syarat kedua

dapat disusun sebagai berikut.

a. Perhitungan pada sisi kiri :

A
(
0̄−1

)
∨ λ = A(0̄) ∨ λ = 1 ∨ 0.4 = 1.

Perhitungan pada sisi kanan :

A(0̄) ∧ µ = 1 ∧ 1 = 1.

Diperoleh, A(0̄) ∨ λ ≥ A(0̄) ∧ µ
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b. Perhitungan pada sisi kiri :

A
(
1̄−1

)
∨ λ = A(3̄) ∨ λ = 0.7 ∨ 0.4 = 0.7.

Perhitungan pada sisi kanan :

A(1̄) ∧ µ = 0.7 ∧ 1 = 0.7.

Diperoleh, A(1̄−1) ∨ λ ≥ A(1̄) ∧ µ

c. Perhitungan pada sisi kiri :

A
(
2̄−1

)
∨ λ = A (2) ∨ λ = 0.8 ∨ 0.4 = 0.8.

Perhitungan pada sisi kanan :

A(2) ∧ µ = 0.8 ∧ 1 = 0.8.

Diperoleh, A(2̄−1) ∨ λ ≥ A(2̄) ∧ µ

d. Perhitungan pada sisi kiri :

A
(
3̄−1

)
∨ λ = A (1̄) ∨ λ = 0.7 ∨ 0.4 = 0.7.

Perhitungan pada sisi kanan :

A(3̄) ∧ µ = 0.7 ∧ 1 = 0.7

Diperoleh, A(3̄−1) ∨ λ ≥ A(3̄) ∧ µ.

Dengan kata lain, untuk setiap elemen x dalam Z4, syarat

subgrup fuzzy (λ, µ) untuk A(x−1)∨λ ≥ A(x)∧µ terpenuhi.
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Dengan demikian, himpunan fuzzy Ã adalah subgrup

fuzzy-(λ, µ) pada Z4.

G. Himpunan level subset fuzzy A

Definisi 2.7.1 (Himpunan level, e.g (Li, Y., Wang, X., & Yang, L.

2013))

Misalkan terdapat himpunan fuzzy Ã dalam grup G, serta nilai α

berada dalam rentang [0, 1]. Maka, himpunan yang didefinisikan

sebagai Ãα = {x ∈ G | A(x) ≥ α} disebut sebagai himpunan

level α dari Ã.

Contoh 2.7.2 Misalkan Z4 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄} merupakan sebuah grup

yang dibentuk dengan operasi penjumlahan modulo 4 (Z4,+4).

Dibentuk sebuah himpunan fuzzy Ã pada Z4 sebagai berikut

Ã = {(0, 1), (1, 0.7), (2, 0.8), (3, 0.7)} ,

dengan α = 0.5.

Dengan demikian, berdasarkan definisi, diperoleh bahwa Ãα =

{0̄, 1̄, 3̄}
Ãα memiliki sifat-sifat sebagai berikut, yang dijelaskan melalui

proposisi berikut:

Proposisi 2.7.3 (e.g (Li, Y., Wang, X., & Yang, L. 2013))

Suatu himpunan fuzzy Ã atas grup G dikatakan sebagai subgrup

fuzzy jika dan hanya jika setiap Ãα ̸= ∅ merupakan subgrup dari G

untuk setiap α ∈ (0, 1].
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Bukti.

(⇒) Diketahui bahwa Ã adalah suatu subgrup fuzzy. Akan

ditunjukkan bahwa Ãα ̸= ∅ merupakan subgrup dari G untuk

setiap α ∈ (0, 1].

Ambil sembarang α ∈ (0, 1] dan x, y ∈ Aα. Berdasarkan Definisi

2.7.1, diperoleh bahwa A(x) ≥ α dan A(y) ≥ α. Oleh karena itu,

xy ∈ Ãα, sehingga memenuhi syarat pertama subgrup fuzzy.

Terdapat elemen x ∈ Ãα, sehingga berlaku A(x−1) ≥ A(x) ≥ α.

Dengan demikian, x−1 ∈ Ãα.

Karena terdapat elemen invers, syarat kedua subgrup telah

terpenuhi. Berdasarkan pembuktian yang telah dilakukan, dapat

disimpulkan bahwa Ãα ̸= ∅ merupakan subgrup dari G untuk

setiap α ∈ (0, 1].

(⇐) Diketahui bahwa Ãα ̸= ∅merupakan subgrup untuk setiap

α ∈ (0, 1]. Akan ditunjukkan bahwa Ã merupakan subgrup fuzzy.

Ambil sembarang x, y ∈ G. Berdasarkan Definisi 2.7.1,

diperoleh bahwa A(x) ≥ α dan A(y) ≥ α. Karena Ãα merupakan

subgrup, berlaku bahwa xy ∈ Ãα, yang berarti bahwa A(xy) ≥ α.

Dengan α ∈ (0, 1] , syarat pertama subgrup fuzzy telah terpenuhi.

Misalkan, A(x) = α. Dengan x ∈ Ãα serta Ãα merupakan

subgrup, terdapat sebuah elemen invers x yaitu x−1, sehingga

x−1 ∈ Ãα. Oleh karena itu,

A(x−1) ≥ α

⇔ A(x−1) ≥ A(x).

Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa Ã adalah sebuah

subgrup fuzzy. Melalui pembuktian dua arah, dapat dikatakan
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bahwa suatu himpunan fuzzy Ã dalam grup G disebut sebagai

subgrup fuzzy jika dan hanya jika setiap potongan tingkat

keanggotaan Ãα ̸= ∅ membentuk subgrup dari G untuk semua

α ∈ (0, 1].

■

Proposisi 2.7.4 (e.g (Li, Y., Wang, X., & Yang, L. 2013))

Jika Ã merupakan subgrup fuzzy-(λ, µ) dari G, maka untuk setiap

x ∈ G berlaku A(e) ∨ λ ≥ A(x) ∧ µ.

Bukti.

Diketahui bahwa Ã merupakan subgrup fuzzy-(λ, µ) dari G.

Berdasarkan Definisi subgrup fuzzy (λ, µ) , diperoleh untuk

sembarang x ∈ G. Misalkan

y = x−1.

Diperoleh persamaan

A(y) ∨ λ ≥ A(x) ∧ µ Persamaan 1.

A(x) ∨ λ ≥ A(y) ∧ µ Persamaan 2.

Dengan merujuk pada kedua persamaan tersebut, dapat

diidentifikasi 3 kasus berikut ini :

1. Kasus 1

A(y) ≥ A(x),

A(x) ≥ A(y),

A(x) = A(x−1).
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Dari kasus 1, didapatkan

A(xy) ∨ λ ≥ A(x) ∧A(y) ∧ µ

⇒ A(xx−1) ∨ λ ≥ A(x) ∧A(x−1) ∧ µ

⇒ A(e) ∨ λ ≥ A(x) ∧ µ

2. Kasus 2

A(x) ≥ µ, ∀x ∈ G.

Dari kasus 2, didapatkan

A(x) ∧ µ = µ.

Sehingga, A(e) ≥ µ

⇒ A(e) ∨ λ ≥ µ

⇒ A(e) ∨ λ ≥ A(x) ∧ µ

3. Kasus 3

A(x) ≤ λ,∀x ∈ G.

Dari kasus 3, didapatkan

A(e)∨ = λ.

Sehingga, A(x) ≤ λ

A(x) ∧ µ ≤ λ
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A(x) ∧ µ ≤ λ ∨A(e)

atau

A(e) ∨ λ ≥ A(x) ∧ µ

Oleh karena itu, untuk setiap elemen x ∈ G, berlaku A(e) ∨ λ ≥
A(x) ∧ µ. Dengan demikian, pernyataan tersebut terbukti.

■

Akibat 2.7.5 (e.g (Li, Y., Wang, X., & Yang, L. 2013))

Misalkan Ãmerupakan subgrup fuzzyG, terpenuhi 3 kondisi berikut

1. Jika A(x) ≥ µ untuk suatu x ∈ G, maka A(e) ≥ µ

2. Jika A(x) < µ untuk setiap x ∈ G dan H =

{x|λ < A(x) < µ} ≠ ∅, maka A(e) = max {A(x)|x ∈ G}.

3. Jika A(e) ≤ λ, maka A(x) ≤ λ untuk setiap x ∈ G.

Bukti.

1. Asumsikan A(x) ≥ µ untuk suatu x ∈ G. Berdasarkan

proposisi 2.7.4 dan definisi subgrup fuzzy (λ, µ), diperoleh

A(e) ∨ λ ≥ µ dan A(e) ≥ µ. Dengan demikian, A(e) ≥ µ.

2. Asumsikan A(x) < µ untuk setiap x ∈ G dan H =

{x|λ < A(x) < µ} ≠ ∅. Akan ditunjukkan bahwa A(x) ≤
A(e) sehingga memiliki kasus yaitu ketika x ∈ H dan x /∈ H .

a. Ketika x ∈ H , berlaku λ < A(x) < µ. Berdasarkan

proposisi 2.7.4, diperolehA(e) ≥ A(x)untuk setiapx ∈
G. Dengan demikian, A(e) > λ.
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b. Ketika elemen x /∈ H , berlaku A(x) < µ. Berdasarkan

proposisi 2.7.4, diperoleh A(e) ≥ A(x).

Mengacu pada dua kondisi yang telah dianalisis sebelumnya,

diperoleh bahwa A(x) ≤ A(e). Dengan demikian,

A(e) merupakan nilai maksimum dari A(x), atau A(e) =

max{A(x) | x ∈ G}.

3. Asumsikan A(e) ≤ λ. Berdasarkan proposisi 2.7.4, dan

syarat 0 ≤ λ < µ ≤ 1, diperoleh A(e) ≤ A(x). Dengan

demikian, A(x) ≤ λ.

Berdasarkan 3 kasus tersebut, dapat disimpulkan dalam akibat

2.7.5, bahwa A(e) merupakan nilai derajat keanggotaan yang

terbesar. ■

Proposisi 2.7.6 (e.g (Li, Y., Wang, X., & Yang, L. 2013))

Misalkan Ã merupakan suatu himpunan fuzzy-(λ, µ) pada grup G.

Maka, Ã disebut sebagai subgrup fuzzy-(λ, µ) dari G jika dan hanya

jika setiap Ãα ̸= ∅ merupakan subgrup dari G untuk setiap α ∈
(λ, µ).

Bukti.

⇒ Jika Ã adalah subgrup fuzzy-(λ, µ)maka Ãα ̸= ∅ adalah subgrup

untuk setiap α ∈ (λ, µ].

Ambil sembarang x, y ∈ Aα. Berdasarkan Definisi 2.7.1,

diperoleh bahwa A(x) ≥ α dan A(y) ≥ α. Dengan begitu,

A(xy) ∨ λ ≥ A(x) ∧ A(y) ∧ µ ≥ α. Karena a ∈ (λ, µ), diperoleh

bahwa A(xy) ≥ α, sedemikian sehingga x, y ∈ Ãα, yang berarti

terbukti tertutup.
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Terdapat elemen x ∈ Ãα, maka berlaku A(x) ≥ α.

Berdasarkan definisi subgrup fuzzy-(λ, µ), diperoleh A(x−1)∨λ ≥
A(x) ∧ µ ≥ α ∧ µ. Karena a ∈ (λ, µ] maka A(x−1) ≥ α, yang

berarti bahwax−1 ∈ Ãα. Diketahui bahwa elemenxdanx−1 ∈ Ãα,

sedemikian sehingga A(xx−1) ∨ λ ≥ A(x) ∧ A(x−1) ∧ µ ≥ α.

Karena α ∈ (λ, µ], berlaku A(e) ≥ α, yang berarti bahwa e ∈ Ãα.

Terbukti Ãα ̸= ∅ adalah subgrup untuk semua α ∈ (λ, µ].

⇐ Jika Ãα ̸= ∅ adalah subgrup untuk setiap α ∈ (λ, µ] maka Ã

adalah subgrup fuzzy-(λ, µ).

Misalkan x, y ∈ G dan α = min{A(x), A(y), µ}. Berdasarkan

Definisi 2.7.1, diperoleh bahwa A(x) ≥ Aα dan A(y) ≥ α. Karena

Ãα adalah subgrup, berlakuxy ∈ Aα, sehinggaA(xy) ≥ α. Artinya,

A(xy) ≥ A(x) ∧A(y) ∧ µ.

Dengan demikian, diperoleh

A(xy) ∨ λ ≥ A(x) ∧A(y) ∧ µ = A(x) ∧A(y) ∧ µ,

sehingga syarat pertama subgrup fuzzy -(λ, µ) terpenuhi.

Selanjutnya, karena Ãα adalah subgrup, terdapat x−1 ∈ Aα,

sehingga A(x−1) ≥ α. Dengan demikian

A(x−1) ∨ λ ≥ α = A(x) ∧ µ.

Syarat kedua telah terpenuhi. Dengan demikian, terbukti bahwa Ã

adalah subgrup fuzzy-(λ, µ). ■
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Proposisi 2.7.7 (e.g (Li, Y., Wang, X., & Yang, L. 2013))

Misalkan Ã adalah subgrup fuzzy (λ, µ) dari G, serta x ∈ G. Maka

terdapat beberapa kondisi berikut:

1. Jika A(x) ≥ µ maka A(x−1) ≥ µ.

2. Jika λ < A(x) < µ maka A(x−1) = µ

3. Jika A(x) ≤ λ maka A(x−1) ≤ λ

Bukti.

Berdasarkan proposisi 2.7.6, Ã adalah subgrup fuzzy (λ, µ) dari G

dengan Ãα ̸= ∅ adalah subgrup dari G untuk setiap α ∈ (λ, µ).

1. Asumsikan bahwa A(x) ≥ µ, diperoleh x ∈ Aµ . Karena Aµ

adalah subgrup dari G, terdapat elemen x−1, sehingga x−1 ∈
Ãµ. Dengan demikian, diperoleh bahwa A(x−1) ≥ µ.

2. Asumsikan bahwa λ < A(x) < µ sehingga A(x) ∨ λ = A(x).

Dalam grup, setiap elemen memiliki invers dan berdasarkan

definisi subgrup fuzzy (λ, µ) dari G, berlaku A(x) ≥ A(x−1).

Terdapat x ∈ ÃA(x) dengan ÃA(x) merupakan subgrup G,

dimiliki x−1 ∈ ÃA(x) dan disimpulkan bahwa A(x−1) =

A(x).

3. Asumsikan bahwa A(x−1) > λ. Misalkan α0 = min{
A(x−1), µ

}
.

Dari asumsi tersebut, berlaku λ < α0 ≤ µ dan A(x−1) ≥
α0 sehingga x−1 ∈ Aα0 . Berdasarkan proposisi 2.7.6,

Aα0 merupakan subgrup G, sehingga terdapat x ∈ Aα0 .

Didapatkan A(x) ≥ α0 > λ, dimana kontradiksi dengan

pernyataan A(x) ≤ λ sehingga berlaku A(x−1) ≤ λ.
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Dari ketiga kondisi di atas, dapat disimpulkan bahwa A(x) =

A(x−1). ■

Proposisi 2.7.8 (e.g (Li, Y., Wang, X., & Yang, L. 2013))

Misalkan Ã adalah subgrup fuzzy (λ, µ) dari G dan x, y ∈ G.

Berlaku beberapa kondisi berikut:

1. Jika A(x) ≥ µ dan A(y) ≥ µ, maka A(xy) ≥ µ.

2. Jika λ < A(x) < µ, A(x) < A(y), maka A(xy) = A(x) =

A(yx).

3. Jika A(x) ≤ λ, A(y) > λ maka A(xy) ≤ λ dan A(yx) ≤ λ.

Bukti.

Berdasarkan proposisi 2.7.6, Ã adalah subgrup fuzzy (λ, µ) dari G

dengan Ãα ̸= ∅ adalah subgrup dari G untuk setiap α ∈ (λ, µ).

1. Berdasarkan definisi 2.7.1 dan asumsi bahwa A(x) ≥ µ serta

A(y) ≥ µ, diperoleh elemenxdan y ∈ Aµ. Karena,Aµ adalah

subgrup, pengoperasian xy menghasilkan elemen Aµ. Oleh

karena itu, A(xy) ≥ µ.

2. Misalkan A(x) = α, A(y) = β, A(xy) = γ, maka λ < α < µ

dan α < β. Akan ditunjukkan γ = α. Berdasarkan

pernyataan λ < A(x) < A(y) dan A(x) = α, maka A(y) ≥ α

, yang memiliki arti bahwa x, y ∈ Ãα. Dengan Ãα adalah

subgrup dari G (berdasarkan proposisi 2.7.6) dan x, y ∈ Ãα,

maka dapat disimpulkan bahwa A(xy) ≥ α atau γ ≥ α.

Asumsi bahwa γ ≥ α terjadi kontradiksi. Misalkan α0 =

min {γ, β, µ} berlaku α0 ≤ γ, α0 ≤ β, α0 ≤ µ, dan α0 > λ.

Dengan γ = A(xy) dan β = A(y), diperoleh A(xy) ≥ α0
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dan A(y) ≥ α0 sedemikian hingga x, y ∈ Aα0 . Berdasarkan

proposisi 2.7.6,Aα0 adalah subgrup G , sehingga memenuhi

syarat tertutup dan memiliki invers. Karena xy ∈ Aα0 dan

y ∈ Aα0 , diperoleh xy.y−1 ∈ Aα0 = x ∈ Aα0 . Dari langkah

sebelumnya, x ∈ Aα0 maka A(x) ≥ α0 > α. Hal tersebut

bertentangan dengan asumsi awal dimana A(x) = α.

Dengan demikian, diperoleh γ = α, sedemikian sehingga

A(xy) = A(x) atau A(yx) = A(x).

3. Diketahui bahwa A(x) ≤ λ, asumsikan A(xy) > λ yang

bertentangan dengan kondisi yang ada. Berdasarkan definisi

α0 = min(A(xy), A(y), µ , maka berlaku α0 > λ dan α0 ≤ µ.

Oleh karena itu, λ < α0 ≤ µ dan xy, y ∈ Aα0 . Berdasarkan

proposisi 2.7.6,Aα0 adalah subgrup dari G , maka berlaku

(xy)y−1 ∈ Aα0 = x ∈ Aα0 dengan arti bahwa A(x) ≥
α0. Karena α0 > λ maka A(x) ≥ α0 > λ yang dimana

bertentangan

dengan kondisi A(x) ≤ λ. Sehingga asumsi A(xy) > λ salah,

maka A(xy) ≤ λ. Begitupun terhadap pembuktian A(yx) ≤
λ, x = y−1(yx) ∈ Ãα sehingga A(x) ≥ α0 > λ, kontradiksi

dengan A(x) ≤ λ. Asumsi A(yx) > λ salah dan diperoleh

A(yx) ≤ λ.

■
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H. Koset Kiri dan Kanan pada Subgrup fuzzy-(λ, µ)

Definisi 2.8.1 ((Koset kiri dan kanan subgrup fuzzy (λ, µ),e.g

(Li, Y., Wang, X., & Yang, L. 2013))

Misalkan (G, ◦)merupakan grup dan Ã adalah Subgrup fuzzy-(λ, µ)

dari G,serta a ∈ G. Didefinisikan operasi himpunan fuzzy dengan

elemen a yaitu a◦Ã dan Ã◦a dariG,masing-masing sebagai berikut

• (a ◦A)(x) = (A(a−1 ◦ x) ∨ λ) ∧ µ, ∀x ∈ G,

• (A ◦ a)(x) = (A(x ◦ a−1) ∨ λ) ∧ µ, ∀x ∈ G.

Dimana a ◦ Ã dikatakan sebagai koset kiri dari Ã dan Ã ◦ a

dikatakan sebagai koset kanan dari Ã.

Contoh 2.8.2 Misalkan Z4 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄} merupakan sebuah grup

dengan operasi penjumlahan modulo 4 (Z4,+4). Dibentuk sebuah

himpunan fuzzy Ã pada Z4 sebagai berikut

Ã = {(0, 1), (1, 0.7), (2, 0.8), (3, 0.7)} ,

di mana Ã merupakan sebuah subgrup fuzzy (0.4, 1) atas Z4.

Diberikan bahwa a = 1̄. Perhatikan bahwa

(1̄ ◦A)(0̄) = (A(1̄−1 +4 0̄) ∨ 0.4) ∧ 1

= (A(3̄) ∨ 0.4) ∧ 1

= (0.7 ∨ 0.4) ∧ 1

= 0.7,

(1̄ ◦A)(1̄) = (A(1̄−1 +4 1̄) ∨ 0.4) ∧ 1
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= (A(0̄) ∨ 0.4) ∧ 1

= (1 ∨ 0.4) ∧ 1

= 1,

(1̄ ◦A)(2̄) = (A(1̄−1 +4 2̄) ∨ 0.4) ∧ 1

= (A(1̄) ∨ 0.4) ∧ 1

= (0.7 ∨ 0.4) ∧ 1

= 0.7,

(1̄ ◦A)(3̄) = (A(1̄−1 +4 3̄) ∨ 0.4) ∧ 1

= (A(2̄) ∨ 0.4) ∧ 1

= (0.8 ∨ 0.4) ∧ 1

= 0.8.

Jadi, 1̄ ◦ Ã = {(0̄, 0.7) , (1̄, 1) , (2̄, 0.7) , (3̄, 0.8)}.

Misalkan a = 1̄. Perhatikan bahwa

(A ◦ 1̄)(0̄) = (0̄ +4 A(1̄−1) ∨ 0.4) ∧ 1

= (A(3̄) ∨ 0.4) ∧ 1

= (0.7 ∨ 0.4) ∧ 1

= 0.7,

(A ◦ 1̄)(1̄) = (1̄ +4 A(1̄−1) ∨ 0.4) ∧ 1

= (A(0̄) ∨ 0.4) ∧ 1
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= (1 ∨ 0.4) ∧ 1

= 1,

(A ◦ 1̄)(2̄) = (2̄ +4 A(1̄−1) ∨ 0.4) ∧ 1

= (A(1̄) ∨ 0.4) ∧ 1

= (0.7 ∨ 0.4) ∧ 1

= 0.7,

(A ◦ 1̄)(3̄) = (0̄ +4 A(1̄−1) ∨ 0.4) ∧ 1

= (A(2̄) ∨ 0.4) ∧ 1

= (0.8 ∨ 0.4) ∧ 1

= 0.8.

Jadi, Ã ◦ 1̄ = {(0̄, 0.7) , (1̄, 1) , (2̄, 0.7) , (3̄, 0.8)}.



BAB III

Hasil dan Pembahasan

A. Sifat koset kiri dan koset kanan pada subgrup fuzzy-(λ, µ)

dari G.

Berikut diberikan proposisi terkait koset kiri dan koset kanan

pada subgrup fuzzy-(λ, µ) dari G.

Proposisi 3.1.1 (e.g (Li, Y., Wang, X., & Yang, L. 2013))

Misalkan Ã dan B̃ merupakan subgrup fuzzy-(λ, µ) atas G, serta

a, b ∈G. Diperoleh

1. a ◦
(
b ◦ Ã

)
= (ab) ◦ Ã,

2.
(
Ã ◦ a

)
◦ b = Ã ◦ (ab).

Bukti.

1. Akan dibuktikan bahwa a ◦
(
b ◦ Ã

)
= (ab) ◦ Ã, diketahui

(ab) ◦ Ã = {(x, ((ab) ◦A)(x)|x ∈ G}

dengan definisi bahwa ((ab) ◦A)(x) = (A (ab)−1)x ∨ λ) ∧ µ.

Misalkan x ∈ G dan berdasarkan Definisi 2.8.1, diperoleh

bahwa

(a ◦ (b ◦A))(x) = ((b ◦A)(a−1x) ∨ λ) ∧ µ

= (A(b−1a−1x) ∨ λ) ∧ µ

40
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= (A((ab)−1x) ∨ λ) ∧ µ.

Berdasarkan hasil tersebut, dapat dibuktikan bahwa a ◦ (b ◦
Ã) = (ab) ◦ Ã .

2. Akan dibuktikan bahwa
(
Ã ◦ a

)
◦ b = Ã ◦ (ab), diketahui

Ã ◦ (ab) = {(x, (A ◦ (ab))(x)|x ∈ G}

dengan definisi bahwa (A◦(ab))(x) = {(A (x(ab)−1)∨λ)∧µ.

Misalkan x ∈ G dan berdasarkan Definisi 2.8.1, diperoleh

bahwa

((A ◦ a) ◦ b)(x) = ((A ◦ a)(xb−1) ∨ λ) ∧ µ

= (A(xb−1)(a−1) ∨ λ) ∧ µ

= (A(x(ab)−1) ∨ λ) ∧ µ.

Berdasarkan hasil tersebut, dapat dibuktikan bahwa(
Ã ◦ a

)
◦ b = Ã ◦ (ab)

■

Proposisi 3.1.2 (Li, Y., Wang, X., & Yang, L. 2013)

Misalkan Ã dan B̃ merupakan subgrup fuzzy-(λ, µ)G dan a, b ∈ G.

Pernyataan berikut ekuivalen :

a. b ◦ B̃ = a ◦ Ã

b. (a−1b) ◦B = e ◦ Ã

c. (b−1) ◦ Ã = e ◦ B̃
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Bukti.

1. Untuk pernyataan a ke pernyataan b, akan dibuktikan bahwa

jika b ◦ B̃ = a ◦ Ã, maka (a−1b) ◦B = e ◦ Ã. Diketahui

b ◦ Ã = {(x, (b ◦B)(x)|x ∈ G)} ,

a ◦ Ã = {(x, (a ◦A)(x)|x ∈ G)} , berlaku

b ◦ Ã = a ◦ Ã,

dengan definisi bahwa (b ◦ B)(x) = (B(b−1x) ∨ λ) ∧ µ dan

(a ◦A)(x) = (A(a−1x) ∨ λ) ∧ µ.

Berdasarkan Definisi koset 2.8.1, didefinisikan

(a−1b) ◦ B̃ = {(x, ((a−1b) ◦B)(x))|x ∈ G},

e ◦ Ã = {(x, (e ◦A)(x))|x ∈ G},

dengan ((a−1b) ◦B)(x) = (B(b−1ax) ∨ λ) ∧ µ dan

(e ◦A)(x) = (A(x) ∨ λ) ∧ µ.

Ambil sembarang x ∈ G,

diperoleh bahwa

(B(b−1(ax) ∨ λ) ∧ µ)

= (A(a−1(ax) ∨ λ) ∧ µ)

= (A(x) ∨ λ) ∧ µ).

Dengan asumsi bahwa b◦B̃ = a◦Ã, dapat disimpulkan bahwa

(a−1b) ◦B = e ◦ Ã.
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2. Untuk pernyataan b ke pernyataan c, akan dibuktikan bahwa

jika (a−1b) ◦B = e ◦ Ã, maka
(
b−1a

)
◦ Ã = e ◦ B̃ . Diketahui

(a−1b) ◦ B̃ = {(x, ((a−1b) ◦B)(x))|x ∈ G},

e ◦ Ã = {(x, (e ◦A)(x))|x ∈ G}, berlaku(
a−1b

)
◦ B̃ = e ◦ Ã,

dengan definisi bahwa ((a−1b)◦B)(x) = (B(b−1ax)∨λ)∧µ

dan

(e ◦A)(x) = (A(x) ∨ λ) ∧ µ.

Berdasarkan Definisi Koset 2.8.1, didefinisikan

(
b−1a

)
◦ Ã = {(x, (

(
b−1a

)
◦A)(x))|x ∈ G},

e ◦ B̃ = {(x, ((e ◦B))(x))|x ∈ G},

dengan
(
(b−1a

)
◦A)(x) = (A(a−1bx) ∨ λ) ∧ µ dan

(e ◦B)(x) = (B(x) ∨ λ) ∧ µ.

Ambil sembarang x ϵ G,

diperoleh bahwa

(A(a−1bx) ∨ λ) ∧ µ

= (B(b−1a)(a−1bx) ∨ λ) ∧ µ

= (B(x) ∨ λ) ∧ µ.

Dengan asumsi bahwa (a−1b)◦B = e◦ Ã, dapat disimpulkan

bahwa
(
b−1a

)
◦ Ã = e ◦ B̃ .
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3. Untuk pernyataan c ke pernyataan a, akan dibuktikan bahwa

jika
(
b−1a

)
◦ Ã = e ◦ B̃ maka b ◦ B̃ = a ◦ Ã. Diketahui

(
b−1a

)
◦ Ã = {(x, (

(
b−1a

)
◦A)(x))|x ∈ G},

e ◦ B̃ = {(x, (e ◦B)(x))|x ∈ G}, berlaku

e ◦ B̃ =
(
b−1a

)
◦ Ã,

dengan definisi bahwa
(
(b−1a

)
◦A)(x) = (A(a−1bx)∨λ)∧µ

dan

(e ◦B)(x) = (B(x) ∨ λ) ∧ µ.

Berdasarkan Definisi Koset 2.8.1, didefinisikan

b ◦ B̃ = {(x, (b ◦B)(x)|x ∈ G)} ,

a ◦ Ã = {(x, (a ◦A)(x)|x ∈ G)} ,

dengan (b ◦B)(x) = (B(b−1x) ∨ λ) ∧ µ dan

(a ◦A)(x) = (A(a−1x) ∨ λ) ∧ µ.

Ambil sembarang x ϵ G, diperoleh bahwa

(B(b−1a)x ∨ λ) ∧ µ

= (A(b−1a)(a−1bx) ∨ λ) ∧ µ

= (A(x) ∨ λ) ∧ µ.

Dengan asumsi bahwa
(
b−1a

)
◦Ã = e◦B̃, dapat disimpulkan

bahwa b ◦ B̃ = a ◦ Ã.

■
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Proposisi 3.1.3 (e.g (Li, Y., Wang, X., & Yang, L. 2013))

Misalkan Ã dan B̃ merupakan subgrup fuzzy-(λ, µ)G dan a, b ϵ G.

Pernyataan berikut ekuivalen :

a. Ã ◦ a = B̃ ◦ b

b. B̃ ◦
(
ba−1

)
= Ã ◦ e

c. Ã ◦
(
ab−1

)
= B̃ ◦ e

Bukti.

1. Untuk pernyataan a ke pernyataan b, akan dibuktikan bahwa

jika B̃ ◦ b = Ã ◦ a maka B̃ ◦
(
ba−1

)
= Ã ◦ e. Diketahui

Ã ◦ a = {(x, (A ◦ a)(x))|x ∈ G},

B̃ ◦ b = {(x, (B ◦ b)(x))|x ∈ G}, berlaku

B̃ ◦ b = Ã ◦ a,

dengan definisi bahwa (A ◦ a)(x) = (A(xa−1) ∨ λ) ∧ µ dan

(B ◦ b)(x) = (B(xb−1) ∨ λ) ∧ µ.

Berdasarkan Definisi Koset 2.8.1, didefinisikan

Ã ◦ e = {(x, (A ◦ e)(x))|x ∈ G},

B̃ ◦ (ba−1) = {(x, (B ◦ (ba−1)(x))|x ∈ G},

dengan (A ◦ e)(x) = (A(x) ∨ λ) ∧ µ dan

(B ◦ (ba−1)(x) = (B(xa)b−1) ∨ λ) ∧ µ.

Ambil sembarang x ∈ G,
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diperoleh bahwa

(B(xa)b−1) ∨ λ) ∧ µ

= (A(xa−1)a−1 ∨ λ) ∧ µ)

= (A(x) ∨ λ) ∧ µ).

Dengan asumsi bahwa B̃◦b = Ã◦a, dapat disimpulkan bahwa

B̃ ◦
(
ba−1

)
= Ã ◦ e.

2. Untuk pernyataan b ke pernyataan c, akan dibuktikan bahwa

jika B̃ ◦
(
ba−1

)
= Ã ◦ e maka Ã ◦ (ab−1) = B̃ ◦ e. Diketahui

B̃ ◦ (ba−1) = {(x, (B ◦ (ba−1)(x))|x ∈ G},

Ã ◦ e = {(x, (A ◦ e)(x))|x ∈ G}, berlaku

Ã ◦ e = B̃ ◦
(
ba−1

)
,

dengan definisi bahwa (B ◦ (ba−1)(x) = (B(xa)b−1)∨λ)∧µ

dan (A ◦ e)(x) = (A(x) ∨ λ) ∧ µ.

Berdasarkan Definisi Koset 2.8.1, didefinisikan

Ã ◦ (ab−1) = {(x, (A ◦ (ab−1))(x))|x ∈ G},

B̃ ◦ e = {(x, (B ◦ e)(x))|x ∈ G},

dengan (A ◦ (ab−1)(x) = (A(xb)a−1) ∨ λ) ∧ µ dan

(B ◦ e)(x) = (B(x) ∨ λ) ∧ µ.

Ambil sembarang x ϵ G,

diperoleh bahwa

(A(xb)a−1) ∨ λ) ∧ µ
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= (B(xab−1)(b)a−1) ∨ λ) ∧ µ)

= (B(x) ∨ λ) ∧ µ.

Dengan asumsi bahwa B̃◦
(
ba−1

)
= Ã◦e, dapat disimpulkan

Ã ◦ (ab−1) = B̃ ◦ e terbukti.

3. Untuk pernyataan c ke pernyataan a, akan dibuktikan bahwa

jika Ã ◦ (ab−1) = B̃ ◦ e = maka B̃ ◦ b = Ã ◦ a. Diketahui

Ã ◦ (ab−1) = {(x, (A ◦ (ab−1))(x))|x ∈ G},

B̃ ◦ e = {(x, (B ◦ e)(x))|x ∈ G}, berlaku

Ã ◦ (ab−1) = B̃ ◦ e,

dengan definisi bahwa (A◦(ab−1))(x) = (A(xb)a−1)∨λ)∧µ

dan

(B ◦ e)(x) = (B(x) ∨ λ) ∧ µ.

Berdasarkan Definisi Koset 2.8.1, didefinisikan

B̃ ◦ b = {(x, (B ◦ b)(x))|x ∈ G},

Ã ◦ a = {(x, (A ◦ a)(x))|x ∈ G},

dengan (B ◦ b)(x) = (B(xb−1) ∨ λ) ∧ µ dan

(A ◦ a)(x) = (A(xa−1) ∨ λ) ∧ µ.

Ambil sembarang x ϵ G,

diperoleh bahwa

(B(xa)b−1) ∨ λ) ∧ µ

= (A(xb)a−1)(b−1) ∨ λ) ∧ µ)
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= (A(xa−1) ∨ λ) ∧ µ.

Dengan asumsi bahwa Ã ◦ (ab−1) = B̃ ◦ e ,maka dapat

disimpulkan bahwa B̃ ◦ b = Ã ◦ a.

■

Akibat 3.1.4 (e.g (Li, Y., Wang, X., & Yang, L. 2013))

Misalkan Ã merupakan subgrup fuzzy-(λ, µ)G, serta a, b ϵ G.

Diperoleh

1. a ◦ Ã = b ◦ Ã ⇔ e ◦A =
(
a−1b

)
◦ Ã ⇔

(
b−1

)
◦ Ã = e ◦ Ã

2. Ã ◦ a = Ã ◦ b ⇔ Ã ◦ e = Ã ◦
(
ba−1

)
⇔ Ã ◦

(
ab−1

)
= Ã ◦ e

Bukti. Dengan menggunakan Proposisi 3.1.2 dan Proposisi 3.1.3

dimana Ã = B̃, diperoleh bahwa pernyataan 1 dan 2 terpenuhi. ■

Proposisi 3.1.5 (e.g (Li, Y., Wang, X., & Yang, L. 2013))

Misalkan Ã adalah subgrup fuzzy-(λ, µ) dan x ϵ G, terdapat

beberapa kondisi berikut

1. Jika λ < A (x) < µ maka (e ◦A)(x) = A(x),

2. Jika A(x) ≥ µ maka (e ◦A)(x) = µ, dan

3. Jika A(x) ≤ λ maka (e ◦A)(x) = λ.

Bukti.

1. Diketahui bahwa elemen e−1 = e, sehingga diperoleh(
A
(
e−1x

)
∨ λ

)
∧ µ = (A (x) ∨ λ) ∧ µ. Asumsikan bahwa
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λ < A (x) < µ, sedemikian sehingga diperoleh

(e ◦A)(x) = (A (x) ∨ λ) ∧ µ

= A(x).

Berdasarkan penjelasan di atas , terbukti bahwa jika

λ < A (x) < µ, maka (e ◦A)(x) = A(x).

2. Asumsikan bahwa A(x) ≥ µ. Didefinisikan bahwa

(e ◦A)(x) = (A (x) ∨ λ) ∧ µ dengan syarat λ < µ. Diperoleh

bahwa (e ◦ A)(x) = (A (x) ∨ λ) ∧ µ = µ. Berdasarkan

penjelasan di atas , terbukti bahwa jika A(x) ≥ µ, maka

(e ◦A)(x) = µ.

3. Jika A(x) ≤ λ maka (e ◦A)(x) = λ

Asumsikan bahwa A(x) < λ. Didefinisikan bahwa

(e ◦A)(x) = (A (x) ∨ λ) ∧ µ dengan syarat λ < µ. Diperoleh

bahwa

(e ◦A)(x) = (A (x) ∨ λ) ∧ µ

= λ.

Berdasarkan penjelasan di atas, terbukti bahwa jika A(x) ≤
λ, maka (e ◦A)(x) = λ.

■
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Proposisi 3.1.6 (e.g (Li, Y., Wang, X., & Yang, L. 2013))

Misalkan Ã adalah subgrup fuzzy-(λ, µ) dari G. Hasil operasi e ◦ Ã
adalah Subgrup fuzzy-(λ, µ) dari G dan subgrup fuzzy.

Bukti.

Subgrup fuzzy-(λ, µ) memiliki subset Ãα, sehingga akan

dibuktikan terlebih dahulu bahwa Ãα =
(
e ◦ Ã

)
α

untuk semua α

ϵ (λ, µ) dengan menunjukkan dua asumsi berikut,

1. Ãα ⊆
(
e ◦ Ã

)
α

Misalkan dengan Ãα = {x ∈ G|A (x) ≥ α}. Berdasarkan

definisi (e◦A)(x) = {(A(x)∨λ)∧µ, ∀x ∈ G} dengan α > λ,

diperoleh (e ◦A)(x) = A (x) ∧ µ.

Karena A (x) ≥ α, berlaku bahwa (e ◦ A)(x) ≥ λ , yang

memiliki arti bahwa x ∈
(
e ◦ Ã

)
α

,sehingga Ãα ⊆ (e ◦A)α.

2.
(
e ◦ Ã

)
α
⊆ Ãα

Misalkan x ∈ (e ◦ Ã)α, berlaku bahwa (e ◦ A)(x) ≥ α.

Berdasarkan definisi (e ◦A)(x) = {(A(x)∨ λ)∧ µ, ∀x ∈ G},

dimana terdapat dalam interval (λ, µ), berlaku bahwa α > λ

dan α ≤ µ . Sehingga, A (x) ≥ α yang berarti bahwa x ∈ Ãα.

Oleh karena itu, x ∈ (e ◦A)α dan berlaku bahwa(e ◦A)(x) ≥
α.

Berdasarkan dua asumsi di atas, terbukti bahwa Ãα =
(
e ◦ Ã

)
α

.

Diketahui Ã adalah subgrup fuzzy-(λ, µ), berdasarkan Proposisi

2.7.6, dimiliki Ãα ̸= ∅ dan Ãα merupakan subgrup G. Karena

Ãα =
(
e ◦ Ã

)
α

, berlaku bahwa (e ◦ Ã)α ̸= ∅ dan (e ◦ Ã)α juga

merupakan subgrup. Oleh karena itu, (e ◦ Ã) juga merupakan

subgrup fuzzy-(λ, µ). Dengan Ã merupakan subgrup fuzzy-(λ, µ)

, mengakibatkan (e ◦ A)(x) memiliki batasan λ ≤ (e ◦ A)(x) ≤ µ.
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Akan ditunjukkan bahwa (e ◦ Ã) adalah subgrup fuzzy dengan

α ∈ (0, 1].

a. Untuk α ∈ (0, λ]

Diketahui bahwa (e ◦ A)(x) ≥ λ untuk semua x ∈ G. Setiap

elemen G akan menjadi subset (e ◦ Ã)α ,dimana (e ◦ Ã)α =

{x ∈ G|(e ◦A) (x) ≥ α}, sehingga (e◦Ã) = G. Gmerupakan

subgrup dari dirinya sendiri, sehingga berlaku bahwa (e◦Ã)α

adalah subgrup.

b. Untuk α ∈ (λ, µ]

Diketahui bahwa Ãα =
(
e ◦ Ã

)
α

dan Ãα dikatakan subgrup

G,dimana Ãα ̸= 0 ( berdasarkan Proposisi 2.7.3). Karena

Ãα =
(
e ◦ Ã

)
α

sehingga berlaku (e ◦ Ã)α ̸= ∅ dan (e ◦ Ã)α

merupakan subgrup dari G.

c. Untuk α ∈ (µ, 1]

Diketahui (e ◦A) (x) ≤ µ untuk semua x ∈ G. Dengan

diketahui bahwa α > µ, sehingga tidak ada elemen x yang

memenuhi (e ◦ A)(x) ≥ α dan mengakibatkan (e ◦ Ã)α = ∅,

atau biasa disebut dengan subgrup trivial.

Berdasarkan 3 batasan α tersebut, (e ◦ Ã)α ̸= ∅ dan (e ◦ Ã)

merupakan subgrup fuzzy G (proposisi 2.7.3). ■

Proposisi 3.1.7 (Li, Y., Wang, X., & Yang, L. 2013)

Misalkan Ã merupakan subgrup normal fuzzy (λ, µ) dari G. Hasil

operasi e◦Ã adalah subgrup normal fuzzy (λ, µ) dariG dan subgrup

normal fuzzy dari G.

Bukti.

Berdasarkan proposisi 3.1.6, diketahui bahwa jika Ã adalah
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subgrup fuzzy (λ, µ) dari G, maka e◦Ã adalah subgrup fuzzy (λ, µ)

dariG. Misalkan Ã adalah subgrup normal fuzzy-(λ, µ)dariG yang

terdefinisi

A(xyx−1) ∨ λ ≥ A(y) ∧ µ,

untuk setiap x ∈ G. Akan dibuktikan bahwa e ◦ Ã memenuhi

(e ◦A)(xyx−1) ∨ λ ≥ (e ◦A)(y) ∧ µ.

Mengacu pada definisi subgrup normal fuzzy-(λ, µ) dari G, dapat

dinyatakan bahwa

(e ◦A)(xyx−1) ∨ λ = (A(xyx−1) ∨ λ) ∧ µ) ∨ λ

≥ (A(y) ∨ λ) ∧ µ) ∧ µ

= (A(xyx−1) ∨ λ) ∧ µ

≥ (A(y) ∨ λ) ∧ µ

= (A(y) ∨ λ) ∧ µ

= (e ◦A)(y)

= (e ◦A)(y) ∧ µ.

Berdasarkan pembuktian di atas, terbukti bahwa jika Ã

merupakan subgrup normal fuzzy (λ, µ) dari G, maka e ◦ Ã juga

merupakan subgrup normal fuzzy (λ, µ) dari G dan merupakan

subgrup normal fuzzy dari G. ■

Proposisi 3.1.8 (e.g (Li, Y., Wang, X., & Yang, L. 2013))

Jika Ã adalah subgrup fuzzy (λ, µ) dari G, serta A(e) ≥ µ, maka

a ∈ Ãµ, jika dan hanya jika a ◦ Ã = e ◦ Ã.
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Bukti.

Asumsikan bahwa a ∈ Ãµ, sedemikian sehingga A(a) ≥ µ.

Berdasarkan Proposisi 2.7.6, Ãµ adalah subgrup dari G, sehingga

terdapat a−1 ∈ Ãµ. Berdasarkan Proposisi 2.7.7 dan diketahui

bahwa A(a) ≥ µ, diperoleh bahwa A(a−1) ≥ Ãµ . Misalkan x ∈ G

dan terdapat asumsi 3 kasus berikut.

a. Kasus 1

Jika A(x) ≥ µ maka x ∈ Ãµ, yang mengimplikasikan bahwa

a−1x ∈ Aµ. Berdasarkan Proposisi 2.7.8, diperoleh bahwa

A(a−1x) ≥ Ãµ . Dengan demikian, diperoleh

(a ◦A)(x) = (A
(
a−1x

)
∨ λ) ∧ µ = (A(a−1x) ∧ µ = µ,

(e ◦A)(x) = (A (x) ∨ λ) ∧ µ = (A(x) ∧ µ = µ.

Terbukti bahwa, (a ◦ Ã) = (e ◦ Ã).

b. Kasus 2

Jika λ < A(x) < µ dan berdasarkan Proposisi 2.7.8),

diperoleh bahwa A(a−1x) = A(x) . Dengan demikian,

diperoleh

(a ◦A)(x) = (A
(
a−1x

)
∨ λ) ∧ µ = (A(x) ∨ λ) ∧ µ = µ,

(e ◦A)(x) = (A (x) ∨ λ) ∧ µ = (A(x) ∨ λ) ∧ µ = µ.

Terbukti bahwa, (a ◦ Ã) = (e ◦ Ã).

c. Kasus 3

Jika A(x) ≤ λ dan berdasarkan Proposisi 2.7.8, maka

A(a−1x) ≤ λ . Dengan demikian, diperoleh

(a ◦A)(x) = (A
(
a−1x

)
∨ λ) ∧ µ = λ ∧ µ = λ,

(e ◦A)(x) = (A (x) ∨ λ) ∧ µ = λ ∧ µ = λ.

Terbukti bahwa, (a ◦ Ã) = (e ◦ Ã).
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Mengacu pada ketiga kasus di atas, dapat disimpulkan bahwa (a ◦
Ã) = (e ◦ Ã). Selanjutnya, diperoleh

(a ◦A)(a) = (e ◦A)(a)

⇔ (A
(
a−1a

)
∨ λ) ∧ µ = (A (a) ∨ λ) ∧ µ

⇔ (A (e) ∨ λ) ∧ µ = (A (a) ∨ λ) ∧ µ.

Berdasarkan asumsi bahwa A(e) ≥ µ, sehingga diperoleh

µ = (A (a) ∨ λ) ∧ µ

⇔ µ = A (a) ∧ µ

Untuk memenuhi syarat µ = µ, diperoleh bahwa A(a) ≥ µ. Hal ini

menunjukkan bahwa a ◦ Ã = e ◦ Ã, sehingga dapat disimpulkan

bahwa a ∈ Ãµ. ■

Demikian pula, Jika Ã adalah subgrup fuzzy (λ, µ) dari G, serta

A(e) ≥ µ, maka a ∈ Ãµ, jika dan hanya jika Ã ◦ a = Ã ◦ e.

Akibat 3.1.9 (e.g (Li, Y., Wang, X., & Yang, L. 2013))

Jika Ã adalah subgrup fuzzy (λ, µ) dari G, serta a ∈ Ãµ, maka

a ◦ Ã = Ã ◦ a = e ◦ Ã.

Bukti.

Diketahui bahwa a ∈ Ãµ dan berdasarkan akibat 2.7.5, diperoleh

bahwa A(a) ≥ µ. Berdasarkan proposisi 3.1.8 serta asumsi

A(a) ≥ µ, berlaku bahwa

a ◦ Ã = e ◦ Ã,
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Ã ◦ a = Ã ◦ e.

Berdasarkan definisi koset, dinyatakan bahwa

(e ◦A)(x) = (A(e−1x) ∨ λ) ∧ µ,

(A ◦ e)(x) = (A(xe−1) ∨ λ) ∧ µ.

Diketahui bahwa e−1x = x dengan setiap x ∈ G, diperoleh bahwa

(e ◦A)(x) = (A ◦ e)(x). Dengan demikian, diperoleh

e ◦ Ã = Ã ◦ e

⇔ a ◦ Ã = Ã ◦ a = e ◦ Ã.

■

Akibat 3.1.10 (e.g (Li, Y., Wang, X., & Yang, L. 2013))

Misalkan Ãadalah subgrup fuzzy (λ, µ)dariGdana, b ∈ G, berlaku

aÃµ = bÃµ, jika dan hanya jika a ◦ Ã = b ◦ Ã dengan Ãµ ̸= ∅.

Bukti.

Berdasarkan definisi Ãµ = {x ∈ G|A(x) ≥)µ}. Diasumsikan

aÃµ = bÃµ. Dengan a, b ∈ Ãµ, berlaku bahwa b−1a ∈ Ãµ. Karena

b−1a ∈ Ãµ , diperoleh (b−1a) ◦ Ã = e ◦ Ã (Berdasarkan Proposisi

3.1.8). Jika diketahui bahwa (b−1a) ◦ Ã = e ◦ Ã dan berdasarkan

Akibat 3.1.4,diperoleh bahwa a ◦ A = b ◦ A . Oleh karena itu,

aÃµ = bÃµ terbukti, jika dan hanya jika a ◦ Ã = b ◦ Ã dengan

Ãµ ̸= ∅. ■

Demikian pula, Misalkan Ã adalah subgrup fuzzy (λ, µ) dari G

dan a, b ∈ G , berlaku Ãµa = Ãµb , jika dan hanya jika Ã◦a = Ã◦b.
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Proposisi 3.1.11 (e.g (Li, Y., Wang, X., & Yang, L. 2013))

Jika Ã adalah subgrup fuzzy (λ, µ) dari G dan λ < A(e) < µ, maka

A(a) = A(e), jika dan hanya jika a ◦ Ã = e ◦ Ã.

Bukti.

Pertama, asumsikan bahwa A(a) = A(e) dan didapatkan a ∈
ÃA(e) . Berdasarkan Proposisi 2.7.6, ÃA(e) adalah subgrup G

dan terdapat a−1 ∈ G. Didapatkan bahwa A(a−1) ≥ A(e).

Berdasarkan Akibat 2.7.5, A(e) adalah nilai derajat keanggotaan

paling tinggi, sehingga berlaku A(a−1) = A(e). Misalkan x ∈ G

dan berdasarkan Akibat 2.7.5, diperoleh A(x) ≤ A(e).

Berikut ini adalah 3 kondisi A(x)

a. Kondisi 1

Kondisi dimana A(x) ≤ λ. Berdasarkan Proposisi 2.7.8, jika

A(x) ≤ λ maka A(a−1x) ≤ λ. Dengan begitu, dinyatakan

bahwa

(a ◦A)(x) = (A
(
a−1x

)
∨ λ) ∧ µ = λ ∧ µ = λ,

(e ◦A)(x) = (A (x) ∨ λ) ∧ µ = λ ∧ µ = λ.

Berdasarkan pernyataan di atas, disimpulkan bahwa a ◦ Ã =

e ◦ Ã

b. Kondisi 2

Kondisi dimana λ < A(x), A(e). Diketahui bahwa

λ < A(e) < µ dan A(x) < A(e). Dengan asumsi

A(e) = A(a−1) dan berdasarkan Proposisi 2.7.8, dapat

disimpulkan bahwa A(a=1x) = A(x) . Dengan begitu,

dinyatakan bahwa
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(a ◦A)(x) = (A
(
a−1x

)
∨ λ) ∧ µ = (A(x) ∨ λ) ∧ µ = A(x),

(e ◦A)(x) = (A (x) ∨ λ) ∧ µ = A(x).

Berdasarkan pernyataan di atas, disimpulkan bahwa a ◦ Ã =

e ◦ Ã

c. Kondisi 3

Kondisi dimana (A(x) = (A(e)). Dengan kondisi tersebut,

berlaku bahwa x ∈ ÃA(e). Diketahui bahwa A(e) =

A(a−1) dan a−1 ∈ ÃA(e). Berdasarkan Proposisi 2.7.6, ÃA(e)

merupakan subgrup G sehingga x, a−1 ∈ ÃA(e). Dengan

a−1x ∈ ÃA(e), terdapat A(a−1x) ≥ A(e). Berdasarkan

Akibat 2.7.5, berlaku bahwa A(a−1x) = A(e). Dengan alasan

tersebut, diperoleh bahwa, A(a−1x) = A(x) = A(e).

Dengan penjabaran sebagai berikut

(a◦A)(x) = (A
(
a−1x

)
∨λ)∧µ = (A(x)∨λ)∧)µ = (e◦A)(x).

Berdasarkan pernyataan di atas, disimpulkan bahwa a ◦ Ã =

e ◦ Ã

Dengan menganggap bahwa a ◦ Ã = e ◦ Ã, sehingga hal tersebut

mengimplikasikan bahwa berlaku, (a ◦A)(a) = (e ◦A)(a). Dengan

demikian, diperoleh bahwa (A(a−1a) ∨ λ) ∧ µ = (A(a) ∨ λ) ∧ µ,

sehingga A(e) = A(a)∨λ. Karena memenuhi λ < A(e) < µ, dapat

disimpulkan bahwa A(e) = A(a). Dengan demikian, jika a ◦ Ã =

e ◦ Ã maka A(a) = A(e). ■

Demikian pula, Jika Ã adalah subgrup fuzzy (λ, µ) dari G dan λ <

A(e) < µ, maka A(a) = A(e) jika dan hanya jika Ã ◦ a = Ã ◦ e.
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Akibat 3.1.12 (e.g (Li, Y., Wang, X., & Yang, L. 2013))

Misalkan Ãadalah subgrup fuzzy (λ, µ)dariGdana, b ∈ G, berlaku

bahwa aAA(e) = bAA(e), jika dan hanya jika a ◦ Ã = b ◦ Ã dengan

λ < A(e) < µ.

Bukti.

Berdasarkan definisi ÃA(e) = {x ∈ G|A(x) ≥ A(e)}. Diasumsikan

aÃA(e) = ÃAA(e). Dengan a, b ∈ ÃA(e), berlaku b−1a ∈ ÃA(e).

Karena b−1a ∈ ÃA(e), diperoleh bahwa (b−1a) ◦ Ã = e ◦ Ã

(Berdasarkan Proposisi 3.1.11). Jika (b−1a) ◦ Ã = e ◦ Ã dan

berdasarkan Akibat 3.1.4, maka diperoleh bahwa a ◦ Ã = b ◦ Ã .

Oleh karena itu, aÃA(e) = bÃA(e) jika dan hanya jika a ◦ Ã = b ◦ Ã,

dengan λ < A(e) < µ. ■

Demikian pula, Misalkan Ã adalah subgrup fuzzy (λ, µ) dari G dan

a, b ∈ G , berlaku bahwa ÃA(e)a = ÃA(e)b, jika dan hanya jika

Ã ◦ a = Ã ◦ b , dengan λ < A(e) < µ.

Proposisi 3.1.13 (e.g (Li, Y., Wang, X., & Yang, L. 2013))

Misalkan Ã adalah subgrup fuzzy (λ, µ) dari G. Hasil operasi a ◦ Ã
adalah Subgrup fuzzy-(λ, µ) dariG, jika dan hanya jika a◦Ã = e◦Ã.

Bukti.

Diasumsikan bahwa a ◦ Ã adalah subgrup fuzzy-(λ, µ) dari G,

sehingga akan diberikan kondisi nilai A(e) dalam rentang (λ, µ)

sebagai berikut

1. Jika A(e) ≥ µ, maka (a ◦ A)(a) = (A(a−1a) ∨ λ) ∧ µ =

(A(e)∨λ)∧µ = µ. Karena (a◦A)(a) = µ , berlakua ∈ (a◦A)µ

dengan makna bahwa (a ◦A)µ = A(a) ≥ µ dan (a ◦ Ã)µ ̸= ∅.

(a ◦ Ã)µ merupakan subgrup G dan berdasarkan Proposisi

2.7.6, terdapat e ∈ (a ◦ Ã)µ. Sejak (a ◦ A)(e) = (A(a−1 ∨
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λ) ∧ µ = µ, diimplikasikan menjadi A(a−1) ≥ µ sehingga

a−1 ∈ µ. Karena A(a−1) ≥ µ, diperoleh A(a) ≥ µ sehingga

dimiliki a ∈ µ (berdasarkan Proposisi 2.7.8). Berdasarkan

Proposisi 3.1.8, jika a ∈ µ maka a ◦ Ã = e ◦ Ã.

2. Jika λ < A(e) < µ, maka A(e) ≥ A(a−1) (berdasarkan

Akibat 2.7.5) dan (a ◦ A)(a) = (A(e) ∨ λ) ∧ µ = A(e).

Karena (a ◦ A)(a) = A(e), berlaku a ∈ (a ◦ Ã)A(e). Karena

a ◦ Ã merupakan subgrup fuzzy (λ, µ) dari G, sehingga

diperoleh (a ◦ Ã)A(e) merupakan subgrup fuzzy (λ, µ) dari

G (berdasarkan Proposisi 2.7.6). Dalam subgrup, terdapat

elemen identitas e sehingga e ∈ (a ◦ Ã)A(e). Dijabarkan

sebagai berikut

(a ◦A)A(e) = {(a ◦A) (e) ≥ A(e)} ,

A(e) ≤ (a ◦A)(e) = A(e) ≤ (A(a−1) ∨ λ) ∧ µ.

Dengan A(e) < µ, menghasilkan (A(a−1) ∨ λ).

A(a−1) ≥ A(e), sehingga a−1 ∈ ÃA(e) dan diimplikasikan

a ∈ ÃA(e), karena ÃA(e) merupakan subgrup G. Dengan

begitu, A(a) ≥ A(e) dan berdasarkan Akibat 2.7.5 , berlaku

A(a) = A(e). Berdasarkan Proposisi 3.1.11, jika A(a) =

A(e) maka a ◦ Ã = e ◦ Ã.

3. Jika A(e) ≤ λ, maka A(x) ≤ λ untuk setiap x ∈ G

berdasarkan Akibat 2.7.5. Didefinisikan

(a ◦A)(x) = (A
(
a−1x

)
∨ λ) ∧ µ = λ,

(e ◦A)(x) = (A(x) ∨ λ) ∧ µ = λ,



60

dan berlaku bahwa, a ◦ Ã = e ◦ Ã.

Oleh karena itu, berdasarkan Proposisi 3.1.6, a ◦ Ã adalah

Subgrup fuzzy-(λ, µ) dari G.

■

Proposisi 3.1.14 (e.g (Li, Y., Wang, X., & Yang, L. 2013))

Misalkan Ã adalah subgrup fuzzy (λ, µ) dari G, a, b ∈ G, α ∈ (λ, µ]

dan Ãα ̸= ∅. Jika a ◦ Ã = b ◦ Ã maka aÃα = bÃα.

Bukti.

Diketahui Ãα ̸= ∅, sehingga Ãα merupakan subgrup G

(berdasarkan Proposisi 2.7.6), dimana juga terdapat elemen

identitas e dalam subgrup sehingga A(e) ≥ α > λ. Asumsikan

bahwa a◦ Ã = b◦ Ã dan (a◦A)(b) = (b◦A)(b) ,sehingga diperoleh

(a ◦A)(b) = (b ◦A)(b)

⇔ (A
(
a−1b

)
∨ λ) ∧ µ = (A

(
b−1b

)
∨ λ) ∧ µ

⇔ (A
(
a−1b

)
∨ λ) ∧ µ = (A (e) ∨ λ) ∧ µ

⇔ (A
(
a−1b

)
∨ λ) ∧ µ = A(e) ∧ µ.

Dengan beberapa kondisi berikut

1. Jika A(e) ≥ µ maka A(a−1b) ≥ µ sehingga a−1b ∈ Aµ.

Karena A(e) ≥ µ dan A(e) ≥ α dengan α < µ , diperoleh

bahwa (a−1b) ∈ Ãµ ⊆ Ãα. Dengan (a−1b) ∈ Ãα, dihasilkan

aAα = bAα.

2. Jika A(e) < µ maka A(a−1b) = A(e) sehingga a−1b ∈ AA(e).

KarenaA(e) ≥ α,AA(e) ⊆ Ãα, diperoleh bahwa(a−1b) ∈ Aα,

sehingga dihasilkan aÃα = bÃα.
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Oleh karena itu, Jika a ◦ Ã = b ◦ Ã maka aÃα = bÃα. ■

Demikian pula, Misalkan Ã adalah subgrup fuzzy (λ, µ) dari G,

a, b ∈ G, α ∈ (λ, µ] dan Ãα ̸= ∅. Jika Ã◦a = Ã◦bmaka Ãαa = Ãαb.

Proposisi 3.1.15 (e.g (Li, Y., Wang, X., & Yang, L. 2013))

Misalkan Ã adalah subgrup fuzzy (λ, µ) dari G dan a.b ∈ G. Jika

a ◦ Ã = b ◦ Ã dan λ < A(a) < µ maka A(a) = A(b).

Bukti.

Berdasarkan Akibat 3.1.4, jika a◦Ã = b◦Ãmaka (a−1b)◦Ã = e◦Ã.

Dengan beberapa kondisi berikut

1. Kondisi 1

Jika A(e) ≥ µ. Berdasarkan Proposisi 3.1.8, jika a ◦ Ã =

e ◦ Ã maka a ∈ Ãµ. Karena a = a−1b , berlaku bahwa

a−1b ∈ Ãµ sehingga A(a−1b) ≥ µ. Berdasarkan Proposisi

2.7.8, A(xy) = A(x) = A(y). Dengan λ < A(a) < µ. x = a,

y = a−1b , diperoleh A(a(a−1b) = A(a). Berdasarkan sifat

asosiatif dalam grup, berlaku bahwa a(a−1b) = (aa−1)b = b.

Hal tersebut menunjukkan bahwa A(a) = A(b).

2. Kondisi 2

Jika A(e) < µ dan λ < A(a) < µ maka A(a) ≤ A(e) ≤ µ.

Berdasarkan Proposisi 3.1.13, A(a) = A(e) maka A(a−1b) =

A(e).

a. Jika A(a) < A(e) = A(a−1b). Karena A(a) < A(e) atau

A(a) = A(a−1b) dan berdasarkan Proposisi 2.7.8 , sehingga

A(a(a−1b) = A(a). Dalam grup, berlaku a(a−1b) = b,

sehingga a, a−1b dan didapatkan bahwa A(a) = A(b).
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b. Jika A(a) = A(e) = A(a−1b), maka a, a−1 ∈ ÃA(e). Karena

subgrup fuzzy (λ, µ) dari G, ÃA(e) merupakan subgrup fuzzy

(λ, µ) dari G (berdasarkan Proposisi 2.7.6). Dengan a, a−1 ∈
AA(e) , berlaku bahwa b ∈ AA(e) sehingga A(b) ≥ A(e).

Berdasarkan Akibat 2.7.5, A(e) merupakan nilai derajat

keanggotan terbesar sehingga A(b) = A(e) = A(a).

Perlu dicatat bahwa kebalikan dari Proposisi 3.1.15 tidak benar,

sebagaimana ditunjukkan oleh contoh berikut.

Contoh. Misalkan grupG adalah siklik berorde 3 sertaa sebagai

generator .

G =
{
e, a, a2

}
, diberikan masing - masing elemen G dengan nilai

derajat keanggotaannya masing-masing. Ã adalah Subgrup fuzzy

(λ, µ) dari G dengan (λ, µ) = (0.3, 0.6), Berikut perhitungan nilai

derajat keanggotan tiap elemen di Grup Siklik orde 3,

A(a) = 0.5,

A(a2) = 0.5, dan

A(e) = 0.7.

Didapatkan bahwa (a◦A)(a) = (A(a−1a)∨λ)∧µ = (A(e)∨λ)∧µ =

0.7, dan (a2 ◦A)(a) = (A(a(−1)(2))∨λ)∧µ = (A(a)∨λ)∧µ = 0.5.

Sehingga, a ◦ Ã ̸= a2 ◦ Ã. ■

B. Koset tengah pada subgrup fuzzy-(λ, µ) dari G.

Berdasarkan definisi, koset kanan dan koset kiri pada subgrup

fuzzy (λ, µ) serupa dengan subgrup fuzzy hanya sedikit perbedaan

di penambahan karakteristik λ dan µ sehingga dapat dikontruksi
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koset tengah subgrup fuzzy (λ, µ) berdasarkan koset tengah yang

ada pada sugrup fuzzy yang didefinisikan

Definisi 3.2.1 Misalkan Ã merupakan Subgrup fuzzy-(λ, µ) dari G,

serta a ∈ G.Dinyatakan bahwa

(a◦Ã◦b)(x) = {(x, (a ◦A ◦ b)(x) ∨ λ) ∧ µ, ∀x ∈ G}, yang dimana,

(a ◦A ◦ b)(x) terdefinisi

(a ◦A ◦ b)(x) = (A(a−1xb−1) ∨ λ) ∧ µ.

Contoh 3.2.2 Misalkan Z4 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄} merupakan sebuah grup

dengan operasi penjumlahan modulo 4 (Z4,+4). Dibentuk sebuah

himpunan fuzzy Ã pada Z4 sebagai berikut

Ã = {(0, 1), (1, 0,7), (2, 0,8), (3, 0,7)} ,

di mana Ã merupakan sebuah subgrup fuzzy (0.4, 1) atas Z4.

Diberikan bahwa a = 1̄ serta b = 2̄. Perhatikan bahwa

(1̄ ◦A ◦ 2̄)(0̄) = (A(1̄−1 + 0̄ + 2̄−1) ∨ 0.4) ∧ 1

= (A(3̄ + 0̄ + 2̄) ∨ 0.4) ∧ 1

= (A(1̄) ∨ 0.4) ∧ 1

= (0.7 ∨ 0.4) ∧ 1 = 0.7,

(1̄ ◦A ◦ 2̄)(1̄) = (A(1̄−1 + 1̄ + 2̄−1) ∨ 0.4) ∧ 1

= (A(3̄ + 1̄ + 2̄) ∨ 0.4) ∧ 1

= (A(2̄) ∨ 0.4) ∧ 1

= (0.8 ∨ 0.4) ∧ 1 = 0.8,
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(1̄ ◦A ◦ 2̄)(2̄) = (A(1̄−1 + 2̄ + 2̄−1) ∨ 0.4) ∧ 1

= (A(3̄ + 2̄ + 2̄) ∨ 0.4) ∧ 1

= (A(3̄) ∨ 0.4) ∧ 1

= (0.7 ∨ 0.4) ∧ 1 = 0.7,

(1̄ ◦A ◦ 2̄)(3̄) = (A(1̄−1 + 3̄ + 2̄−1) ∨ 0.4) ∧ 1

= (A(3̄ + 3̄ + 2̄) ∨ 0.4) ∧ 1

= (A(0̄) ∨ 0.4) ∧ 1

= (1 ∨ 0.4) ∧ 1 = 1.

Diperoleh bahwa, 1̄ ◦ Ã ◦ 2̄ = {(0̄, 0.7) , (1̄, 0.8) , (2̄, 0.7) , (3̄, 1)}.

Berikut diberikan proposisi terkait koset tengah pada subgrup

fuzzy-(λ, µ) dari G.

Proposisi 3.2.3 Misalkan Ãmerupakan (λ, µ)dariGdana, b, c, d ∈
G, berlaku bahwa (a ◦ b) ◦ Ã ◦ (c ◦ d) = a ◦ (b ◦ Ã ◦ c) ◦ d.

Bukti.

Berdasarkan Definisi 3.2.1 , Pendefinisan pada sisi kiri persamaan

tersebut adalah sebagai berikut

(a ◦ b) ◦ Ã ◦ (c ◦ d) = (a ◦ b) ◦A ◦ (c ◦ d)(x)

= (a ◦ (b ◦ Ã ◦ c) ◦ d)(x),

dimana (a ◦ (b ◦ Ã ◦ c) ◦ d)(x) = a ◦ Ã ◦ d, dihasilkan

(b ◦ Ã ◦ c)(a−1xd−1) ∨ λ) ∧ µ.

Dengan(b ◦ Ã ◦ c)(a−1xd−1) ∨ λ) ∧ µ = (b ◦ Ã ◦ c)(x), diperoleh
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(A(b−1(a−1xd−1)(c−1) ∨ λ) ∧ µ.

Akan ditunjukkan bahwa (a ◦ b) ◦ Ã ◦ (c ◦ d) = a ◦ (b ◦ Ã ◦ c) ◦ d.

Pendefinisian untuk sisi kanan adalah sebagai berikut

a ◦ (b ◦ Ã ◦ c) ◦ d = (a ◦ (b ◦ Ã ◦ c) ◦ d)(x)

= (b ◦ Ã ◦ c)(a−1xd−1) ∨ λ) ∧ µ

= (A(b−1(a−1xd−1)(c−1) ∨ λ) ∧ µ.

Berdasarkan hasil pendefinisian kedua sisi tersebut, dapat

dibuktikan bahwa, (a ◦ b) ◦ Ã ◦ (c ◦ d) = a ◦ (b ◦ Ã ◦ c) ◦ d. ■

Proposisi 3.2.4 Misalkan Ã merupakan subgrup fuzzy (λ, µ) dari

G, serta a, b, c, d ∈ G. Berlaku a ◦ Ã ◦ b = c ◦ Ã ◦ d, jika dan hanya

jika b−1 ◦ Ã ◦ a−1 = d−1 ◦ Ã ◦ c−1.

Bukti.

⇒ Jika a ◦ Ã ◦ b = c ◦ Ã ◦ d maka b−1 ◦ Ã ◦ a−1 = d−1 ◦ Ã ◦ c−1

untuk setiap x ∈ G.

Ambil sebarang x ∈ G. Berdasarkan Definisi 3.2.1 , diperoleh

(b−1 ◦ Ã ◦ a−1)(x) = (A((b−1)−1x(a−1)−1) ∨ λ) ∧ µ

= (A(bxa) ∨ λ) ∧ µ

= (A((bxa)−1 ∨ λ) ∧ µ

= (A(a−1x−1b−1 ∨ λ) ∧ µ

= (a ◦ Ã ◦ b)(x−1).
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Karenaa ◦ Ã ◦ b = c ◦ Ã ◦ d,maka berlaku

(a ◦ Ã ◦ b)(x−1) = (c ◦ Ã ◦ d)(x−1).

Berdasarkan Definisi 3.2.1, diperoleh

(c ◦ Ã ◦ d)(x−1) = (A(c−1x−1d−1 ∨ λ) ∧ µ

= (A((dxc)−1 ∨ λ) ∧ µ

= (A((dxc) ∨ λ) ∧ µ

= (d−1 ◦ Ã ◦ c−1)(x).

Terbukti bahwa Jika a ◦ Ã ◦ b = c ◦ Ã ◦ d maka b−1 ◦ Ã ◦ a−1 =

d−1 ◦ Ã ◦ c−1 untuk setiap x ∈ G.

⇐ Jika b−1 ◦ Ã ◦ a−1 = d−1 ◦ Ã ◦ c−1, maka a ◦ Ã ◦ b = c ◦ Ã ◦ d
untuk setiap x ∈ G.

Ambil sebarang x ∈ G. Berdasarkan Definisi 3.2.1, diperoleh

(a ◦ Ã ◦ b)(x) = (A(a−1xb−1) ∨ λ) ∧ µ

= (A((a−1xb−1)−1) ∨ λ) ∧ µ

= (A(bx−1a) ∨ λ) ∧ µ

= (b−1 ◦ Ã ◦ a−1)(x−1).

Karena b−1 ◦ Ã ◦ a−1 = d−1 ◦ Ã ◦ c−1, maka berlaku

(b−1 ◦ Ã ◦ a−1)(x−1) = (d−1 ◦ Ã ◦ c−1)(x−1).
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Berdasarkan Definisi 3.2.1, diperoleh

(d−1 ◦ Ã ◦ c−1)(x−1) = (A(dx−1c) ∨ λ) ∧ µ

= (A((dx−1c)−1) ∨ λ) ∧ µ

= (A(c−1xd−1) ∨ λ) ∧ µ

= (c ◦ Ã ◦ d)(x)

Terbukti bahwa, Jika b−1 ◦ Ã◦a−1 = d−1 ◦ Ã◦ c−1, maka a◦ Ã◦ b =
c ◦ Ã ◦ d untuk setiap x ∈ G.

Dapat disimpulkan bahwa a ◦ Ã ◦ b = c ◦ Ã ◦ d berlaku, jika dan

hanya jika b−1 ◦ Ã ◦ a−1 = d−1 ◦ Ã ◦ c−1. ■



BAB IV

Kesimpulan dan Saran

A. Kesimpulan

Berdasarkan pada analisis yang telah dilakukan, diperoleh

simpulan bahwa

1. Beberapa karakteristik yang berkaitan dengan bentuk kiri

dan kanan dari koset dalam struktur fuzzy-(λ, µ) dapat

dijabarkan sebagai berikut.

a. Misalkan Ã dan B̃ merupakan subgrup fuzzy-(λ, µ) atas

G, serta a, b ∈G. Diperoleh

1) a ◦
(
b ◦ Ã

)
= (ab) ◦ Ã,

2)
(
Ã ◦ a

)
◦ b = Ã ◦ (ab),

3) a◦ Ã = b◦ B̃ ⇔ e◦ Ã =
(
a−1b

)
◦ B̃ ⇔

(
b−1

)
◦ Ã =

e ◦ B̃,

4) Ã◦a = B̃ ◦b ⇔ Ã◦e = B̃ ◦
(
ba−1

)
⇔ Ã◦

(
ab−1

)
=

B̃ ◦ e.

b. Misalkan Ã adalah subgrup fuzzy-(λ, µ) dan x ϵ G,

terdapat beberapa kondisi berikut.

1) Jika λ < A (x) < µ maka (e ◦A)(x) = A(x)

2) Jika A(x) ≥ µ maka (e ◦A)(x) = µ

3) Jika A(x) ≤ λ maka (e ◦A)(x) = λ

c. Misalkan Ã adalah subgrup fuzzy-(λ, µ) dari G. Hasil

operasi e ◦ Ã adalah subgrup fuzzy-(λ, µ) dari G dan

subgrup fuzzy.

68
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d. Misalkan Ã merupakan subgrup normal fuzzy (λ, µ)

dari G. Hasil operasi e◦ Ã adalah subgrup normal fuzzy

(λ, µ) dari G.

e. Jika Ã adalah subgrup fuzzy (λ, µ) dari G, serta A(e) ≥
µ, maka a ∈ Aµ, jika dan hanya jika a ◦ Ã = e ◦ Ã.

f. Jika Ã adalah subgrup fuzzy (λ, µ) dari G dan λ <

A(e) < µ, maka A(a) = A(e) jika dan hanya jika

a ◦ Ã = e ◦ Ã.

g. Misalkan Ã adalah subgrup fuzzy (λ, µ) dari G. Hasil

operasia◦Ã adalah subgrup fuzzy-(λ, µ) dariG jika dan

hanya jika a ◦ Ã = e ◦ Ã.

h. Misalkan Ã adalah subgrup fuzzy (λ, µ) dariG, a, b ∈ G,

α ∈ (λ, µ) dan Ãα ̸= ∅. Jika a ◦ Ã = b ◦ Ã maka aÃα =

bÃα.

i. Misalkan Ã adalah subgrup fuzzy (λ, µ)dariGdan a.b ∈
G. Jika a ◦ Ã = b ◦ Ã dan λ < A(a) < µ maka A(a) =

A(b).

2. Definisi koset tengah pada subgrup fuzzy (λ, µ) adalah

Misalkan Ã merupakan subgrup fuzzy-(λ, µ) dari G, serta

a ∈ G.Dinyatakan bahwa

(a ◦ Ã ◦ b)(x) = {(x, (a ◦A ◦ b)(x) ∨ λ) ∧ µ, ∀x ∈ G}, yang

dimana, (a ◦A ◦ b)(x) terdefinisi

(a ◦A ◦ b)(x) = A(a−1xb−1) ∨ λ) ∧ µ
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3. Sifat-sifat koset tengah pada subgrup fuzzy-(λ, µ) adalah

sebagai berikut.

a. Misalkan Ã merupakan (λ, µ) dari G dan a, b, c, d ∈ G,

berlaku bahwa (a ◦ b) ◦ Ã ◦ (c ◦ d) = a ◦ (b ◦ Ã ◦ c) ◦ d.

b. Misalkan Ã merupakan subgrup fuzzy (λ, µ) dari G,

serta elemen a, b, c, d berada dalam G. Berlaku bahwa

a ◦ Ã ◦ b = c ◦ Ã ◦ d, jika dan hanya jika kondisi

b−1 ◦ Ã ◦ a−1 = d−1 ◦ Ã ◦ c−1.

B. Saran

Berdasarkan penelitian yang telah dilaksanakan, penelitian ini

masih memiliki ruang lingkup yang terbatas pada pembahasan

mengenai sifat koset dalam subgrup fuzzy-(λ, µ). Oleh sebab

itu, eksplorasi lebih lanjut di masa mendatang diharapkan dapat

memperluas cakupan dengan mengeksplorasi aspek lain dalam

aljabar fuzzy. Berdasarkan definisi koset yang telah dirumuskan,

sifat koset tengah juga dapat dikaji lebih lanjut, termasuk potensi

penerapannya dalam berbagai disiplin ilmu terkait.
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